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RESUME

Dans ce mémoire, on étudie les nombres de Fibonacci, les nombres de Lucas et leurs gé-
néralisations, en les utilisant comme coefficients de matrices circulantes et r-circulantes. Notre
objectif est d’étudier la norme spectrale de ces matrices en s’inspirant des travaux de Solak
[17], Bahst [4], Shen et Cen [16] et autres, et d’établir quelques résultas et propriétés.

Mots-clés : Matrice circulante, matrice r-circulante, les nombres de Fibonacci, les nombres
de Lucas, les nombres hyper-Fibonacci, les nombres hyper-Lucas, les nombres bi-périodiques
de Fibonacci, les nombres bi-périodiques de Lucas, la norme spectrale, la norme euclidienne, le
produit de Hadamard, le produit de Kronecker.



ABSTRACT

In this dissertation, we study Fibonacci numbers, Lucas numbers and their generalizations,
using them as coefficients of circulant matrices and r-circulant matrices. Our objective is to
study the spectral norm of these matrices by drawing inspiration from the work of Solak [17],
Bahst [4], Shen and Cen [16] and others, and to establish some results and properties.

Keywords : Circulant matrix, r-circulant matrix, Fibonacci numbers, Lucas numbers, hyper-

Fibonacci numbers, hyper-Lucas numbers, bi-periodic Fibonacci numbers, bi-periodic Lucas
numbers, spectral norm, Euclidean norm, Hadamard product, Kronecker product.
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Introduction

Les matrices circulantes et les matrices r-circulantes ont fait ’objet de recherche de plusieurs
auteurs. Les matrices circulantes ont de nombreux liens avec des problémes de physique, de
traitement d’images, d’analyse de Fourier, de probabilité et de statistique, d’analyse numérique,
de théorie des nombres et de géométrie |7]. De nombreux résultas sur les normes spectrales de
matrices circulantes et de matrices r-circulantes dont les éléments sont des nombres de certaines
suites classiques ont été obtenus. En 2005, Solak [17] a trouvé un encadrement de la norme
spectrale des matrices circulantes

F = Circ(Fy, Fy,...,F,_1) et L= Clirer(Lg, Ly, ..., L,_1)

dont les éléments sont des nombres de Fibonacci et des nombres de Lucas respectivement. Par
exemple, dans le cas de la matrice F', I’encadrement est donné par

V Fn—an S HFHQ S Fn—an'

En 2010, Shen et Cen |16] ont trouvé un encadrement pour la norme spectrale des matrices
r-circulantes

F/ :OiTCT(Fo,Fl,...,Fn_l) et L/:CiTCT(LO,Ll,...,Ln_1>.
Dans le cas de la matrice F’, I'encadrement est donné par
VE. 1 F, <||F'||, < |r| Fo1Fy si|r]>1

|V FaciFo < |IF']], < V/(n = 1) Faci By si[r] =1

En 2011, Ipek [11] améliore le travail de Solak [17] en calculant la norme spectrale des
matrices F' et L. Il a donc obtenu les résultats suivants

1Flly = Foyr =1 et [[L]]y = Lpr — L.

Depuis, plusieurs chercheurs ont généralisé les travaux de Shen et Cen [16] et Ipek [11] &
d’autres suites récurrentes linéaires. On peut citer le travail de Bahsi et Solak [5] qui ont calculé
la norme spectrale des matrices circulantes

F = Circ (ng>, F® F}L’?l) et L= Circ (Lg@, AR Lif_)1>

dont les éléments sont des nombres hyper-Fibonacci et des nombres hyper-Lucas respective-
ment. [1s ont aussi déterminé un encadrement pour la norme spectrale des matrices r-circulantes
F' = Clircer <Fék), Fl(k), o B ) et L' = Circer <L((]k), Lgk), oy LW ) .

9t n—1 9 Hn—1

En 2015, Bahsi [4] a trouvé un encadrement pour la norme spectrale de matrices circulantes
et r-circulante dont les éléments sont des nombres de Fibonacci et de Lucas généralisés. En
2017, Kome et Yazlik [12] ont trouvé un encadrement pour la norme spectrale des matrices

r-circulantes
NS P by 2
Q’I‘ - CZ.TCT <<_) qo, (_) qis .-, (_) %’L—l) )
a a a
N\ b\
L, = Cirer (<—> lo, (—) ly,.o.., (—) ln1>
a a a
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dont les éléments sont des nombres bi-périodiques de Fibonacci et des nombres bi-périodiques

de Lucas respectivement.
En 2021, Ait-Amrane et Behloul [2] ont calculé la norme spectrale des matrices circulantes

U = Circ ((uék), M uﬁfﬂ) et V =Clirce (v((]k), ol® vék_)1>

dont les éléments sont des nombres hyper-Fibonacci et hyper-Lucas généralisés respective-
ment. I1s ont aussi déterminé un encadrement pour la norme spectrale des matrices r-circulantes

U = Cirer (u(()k),ugk), ,u;k_)l) et V' =Cirer (v(()k),vgk), o vﬁf_)l> .
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Notations
N : ensemble des entiers positifs.
N* : ensemble des entiers strictement positifs.
Z : anneau des entiers relatifs.
R : corps des nombres réels.
C : corps des nombres complexes.
K : corps désignant R ou C.
M, n(K) : ensemble des matrices de type (m,n) a coefficients dans K.
M, (K) : ensemble des matrices carrées d’ordre n (ou de taille n) a coefficients dans K.
Al : transposée d’une matrice A.
A* . adjointe d’une matrice A.
A~! ¢ inverse d’une matrice carrée inversible A.
A : conjuguée d’une matrice A.
I,, : matrice identité d’ordre n.
Clire(co, €1, €, - - ., Cp_1) : matrice circulante.
Circer(co, 1, ¢, ..., Cq_1) : matrice r-circulante.
K[X] : anneau des polynomes a une indéterminée & coefficients dans K.
|Al|£ : la norme euclidien d’une matrice A.
|Al|2 : la norme spectrale d’une matrice A.
0(A) : le rayon spectrale d’une matrice carrée A.

|Al|s : la norme infinie d’une matrice A.

[[1,n]] ={1,2,...,n},n e N
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Chapitre 1

(Généralités sur les matrices

Dans ce chapitre, nous étudions quelques généralités sur les matrices, et nous parlerons sur
les matrices circulantes et r-circulantes et de leurs valeurs propres et leurs vecteurs propres, et
nous verrons quelques graphes circulants et leurs matrices adjacentes.

1.1 Deéfinitions et propriétés

Définition 1.1. Une matrice de type (m,n) est un tableau rectangulaire de mn éléments dis-
posés sur m lignes et n colonnes comme suit :

@11 Q2 -+ Q1n

Q21 Q22 -+ Q2
A=

Am1 Am2 - Amn

Une matrice A est souvent notée A = (a;;) ou a;; représente ’élément de la matrice situé a
I'intersection de la 7°“"¢ ligne et de la j°"¢ colonne. On dit que a;; désigne le terme général de
la matrice A.

L’ensemble des matrices & coefficients dans K possédant m lignes et n colonnes est noté

Lorsque m = n on note plus simplement M, (K) et on 'appelle ensemble des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans K.

Définition 1.2. On appelle matrice conjuguée d’une matrice A = (a;j) € My, ,(C) la ma-
trice B = (bi;) € My, ,(C) telle que :
bij = az‘ja V(laj) € [[Lmﬂ X [[Ln]]

ot a;; est le conjugué compleze de a;;.On note par A la matrice conjuguée de A.

Définition 1.3. On appelle matrice adjointe (ou matrice transconjuguée) d’une matrice
A, et on note A*, la matrice :

t

AT =A.



Remarque 1. Si A est réelle alors la matrice adjointe est la matrice transposée de A, i.e.,

A* = A

Définition 1.4. Une matrice D = (d;;) € M, (K) est dite diagonale si :

V(i,j) eEN? i#£j = di;=0.

Définition 1.5. Pour tout entier n € N*, on note par I, la matrice carrée de taille n dont les
coefficients diagonaux sont égaux o 1 et dont les autres coefficients sont nuls, elle est appelée
matrice identité de taille n.

donc

Proposition 1.1. Soit A € M,, ,(K), on a :

I, A= Al, = A.

Définition 1.6. Une matrice P € M, (K) est dite tnversible s’il existe une matrice Q € M, (K)
telle que :

PQ=1, et QP =1,.
Dans ce cas, la matrice () est unique et est appelée la matrice inverse de P.

Notation :

- On note par P~! la matrice inverse d’une matrice inversible P € M,,(K).

- Puisque une matrice diagonale est entiérement déterminée par la liste de ses éléments
diagonaux, la notation suivante plus concise est souvent adoptée :

all 0 . o 0
0 ay --- 0
diag(ay, ag,...;a,) = | . . .
0 0 N a,

Proposition 1.2. Une matrice A € M,(K) est dite diagonalisable sur K s’il eziste une
matrice inversible P et une matrice diagonale D a coefficients dans K satisfaisant la relation :

A= PDP



Définition 1.7. Une matrice carrée A € M,(K) est dite normale si elle vérifie I’égalité

suwante :
A-A"= A" A.

Théoréme 1.1. [7] Une matrice A € M, (K) est normale si et seulement si les valeurs propres
de A+ A* sont [\i]?, [ Xa)?s - | Anl?s 0t A1, Ao, ..o, Ay sonl les valeurs propres de A.

Définition 1.8. Soient A = (a;;), B = (bij) € My (K). Le produit de Hadamard de A et
B est défini par :
AoB= (aijbij).

Définition 1.9. Soient A = (a;;) € Myn(K) et B € M, .(K). Le produit de Kronecker de
A et B est défini par :

Définition 1.10. Le polynome caractéristique d’une matrice carrée A € M,(K), noté P4(X),
est défini par :

Py(X) :i=det(XI, — A) = a, X" + a1 X" 4+ a0 X" 2+ ...+ a1 X + ay, (1.1)

n

Pa(x) = [T(X = 2.

i=1

les \; sont des valeurs propres de la matrice A.

Remarque 2. Si A est une matrice diagonale ou plus généralement une matrice triangulaire,
alors les valeurs propres de A sont les coefficients diagonauz a; de A.

Proposition 1.3. Soit une matrice carrée A € M, (K), on a :

det(XT, — A) = (—1)"det(A — X1I,).

Théoréme 1.2. (Théoréme de Cayley-Hamilton) Soient A € M, (K) une matrice carrée
et P € K[X] son polynéme caractéristique. Alors P(A) est la matrice nulle,i.e., si P = p,a™ +
P12 L+ prx + po, alors :

P(A) = pn A" + pn1 A" 4 ppin AV 2+ + prA+ pol, = 0. (1.2)

Proposition 1.4. Soient A € M, (K) et P,Q € K[X]. Alors :

(P> @Q)(A) = P(A) x Q(A).



Démonstration. Si P(X) = ag+a1 X +as X% +.. +aX et Q(X) = by+b X +b, X%+, . . +b, X™,
alors
(PQ)(X) = Clob(] + (a0b1 + Cleo)X + ...

Donc :
P(A)Q(A) = (aol, +arA+..)(bol, +biA+...)
= agbol,, + (aphy + a1bg)A + . ..
— PQ(A).

Corollaire 1.1. Soient A € M, (K) une matrice carrée et P,Q € K[X], les matrices P(A) et
Q(A) commutent,i.e.,

P(A)Q(A) = Q(A)P(A). (1.3)

Démonstration. D’aprés la Proposition 1.4, on a :
P(A)Q(A) = PQ(A)
= apbol, + (aghy + a1bg)A + ...
= boaol, + (boas + brag)A+ ...
= QP(A)
= Q(A)P(A).

Proposition 1.5. Soient Q(X) = by + b X + ... + b, X™ € K[X] et D € M,(K) une matrice
diagonale, alors Q(D) est une matrice diagonale. Plus précisément, si

D = diag(dy,ds, - - ,d,),
alors

Démonstration. On a :
Q(D) =bol, + 0D+ ...+b, D™

10 --- 0 d 0 --- 0 am o - 0
01 --- 0 0 dy --- 0 0 dy --- 0
=by|. . . N I T : +...+bn| . . )
00 1 0 O d, 0 O ar
Q(d) 0 0
B 0  Q(da) 0



Proposition 1.6. Soit Q(X) € K[X] un polynéme et M € M, (K) une matrice diagonalisable,
alors Q(M) est diagonalisable.

Démonstration. Posons Q(X) =by+ 0 X + ...+ b, X™ et soit P,D € M,(K) telles que P est
inversible, D diagonale et M = PDP~!, alors :

Q(M) =Q(PDP™)
= bol, + bl(PDP_l) +. +be(PDPTH™

= bo(PI,P~) + by(PDP~) + ...+ by (PD™P)
= P(bol,, + b,D + ... + by, D™) P~
= PQ(D)P.

D’aprés la Proposition 1.5, Q(D) est diagonale, on en déduit que Q(M) est diagonalisable.
m
Définition 1.11. On appelle matrice compagnon d’un polynome unitaire :

P=as+a X +..+a, 1 X"+ X" K[X],

la matrice carrée suivante :

0 1 0 0
0 0 1 0
C= z
0 0 0 1
—ag —ay —Qp_1

Démonstration. On a :

Po(X) =det(XI,—C)

c, Cy Cs --- Ch
X -1 0 - 0
0 X -1 - 0
o o --- X —1
ao al e anfl—i_X

En remplacant C; par C; + XCy + --- + X" 1C,, on obtient :



j=1
0 -1 0 0
0 X -1 0
0 0 X -1
P(X) an—1+ X
-1 0 0
n+1 X -1 0
= (=D)"H(PX) | . .
0 X -1
— (~1)" (=) LX) = P(X)
O
1.2 Matrices circulantes
Définition 1.12. Une matrice C € M, (K) est appelée circulante si elle est de la forme :
Co (&1 Ca -+ Cp—2 Cp-1
Ch—1 Co C1 -+ Cp—3 Cp-2
C = Ch—2 Cp—1 € -+ Cp—g Cp-3 . (14)
c1 Ca C3 -+ Ch—1 Cp
On a :
Ci_; si j —1 Z 0
(C)i; = { ’ L : (1.5)
Cn—iyj S1J—1<0

Une matrice circulante C est donc entiérement déterminée par les éléments de sa premiére
ligne, on la noté :
C = Circ(co, c1,C2,y ..y Cn1).

Définition 1.13. Soit r € K. On dit qu’une matrice C, € M, (K) est une matrice r-circulante
st elle est de la forme :

Co (&1 C r Cp—2 Cp_1
rCn—1 Co 8] Tt Cp—3 Cn—2
C,=|7TCn—2 TCh1 Co -+ Cpa Cp3|, (1.6)
rcy rcCo rcg -+ TCp—1 Co



La matrice C, est définie donc par les éléments de sa premiére ligne et r, on la note :

C, = Clirer(cg,c1,62, ...y Cp_1)-

Pour r = 1, la matrice C; = C est la matrice circulante (1.4).

1.2.1 Diagonalisation d’une matrice circulante

Soit C' = Clirce(co, c1,¢2, ..., Cn1) € Myu(K), on a :

100 --- 00 0

Co (&1 Ca -+ Cp—2 Cp-1 10 00 0

Cn—1 Co Ci +°+ Cph—3 Cp_2 001 --- 00 0
C=|¢Ch-2 Ch-1 Co "** Cp—4g Cp-3 = Cp L. . R ]

000 - 10 0

Ccq Ca €3 -+ Cp-1 Co 000 - 0 1 1

0 01 0 0 000 0 1

0 0 0 0 1 00 0 0

000 -+ 00 010 0 0

tel. oo T e

1 00 0 0 000 -+ 00

010 0 0 000 --- 10

Posons J = Circ(0,1,0,...,0) € M,(K). On peut constater que toute matrice circulante

s’écrit sous forme :
n—1
C=clp+arJ+eJ*+  +cJJV = chjk'
k=0

n—1

Sion pose : Q(X) = chXk, alors C' = Q(J).

k=0
Le polynoéme (@) est appelé le polyndéme représentant de C.

Remarque 3. Ona:J = Circ(0,1,0,---,0), J*> = Circ(0,0,1,--- ,0), ---, J* L = Circ(0,0,0,- -

donc :

J" = Circe(1,0,0,---,0) = I,,.

Quelques propriétés des matrices circulantes :

Soient A, B € M, (K) deux matrices circulantes, alors :
- A", A*, A+ B et AB sont des matrices circulantes.

- Si A est inversible, alors A™! est une matrice circulante.

Dans la Proposition suivante, on va montrer que les matrices circulantes de mémes ordre com-
mutent entre elles, puis on va en déduire que toute matrice circulante est normale.

Pour plus de propriétés sur les matrices circulantes, voir [7].

1),



Proposition 1.8. Soient A, B € M,,(K) deuz matrices circulantes, alors :

AB = BA.

Démonstration. Soient A, B € M, (K) deux matrices circulantes et soient P,Q € K[X] les
polynomes représentants de A et B respectivement. Posons

P(X) Zao+a1X+...+an_1X"_1 et Q(X) :b0+b1X+‘.'_‘_bn_1Xn—1’

alors d’aprés le Corollaire 1.1, on a :

AB = P(J)Q(J) = Q(J)P(J) = BA.

Corollaire 1.2. Toute matrice circulante est normale.

Démonstration. Soit C' € M, (K) une matrice circulante, puisque sont adjointe C* est circulante
d’ordre n, alors d’aprés la Proposition 1.8, on a CC* = C*C, i.e., C est normale. O

Les valeurs propres de J :

Puisque J est la matrice compagnon du polynéme @ = (X" —1), alors d’aprés la Proposition
1.7 Q;(X) = X™—1. On en déduit que les valeurs propres de J sont les racines n’*™¢ de 'unité
Wk = ezzsk,() < k < n —1. Ces n valeurs propres sont distinctes deux a deux, donc J est
diagonalisable.

Les vecteurs propres de J :

Ty
. 1 . K
Soit X, = . un vecteur vérifiant : JX; = w" X}, alors :
Tp—1
o1 - 0 Zo o
00 - 0 T T
JX, = kak < . . =Wk .
10 0 Tp—1 Tp—1
(1'1 = wkl’o
To = wkxl
<~ |

N
Tp—1 = W' Tp-2

— .,k
\xO =w xn—l

Ty = wkl‘o
T = WZkJ]O
<~
Tyl = w(”_l)kxo

_ , nk
(Lo = W "o

8



on peut donc prendre

—_

2k
X =

w(n—l)k

On en déduit que B = (X;,0 < k < n — 1) est une base propre (i.e., base de C formée de
vecteurs propres de J). On a :

Xo Xy Xy o Xpo
1 1 1 1
1w w? wn!
P = . . . ’
1 w1t w2(n—1) w(n—l)Q

10 0 --- 0
0O w 0 --- 0
D=pljp=10 0 w? 0
o0 0 --- wvt

211 .
Exemple 1. Pourn=4, onaw=en =1 et

1 1 1 1
1 ¢+ -1 —2
P= 1 -1 1 =11
1 —¢ —1 2
1 1 1 1
111 — -1 4
-1 _ -
P 4011 -1 1 -1}
1 ¢+ -1 —
et
1 0 O 0
0 ¢z O 0
_plip_
D=P JP = 00 -1 0
00 0 —

Les valeurs propres de C' :

n—1

Puisque J est diagonalisable et C' = Q(J), avec Q(X) = Z ¢ X" le polynome représentant

de C, alors d’aprés la Proposition 1.6, C' est diagonalisable. -



0 w
D=pljp=|0 0 w? -~ 0 ’
0 0 O wnt
donc
Q1 = w?) 0 0 0
0 Qw) 0 0
Q(D) = 0 0  Qw? 0 :
0 0 0 Q(wm 1)
n—1 n—1
2milk
donc les n valeurs propres de C sont : Q(w!) = Z 't = cge n yavec 0 <[ <n-—1.
k=0 k=0
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1.3 Graphe circulante

Pour commencer, nous désignons par graphe G un couple (V, E) ot V est un ensemble fini
et E un ensemble de paires d’éléments de V', les éléments de V' sont appelés sommets de G et
les éléments de E sont appelés arcs (ou arétes) du graphe orienté (ou non orienté) G, on note
G = (V, E). Deux sommets v et v d'un graphe G sont dits adjacents s’il existe e € F un arc du
graphe G tell que e = (v,v’), en dite v est I'extrémité initiale de e et v’ 'extrémité finale de e.

Exemple 2. La figure (1.1) est un graphe non orienté Gy = (V, E) de 5 sommets et 6 arcs, et
la figure (1.2) est un graphe orienté Go = (V, E) de 5 sommets et 6 arétes.

LIS

ce L 3))

(o)

°
d

FIGURE 1.1 — Le graphe non orienté¢ G; = (V, E)

LIS

ce 2]

o)

°
d

FIGURE 1.2 — Le graphe orienté Gy = (V. E)

Chemin et circuit

Définition 1.14. On définit dans un graphe orienté

- Un chemin conduisant d’un sommet a & un sommet b est une suite ayant pour éléments
alternativement des sommets et des arcs, commencant et se terminant par un sommet,
et telle que chaque arc est encadré a gauche par son sommet origine et a droite par son
sommet destination.

- Un circutt est un chemin dont les sommets de départ et de fin sont les mémes.
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Chaine et cycle

Définition 1.15. On définit dans un graphe non orienté

Une chaine est une liste finie et alternée de sommets et d’arétes, débutant et finissant
par des sommets, telle que chaque aréte est incidente avec les sommets qui [’encadrent
dans la liste.

Le premier et le dernier élément de la liste sont les extrémités initiale et finale de la
chaine.

Le nombre d’arétes qui composent une chaine est appelé longueur de la chaine.

On appelle chaine fermée toute chaine dont lorigine et l'extrémité coincident.

On appelle cycle toute chaine fermée dont les arétes sont toutes distinctes.

Exemple 3. On peut voir par exemple dans le graphe G1 = (V, E) (figure (1.1)), (a,b,c,d, e)
est un chemin, (a,b,c,d,a) et un circuit. Dans le graphe Go = (V, E) (figure (1.2)), (b,a,d,c)
est une chaine, (b,a,d, c,b) et un cycle.

Matrice d’adjacence

Définition 1.16. Supposons que G = (V, E) est un graphe orienté simple, ot |V| = n. Sup-
posons aussi que les sommets de G sont numérotés arbitrairement {v1,...,v,}. La matrice
d’adjacence A de G se rapportant a cet ensemble de sommets est la matrice carrée de dimen-
S10N N X N, avec
1 si (v;,v;) € E,
aij =
0 St non.

Exemple 4. La matrice d’adjacence A du graphe Gy (figure (1.1)) est :

01100
001O0O0
A=10 0 0 1 0,
10001
00 0O0O

Remarque 4. La matrice d’adjacence d’un multi-graphe G = (V, E) est une matrice carrée de
dimension n X n. La variable a;; représente le nombre des arcs entre i et j, ou il vaut mieux
dire a;; est le nombre des chemins de longueur 1 entre i et j.

Définition 1.17. Supposons que G = (V, E) est un graphe non orienté simple, avec |V| = n.
La matrice d’adjacence A de G se rapportant a cet ensemble de sommets est la matrice
carrée de dimension n X n, avec

1 s’il existe une aréte entre vy et vy,

CLZ']‘ = )
0 81 Mon.
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Exemple 5. La matrice d’adjacence A de graphe Go (figure (1.2)) est :

01110
10100
A=|[1101 0of,
10101
00010

Remarque 5. On remarque que les matrices d’adjacences des graphes orientés ne sont pas
symétriques, par contre les matrices d’adjacences des graphes non orientés sont symétriques.

Proposition 1.9. Une matrice d’adjacence a la puissance n permet de connaitre le nombre de
chemins de longueurs n entre n’importe quel couple de points du graphe.

Graphe connexe

Un graphe non orienté G = (V, E) est dit connexe si quels que soient les sommets u et v de
V, il existe une chaine reliant u a v.

Graphe circulant

Définition 1.18. Un graphe G non orienté, simple et connexe est dite circulant si sa matrice
d’adjacence est une matrice circulante.

Exemples

On va voir quelques exemples sur les graphes circulantes.

Cycle

Le graphe cycle C), est constitué d’un unique cycle élémentaire de longueur n (pour n > 3).
C’est un graphe connexe non-orienté d’ordre n a n arétes. Il est 2-régulier, c’est-a-dire que
chacun de ses sommets est de degré 2. Le graphe C,, est un graphe circulant car sa matrice
adjacence est définie par A = Circ(0,1,0,...,0,1)

e
e

FIGURE 1.3 — Le graphe C),
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Graphe complet

Le graphe complet K, est un graphe connexe non-orienté d’ordre n a C? arétes tel que
tous les sommets sont 2 a 2 adjacents. Le graphe K, est un graphe circulant car sa matrice
d’adjacence est définie par A = Cire(0,1,1,...,1,1).

La matrice adjacence du graphe Kj est définie par A = Cire(0,1,1,1,1).

o® ®3

°
4

FIGURE 1.4 — Le graphe Kj

Graphe d’Andrasfai

Pour tout entier naturel n > 1, le graphe d’Andréasfai d’ordre n, noté And(n), est un
graphe circulant sur 3n — 1 sommets dans lequel tout sommet £k est reliée par une aréte
aux sommets k & j, pour tout entier j = 1(mod3), sa matrice d’adjacence est définie par
A = cire(0,1,0,0,1,0,---,0,1).

La matrice d’adjacence du graphe And(4) est définie par A = C'ire(0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1).

108 *3

e ®/

®
6

e

FIGURE 1.5 — Le graphe And(4)
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Chapitre 2

Suites récurrentes linéaires

Dans ce chapitre on étudie quelques propriétés des suites récurrentes linéaires. Dans le cas
particulier des suites récurrentes linéaires d’ordre 2, nous parlerons de quelques suites clas-
siques, comme la suite de Fibonacci et Lucas, nous donnerons les formules de binet associées et
quelques identités comme : 'identité de Cassini et I'identité de Catalan, ensuite nous verrons
une généralisation de la suite de Fibonacci et aprés cela nous passons aux nombres hyper-
Fibonacci et hyper-Lucas et leurs généralisations.

Dans le cas des suites bi-périodiques, qui sont équivalentes a des suites récurrentes linéaires
d’ordre 4, nous donnerons quelques propriétés.

2.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre p

Définition 2.1. On appelle suite récurrente linéaire d’ordre p toute suite a valeurs dans
K définie, pour tout n > ng, par une relation de récurrence linéaire de la forme :
Uptp = Aollp + Q1 Upy1 + QoUnyo + 0+ Qp1Upip_1, T > No, (2.1)

ol ag, ay, ..., a,—1 sont p scalaires fixés de K (ap non nul).
Une telle suite est donc entierement déterminée par la donnée de ses p premiers termes et par
la relation de récurrence (2.1).

Définition 2.2. On appelle polynoéme caractéristique associé a une suite vérifiant la rela-
tion de récurrence (2.1), le polynome définie par :

p—1
P(X)=X"=> ;X' = X" —a, 1 X" = a, ,X"? — . — ;X — aq. (2.2)

=0

Définition 2.3. Soit P(X) le polynome caractéristique associé a une suite (u,) vérifiant (2.1).
On appelle équation caractéristique associée a (uy,), U'équation donnée par :

P(z) =0.

2.1.1 Sous-espace vectoriel de dimension p

Si I'on appelle (R,) la relation de récurrence dons (2.1) et si 'on note Er, I'ensemble des
suites & valeurs dans K et vérifiant (R,), on démontre que Er, est un sous-espace vectoriel de
Iespace des suites a valeurs dans K. Cela tient & la linéarité de la relation de récurrence.
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De plus, ce sous-espace est de dimension p. En effet, il existe un isomorphisme d’espaces
vectoriels entre Ep, et KP qui a chaque suite (uy,),en de Eg, associe le p-uplet (ug, u, ..., up_1).
Il suffit alors de connaitre une famille libre de p suites vérifiant (R,), I'ensemble Eg est alors
engendré par cette famille libre.

2.1.2 Terme général

La recherche du terme général et des suites particuliéres s’effectue en travaillant sur K?, a
chaque suite (u,),eny on associe la suite (U, )nen définie par :

un
Un+1
U, = i , n > 0.

Up+p—1

La relation de récurrence sur (uy,)ney induit une relation de récurrence sur (U, )nen donnée
par :

Uni1 = AU,
ol
0O 1 O 0
0 0 1 0
A= : )
0 O 0 1
ag ap e e Gy

est la matrice compagnon du polynéme caractéristique P de la suite (up)nen-

Le terme général de la suite (U, ),en est alors déterminé par

U%iZ.Anl%.

Le probléme semble alors terminé, mais la réelle difficulté consiste alors a calculer A". En

général on préfére déterminer une base de I'espace vectoriel Er,. Dans le cas particulier p—2,

on donnera un exemple en utilisant les deux méthodes.

2.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Définition 2.4. Soient (a,b) € K x K* et (u,),en une suite définie par (ug,u,) € K? et :
Upio = QUpy1 + Oy, n € N. (2.3)

La suite (u,) est appelée suite récurrente linéaire d’ordre 2.

L’équation 22 — ax — b = 0 est 'équation caractéristique associée a la suite (uy,)nen. Dans
le cas K = R, Trois cas se présentent :

— Si A = a® +4b > 0, I'équation caractéristique posséde deux solutions réelles distinctes
r1 et ro. Dans ce cas il existe un unique couple de réels (a, 3) vérifiant :

u, = ary + pry, neN. (2.4)
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— Si A =0, I’équation caractéristique posséde une unique solution (réelle) . Dans ce cas
il existe un unique couple de réels («, 5) vérifiant :

up, = (@ +nP)ry, neN. (2.5)

— Si A < 0, 'équation caractéristique posséde deux solutions complexes conjuguées dis-
tinctes 71 = pe® et ry =77 = pe™ (avec p dans R% et 6 dans R). Dans ce cas il existe
un unique couple de réels (a, 3) vérifiant :

u, = (acos (nh) + Bsin (nd)) p*,  neN. (2.6)

Dans ce qui suit, nous parlerons de deux cas particuliers de suites récurrentes linéaires
d’ordre 2 qui sont la suite des nombres de Fibonacci et la suite des nombres de Lucas.

La suite des nombres de Fibonacci est I'une des suites les plus connues et posséde plusieurs
applications dans différents domaines tels que les mathématiques, les statistiques et la physique.

2.3 Les nombres de Fibonacci

La suite des nombres de Fibonacci est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définis par :

(2.7)

Fo=0F =1
F, = n—1+Fn—27 n=>2.

La suite de Fibonacci généralisée est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie pour tous
entiers positifs a, b, par [15, 3| :

(2.8)

F() - 07F1 - 1
Fn = aFn,1 + bFn,Q, n 2 2.

Voici quelques cas particuliers de la suite de Fibonacci généralisée :
- Sia=b=1, on obtient la suite de Fibonacci classique (2.7).

- Sia=2etb=1, on obtient la suite de Pell (P,),cn définie par :

P():O,Plzl
Pn,ZQPn—1+Pn,—27 TLZ2

- Sia=1et b= 2, on obtient la suite de Jacobsthal (J,),en définie par :

Jo=0,/1 =1
Jn = Jn—l + 2Jn—27 n > 2.

2.3.1 Le nombre d’or

Définition 2.5. Le nombre d’or est l'unique solution positive de [’équation caractéristique as-
soci€ a la suite de Fibonacci. 1l est donnée par :

1+46
==

«
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de Uéquation x* — x — 1 = 0 vérifient

Remarque 6. Les solution a =

1++5 1-+5
5 et B = 5

les propriétés suivantes :

a+p=1, aff =—1, a—fB=15,
1 1

OéZZCY—l—l, 52:5+17 —+ - =-L
a B

2.3.2 Les formes de Binet

Ces formules peuvent étre obtenues en utilisant (2.4) et les deux premiers termes [3] :

- La suite de Fibonacci classique :

1 ([(1+v3\  [1-V5\
P ((55)(55)) e e

- La suite de Pell :

Pn:%«l—kx/ﬁ)n— (1—\/§)n>, (n>0) (2.10)
- La suite de Jacobsthal :
Jn = % 2" —(-1)"), (n=>0) (2.11)

2.3.3 La Q-matrice
La Q-matrice a été étudié par Charles H. King en 1960. Elle est définie par :

Q- G é) (2.12)

Un simple calcul donne :
(2 By
Q_ (Fl F0>7
Q? = 1 1\ /1 1\ (2 1\ [(F; F,

~\1 0/\1 0/ \1 1) \F, F)’
3 o~ (21 1 1\ (3 2\ [(F, Fj3
Q_QQ_(ll 1 0/ \2 1) \Fy E)’

0t — 5 3\  (Fs Fy
- \3 2) \F F)

Ce qui nous permet de déduire le résultat général suivant.
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Proposition 2.1. Soit Q) la matrice définie précédemment.

1. Pour toutn € N*, on a :

n __ Fn+1 Fn
Q" = < o Fn_l) . (2.13)
2. Pour tout n € N*, on a :
a/n+1 _ BnJrl o — Bn
n o — 6 o — ﬁ
Q - a™ Bn anfl _ ﬁnfl
a—f a—f

Démonstration. .

1. Pour n =1, (2.13) est évidemment vérifiée. Supposons que (2.13) est vraie pour un entier
n > 1 et montrons qu’elle est vraie pour n 4+ 1. On a :

Qn—l—l — QnQ — Fn+1 Fn 1 1 — FnJrl + Fn FnJrl — Fn+2 FnJrl
Fn Fn—l 10 Fn+F7L—1 Fn Fn+1 Fn ’
d’otr (2.13) est vraie pour tout n > 1.

2. Commencons par calculer le polynéme caractéristique Pgy(X) de la matrice Q). On a :

Po(X) = det(XI — Q)
S x-1 -1
-1 X
—X2 - X 1.

D’aprés le Théoréme de Cayley-Hamilton, on a :

Po(Q) =0,
Donc :
Q*—Q—1,=0.
Soit n € N* la division euclidienne de X" par Pgy(X) donne :
X" =Po(X)S(X)+ R(X), avec deg(R) <1, (2.14)

donc il existe a,b € R tels que R(X) = aX + b. D’ou :

Q" = R(Q) = aQ + bl>. (2.15)
Soient « et (3 les racines de Py, on déduit de (2.14) le systéme suivant :
a — 6n
"= b Tz
armaetb o arh . (2.16)
BT =aB +b oo =
a—pf

On remplacant dans (2.15), on obtient :
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a” — @n N an—l Bn—l a — 51@
| a=p a—f a—p
o — 5” an—l _ 51@—1
a—p a—f
0" Nat1) - prBHY)  an B
_ a—p a—f
- o — Bn Oénfl . anl
a—p a—p
an+1 BnJrl o — Bn
= a?lé : gn anfolé : gnfl . (217)
a—pf a—f
O
Corollaire 2.1. On a pour tout n > 1 :
o (2.18)
a—p
Démonstration. On déduit de la Proposition 2.1 que :
an+1_ n+1 an_Bn
For Iy = a_g a8
Fn Fn_l an_ﬁn a™ _an
a—F a—0
En particulier :
F, = o"—p , n>1
a—p
O

Remarque 7. Le Corollaire 2.1 donne une preuve de la formule de Binet (2.9) en utilisant la
Q-matrice. On peut aussi démontrer (2.9) en utilisant (2.4).En effet, on déduit de (2.4) que :

F, = aa" +b8", n € N. (2.19)

En utilisant les deux premiers termes, on obtient les systéme suivant :

{a+b=0 {b:—a
—
acc+ b5 =1 ala—p)=1
b —1
— a8 (2.20)

a =
o —

En remplacant (2.20) dans (2.19), on obtient :

=

oo
a—p3
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Corollaire 2.2. On a pour tout n >0 :

F,=(-1)""E,. (2.21)

Démonstration. En utilisant la formule de Binet (2.18), on a :
706—71 o 5—71
R

n (@ =" (aB)”
=(=1) -
a—p

Fop

nal Ckn _ /B'IL

LA —
=(-1)""'F,.

2.3.4 Quelques identités

Il existe plusieurs identités des nombres de Fibonacci [13].

Identité de Cassini

L’identité de Cassini est I'une des identités les plus importantes des nombres de Fibonacci
[1, 2, 18]. Elle est donnée par :

Fop By — F2=(-1)", nez (2.22)
Ce qui nous donne :
Fo1F, 1 — F?=—1, sin est pair,
F, 1 F, 1 — Fg =1, si n est impair.

Identité de Catalan

L’identité de Catalan est donnée par :
F?—F, Fpp=(—1)""F? n,rcZ. (2.23)

L’identité de Cassini est un cas particulier de l'identité de Catalan pour r = 1.
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Identité de D’Ocagne

L’identité de D’Ocagne est donnée par :
Foboin— Fop By = (=1)"F_, n,mé€Z. (2.24)

L’identité de Cassini est un cas particulier de I'identité de D’Ocagne pour m = n + 1.

Identité de Vajda

L’identité de Vajda est donnée par :
FrpiFisj — FiFovivy = (F1)'FF;, ij,k € Z. (2.25)

L’identité de Catalan est un cas particulier de I'identité de Vajda pouri=j=retk=n—r.

Trois preuves de 1’identité de Cassini

Dans ce qui suit, on se propose de démontrer 'identité de Cassini par trois méthodes diffé-
rentes

1. Par récurrence sur n>1 :

Pour n = 1, on a:

FyFy— F = —1= (-1

donc (2.22) est vérifiée.
Supposons que l'identité de Cassini (2.22) est vraie pour un entier n > 1, alors :

FopoFy — F2, = FppsF, — Fopy(Fo + Foly)
= Fy(Fuyz — Foi1) — Fop1 Py
= F2— Fpp Fuy
= (-1)"*,

on en déduit que :
FooF, — F2 = (—=1)"

2. Par la Q-matrice :

On a pour tout n € N*,
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FnJrl Fn
Fn Fn—l

=le"|
=le[®
— (—1)™.

Fn—i—an—l_Fg ‘

3. Par la formule de Binet :

En utilisant la formule (2.18) et les propriétés de « et 5 données dans la Remarque 6, on a
pour tout n € N* :

Fop g (@B (arT o Y (e = BT
n+l1in—1 n - o — ﬁ a — 5 a — ﬁ
a2n + ﬁ?n o an—l—lﬁn—l o an—lﬁn-ﬁ-l _ OéQn _ /8271 + 20énﬁn

(a = p)?

_an+15n71 _ O‘/nflﬁnJrl + QQan

Remarque 8. La formule de Cassini est évidemment vérifiée pour n=0. Pour la prolonger aux
indices négatifs, on utilise l'identité (2.21). En effet, soit m < 0 et posons n = —m > 0, alors :

FoirFoot — F2 = F o F oy — F2
=1y — 2,
= [(=)"Fua] (1) Fa] = [(-1)" )
= (1) F, 1 Fop — (1) F)
= Fy1Fn — F,f
- (-
=(—1)™

23



2.3.5 Le graphe de Fibonacci

Proposition 2.2. Le graphe de Fibonacci F=(V,E) est un graphe orienté d’ordre 2, tels que
V= {a,b}.

jommo

FIGURE 2.1 — Le graphe de Fibonacci F=(V,E)

Le nombre de Fibonacci F,, représente le nombre de chemins de longueur p du sommet a au
méme sommet a.

les chemins de longueur p=n — 1

{}

{€}

{aa}

{aaa} {aba}

{aaaa} {abaa} {aaba}

{aaaaa} {abaaa} {aabaa} {aaaba} {ababa}

SRS NERESENSE
N

Chemins dans le graphe de Fibonacci.

ot € est un chemin vide (d’apres le treillis de Young-Fibonacci [14]).

Démonstration. La matrice d’adjacence du graphe de Fibonacci est donnée par :
11
v=(i0)
donc :

p
wmr— (V) (Mew My
1 0 m(b,a) m(b,b)

Par définition, m,) est le nombre des chemins de longueur p du sommet @ au sommet b.
On remarque que la Q-Matrice (2.12) est égale a la matrice d’adjacence M, alors :

E F F, F,_
MP = QP = ptl P — n n—=1)
Q ( Fp Fpl) (Fnl Fn72
Donc le nombre de Fibonacci F), représente le nombre des chemins de longueur p+1 du sommet

a au méme sommet a.

]
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2.4 Les nombres de Lucas

La suite des nombres de Lucas est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définis par[15, 3] :

Ly=2,L =1
{0 o (2.26)

Ln = Ln,1 + Ln727 (n 2 2)

La suite de Lucas généralisée est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie pour tous
entiers positifs a et b par :

(2.27)

L() - 2 5 Ll = b
Ln = bLn,1 + aLn,Q, (n Z 2)

Voici quelques cas particuliers de la suite de Lucas généralisée :

- Sia=b=1, on obtient les nombres de Lucas classique (2.26).

- Sia=1et b= 2, on obtient la suite de Pell-Lucas définie par :

P0:27P1:2
Pn:2pn—1+Pn—27 (TLZ2)

- Sia=2etb=1, on obtient la suite de Jacobsthal-Lucas définie par :

JO =2 5 Jl =1
Jn = Jnfl + 2Jn727 ('fL > 2)

2.4.1 La forme de Binet

Cette formule peut étre obtenue en utilisant (2.4) et les deux premiers termes Lo et L.

Ln—a"+ﬁ"—<1+\/g> +<1—\/§) ,  (n>0). (2.28)

2 2

L’identité de Cassini

Pour n>1,0n a:

Lyy1Ly 1 — L2 =5(—1)""".

Démonstration. En utilisant la formule (2.28) et les propriétés de o et § données dans la
remarque 6, on a pour tout n € N* :

Lns1Lp-1— Ly, = (@™ + ") (@™ + 771 — (" + B)?
— a2n + 6211 + an+16n71 + aﬂ*l/Bﬂ‘i’l _ Oz2" _ an _ 2an6n
= (af)" 0 + (aB)" B2 — (aB)" 1208
= (aB)" " (o? + 5 = 203)
= (af)" o = B)?
= 5(—1)"",
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2.4.2 Relation entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas

1. On a pour tous n > 1,
L,=F,+2F, . (2.29)

2. On a pour tous n,m > 1,
Lm+n = Lm+1Fn + L Fh1.

3. On a pour tous n > 0,

F, = L, F,.
4. On a pour tous n > k > 1,
Fopr — (=D*F,_ = L, Fy. (2.30)
5. On a pour tousn > k > 1,
Lok — (=¥ L,y = 5F, Fy. (2.31)

6. D’apprét (2.30), on a :

Foys+ Fo-
Ln: 1’L+1+Fn—1 :Fn+2_Fn—2:¥:'”

7. D’apprét (2.31), on a :

F o= Ln+1 + Ln—l _ Ln+2 - Ln—2 _ Ln+3 + Ln—3 _
" 5 5 10

2.5 Les nombres hyper-Fibonacci et hyper-Lucas

Dil et Mezo [8] ont introduit les nombres hyper-Fibonacci et hyper-Lucas.

Les nombres hyper-Fibonacci sont définis pour un entier £ > 1, par :

RO =F, FY=0 FY=1,

. 2.32
F9 =S 6, (20, (2:32)
s=0
Le nombre F\" est appelé le n‘"¢ nombre hyper-Fibonacci de génération k.
Les nombres hyper-Lucas sont définis pour un entier £ > 1, par :
LY =L, L =2 1V =2k+1,
L ZLgk_l)’ (n > 0). (2.33)
s=0
Les nombres hyper-Fibonacci vérifient la relation suivante :
F® = M 4 =D, (2.34)

En effet, on a :
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Fr(zk) — Z Fs(k—l)
s=0

n—1
— ZFS(k—l) + FT(L’C_I)
s=0

— FO,+ R,

De méme, on a :
L® = ® 4 pe-n, (2.35)

Pour k =1,2,3, F,(Lk) et Lflk) ont les formes plus explicites suivantes :

247 16

Frgl) :Fn+2_ 17 Fr(bz) :Fn+4_n_37 F753) :Fn+6_%. (236)
. 211 32

L;l) = Ln+2 - 17 L7(12) = Ln+4 —n-—= 57 LS) = Ln+6 - % (237)

Définition 2.6. Le coefficient binomial C est défini pour un entier n > 0 et un entier k € Z

par :

n! _
sim>k>0,

ck = { Kl(n—k)! (2.38)
0 S1non.

Pour un entier n < 0 et un entier k € Z on a :

(=DFCk | sik>0,
Ck =< (=1)"*Cm*  sin>k, (2.39)

n

0 Stnon.

Proposition 2.3. Pour tout p € N et pour tout n > p, on a :

n

y cr=cril (2.40)

S=p

Démonstration. Par récurrence sur n > p. Pour n = p, on a :
p

Y cr=cr=1=Crfl.

p
S=p

Supposons que (2.40) est vraie pour n > p, alors :
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Yoo :Z(wafzﬂ
C”+1+C£+1
(n+1)! (n+1)!
D) -p)! " @)n+1-p)
_ (n+D(n—-p+1) n+Dl(p+1)
e+ D!n—p+1) " (p+D)(n—p+1)!
(n+D!((n—p+1)+(p+1))
(p+D(n—-p+1)!
 (n+1(n+2)
(D n—p+1)!
(n+2)!

Tt Din+2— (p+ 1))

_ o+l
Cn+2

Do, (2.40) est vraie pour tout n > p. ]

2.5.1 Quelque propriétés des nombre hyper-Fibonacci et hyper-Lucas

Proposition 2.4. Pour tout k >0 on a :

E

F® =F" —F,_,, n>0. (2.41)
s=0

Démonstration. Par récurrence sur k£ > 0. Pour k=0, on a :

Fn:Fn—i-l_Fn—l-

Supposons que (2.41) est vraie pour un entier k > 0, alors :

k+1

DB = Xk: )+ F

s=0

= F75+)1 Foy + EFHD

_Fn+1 n1+ZF

n+1
=Y F®+F,,
s=0
k+1
— MY _F, .

D’oi, (2.41) est vraie pour tout k > 0.
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De méme, on a :

k
S>LY =LY — Lo, n>0.

s=0

Proposition 2.5. Pour tout k > 1, on a :

k—1

Fék) = Foior — Z CSJFISC i 1F25+1, n > 0.

s=0

Démonstration. Par récurrence sur k > 1. Pour k=1, on a :

k—1

FT(Ll) = Fn+2 - Z Cr;SsFQSH

s=0
FV =F, o —C'Fy,=F,,—1.

Supposons que (2.43) est vraie pour un entier k > 1, alors :

Rk Z ok
n k-1
= Z (FH-Qk: - Z C;tks_sllFQSH)
1=0 s=0

n k—1
k s—1
- E Fl+2k_ § § l+k—s— 1F23+1
=0 s=0
n+2k 2k—1

— Z F, — Z F, - i: Fasia Z Croedy
1=0 5=0 s=0 1=0

(1) k—s
- Fn+2k 2k 1 E :Cn+k 5F28+1

k—1

k—s
= Foyopto — Fopg1 — E Cn+k JFost
s=0

k—s
= I'n42k+2 — E Cn+k 5F2s+1-

D’oi, (2.18) est vraie pour tout k > 1.
De méme, on a :

k-1

Lgc) - Ln+2k - Z CS-HL; }9 1L25+17 n Z 0.

s=0
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Proposition 2.6. Pour tout k >0, on a :

k k
Fékﬂ) = F7§+)2 - Cﬁﬁ)kﬂ' (2-45)

Démonstration. Par récurrence sur k > 0. Pour £ =0, on a :

F{Y = Foys = Clyy = Frpa — 1,

n n

(est vraie d’apres (2.36)).
Supposons que (2.45) est vraie pour un entier k > 0, alors :

k+2 Z F (k+1)
n

= Z( 542 Os+k+1>

s=0
= Z s+2 Z s+k+1
n+2 n+2
= Z F Z Cl+k 1
n+2 n+2
=ZF” Zq%ﬁ@’;lw}z
- Fnlrgl 054-114-2

D’ou, (2.45) est vraie pour tout k > 0.

[
De méme, on a :
L%kﬂ) = L7(1k+)2 - Cgfgk-&—l' (2-46)
Corollaire 2.3. Pour tous k>0 etn >0, on a :
k+1 (k+1
Fék“) = Fr(L+J5 - Fn—:i : Ck+k+1- (2.47)
Démonstration. D’aprés (2.32), on a :
k+1 k+1
F75+)2 F7E++2 : Féﬂ g
En remplacant dans (2.45), on trouve :
k+1 (k
R = Fn+)2 Crsist
k1 (k+1
= F7§+2 ) Fn+1 : — Cryrsr-
[
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De méme, on a :
(k+1) __ 7 (k+1) . (k+1) k
L Ln+2 Ln+1 - C n+k+1°

Proposition 2.7. [1] Pour tout k >0, on a :

k+1

k s k
Fr(a+)k+2 - Z(_l)k (Ck — Ok+1)Fr(L-i-)s7 n > —k.
s=0
et
k+1
k —s s s— k
L s = (-0F(C - O, n>—k.
s=0

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Remarque 9. La Proposition 2.7 montre que la suite des nombres hyper-Fibonacci et la suite

des nombres hyper-Lucas sont des suites récurrentes linéaires d’ordre k+2.

Proposition 2.8. Pour tousn >0 et k>0, on a :

k
F® + L9 = 27,

Démonstration. Par récurrence sur k > 0. Pour k = 0, d’apreés la relation (2.29), on a :

F,+L, =F,+F,+2F,_;
=2, +2F,
=2(F, + F,_1)
—9F,., .

Supposons que (2.51) est vraie pour un entier k& > 0, alors :
F(k+1) + L (k+1) ZF k) 4 ZL(k)

= Z (F® 4 LM
= Z 2&@1
s=0

n+1
=23 Y
=1

n+1

=2 Z B — 2

k+1
= 2F£++1 .

D’ow, (2.51) est vraie pour tout k > 0.
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Proposition 2.9. Pour tousn >0 et k>1, on a :

FW — 10 = _oplk-1), (2.52)

n n+1

Démonstration. D’aprés les relations (2.51) et (2.34), on a :
Y- =FP —2r® 4+ FM
=27 —2F),
= 2(R" - FiY)
= 2(F — B — F*Y)
— —2F® Y,

n

0O
2.6 Les nombres hyper-Fibonacci et hyper-Lucas générali-
Sés

Ait-amrane et Behloul [1] ont introduit, pour a,b € Z les nombres hyper-Fibonacci et hyper-
Lucas généralisés,

- Les nombres hyper-Fibonacci généralisés sont définis, pour tous entier a et b, par

wlfD — Yoo an—sul. '
c’est une généralisation de la suite Fibonacci généralisée (u,,)nen définie par :
up =0, up =1,
Upy2 = QUpyy + buy n 20,
- Les nombres hyper-Lucas généralisés sont définies pour tous entier a et b, par :
S v((]k) =2, UYC) = (2k+ 1)a (2.54)
Y — Yoo asv. '
c’est une généralisation de la suite Lucas généralisée (v, ),en définie par :
Vo =2, v1 = a,
Unya = Qi1+ bun, {n >0},
Pour a = b = 1, on obtient les nombres hyper-Fibonacci et hyper-Lucas classiques.
L’équation caractéristique de (up)nen €t (Vn)nen €st :
2* —ar —b=0. (2.55)
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a-++vVa?+4b a—+va?—4b

Remarque 10. Les solutions o = 5 et B = 5 de U’équation (2.55),

vérifient les propriétés suivants :

a+f=a, aff = —b, a— [ =+va?+4b,

1 1
o® = aa + b, B2 =aB +b, _+_:_2_
a f b
2.6.1 Les formules de Binet
- Les nombres Fibonacci généralisés u,, :
a — ﬁn
n=— > 0). 2.56
=" (n=20) (2:56)
- Les nombres Lucas généralisés v, :
v, =a"+ 8" (n>0). (2.57)

2.6.2 L’identité de Cassini

Proposition 2.10. On a pour tousn >0 :

- L’identité de Cassini pour les nombres de Fibonacci généralisés :
UnUpyo — Us g = —(=b)™. (2.58)
- L’identité de Cassini pour les nombres de Lucas généralisé :

UnUnta — Vorq = (—b)"(a* + 4b). (2.59)

Démonstration. En utilisant deux méthodes différentes

- Pour les nombres de Fibonacci généralisés, en utilisant la formule de Binet (2.56) et les
propriétés de « et 5 données dans la Remarque 10, on a pour tout n € N* :

) _ a — Bn Oén+2 _ ﬁn+2 an+1 _ Bn—l—l 2
wner =vn =\ g )\ Tams ) T\ Tams
a2n+2 + ﬁ2n+2 _ anﬁn—&-? _ Oén—&—QBn _ a2n+2 _ B2n+2 + 2an+1ﬁn+1

(a = p5)?

—(ap)"(a® + 3% — 2ap3)
(a —pB)?
= —(af)"
= (b
- Pour les nombres de Lucas généralisés, on va prouver cette identité par récurrence sur
n>0:
on a pour n = 0,

vovy — v = 2(a® + 20) — a® = a® + 4b = (—b)°(a* + 4b)

Supposons que (2.59) est vraie pour un entier n > 0, alors :
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Un41Un+3 — 7)721+2 = Un41(@Vnp2 + bUny1) — Vnpa(avny + boy)
= AUp41VUn+2 + bv,%“ — QUpy2Uni1 — DUV 2
= _b(UnUnJrQ - /UZL+1)
= —b((—=b)"(a® + 4b))
= (=b)""(a® + 4b)
O

2.6.3 Quelque propriétés des nombres hyper-Fibonacci et de hyper-
Lucas généralisés

Proposition 2.11. Les nombres hyper-Fibonacci généralisés vérifient la relation suivante :

ulk) = au(k)l + ulFD. (2.60)

De méme, on a :
) = av'® | + pk=1), (2.61)

n—1

Proposition 2.12. Pour tousn >0, on a :

1 an+1

N

Démonstration. Par récurrence sur n > 0. Pour n = 0 I’équation (2.62) est vérifiée. Supposons
que (2.62) est vraie pour un entier n > 0, alors :

n+1
(1) _ n+1
Upt1 = " Us
s=0
n
n
=a 5 a Us + Upy
s=0

= aug) + Up41

1 an+1
=a (gunw — T) + Up41
1

an+2
b" b
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De méme, on a :
1 an—l—?

) FUn2 = (2.63)
O

I2

2.7 Les nombres bi-périodiques de Fibonacci et de Lucas

Edson et Yayenie 9] et Bilgici [6] ont introduit respectivement, pour a,b € Z, les nombres
bi-périodiques de Fibonacci

F* =0 et ™Y =1,

(2.64)
F,Sa’b) _ al_g(")bg(”)Féi’f{) + Féi’g), n>2,
et sa suite compagnon la suite des nombres bi-périodiques de Lucas
LY =9 et LY = g,
(a.b) (a.b) a.b) (2.65)

avec {(n) =n — 2| 5] ie,

0 sin =0 (mod 2) ,
£(n) = _
1 sin=1 (mod 2) .

Pour éviter des notations lourdes, notons F,&“’b) par q, et L%“’b) par [,. Sia =b =1 on

obtient les nombres de Fibonacci et Lucas classiques.

Proposition 2.13. La suite (¢,)nen est une suite récurrente linéaire d’ordre 4 o coefficients
constants. Plus précisément, On a :

0=0,1=1,¢=a,q3=ab+1,
dn = (CLb + Q)Qn—Q — Qn—14, n > 4.

Démonstration. On a :
G =ty
— ! EE) [l €D g T g
— (ab+ 1)gus + 0l g,
= (ab+ 1)gn-2 + (¢u—2 — Gn—1)
= (

ab + 2>Qn—2 — Gn—4
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De méme, on a la suite ([,),ey est une suite récurrente linéaire d’ordre 4 a coefficients
constants. Plus précisément, On a :

lo :2,l1 :CL,ZQ :&2+2,l3 :b(a2+2)+a,
ln = (ab + 2)ln—2 — ln_4, n Z 4.

Conséquence : L’équation caractéristique de (¢,)nen €t (In)nen est :

vt — (ab+2)2* +1=0 (2.66)

, de l’équation

Remarque 11. Les solutions o =

ab + v a?b? + 4ab et = ab — vV a2b? + 4ab
2 N 2

y? — (ab)y — ab = 0 vérifient les propriétés suivants :

2

(a+1)(B+1)=1, o+ B = ab, af = —ab, a+1:%,
2
fr1=2 Bath=a  —a(B+1)=p

Proposition 2.14. La formule de Binet de (g,)nen est :

al—{(n) a” — Bn
o =" () (267

Démonstration. Posons t = z* dans (2.66), on obtint :

t* —(ab+2)t+1=0 (2.68)

de discriminant A = a?b* + 4ab. Les solutions de (2.68) sont :

ab+ 2 + vVa?b? + 4ab ab + 2 — \/a?b? + 4ab
5 =l4+a e ty= 5 =140,

1=

on en déduit que les racines de (2.66) sont :
r1=V1+a, r1=—V1+a, r1=+/1+Fetx;=—/1+p0.
Ainsi, pour n € N, on a :

¢, = Az} + Bay + Caly + Dxl) (2.69)
ou A,B,C et D sont des constantes que ’on peut déterminer grace aux quatre premiers termes

de la suite (¢,),. On a:
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q1 = Ary + Bro+ Cx3+ Dxy =1
. (2.70)
= Aa? + Baj + Cai + Dai =a

(g3 = Ax? + Baj + O + D = ab + 1

Alinsi,
(A+B+C+D=0
AV1+a—-BV14+a+C\/1+5-Dy/1+p=1
270) = Al+a)+B(l+a)+CA+p)+D(1+p)=a
Al+a)? —B(1+a)? +C(1+p)? —D(1+p)? =ab+1
((A+ B)+(C+ D) =0
(A+B)(1+a)+(C+D)(1+p)=a
T YA-BWITa+(C-DWIitrB=1
(A—B)(1+a)2 +(C—D)1+8)2 =ab+1
> a
A+ B = =
a
C+D:_a—ﬁ
= A_B— ab—
~ VatTI(a—p)
D a—ab
N ES ()

\

En remplacant dans (2.69), on obtient :
Gon = A" + B3 + Ca3" + Dain
:(A+Bxy+m" (C+D)1+p)"
g1+ )" = (1+5)]
{ ab+aba ab—irabﬁ) ]

-8

]
et
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Gont1 = Az + Bad"t 4+ Cadt 4+ Dajn + 1

= (A= B)(VTF )™ + (0= D)(VI+ 5"

_ ab—f3 ST o\ 2n+l o —ab /T 3\2n+l
“Varte-p Y T oV
_ab—f ., a—ab n

_a—ﬁ(1+a) +a—6(1+6)

~a  (ab+ aba)" B (ab+ abs)”
Tap (@r  a-§ (ay

1 Oé2n+1 _ 62n+1
(ab)  a—p

En regroupant ces derniers résultats, on obtient :

1—-¢(n) n __ AQn
Qn:a (a ﬁ )a n > 0.

ablz! a— -
]
Proposition 2.15. La formule de Binet de (1,)nen €St :
o)
n=—m (@ + ") (2.71)
abl" 7"

Démonstration. Cette propriété peut étre prouvé en utilisant une méthode similaire & la mé-
thode de la preuve de la Proposition 2.14. O]

2.7.1 Quelques identités
Identité de Cassini

- L’identité de Cassini des nombres bi-périodiques de Fibonacci est donnée par [9] :
T Mg g — aE(n)bl—ﬁ(n)qu =a(-1)" (2.72)

- L’identité de Cassini des nombres bi-périodiques de Lucas est donnée par [6] :

(%)g(’”” yiln 1 — (%)é(”) 2 = (—1)"* (ab+4). (2.73)

Identité de Catalan

L’identité de Catalan des nombres bi-périodiques de Fibonacci est donnée par [9] :
QP IIPE ) o qEMLEm) g2 (£ (T2 (2.74)

Identité d’Ocagne

L’identité d’Ocagne des nombres bi-périodiques de Fibonacci est donnée par [9] :

GElmmtm) ) o) pentm) ) (yeg (2.75)
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2.7.2 Quelque propriétés des nombres bi-périodiques de Fibonacci et

de Lucas

Théoréme 2.1. [12]/ Pour n >0, on a :

k=1

Théoréme 2.2. [12] Pourn >0, on a :

k=1

Théoréme 2.3. /6/ Pour n >0, on a :

ln =(gn-1+ An+1,

et
(ab+4)qn =lp—1 + lpya-

Proposition 2.16. [6/ Pour n >0, on a :

1

l2n:_

2

q2n = inn

39

n b E(k+1) ) 1
Z - dr = | = ) dndn+41-
a a

n 0]
1

N (9) 2= (—) L1 — 2.
a a

1N\ EmHD 7\ B €M)
(a®b® + 4ab) <—2> (—) @+ (—> [
a ab a

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)



Chapitre 3

Etude des normes spectrales de certaines
matrices circulantes et r-circulantes

Dans ce chapitre on va calculer et donne les bornes inférieures et supérieures des normes
spectrales des matrices circulantes et r-circulantes avec les nombres hyper-Fibonacci et hyper-
Lucas, avec les nombres hyper-Fibonacci et hyper-Lucas généralisés et avec les nombres bi-
périodiques de Fibonacci et de Lucas. Par conséquent, il est nécessaire d’abord de donner
quelques propriétés sur les normes matricielles.

3.1 Les normes matricielles

Définition 3.1. Une norme sur M,(K) est une application :

A — || Al

telle que pour tous A € K et A, B € M,(K), les propriétés suivantes sont vérifiées :

JAlI =0 < A=0,
IAA]l = AL

|4+ Bl < 14| + IBIl
|ABJ| < ANIBI.

Définition 3.2. Soit A = (a;j) € M,(K) une matrice carrée. La norme euclidienne de A
est définie par :

1Alle = (ZZ | @i \2>- (3.1)

i=1 j=1
Définition 3.3. Soit A € M, (K) une matrice carrée. On appelle rayon spectrale de A et on

note o(A), la quantité :

0(A) = max{|A|, A € C, \ valeur propre de A}.
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Définition 3.4. Soit A = (a;;) € M,(K) une matrice carrée. La norme spectrale de A est

définie par :
[All2 = Vo(A*A),

ot o(A*A) est le rayon spectrale de A*A.

1l existe une relation connue entre la norme euclidienne et la norme spectrale d’une matrice

carrée A € M,(K) [5] :

[All2 < [Alle < VnllAll2. (3:2)

Définition 3.5. Soit A = (a;;) € M,(K) une matrice carrée. La norme infini de A est
définie par :
14]leo = max <Z1 \%‘|> :
J:

Lemme 3.1. [5] Soient A, B € M,,,(K), on a :

[A 0 Bllz < [[All[[Bll2-

Lemme 3.2. [5] Soient A, B € M,, ,(K), on a :

|Ao Bllz <ri(A)ei(B),

— |2 =
avec r1(A) = max |lai;|? et c1(A) max

Lemme 3.3. [5] Soient A, B € M,,,(K), on a :

|A® Blla = [|All2|Bl|2-

Lemme 3.4. Soit M € M, (K) une matrice normale, alors

| M|l = o(M).

Démonstration. On sait, d’aprés le Théoréme 1.1, que M est normale si et seulement si les

valeurs propres de M*M sont
|)‘1|27 p‘?‘2> ) p‘n|27

avec Ai, Az, ..., A, les n valeurs propres de M. Puisque o(M) = max{|N;],1 < ¢ < n}, alors il
existe k € {1,--- ,n} tel que o(M) = |\g|, donc :

[M|ls = +/o(M*M)
= V| Ak /?
= [\l
= o(M).
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Lemme 3.5. Soient || - || une norme matricielle et M € M, (K), alors :

o(M) < || M].

Démonstration. Soit A une valeur propre de M et v un vecteur propre de M associé a A. Notons
par N la matrice carrée d’ordre n dont la premiére colonne est v et les autres colonnes sont
nulles. Puisque Mv = \v, alors M N = AN. On en déduit que :

AN = (A N = [[M - N < [[M]] - [V

Puisque v # 0, alors N # 0, ce qui donne || N|| # 0. On peut donc simplifier par ||N|| pour
obtenir :
Al < l1M]].

Comme A\ est quelconque, alors on en déduit que :

o(M) < || M].

3.2 Etude des normes spectrales de matrices circulantes
et r-circulantes avec les nombres hyper-Fibonacci et
hyper-Lucas

Théoréme 3.1. La norme spectrale de la matrice circulante F = Clirc (Fo(k), Fl(k)7 ceey Fé]z)

est :
k
|F|l = ED.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 1.2, la matrice circulante F' est normale, ce qui nous
donne, d’aprés le Lemme 3.4, que sa norme spectrale est égale & son rayon spectral, i.e., || F||s =
o(F). Considérons le vecteur v = (1,1, ..., 1), alors
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PR PN\ (1
F ) ) 1
F'U _ n—1 O n—2
PR M)\l
n—1
(k)
> F
§=0
n—1
(k)
RN
=
n—1
(k)
£
=0
1

Il
N
&, 3
1M

<2
=
N———
—_

(k 1)

Puisque v # 0, alors F), est une valeur propre de F', donc :

F¥ ) et done clest que | F||2 = Fé’f{l)‘

n—1 »

De (3.3) et (3.4) on déduit que o(F') =

Exemple 6. D’aprés le Théoreme 3.1 et les équations (2.36), on a :

F,.q—1, st k=0,
HF”2: Fn+3_n2_ 27 Sik:lv
) 10
Fn%_M’ ik —9.

2

Corollaire 3.1. Soit ||F||g la norme euclidien de la matrice F' = Clirc <Fék), Fl(k), e

On a :
FED < Py < yaFED.

Démonstration. Découle du Théoréme 3.1 et la relation (3.2).
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Corollaire 3.2. Pour la somme des carrées des nombres hyper-Fibonacci, on a :

Démonstration. On a d’apres le Corollaire 3.1 :
k+1 k+1
ESY < |Fllp < VaEY,
donc pour tout n >0, on a :

L gty

Vn
n n n—1 n—1
etona || Flg= (ZZ | fij |2> _ (nZ|FS(k)|2> _ nz (Fs(k))Q’
s=0

i=1 j=1

1
|F|lp < Y

= n—1

alors :

Théoréme 3.2. La norme spectrale de la matrice L = Clirc (L(()k), Lgk), e ,Lff_)l) est :

L]l = LYY,

Démonstration. On peut utiliser la méme méthode que dans la démonstration du Théoréme
3.1, mais nous allons utiliser une autre méthode.
Puisque L est une matrice circullante, alors ses n valeurs propres sont donnés par :

n—1 n—1
A, = Lgk)wms = Lgk)e%;m, 0<m<n-—1.
s=0 s=0
On a pour m =0 :
n—1
No= LW =LY, (3.5)
s=0

On a aussi pour tout 0 <m <n—1:

’)‘M| =

n—1
2wims
E LFe™w
=0
n—1

< 3|0

0
1
2mims
= Lgk)e n

s=0
n—1

<> L®

s=0
= LI = )\,

n—1
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donc :

de (3.5) et (3.6), on déduit que :

Exemple 7. D’apres le Théoréeme 3.2 et les équations (2.37), on a :

Lot — 1, sik=0,
HL||2 = Ln+3 - n2_ 47 si k= 17
9n + 22
Ln+5—%, sik =2

Corollaire 3.3. Soit || L||g la norme euclidienne de la matrice L = Clirc (L(()k), L

On a:
k+ k
L¥D < ||L||g < vaLkD.

Démonstration. Découle du Théoréme 3.2 et la relation (3.2).

Corollaire 3.4. Pour la somme des carrées des nombres hyper-Lucas, on a :

Démonstration. On a d’aprés le Corollaire 3.3 :

L&Y < ||L||p < VoLt

n—1 ?
donc pour tout n >0, on a :
I 1 o 1 (k+1)
—L —||L L
\/ﬁ n—1 \/—H HE n—1 »

etona ||[L||p= (

alors :

(3.6)

Corollaire 3.5. La norme spectrale du produit de Hadamard des matrices circulantes F' =

n—1

Cire (ng>, F® . F®
|F oLy < F&VLEY,
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) et L =Clirc <L(()k), Lgk), e ,L,(f_)1> est donnée par :



Démonstration. Découle du Lemme 3.1 et des Théorémes 3.1 et 3.2.

Corollaire 3.6. La norme spectrale du produit de Kronecker des matrices circulantes F
Clirc (Fék), Fl(k), . FW ) et L = Clirc (Lék), Lgk), e ,L&I?l) est donnée par :

y fm—1
|F @ L|jy = FEV LY,

Démonstration. Découle du Lemme 3.3 et des Théorémes 3.1 et 3.2.

Théoréme 3.3. Soit I, = Cirer (Fo(k), Fl(k), cee ng) une matrice r-circulante, alors :

- Sifr|>1,ona:
1 k+1 1)\ 2
R < E e < 1 (F57)
- Silr|<1,o0na:
|

k+1 k+1
T IRl < Ve —TREY.

Démonstration. Puisque la matrice r-circulante F, est définie par :

L S S
R R E,
rFE R o BV

alors sa norme euclidienne est donnée par :

n—1 9 n—1 9
IEdle = | o =) (F9) 4 i (R
s=0 s=0

- Pour |r| > 1 et d’aprés le Corolaire 3.2, on a :

n—1 n—1 n—1

2 2 9
[Pl > ([ > (n—s) <FS(’“)> +3% <F§k)> — > (Fs(k)> > D),
s=0 s=0 s—0
et on a d’aprés (3.2)
L ket
IE s > —=F,70 . (3.7)

NG
Soient B, C € M, (K) définies par :

TFO(k) 1
rF,E’i)l rFék)

TFl(k) TFQ(k) rFo(k)
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et

FORO R
N LI O
11 7

de sorte que F, = Bo (|, avec :

r1(B) —52?22 Z|sz|2 ZV)M‘Q

n n

e(C) = max | >l = | D lewl* =

i=1 i=1

donc, d’aprés le Lemme 3.2 et le Corollaire 3.2, on a :
2
IFl = 1B o Clls < ni(B)er(€) < Irl (FE3V) (3.8)
De (3.7) et (3.8), on déduit Pencadrement suivant :

Lk k1)) 2
SR < B < 1 (F5Y)

- Pour |r| < 1 et d’aprés le Corolaire 3.2, on a :

n—1

a8 =\Z< 9 (FO) +ZS| 2 (r)°

s=|

[e=]

3
—

So(n sl (F9) +Zs|r|2 ()

s=0

n—1
= Ir| nZ(Fs(k)> > [r[FMY,
s=0

Vv

et on a d’aprés (3.2)

7]

F, L gkt 3.9
IRl = TLas (5.9)
Soient B, C € M, (K) définies par :
k
B 1
B r Fo(k) 1
r r Fék)
et (k) (k) (k)
F?k) Fl(k) FTf
C _ Fn—l FO Fn—2
Fl(k) FQ.(k) Fék)



de sorte que F,. = B o (), avec :

n

r1(B) = max Z’bw’* Z’blj|2_ Wn—1=vn-1

1<i<n

et

donc, d’aprés le Lemme 3.2 et le Corollaire 3.2, on a :
IF.|l2 = ||BoClla < ri(B)ei(C) < vn— LEFY, (3.10)

De (3.9) et (3.10), on déduit I’encadrement suivant :

FED < |F s < V= 1TE®HY.

Il
Nk

Exemple 8. D’aprés le Théoreme 3.3 et les équations (2.36), si|r| > 1, on a :

—= P =D < B <l (Fon =1 sik=0,
1 )
ﬁ(FnJrg—n— 2) < |[|Fll2 < || ( n+3—n—2) sik=1,
%(Fn%—W)ﬂlFHzﬂrl( W) k=2,
et si|r|>1, ona:
"

U B = ) S S VAT (Fun =1), sik=0

7]

\/_(Fn+3—n—2)<||F||2<\/n— (Fhis—n—2), sik=1,
r n? +5n + 10 _n’ 45 +10 _
P By = ) < VT (B - ) ks
Vn 2 2
Théoréme 3.4. Soit L, = Clircr (Lék), Lgk), o ,L;k_)1> une matrice r-circulante, alors :

- Sifr|>1,ona:
2
+1 k+1
=100 < Ll < 1] (L)

3L

- Silr|<1,0na:
Ly < ||Lyll2 < VLD,

%\E
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Démonstration. Puisque la matrice circulante L, est définie par :

Ly LY LY
rLEzk—)l L(()k) Lnk—z
AR 7 SRR #

alors sa norme euclidienne est donnée par :

n—1 9 n—1 9
1Ll = | Do =) (287) + 3 sl (£87)
s=0 s=0
- Pour |r| > 1 et d’aprés le Corolaire 3.4, on a :
n—1 9 n—1 9 n—1 9
1L e = | > =9) (L) 4 3 (L) = |0 >0 () = L,

s=0 s=0 s=0

et on a d’aprés (3.2)

I k1)
e 3.11
\/ﬁ n—1 ( )

[Lr]l2 =

Soient B, C € M, (K) définies par :

1 1
L™ 1 1
B — . . )
rLgk) rLék) 1
et
0 ou o,
1 ® 1k
C = X P
11 Ly

de sorte que L, = B o C, avec :

n n n—1 9
T’l(B> = max Z|bw|2 = Z|bn]|2 = 1+Z|7’|2 (Lgk)>
- 7j=1 \ j=1 s=1
k) )2, S ")
(287) <\l (7)) + o (24°)
s=1

et

49



donc, d’aprés le Lemme (3.2) et le Corollaire 3.4, on a :
2
|Lells = 1B o Clla < 1i(B)er (C) = Ir] (2447) (3.12)
De (3.11) et (3.12), on obtient I'encadrement suivant :

| k1)) 2
LD Sk <1 (1)

- Pour |r| < 1 et d’aprés le Corolaire 3.4, on a :

|Lelle = \ Z(n —s) (Lﬁ’“’)z N "Z_lsmg (Lgk))z

> ’ |L(k!+1

n—1 >
et on a d’aprés (3.2)
TARANR) (313)
n
Soient B, C € M, (K) définies par
11 1
B r 1 1
(A 1
, et
L 1,
k k k
N A
k (k k
GG o

J

donc, d’aprés le Lemme (3.2) et le Corollaire 3.4, on a :
IZellz = B o Cllz < ri(B)er(C) = VL™, (3.14)
De (3.13) et (3.14), on obtient ’encadrement :

%L’“f < Lol < VALY,

20



Exemple 9. D’apres le Théoréme 3.3 et les équations (2.87), si |r| > 1, on a

1 .
7n (L1 — 1) < [|Lpll2 < 7| (Lpgr — 1)%, si k=0,
1 .
Zr Loss = =4) S ILella < Irl (Lss —n—4)?,  sik=1,
1 n2 + 9n + 22 n2 +9n + 22\ 2 _
% (Ln+5 - #) S ||LT||2 S |T| (Ln+5 - # ) St k - 27

et silr|>1, ona:

D <|[lLellz <V =1(Lppa = 1), sik=0,

7]

%(Ln-i—l
%(Ln+3_n_4)§”LTH2§ n_l(Ln+3_n_4)7 Sikzl’
r n? 4+ 9n + 22 n? 4+ 9n + 22 ,
e (Loss = N2 ey < Vi T (L - SRR ik,

Corollaire 3.7. Pour la norme spectrale du produit de Hadamard des matrices r-circulantes
F, = Cirer (Fék), Fl(k)7 . Ffl )1> et L, = Circr ( L Lgk), ce LkaL), on a :

- Silr|>1,0na:
2 2
|Fro Lells < Irf? (FEEY) (2840)

F(k 1)L(k+1)'

- Sirl<1,ona:
[£5 0 Lyfls < v/m(n = 1) 1

[]

Démonstration. Découle du Lemme 3.1 et des Théorémes 3.3 et 3.4

Corollaire 3.8. Pour la norme spectrale du produit de Kronecker des matrices r-circulantes
EF. = Cirer (Fo(k), Fl(k), ey FT(LI?1> et L, = Clircr (L(()k), Lgk), e Lgc_)1>7 on a:

- Sifr|>1,ona:

i
L

2 2
RIS < 1B Lol < I (FEY) (2450

n—1

S|

- Sirl<1,ona:
rf? FED LD 1B @ Llly < /n(n = D)FED L),

n n—1 n—

Démonstration. Découle du Lemme 3.3 et des Théorémes 3.3 et 3.4

o1



3.3 Etude des normes spectrales de matrices circulantes
et r-circulantes avec les nombres hyper-Fibonacci et
hyper-Lucas généralisés

Soit (:U%k)>
n>0
ment et soient « et 5 comme dans la Remarque 10. Pour notre objectif nous devons avoir tous

les x%k) > 0, mais ce n’est pas le cas pour tous a,b € Z. Ainsi, nous devons faire des conditions
suffisantes sur a et b. Il est clair que si a > 0 et b > 0 alors x;k) > 0. Lorsque a > 0 et b < 0,
alors :

- Sia?+4b > 0, alors d’apreés les formules de Binet (2.56) et (2.57), on remarque que a > 3 > 0,
il en résulte que u,, > 0 et v, > 0, i.e., x,, > 0 et donc xﬁf) > 0.

- Si a® + 4b = 0, alors en utilisant la formule (2.5) on obtient u, = n (%)n_let v, =2(%)" qui
sont clairement positifs.

On pose donc les conditions a > 0 et a® + 4b > 0 dans cette section.

une des suites (uff)) ou (v,(f)> définies par (2.53) et (2.54) respective-
n>0 n>0

Théoréme 3.5. La norme spectrale de la matrice circulante
M = Circ <an_1m(()k), a”_ngk)7 . ,zilk_)1> ,

est :
M|y = 2. (3.15)

n—1

Démonstration. On peut prouver ce théoréme par la méme méthode de preuve du Théoréme
3.1 ou du Théoréme 3.2. O

Corollaire 3.9. Soit ||M||g La norme euclidienne de la matrice circulante

M = Circ <a"’1xék), a”’%&k), . ,:L‘nk_1> ,

On a :
28N < (|M]|p < Ve, (3.16)
Démonstration. Découle du Théoréme 3.5 et 'encadrement 3.2 O

Corollaire 3.10. Pour la somme de carrée de suit (x%k))kynzo, on a :

n—1 2
1 (k+1) Z n—1—s,.(k) k+1)
% (xnfl ) S 8} Ts S $n71 .

s=0
Démonstration. Découle du Corolaire 3.9. O

Théoréme 3.6. Soit M, = Circr (a”_lx(()k), a2z ,xnk_1> matrices r-circulante

- Sifr|>1,ona:

1
Zronn) Ml < v,

n—1
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- Sifr|<1,ona:

% 4D Ml < .

Démonstration. D’aprés la Relation (3.2), on a :

1
%HMTHE < [ Mell2 < (| M ]| (3.17)
-Sijr|>1,ona:
Mg < ||M]|p < |IrM| s (3.18)
D’aprés (3.18) et (3.16), on a :
1 k1) k1
St < M < e
-Sijrl<1l,ona:
[rMl|p < |[M:]|e < |M||5 (3.19)
D’aprés (3.19) et (3.16), on a :
r
|7|ﬁ S <M < Vi,
m
Corollaire 3.11. Soit F, = Clirer <Fék),F1(k),...,F,Eli)l> une matrices r-circulante avec les
nombres hper-Fibonacci, alors :
- Silr|>1,0na:
1 (k+1
7 V< IE 2 < IrlvaES Y.
- Sifr|<1,ona:
I k+1) k41
B Bl < VaFEY.
\/— = n
Démonstration. On utilise le Théoréme 3.6 pour (w%k)> = (u%k)> et a=0=1. O
n>0 n>0
Corollaire 3.12. Soit L, = Circer (Lék),Lgk),...,Lfl) ) une matrices r-circulante avec les
nombres hyper-Lucas, alors :
- Silr|>1,0na:
1 k+1 k+1
Tl S ULl < IrivaL,nyY.
- Silr|<1,ona:
(k
‘\/_%L ) <Ll < VRLED,
Démonstration. On utilise le Théoréme 3.6 pour <x$f)> = (v,(f))n>o eta=5b=1. O
n>0 -
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3.4 Etude des normes spectrales des matrices circulantes
et r-circulantes avec les nombres bi-périodique de Fi-
bonacci et les nombres bi-périodique de Lucas

Dans cette section, on suppose que a,b > 1, de sorte que ¢, > 0 et [,, > 0, pour tout n € N.

Théoréme 3.7. La norme spectrale de la matrice circulante

NN
Q = Clirc <(_) qo, (_> qiy-- -, (_) qn—l) ;
a a a
E(k+1)

n—1 b 5
k=% (2) "

k=0

est :

Démonstration. D’aprés le Corollaire 1.2, la matrice circulante () est normale, ce qui nous
donne, d’aprés le Lemme 3.4, que sa norme spectrale est égale a son rayon spectral, i.e., ||Q|]2 =
0(Q). Considérons le vecteur v = (1,1, ..., 1), alors

&) £2)
(), 55)% (31 1
0 | OFan OFw 0 !
B RO o) 1
@) a ()7 e (2)* @
1 £(k+1)
b 2
>(3) -
a
k=0
n—1 b 5(k2+1)
(‘) dk
= a
k=0
1oy elet)
(‘) qk
a
k=0
£(k+1) !
= - dk .
a :
k=0
1
n—1 b §(k2+1)
oM
=0 \¢
1,y l+1)
Puisque v # 0, alors (—) qr est une valeur propre de (), donc :
=0 \¢
n—1 §(k+1)
b 2
>(2) " wsa@ (3.20)
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Q=3 (2) " w

k=0
D’aprés le Lemme 3.5, on a 0(Q) < ||Q|~, i-e.,

@< (1) e (321)

qr, et donc c’est que

)
@
w
()
=
e
-+
w
[\
=
@]
=
o,
oS
o,
C.
=
Ne)
=
)
SN
S
Il
3
i
7N
| <
~__

Corollaire 3.13. Soit |Q|| g la norme euclidienne de la matrice

NN
Q = Clirc <(_) qo0, <_) qi;-- -, <_) %1) .
a a a

Ona:
net £(k+1) " £(k+1)
b\ 2 b\ 2
— < < — . .
(2) " wsial=vay (2) T w (322)
k=0 k=0
Démonstration. Découle de 'encadrement (3.2) et du Théoréme 3.7. O

Corollaire 3.14. Pour la somme des carrées des nombres bi-périodiques de Fibonacct, on a :

1 n—1 b E(k’2+1) 1 n—1 b E(k’2+1)
— = < =) q1g, < = _
fz() qk_,/(a)qn " _z() o

Démonstration. On a d’aprés la relation (3.22) :

2 ()
a
k=0

donc pour tout n > 1 :

E(k+1)

2

n—1
b
< Qs < vy (—) "
k=0

§(k+1)
2

1 £(kt1) 1 €0t 1)
1 b 2 1 b 2
N p qr < %HQHE < p Qs
k=0 k=0
n n n—1 b {(s;—l) 2
et on a Qs = ( | 4 |2> = > (—) 0
i=1 j=1 s=0 | \ &

alors, d’aprés I’équation (2.76), on a :
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(k+1) 1 (k+1)

S8 ws|()rnss(l) w

Théoréme 3.8. La norme spectrale de la matrice circulante

N\ b\ b\
L = Clire <<—) lo, (—) ll, ceey (—) lnl)
a a a
£(k)

n—1 b =
=% (2)

k=0

I/\
3

§\H

est :

Démonstration. Ce théoréme peut étre prouvé en utilisant une méthode similaire & la méthode
de la preuve du Théoréme 3.7. O

Corollaire 3.15. Soit | L||g la norme euclidienne de la matrice

NI b\
L = Circ <<—> l()7 (—) ll, ceey (—) ln—l) .
a a a

On a :
n—1 £(k) n—1 £(k)
A L, <||L|lg < v/n AN l 3.23
a < [[Llr < nz a k- (3.23)
k=0 k=0
Démonstration. Découle de 'encadrement (3.2) et du Théoréme 3.8. O

Corollaire 3.16. Pour la somme de carrée des nombres bi-périodiques de Lucas, on a :

1 n—1 b % 1 n—1 b @
=2 (-] &< \/(—) lnmaly =2 < (—) Ii-
vn o <a) a =0 \¢

Démonstration. On a d’aprés la relation (3.23) :

n—1 b 7]@) n—1 b %
(2)  nsnlssvay (2)
k=0 =0

donc pour tout n > 1, on a :

(k)

n—1 £k) n—1 S\E)
1 b\ 2 1 b\ 2
N <5) lp < EHLHE < (E) Ik,
=0 k=0

n n n—1 2
etona ||[L||p= ( | Li; |2 ) n
i=1 j=1 s=0

alors, d’aprés I’équation (2.77), on a :

3

RS

—1 n—1 S\
1 2
<é> \/(_) hoahm 2= (é) .
77/ a a a
k=0 k=0
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Corollaire 3.17. Pour la norme spectrale du produit de Hadamard des matrices circulantes

SN - b\
Q = Circ ((—) o, <—> qis-- -, <—> C]n1>
a a a

b\ b\ p\
L= Circ ((—) l(), (—) ll, ceey (—) ln—l)
a a a
_ 1l
a a

et

on a :

Démonstration. On a d’aprés le Lemme 3.2 :

Qo L]z <7 (Q)er(L),

avec :

et

donc

”QOLHQ S \/QTL—IQn <ln—1ln N 2)
a a

O
Corollaire 3.18. La norme spectrale du produit de Kronecker des matrices circulantes
AN N
Q = C?:TC ((_> qo, <_) qis-- -, <_) %—1)
a a a
et
AN A b\
L = Clirc <<—) lo, (—) ll, ceey (—) lnl)
a a a
est donnée par :
1Q® L, = \/q 14 ( ! —2).
a a
Démonstration. découle du Lemme 3.3 et des Théorémes 3.7 et 3.8 O

Lemme 3.6. Les nombres bi-périodiques de Fibonacci d’indices pairs sont divisibles par a, i.e.,
a | qan pour tout n > 0.

a7



Démonstration. On veut montrer que :
¢2n = 0 (mod a), n >0, (3.24)

par récurrence sur n > 0.

Pour n =0, on a go = 0 = 0 (mod a). Supposons que (3.24) est vraie pour un entier n > 0
et montrons qu’elle reste vraie pour n + 1. On a par définition :

Qon+2 = GQopt1 + Gon,

donc :
Gont2 = 0 (mod a).

Dot (3.24) est vraie pour tout entier n > 0, alors les nombres bi-périodiques de Fibonacci

d’indices pairs sont divisibles par a.
O

a

Indn—-1 qnGn—1
\/ <@z < Ir| :
a a

dndn—1 dndn—1
" <was¢m—n .

a o a

Théoréme 3.9. Soit Q, = Circr ((b)2 Q0,3 qi,... (B) qnl) une matrice r-circulante,
alors :
- Silr|>1,0na:

- Sirl <1, ona:

Démonstration. La matrice r-circulante @), est définie par :

oy 2 by €2 £(n)
(“) () o (: £(1)
a

0, - 7‘(2):%1 ()f% 5 ( G2

N

et sa norme euclidienne est donnée par :

n—1 b 6+ p 6+
0de = Xo-9 (1) aeesbk (L)

s=0

- Pour |r| > 1 et d’aprés le Corolaire 3.2, on a :
n— E(s+1 E(s+1
Qe = /X0 =) ()T gz s (1)

=i () gz = fnfte

1Qrll2 > 4/ q"’alq". (3.25)

o8

et d’aprés (3.2), on obtient :




Soient B,C' € M, (K) définies par :

r(g) 1 1
1
5 r@f (0% g .
B0 1 @©F 0 0T
et e e o
()% @ (3)° @ (2) " gu
b % b 5(”;1)
= 1 ()% a - (2) Gn—2
1 1 (1) 4

de sorte que @, = B o C. Puisque a,b > 1, alors pour tout k € [[1,n — 1]], on a :

- Si k est impair, alors
£(k+1)
2

(9) —— (3.26)

a

- Si k est pair, on a :
£(k+1)

(@) " ey @)

et d’aprés le Lemme 3.6, on a :

ol p est un entier, donc :

E(k+1)

(9) " o= Vabpe > 1. (3.27)

De (3.26) et (3.27), on a pour tout k € [[1,n — 1]]

E(k+1)

b\ 2
(‘) qr > 1.
a
r1(B) = max Z|b |2 = ZV) 12 =] n—19n
1<z<n i — nj a
]:

2 __ Qn IQn
1(C) = max E i * = E |Cin|? =
1<j<n

donc, d’aprés le Lemme (3.2), on a :

On en déduit que :

Qrlls = B0 COlls < ra(B)er(€) = fr| 2222,

(3.28)

D’ou, de (3.25) et (3.28), on a :

Gndn—1 qndn— 1
Vg S < Q]2 < |r|——
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- Pour |r| <1 et d’aprés le Corolaire 3.2, on a :

n—1 b &(s+1) b £(s+1)
@rls = 3tn o () arse(l)

s=

n— b £+ B E6+D
\Zm—s)m?(a) el (1)

- | o

v

s=0

n—1 s<s+1)
b QnQn 1
Wy () — Iy
s=0

et d’aprés (3.2), on obtient :

qnqn— 1
1Qrll2 > |7 (3.29)

Soient B, C € M, (K) définies par :

by
(2) > @ 1 1
by 5
B = r (%) 7 @ 1 ’
‘)
r r (2) * @
et by S0 by 2 )
(E ( )2 o (a) 5(21) N (E)E( 2—1)qn_1
oo | (@) 7 e (2)7 @ I
: )
0 o) )
27 a ()7 e (2) 7 qo

de sorte que (), = B o (C, avec :

1<i<n

= b
r1(B) = max ZlbUP Z\b1j|2: <5) Go+n—1=vn-—1,
j=1

et

donc, d’aprés le Lemme 3.2, on a :

1Q+]l> = 1B o Cllz < r1(B)er(C) = W — 1) It (3.30)

D’oil, de (3.29) et (3.30), on a :

ann 1 QnQn—l
" <10l < \/(”_1) .

a
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Lemme 3.7. Les nombres bi-périodiques de Lucas d’indices impairs sont divisibles par a, i.e.,

a | lopy1 pour n > 0.

Démonstration. Découle du Lemme 3.6 et de la relation (2.78).

]

Théoréme 3.10. Soit L, = Circr ((b) lo, (é)?zl,...,(g)giﬁ . zn_1> une matrice -

circulante, alors :
- Silr|>1,0na:

lnlnfl
\/ a =

- Sirl<1,ona:

Ll
gm( . 1+2>.

Ll Ll
|| 1+zg||L,,||2g\/n( 1+2).
a a

Démonstration. La matrice r-circulante L, est définie par :

£Q) §(n—1)
B GF 0 B
rO T e %6 ()7 e
r(ﬁh rHT e B

et sa norme euclidienne est donnée par :

et d’aprés (3.2), on obtient :

IEolle = 4/ 2=t 42
Soient B, C € M, (K) définies par :
1 1 1
s r@ T 1
SORSINRICE T

(3.31)



@) @) h o Q) 7
b @ by L2
C = 1 (5) lo - (5) In—2
1 L ()T

de sorte que L, = B o C. Puisque a,b > 1, pour tout k € [[1,n — 1]], on a :

- Si k est pair, alors
oy 2
(—> L =1, > 1. (3.32)

a

- Si k es impair, alors
(k)

Gasan

et d’aprés le Lemme 3.7, on a :

ol my, est un entier, alors :

£(k)

(9) M L, = Vabmg > 1. (3.33)

a

De (3.32) et (3.33), on a pour tout k € [[1,n — 1]]

2
(9) bo> L
a
On en déduit que :

- - n—1 £(s)
r1(B) Y Z|bij|2: Z|b"j‘2 - 1+Z|T|2 (é) .
_z_n\ = \ = s=1 a

, b £(0) , n—1 b &(s)
(o) weee(p)
= |r| nz:l(b)%)l?

N

IN

et

n n n—1 £(s)
b lnlnfl
a(C) = max |3 leul = | ) lewl® = Z(a) 8=y 1,

i=1 =1 s

donc, et d’aprés le Lemme 3.2, on a :

Il
Ll o Cll < r(Bn(€) < Irf (222 +2). (3.34)
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D’oi, de (3.31) et (3.34), on a :

Ll Ll
Lrg s il (M v2).
a a

- Pour |r| < 1 et d’aprés le Corolaire 3.2, on a :

n—1 b £(s) n—1 b &(s)
_ 2 2 2
L, ||z = \ > (n—s) (5> 12 + ;sm (5) 12

s=0

n—1 b £(s) n—1 b £(s)
2\ oo (5) e (g)

sS=

n—1 b &(s) I, 1
=Ir Z”(g) 2= |r] n( +2),
=0

S

et d’aprés (3.2), on obtient :

Lyl
el > /22 4o (3.39
Soient B, C' € M, (K) définies par :
1 1 - 1
B r 1 - 1
ror 1
et )
(b , (9)%1)11 . (g)“"_)l X
Hn-1) “ ¢ ey
oo @) 7 e (27 (2) 7 e

donc, d’aprés le Lemme 3.2, on a :

1Ellsll B o Clla < 11 (B)ex(C) = Jn (l"l"‘l T 2). (3.36)

a

D’ou, de (3.35) et (3.36), on a :

Ll Ll
7| 1+2§||Lr||2§\/n( 1—|—2).
a a
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Corollaire 3.19. Pour la norme spectrale du produit de Hadamard des matrices r-circulantes

; €0) b €@ b HO!
Q. = Cirer ((—) qo, (—) qiy- -, (—) Qn—l)
a a a

et
AN N
L, = Cirer (<—> ly, (—) Ly, ..., (—) ln1> ;
a a a
on a :
- Silr| > 1, alors :
1Qv o Lyl < [r? %22 ( 1”)'
a a
- Si|r| <1, alors :
nYn— lnln—
1Qy 0 L || < \/n(n— 1) ot ( ! +2).
a a
Démonstration. découle du Lemme 3.2 et des Théorémes 3.9 et 3.10 O

Corollaire 3.20. Pour la norme spectrale du produit de Kronecker des matrices r-circulantes

Ny .
Q, = Cirer ((5) do, (5) qi .-, (5) %—1)

et
D\E b\ AN
L, = Clirer (<—> lo, (—) ly,..., (—) ln1>
a a a
on a :
- Silr| > 1, alors :
nYn— lnlnf n4n— lnlnf
\/qq 1( 1+2>§IIQT®LTIIQSITI2qq 1( 1+2)‘
a a a a
- Si|r| <1, alors :
2 dnQn—1 lnln—l dndn—1 lnln—l
7] +2) <||Qr ® Lyll2 < y/n(n —1) +2].
a a a a
Démonstration. découle du Lemme 3.3 et des Théorémes 3.9 et 3.10 ]
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Conclusion

Ce mémoire a pour ambition d’étudier la norme spectrale des certaines matrices circulantes
et r-circulantes.

Il a fallu dans un premier temps définir quelques généralités sur les matrices et donner la dé-
finition des matrices circulantes et r-circulantes et définir leurs valeurs propres et leurs vecteurs
propres. Par souci de clarté, nous avons fourni quelques graphes circulants qui se distinguent
par leur matrice d’adjacence et qui est elle-méme considéré une matrice circulante. Comme
nous l'avons également mentionné, les matrices circulantes sont entiérement déterminées par
les éléments de leurs premiéres lignes.

Dans ce mémoire, nous avons étudié¢ quelques matrices circulantes, qui se distinguent par
les éléments de leurs premiéres lignes, qui représentent des suites récurrentes linéaires d’ordre
p. Nous avons étudié certaines propriétés de ces suites. Dans le cas particulier des suites ré-
currentes linéaires d’ordre 2, nous avons parlé de quelques suites classiques, comme les suites
de Fibonacci et de Lucas, leurs généralisations, puis nous sommes passés aux nombres hyper-
Fibonacci et hyper-Lucas et leurs généralisations. Nous avons terminé notre étude par les suites
bi-périodiques, qui sont équivalentes & des suites récurrentes linéaires d’ordre 4.

- La norme spectrale des matrices circulantes avec les nombres hyper-Fibonacci et hyper-

Lucas
F = Circ (Fo(k), F®O ,Fg'z) ,
et
L = Cire (Lg@, AR ,Ln’“_l) ,
est donnée par :
1Pl = BV et |[L)la = L)

- L’encadrement obtenu de la norme spectrale de la matrice r-circulante avec les nombres
hyper-Fibonacci

F, = Cirer (FP, B, .. F)
est donnée par :
-Sijr|>1,ona:

2
FY < 1B < Irf (£

n—

Bl

-Sijrl<1l,ona:
Y < ||Flle < V= 1EY.

=

- L’encadrement obtenu de la norme spectrale de matrice r-circulante avec les nombres hyper-

Lucas
L, = Circr (Lé’“), L Lﬁf_)l)
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est donnée par :
-Si|r|>1,ona:

1 (k 2
L < I < i (1)

-Sifrl<1,ona:

\‘F'L,fi” < ||Ly]l2 < v/nLIAY.

- La norme spectrale des matrices circulantes avec les nombres hyper-Fibonacci généralisés
et hyper-Lucas généralisés

M = Circ <a”_1xék), a"_ngk), e ,xﬁfﬂl) ,

est donnée par :
[M]l2 = 2,

n—1 >

telle que (:pgﬂ)) une des suites (u;k) > ou (U,(Lk)> .
n>0 n>0 n>0

- La norme spectrale des matrices r-circulantes avec les nombres hyper-Fibonacci généralisés
et hyper-Lucas généralisés

M, = Clircr (a”_lxék), a”_%gk), e ,:ng_)l)
est donnée par :
-Sifr|>1,o0na:
1
_$(k+1 < HM ||2 < | |\/_[L'(k+1 '

V"
-Sijrl<1l,ona:

r
\’/|— <Ml < Vial T,

- La norme spectrale de la matrice circulante avec les nombres bi-périodiques de Fibonacci

W R
Q = CiTC <(_) q0, <_) qi, .-, (_) Qn—l) )
a a a

est donnée par :

n—1 b €(k2+1)
o1 = (3)

k=0

n—1 E(k+1)
2
Il est donc intéressant de calculer la somme Z (—) Q-
a

k=0

- La norme spectrale de matrice circulante avec les nombres bi-périodiques de Lucas

A E b\
L = Clire ((-) lo, (—) ll, ceey (—) lnl)
a a a

est donnée par :

n—1 b #
=Y (%) "o
k=0



n—1 b £(k)
Il est donc intéressant de calculer la somme Z <—> li.
k=0
- L’encadrement obtenu de la norme spectrale de matrice r-circulante avec les nombres
bi-périodiques de Fibonacci

NN b\
Q, = Cirer ((—) qo, (—) qi, .-, (—) C]n—1)
a a a
est donnée par :
-Sifr|>1,ona:
dndn—1 Gndn—1
\/ <@z < |7 :
a a

Gndn-1 dnn—1
] <11Qulz < \/(n— )l

-Sirl<1,ona:

a a

- L’encadrement obtenu pour la norme spectrale de la matrice r-circulante avec les nombres
bi-périodiques de Lucas

N py
L, = Cirer (<—> lo, (—) ly,..., (—) ln1>
a a a

-Sifr|>1,0ona:

est donnée par :

Il Ll
1+2§HLTH2§M< 1+2>.
a a

Il Lol
I”| 1—|—2§||Lr||2§\/n( 1+2).
a a

-Sifrl<1l,ona:
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