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Résumé.

Soient H2, Ku, ( Ku ⊂ H2), l’espace de Hardy des fonctions holomorphes sur D pour les-

quelles la suite de coefficients de Taylor est carré-sommable et l’espace modèle, avec u est une

fonction intérieure non constante. L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ϕ ∈ L2(T)

par :

Auϕ(f) = Pu(ϕf),

tel que Pu est la projection orthogonale de L2(T) sur K2
u.

Le but de ce travail est de faire une étude sur les propriétés algébriques d’opérateurs de

Toeplitz tronqués.

Mots clés :

Espaces de Hardy, espace modèle, opérateurs de Toeplitz, opérateurs de Toeplitz tronqués.

Abstract.

Let H2, Ku, (Ku ⊂ H2), the Hardy space be holomorphic functions on D for which the

sequence of Taylor coefficients is square-summable and model space, with u is a non-constant

inner function. The truncated Toeplitz operator with symbol ϕ ∈ L2(T) by :

Auϕ(f) = Pu(ϕf)

such that Pu is the orthogonal projection of L2(T) on K2
u.

In this work, we shall study the algebraic properties of truncated Toeplitz operators.

Key words :

Hardy spaces, models spaces, Toeplitz operators, truncated Toeplitz operators .
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Notations

C l’ensemble des nombres complexes.

T le cercle unité.

D le disque unité ouvert du plan complexe C.
D le disque unité fermé du plan complexe C.
L2(T) l’espace de Lebesgue usuel.

Ĉ = C ∪ {∞}.
< . > produit scalaire de L2(T).

Hol(D espace des fonctions holomorphe sur D.
dµ la mesure de lebesgue normalisée sur le cercle unité.

L(H) l’ensemble des opérateurs linéaires borné sur l’espace H.
f̂(n) n-ème coefficient de Fourier de f.

f ∗ la limite radiale de f sur T.
P projection orthogonale de L2 sur H2 .

kλ noyau reproduisant de H2.

u fonction intérieure.

S opérateur de shift sur H2.

Tϕ opérateur de Toeplitz sur H2 de symbole ϕ.

K2
u l’espace modèle.

Pu projection ortogonale de L2 sur K2
u.

kuλ noyau reproduisant de K2
u.

C opérateur de conjugaison sur un espace de Hilbert.

f̃ = Cf .

Su opérateur de shift sur K2
u.

Sαu opérateur de shift généralisé sur K2
u, pour α ∈ D .

Auϕ opérateur de Toeplitz tronqué sur K2
u de symbole ϕ.

ll

7



Introduction

Ce mémoire s’inscrit dans le domaine de la théorie des opérateurs qui consiste à étudier

les propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz tronqués sur les espaces modèles.

Soit L2(T) l’espace de Lebesgue de fonctions carrées intégrables sur le cercle unité T et soient

H2, H∞ les espaces de Hardy classiques sur le disque unité D. Les espaces modèles sont les

sous-espaces fermés invariants par l’adjoint du shift, S∗ : f 7→ f−f(0)
z

sur H2. D’après le

théorème de Beurling [1], ces espaces sont de la formeKu = (uH2)⊥ = H2	uH2, où u est une

fonction intérieure (pour plus de détails voir [19, 22, 11, 4]). Chaque espace modèle est équipé

d’un opérateur de conjugaison C défini par C[f ](ξ) = u(ξ)ξf(ξ) := f̃ , pour tout f ∈ Ku et

ξ ∈ T (voir [19, 21, 20]), et possède un noyau reproduisant kuλ(z) = 1−u(λ)u(z)

(1−λz) , λ ∈ D, z ∈ T
(voir [22, 11]). Les opérateurs de Toeplitz tronqués sont des compressions des opérateurs de

multiplication sur l’espace modèle Ku. Soit Pu la projection orthogonale de L2(T) sur Ku.

L’opérateur de Toeplitz tronqué de symbole ϕ, noté Auϕ est défini sur le sous-espace dense

Ku ∩H∞ de Ku par

Auϕ(f) = Pu(ϕf).

Une étude systématique des opérateurs Toeplitz tronqués avec des symboles dans L2(T) a

été commencée récemment par Sarason ([4]). Cet article a jeté les bases de la théorie et

inspiré une grande partie des travaux sur ces opérateurs.

Dans ce travail, nous allons rappeler les propriétés algébriques de l’espace de Hardy Hp, 1 ≤
p ≤ ∞, puis les propriétés des éléments de H2 avec des résultats sur l’étude de quelques

opérateurs de H2, En suite, on donne les propriétés basiques des espaces modèles de H2.

Enfin, nous allons donner les propriétés algébriques d’opérateurs de Toeplitz tronqués sur

les espaces modèles.

8



Chapitre 1

Espaces de Hardy.

Nous exposons dans ce chapitre les différentes propriétés des espaces de Hardy Hp(T)

où T le cercle unité de C, en particulier pour p = 1, 2 et ∞, utilisées dans les études

des opérateurs de Toeplitz. Notre présentation est essentiellement inspirée des références

[5, 6, 16, 13, 17, 7, 24, 15].

1.1 Définitions des espaces de Hardy et quelques pro-

priétés.

Soient D = {z ∈ C : |z| < 1} le disque unité du plan complexe C et ∂D = T = {z ∈ C :

|z| = 1} le cercle unité du plan complexe C et dµ la mesure de lebesgue normalisée sur le

cercle T tel que : dµ(θ) = dθ
2π

de sorte que µ(T) = 1.

On note par Hol(D) l’ensemble des fonctions analytiques et L2(T) est l’espace de lebesgue

usuel sur T muni de produit scalaire définie par :

< f, g >=

∫
T
fgdµ.

On définie pour chaque fonction f sur D les coefficients f̂ par : f̂(n) =
∫ 2π

0
f(eiθ)(e−inθ) dθ

2π

f̂(n) s’appelle le n-ème coefficient de fourrier de f. La série de Fourier de f est la série∑
n∈Z f̂(n)eint.

l2(N) est un espace de Hilbert défini par : l2(N = {(an)n≥0 : an ∈ C ,
∑∞

n=0 |an|2 <∞}, est
muni de la norme ‖.‖2 telle que ‖(an)n≥0‖2 = (

∑
n≥0 |an|2)

1
2 , et l2(Z) défini par : {(an)n∈Z :

an ∈ C ,
∑+∞

n=−∞ |an|2 <∞}.

9



1.1. Définitions des espaces de Hardy et quelques propriétés.

Proposition. 1.1. On peut identifier L2(T) à l2(Z). La correspondance est donnée par

f ←→
{
f̂(n) : n ∈ Z

}
, f ∈ L2(T).

Proposition. 1.2. Soit n ∈ Z, on considère la fonction

en : T −→ C,

ξ −→ en(ξ) = ξn.

{en : n ∈ Z} est une base orthonormée de L2(T).

On définit les espaces de Hardy comme suite .

Définition 1.3. on définit deux types d’espace de Hardy , le premiér est Hp(D) l’ensemble

des fonctions holomorphes sur D vérifiant :

sup
1≤r<0

∫ 2π

0

|f(reiθ)|p dθ
2π

<∞,

et le seconde Hp(T) l’ensemble des fonctions f ∈ Lp(T) tel que les coefficients d’ordre

négative sont nuls. i.e :

Hp(T) =
{
f ∈ Lp(T) : f̂(n) = 0 ∀n < 0

}
, 1 ≤ p ≤ ∞,

Hp(D) =

{
f ∈ H(D) : ‖f‖pp = sup

1≤r<1

∫ 2π

0

|f(reiθ)|dθ
2π

<∞
}
, 1 ≤ p <∞,

H∞(D) =

{
f ∈ H(D), sup

ξ∈D
|f(ξ)| <∞

}
, pour p =∞

notation 1. pour 0 < p <∞. si f ∈ Hol(D), on note par ‖f‖p la limite limr−→1− Mp(f, r).tel

que :

Mp(f, r) =

{
1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|pdθ

} 1
p

, si 0 < p <∞, et

M∞(f, r) = sup
θ∈[0,2π]

|f(reiθ)|.

Proposition. 1.4. pour 0 ≤ p <∞ soit f ∈ Hol(D). les fonctions r 7−→Mp(f, r) sont des

fonctions croissantes sur [0, 1[.

Le théorème suivant précise le lien entre les espaces de Hardy selon l’indice p

Théorème 1.1. pour 1 < s < p <∞ , on a les inclusions suivantes

H∞(D) ⊂ Hp(D) ⊂ Hs(D) ⊂ H1(D).

10



1.1. Définitions des espaces de Hardy et quelques propriétés.

Démonstration. si f ∈ H∞(D) , pour tout p ∈ ]0,∞[ on a |f(reiθ)|p ≤ ‖f‖∞p pour r ∈ [0, 1[

et θ ∈ [0, 2π[. on en déduit alors Mp(f, r) ≤ ‖f‖∞ pour r ∈ [0, 1[ , ce qui implique

‖f‖p ≤ ‖f‖∞ et donc H∞(D) ⊂ Hp(D) pour tout p > 1,

pour p>s>1 d’après l’inégalité de Holder , pour f mesurable sur le cercle centré en 0 et de

rayon r ∈ ]0, 1[, ona :

∫ π

−π
|f(reiθ)|sdθ ≤

(∫ π

−π
|f(reiθ)|pdθ

) s
p

(2π)
1−s
p ,

et donc Ms(f, r) ≤Mp(f, r) . ce qui prouve que Hp(D) ⊂ Hs(D) pour p > s > 1 .

Définition 1.5. soit Ω un ouvert de C et soit f un fonction f : Ω 7−→ C . on dit que f est

holomorphe sur Ω si f est de classe C2 sur Ω et si ∆f ≡ 0 sur Ω , où ∆f est le laplacien

de f défini par :

∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
.

Proposition. 1.6. toute fonction holomorphe sur un ouvert Ω est harmonique sur Ω.

Définition 1.7. pour 0 ≤ r < 1 , θ ∈ R , on pose :

Pr(t) =
+∞∑

n=−∞

r|n|einθ.

pour r fixé . 0 ≤ r < 1, Pr est appelé un noyau de poisson et (pr)0≤r≤1 est applée la famille

des noyaux de poisson .

Proposition. 1.8. pour z = rziθ, avec 0 ≤ r < 1 et θ ∈ R on a :

Pr(θ − t) = 1 + 2
∞∑
n=1

rn cos(n(θ − t))

= Re(
eit + z

eit − z
)

=
1 + r2

1− 2r cos(θ − t) + r2
.

Remarque 1. 1)- pour r fixé . 0 ≤ r < 1 la série
∑+∞

n=−∞ r
|n|einθ converge normalement ,

donc uniformément , la fonction Pr est continue sur [0, 2π] .

2)- pour r fixé . 0 < r < 1 on a : 1
2π

∫ 2π

0
Pr(t)dt = 1 .

11



1.2. Limite radiale des fonctions de Hp , 0 < P ≤ ∞

pour voir ceci , on peut inverser l’intégrale et la série qui définit Pr(t) ou encore remarque

que 1
2π

∫ 2π

0
Pr(t)dt = f̂r(0) le 0-ème coefficient de fourrier de la fonction continue Pr .

dans la proposition suivant , nous montre comment construire des fonctions harmoniques

dans D á partir de mesures sur T.

Proposition. 1.9. soit µ une mesure complexe sur [−π, π] (finie) pour z = reiθ avec .

0 ≤ r < 1 et θ ∈ R on pose :

P (µ)(z) =
1

2π

∫ π

−π
Pr(θ − t)dµ(t).

alors Pµ est une fonction harmonique sur D.

Théorème 1.2. soit f une fonction continue sur T . Alors il existe une unique fonction

g continue sur D . harmonique dans D et vérifiant g\T = f . de plus pour z = eiθ avec

0 ≤ r < 1 et θ ∈ R , on a g(z) = 1
2π

∫ π
π
Pr(θ− t)f(eit)dt .on notera P (f) la fonction définie

par

reiθ 7−→ 1

2π

∫ π

π

Pr(θ − t)f(eit)dt.

Remarque 2. si f est une fonction harmonique rélle sur D.avec r ≥ 1 on a : f(z) =

Re( 1
2π

∫ 2π

0
eit+z
eit−zf(eit)dt) pour |z| ≤ 1 , et la fonction z 7−→ 1

2π

∫ 2π

0
eit+z
eit−zf(eit)dt est holo-

morphe sur D .

1.2 Limite radiale des fonctions de Hp , 0 < P ≤ ∞

Théorème 1.3. pour p ∈ ]0,∞] et supposons que la fonction f non identiquement nulle

appartienne à Hp(D) .Alors f ∗(eiθ) 6= 0, µ-presque partout .

Par conséquent , si f, g ∈ Hp(D) sont telles que f ∗(eiθ) = g∗(eiθ) sur un sous-ensemble

de T de mesure de Lebesgue strictement positive , nécessairement f = g.

Proposition. 1.10. pour p ∈ ]0,∞] . supposons que la fonction f non identiquement nulle

appartienne à Hp(D) . Alors la limite radiale f ∗ ∈ Lp(T) et telle que log |f ∗| ∈ L1(T).

D’après les travaux de Fatou et de Riesz [15, 25, 23] , on peut donne le lemme suivant

qu’il est définit bien la limite radiale.

12



1.3. Identification entre Hp(D) et Hp(T) , 1 ≤ p ≤ ∞

Lemme 1.11. soit f ∈ Hp(D) l’ensemble des fonctions holomorphes bornées sur D muni

de la norme du essentielle ‖.‖∞ . Alors, f ∗(eiθ) = limr 7−→1− f(reiθ) existe µ presque partout

et appartient à L∞(T) .

Corollaire 1.12. si f ∈ H1(D) alors limr 7−→1−
1

2π

∫ 2π

0
|f ∗(eiθ)− f(reiθ)|dθ = 0.

Théorème 1.4. pour p ∈ ]0,∞] , et soit f ∈ Hp(D) . Alors ‖f ∗‖p = ‖f‖p.

1.3 Identification entre Hp(D) et Hp(T) , 1 ≤ p ≤ ∞

Théorème 1.5. pour 1 ≤ p ≤ ∞. L’application Φ : Hp(D) 7−→ Hp(T), tel que Φ(f) = f ∗

et ou Hp(T) := {f ∈ Lp(T) : f̂(n) = 0, < 0} est un isomorphisme isométrique

Démonstration. La linéarité de Φ évidente. Vérifions tout d’abord que si f ∈ Hp(D) pour

1 ≤ p ≤ ∞. Alors Φ(f) = f ∗ ∈ Hp(T) . Comme d’aprés le théorème (1.4), ‖f‖p = ‖f ∗‖p , il
est clair que Φ(f) ∈ Lp(T) . Il nous reste à vérifier que f̂ ∗(n) = 0 si n < 0. Comme d’après

le théorème (1.1) nous avons Hp(D) ⊂ H1(D) pour p ∈ [1,∞] . il suffit de vérifier que si

f ∈ H1(D) . Alors f̂ ∗(n) = 0 si n < 0 . si f ∈ H1(D). en particutier , f ∈ Hol(D). D’après

le théoreme de couchy , pour 0 < r < 1. On a

∫
Tr
f(ξ)ξndξ = 0, pour n ≥ 0.

où Tr désigne le cercle centré en 0 et de rayon r . Posons ξ = reit . On obtient alors∫ 2π

0

rn+1f(reit)ei(n+1)tdt = 0, pour n ≥ 0.

Le corollaire (1.12) nous permet de dire que :

lim
r 7−→1−

∫ 2π

0

rn+1f(reit)ei(n+1)tdt =

∫ 2π

0

f ∗(eit)ei(n+1)tdt.

car

|
∫ 2π

0

rn+1f(reit)ei(n+1)tdt−
∫ 2π

0

f ∗(eit)ei(n+1)tdt| ≤ 2π‖fr − f ∗‖1,

où fr(e
it) := f(reit). On a donc

∫ 2π

0
f ∗(eit)ei(n+1)tdt = 0 , ce qui prouve que f̂ ∗(n) = 0 si

n < 0. Une autre façon de vérifier ceci est d’utiliser le fait que f ∈ H1(D) et le produit de

13



1.3. Identification entre Hp(D) et Hp(T) , 1 ≤ p ≤ ∞

deux fonctions de H2(D) dont les limites radiales sont dansH2(T) .Ainsi Φ(Hp(D)) ⊂ Hp(T)

et Φ et une isométrie. De ce fait Φ est automatiquement injective. Vérifions la surjectivité

de Φ pour conclure. Soit p ∈ [1,∞] et g ∈ Hp(T). Comme en particulier g ∈ L1(T). On peut

considérer la fonction harmonique f sur D définie par

f(z) = P (g)(z) =
1

2π

∫ 2π

0

Pr(θ − t)g(eit)dt si z = reiθ.

On a donc

f(z) =
1

2π

∫ 2π

0

(
∑
n∈Z

r|n|ein(θ−t)g(eit)dt.

La série
∑

n∈Z r
|n|e∈(θ−t) étant normalment convergente pour r < 1, donc uniformément

convergente , on en déduit :

f(z) =
∑
n∈Z

r|n|einθ
1

2π

∫ 2π

0

e−intg(eit)dt =
∑
n∈Z

r|n|einθĝ(n) =
∑
n∈Z

ĝ(n)zn.

Comme ĝ(n) = 0 si n < 0, on a donc f(z) =
∑

n≥0 ĝ(n)zn. La fonction f est donc holomorphe

sur D. Comme f est l’intégrale de poisson de g ∈ L(T), f ∗ = g µ-presque partout . Par consé-

quent ‖f ∗‖p = ‖g‖p <∞, ce qui implique f ∈ Hp(D) d’après le théorème(1.4).L’application

Φ est donc surjective. c’est donc un isomorphisme isométrique.

Remarque 3. pour p ∈ [1,∞], compte tenu de l’existence d’un isomorphisme isométrique

entre Hp(D) et Hp(′T) , dans la plupart des mémoires on trouvera la notation Hp , laquelle

désignera indifférement Hp(D) ou Hp(T) suivant le contexte.

Théorème 1.6. pour 1 ≤ p ≤ ∞ ,l’espace de Hardy Hp(D) muni de la norme ‖.‖p est un

espace de banach.

Démonstration. La seule chose délicate à vérifier pour faire de ‖.‖p une norme est de vérifier

que l’inégalité triangutaire est satisfaite. D’aprés l’inégalité de Minkawski (si 1 ≤ p < ∞)

ou d’aprés l’inégalité triangulaire que vérifie le module sur C (si p = ∞), pour toutes les

fonction f et g mesurables sur le cercle centré en 0 de rayon r ∈ ]0, 1[, on a :

Mp(f + g, r) ≤Mp(f, r) +Mp(g, r), pour tout r ∈ [0, 1[.

Pour toutes les fonction f, g ∈ Hp(D) (avec1 ≤ p ≤ ∞), on a donc ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.
Ainsi ‖.‖p est bien une norme sur Hp(D). pour p < 1, Hp(D) est encore un espace vectoriel
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1.3. Identification entre Hp(D) et Hp(T) , 1 ≤ p ≤ ∞

mais le problm̀e est que ‖.‖p ne vérifie pas l’inégalité triangutaire.

Fixons à présent p ∈ [1,∞] et montrons que les espaces vectoriels normés Hp(D) sont

complets.Soit (fn)n≥1.une suite de couchy dans Hp(D). Soient r,R tels que r < R < 1 et

supposons que |z| ≤ r. On applique la formule de couchy à fn − fm sur le cercle TR centré

en 0 et de rayon R.On obtient alors :

|fn(z)− fm(z)| = | 1

2iπ

∫
TR

fn(ξ)− fm(ξ)

ξ − z
dξ|

≤ 1

2π

1

R− r

∫ π

−π
R|fn(Reiθ)− fm(Reiθ)|dθ.

Ainsi, pour |z| ≤ r ona :

|fn(z)− fm(z)| ≤ 1
R−rM1(fn − fm, R)

Comme l’applicatin φ : x 7−→ xp est convexe pour p ≥ 1, d’après l’inégalité de gensen

appliquée à la mesure µ définie par dµ(t) sur [−π, π]. On obtient :

(

∫ π

−π

|(fn − fm)(Reit)|
2π

dt)p ≤ 1

2π

∫ π

−π
|(fn − fm)(Reit)|pdt,

et donc

M1(fn − fm, R) ≤Mp(fn − fm, R).

D’après la proposition (1.2), Mp(fn − fm, R) ≤ limR 7−→1− Mp(fn − fm, R) = ‖fn − fm‖p
et donc pour |z| ≤ r on a :

|fn(z)− fm(z)| ≤ 1

R− r
‖fn − fm‖p.

La suite (fn)n converge donc uniformément sur tout compact de D vers une fonction f

holomorphe sur D Comme on a supposé que (fn)n était de Cauchy dans Hp(D), étant donné

ε > 0, il existe m = m(ε) ≥ 1 tel que pour tout n > m on ait ‖fn − fm‖p < ε. Pour r < 1

on obtient :

Mp(f − fm, r) = lim
n7−→∞

Mp(fn − fm, r) ≤ lim
n 7−→∞

‖fn − fm‖p ≤ ε,

ce qui implique limm 7−→∞ ‖f−fm‖p = 0. D’autre part, sachant que ‖f‖p ≤ ‖f−fm‖p+‖fm‖p,
il est claire que ‖f‖p <∞. La suite (fn)nconverge donc dans Hp(D) qui est donc un espace

de banach.

Ces résultas Nous permettent d’affirmer que dans le cas p = 2, H2(D) et un espace de

hilbert muni de produit scalaire usuel

〈f, g〉H2(D) = 〈f, g〉T =
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ)dθ =
∑
n≥0

anbn.
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1.4. Projection orthogonale et noyau reproduisant

où f =
∑

n≥0 anz
n et g =

∑
n≥0 bnz

n, Conclusion cette section avec le corollaire suivnant

Corollaire 1.13. pour p ∈ [1,∞], Hp et un sous espace vectoriele fermé de Lp(T ).

1.4 Projection orthogonale et noyau reproduisant

Proposition. 1.14. Soit λ ∈ D. L’application

Φλ : f 7−→ f(λ),

est une forme linéaire bornée sur H2.

Démonstration. La linéarité est claire . Soit f ∈ H2 , f =
∑

n≥0 anz
n. On a

|f(λ)| ≤
∞∑
n=0

|an||λ|n

≤

(
∞∑
n=0

|an|2
) 1

2
(
∞∑
n=0

|λ|2n
) 1

2

(cauchy − Schwarz)

=
‖f‖√

1− |λ|2
.

La proposition suivant précise le lien entre l’espace Lp(T) et l’espace H2.

Proposition. 1.15. Pour z ∈ T, on a :

L2(T) = H2 ⊕ zH2.

D’apès le théorème de représentation de Riesz [10] , on a le théorème suivant.

Théorème 1.7. Pour λ ∈ D, il existe une fonction unique Kλ ∈ H2 telle que

Φλ(f) =< f,Kλ > .

Nous allons donner la formule explicite de Kλ.
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1.4. Projection orthogonale et noyau reproduisant

Proposition. 1.16. Soit λ ∈ D.

Kλ(z) =
1

1− λz
z ∈ D

et

‖Kλ‖ =
1√

1− |λ|2
.

Démonstration. Soit λ ∈ D, la fonction z 7−→ (1− λz)−1 est dans H2 puisque

1

1− λz
=
∑
n≥0

(λ)nzn,

et

‖
∑
n≥0

(λ)nzn‖2 =
∞∑
n=0

|λ|2n

=
1

1− |λ|2

<∞,

Soit f ∈ H2 telle que f(z) =
∑

n≥0 anz
n , on a

< f,
1

1− λz
> =

∑
n≥0

an(λ)n

=
∑
n≥0

anλ
n

= f(λ),

D’après le théorème (1.7) Kλ est unique ;donc Kλ(z) = 1
1−λz pour tout z ∈ D, De plus,

‖Kλ‖2 =< Kλ, Kλ >

=
∑
n≥0

(λ)n(λ)n

=
∞∑
n=0

|λ|2n

=
1

1− |λ|2
.
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1.4. Projection orthogonale et noyau reproduisant

On dit queKλ est le noyau de cauchy-Szego ou on l’appelle souvent le noyau reproduisant

pour H2.

On peut encore retrouver Kλ à partir de n’importe quelle base hilbertienne

Kλ(z) =
∑
n≥0

en(z)en(λ).

Proposition. 1.17. (Formule de l’intégrale de cauchy) Soit λ ∈ D, pour f ∈ H2

f(λ) =

∫
T

f(ξ)

1− λξ
dµ(ξ),

et pour n ≥ 0

dnf

dzn
(λ) =< f,

dnKλ

dzn
>,

où dnKλ
dzn

(z) = n!λ
n

(1−λz)n+1 la dérivée n-ième de Kλ.

Démonstration. D’aprés la proposition (1.12) ,

f(λ) = Φλ(f)

=< f,Kλ >

=

∫
T
f(ξ)Kλ(ξ)dµ(ξ)

=

∫
T

f(ξ)

1− λξ
dµ(ξ),

CommeKλ est analytique sur D , elle est développable en série entière sur D avec

Kλ(z) =
1

1− λz
(z ∈ D)

=
∑
n≥0

(λz)n (z ∈ D),

Il est facile de vérifier que dnKλ
dzn

(z) = n!λ
n

(1−λz)n+1 . Donc

< f,
dnKλ

dzn
>= n!

∫
T

f(ξ)

(1− λξ)n+1
dµ(ξ),

qui n’est autre que la formule de cauchy pour la dérivée n-iéme de f .
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1.5. Factorisation des fonction de Hp, 0 < p ≤ ∞

Rappelons que pour chaque fonction f dans H2 , la limite radiale f ∗ de f existe presque

partout et est un élément de L2 (section 2) , donc la projection P de L2 sur H2 peut être

exprimée en terme de noyau de Cauchy , autrement dit, on a :

p[f ](z) =

∫
T

f(ξ)

1− zξ
du(ξ).

Proposition. 1.18. La famille {Kλ : λ ∈ D} est linéairement indépendant .

Démonstration. Soient (λi)1≤i≤n ⊂ D, deux à deux distincts et on suppose que

n∑
i=1

αiKλi = 0 , ou‘ (αi)1≤i≤n ⊂ C

Soit f ∈ H2,

n∑
i=1

αif(λi) =
n∑
i=1

αi

∫
T

f(ξ)

1− λiξ
dµ(ξ)

=

∫
T
f(ξ)

n∑
i=1

αi

1− λiξ
du(ξ)

=

∫
T
f(ξ)

n∑
i=0

αiKλi(ξ)dµ(ξ)

= 0,

D’après le théorème d’interpolation de lagrange , il existe un polynome P tel que P (λi) =

αi pour tout i, donc

n∑
i=1

αiP (λi) =
n∑
i=1

|αi|2

= 0.

D’où αi = 0 pour tout i = 1, 2, ..., n.

1.5 Factorisation des fonction de Hp, 0 < p ≤ ∞

Définition 1.19. Une fonction u analytique sur D , bornée est dite fonction intérieure si

|u(ξ)| = 1 , µ-presque partout pour tout ξ ∈ T.
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1.5. Factorisation des fonction de Hp, 0 < p ≤ ∞

Proposition. 1.20. Soit f une fonction intérieure. on a :

|f(z)| ≤ 1,

pour tout z ∈ D.

Définition 1.21. Une suite (an)n≥1 ⊂ D satisfait la condition de Blaschke si∑
n≥1

(1− |an|) <∞.

Tout suite satisfait la condition de Blaschke est dite suite de Blaschke .

Théorème 1.8. (Blaschke) Soit (an)n≥1 ⊂ D une suite de Blaschke telle que an 6= 0 pour

tout n ∈ N∗. Le produit infini

B(z) :=
∏
n≥1

an
|an|

an − z
1− anz

, (z ∈ D).

converge uniformément sur tout compact de D. De plus B est une fonction intérieure .

Les produits de blaschke forment une classe de fonctions intérieures , Nous allons voir

une autre construction .

Théorème 1.9. Pour une mesure positive , fini v sur T avec v ⊥ µ. La fonction définie

par :

Sv(z) = exp

(
−
∫
T

ξ + z

ξ − z
dv(ξ)

)
, (z ∈ D)

est une fonction intérieure.

Définition 1.22. La fonction Sv qui est définie ou théorème (1.9) est appelèe fonction

intérieure singulière.

Exemple 1.1. Si v = δ1 est la mesure de Dirac en ξ = 1, la fonction intérieure correspon-

dant est

Sδ1(z) = exp

(
z + 1

z − 1

)
.

Cette fonction intérieure est appelée fonction intérieure singulière atomique .

Théorème 1.10. Toute fonction intérieure u peut se factoriser comme

u(z) = zkB(z)Sv(z), (z ∈ D)

où K ≥ 0 , B est un produit de Blaschke et Sv est une fonction intérieure singulière .Cette

factorisation est unique à une constante près de module 1.
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1.5. Factorisation des fonction de Hp, 0 < p ≤ ∞

Avant le fait de démonstration de ce théorème , on a la définition suivant.

Définition 1.23. Soient u1, u2 des fonctins intérieures et f ∈ H2.

1) On dit que u1 divise u2 , on écrit u1/u2 si u2/u1 ∈ H2.

2) On dit que u1 divise f , on écrit u1/f si f/u1 ∈ H2.

Démonstration. Soit (an)n≥1 la suite des zéros de u dans D , répétés selon leurs multiplicités

. On suppose que u(0) 6= 0, sinon on remplace u par u/zk. Soit

BN(z) =
∏

1≤n≤N

an
|an|

an − z
1− anz

le N-ième produit partiel de Blaschke. puisque u/BN est une fonction intérieure, d’après la

proposition (1.17) on a

| u
BN

(z)| ≤ 1

pour tout z ∈ D. D’où |u| ≤ |BN | sur D, en particulier

0 < u(0) ≤ BN(0) =
∏

1≤n≤N

|an|.

Donc le produit
∏

n≥1 |an| converge car |an| < 1 pour tout n ∈ N∗.Ainsi
∑

n≥1(1−|an|) <∞.

D’où on peut définir le produit de Blaschke correspondant aux zéros de u. Comme BN

converge uniformiment sur tout compact de D vers le produit de Blaschke B admettant

comme zéros la suite (an)n≥1, alors u/BN converge uniformiment sur tout compacte de D
vers u/B ; d’où u/B ∈ H∞(D) .Comme u et B sont de modules 1 µ-presque partout sur T
, alors u/B est une fonction intérieure que l’on note par S .

On remarque que S n’a pas de zéros dans D , d’aprè un résultat de l’analyse complex , log|S|
est une fonction analytique sur D . Ainsi −log|S| est une fonction harmonique positve sur

D . D’après le théorème Herglotz [18] il existe une mesure positive finie v sur T telle que

−log|S(z)| =
∫
D

1− |z|2

|ξ − z|2
dµ(ξ), (z ∈ D).

Comme 1−|z|2
|ξ−z|2 = Re

(
ξ+z
ξ−1

)
pour tout z ∈ D, on a

S(z) = exp

(
−
∫
T

ξ + 1

ξ − z
dv(ξ) + iγ

)
, (z ∈ D)

où γ ∈ [0, 2π[.

Définition 1.24. Une fonction extérieure est une fonction analytique sur D de la forme

F (z) = exp

(∫
T

ξ + z

ξ − z
ϕ(ξ)dµ(ξ)

)
,

où ϕ ∈ L1(T) à valeure réelles.
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1.5. Factorisation des fonction de Hp, 0 < p ≤ ∞

Théorème 1.11. Tout fonction f ∈ H2 non identiquement nulle se factorise uniquement

comme

f = BSF

où B est on produit de Blaschke , S est une fonction intérieure singulière , et Fest une

fonction extérieure dans H2. Inversement , tout produit de la forme (f = BSF ) est dans

H2.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz sur l’espace de

Hardy.

Les opérateurs de Toeplitz sont les plus étudiés et les mieux connus dans la théorie

des opérateurs sur l’espace de Hardy H2. Les opérateurs shift et backward shift en sont des

exemples simples. Généralement, les opérateurs de Toeplitz sont ceux dont les coefficients de

la matrice relativement à la base standard de H2 sont constants le long de chaque diagonale.

Voir entre autre [12, 3, 9, 14, 2] pour les détails sur le sujet.

2.1 Opérateurs bornés.

Définition 2.1. Soient H et H′ deux espace de Hilbert sur C. Toute application linéaire

T : H −→ H′ s’appelle un opérateur. L’espace vectoriel L(H,H′) des applications linéaires

de H dans H′ est l’espace des opérateurs de H dans H′.
L’image d’un vecteur x ∈ H par l’opérateur T ∈ L(H,H′) sera généralement notée

Tx.

Définition 2.2. Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire noté 〈.〉.Soit

T : H −→ H′

x −→ T (x)

Un opérateur linéaire borné (continu) c’est-à-dire , il existe C > 0 tel que :

‖T (x)‖H ≤ C ‖x‖H.

Théorème 2.1. Soit H un espace Hilbert et BH sa boule unité , alors BHest compacte si

et seulement si H est de dimension finie.
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2.2. Les opérateurs shift.

Définition 2.3. Un opérateur T ∈ B(H) est compact quand l’image par T de la boule unité

de H est compact au sens de la topologie de la norme .

2.2 Les opérateurs shift.

Les opérateurs shift tiennent une place importante dans le monde des opérateurs sur la

théorie des fonctions.

Définition 2.4. L’opérateur shift est une application S : H2 7−→ H2 défini par

[Sf ](z) = zf(z)

ou en terme de coefficients de Taylor de f =
∑

n≥0 anz
n ∈ H2, par

S(a0, a1, ...) = (0, a0, a1, ...).

Proposition. 2.5. l’opérateure shift , est une isométrie.

Démonstration. Soit f ∈ H2 , on a

‖Sf‖2 =

∫
T
|ξf(ξ)|2dµ(ξ)

=

∫
T
|f(ξ)|2dµ(ξ)

= ‖f‖2.

Définition 2.6. L’opérateur sdjoint S∗du shift S , qui est par définition satifait

〈Sf, g〉 = 〈f, S∗g〉, f, g ∈ H2,

est appelé barckward shift.

Proposition. 2.7. L’opérateur S∗ H2 7−→ H2 est donné par

[S∗f ] =
f(z)− f(0)

z

ou en terme de coefficients de Taylor de f =
∑

n≥0 anz
n ∈ H2 , par

S∗(a0, a1, a2, ...) = (a1, a2, ...).
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2.3. Opérateurs de Toeplitz.

Démonstration. On remarque que si f ∈ H2, Sf = zf est orthogonal á toute fonction

constante . Soit g ∈ H2

〈f, S∗g〉 = 〈Sf, g〉

= 〈zf, g〉

= 〈zf, g − g(0)〉

= 〈f, z(g − g(0))〉

= 〈f, g − g(0)

z
〉.

2.3 Opérateurs de Toeplitz.

Les opérateurs de Toeplitz sont les compressions des opérateurs de multiplication au

l’espace de Hardy H2. Dans cette section nous étudions les propriétés de base de l’opérateur

de Toeplitz.

Définition 2.8. Soit ϕ ∈ L∞(T) , l’opérateur de Toeplitz de sembole ϕ est l’opérateur

Tϕ : H2 7−→ H2 défini par

Tϕf = P (ϕf)

où P : L2(T) 7−→ H2. la projection de riesz .

Le théorème suivant donne une caractérisation des opérateurs de Ttoeplitz à l’aide de

l’opérateur shift.

Théorème 2.2. Soit T un opérateur borné sur H2 , alors T est un opérateur de Toeplitz si

est seulement si S∗TS = T.

On donne quelque propriétés générales des opérateurs de Toeplitz

Proposition. 2.9. Soient ϕ et ψ deux fonctions bornées sur T.Alors
1)- Pour tout α, β ∈ C , on a :Tαϕ+βψ = αTϕ + βTψ.

2)- TϕTψ = TψTϕ = Tϕψ.

3)- Tϕ = Tψ si et seulement si ϕ = ψ.

4)- L’opérateur identité I de H2 est l’opérateur de toeplitz de symbole ϕ = 1 où 1 est la

fonction constante qui vaut 1 pour tout z ∈ T , et l’opérateur nul est l’opérateur de Toeplitz

de symbole ϕ = 0.
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2.3. Opérateurs de Toeplitz.

Proposition. 2.10. Pour ϕ ∈ L∞(T) , T ∗ϕ = Tϕ

Démonstration. Soient f, g ∈ H2 , on a :

〈Tϕf, g〉 = 〈P (ϕf), g〉

= 〈ϕf, Pg〉

= 〈ϕf, g〉

= 〈f, ϕg〉

= 〈f, P (ϕg)〉

= 〈f, T ∗ϕg〉.

Corollaire 2.11. S = Tz et S
∗ = Tz.

Démonstration. Soit f ∈ H2

Sf = zf

= P (zf)

= Tzf.

D’après la proposition précédents S∗ = Tz.

Proposition. 2.12. L’application qui à toute fonction bornèe ϕ associe l’opérateur de Toe-

plitz Tϕ est injective . Autrement dit ,si Tϕ = 0, ϕ = 0.

Démonstration. Si Tϕ = 0, Tϕ(en) = 0 pour tout n ∈ N où en désigne le n-ème élèment

de la base orthonormée de H2 . Soit maintenant ϕ ∼
∑

j∈Z aje
j le développement en série

de Fourier de ϕ où aj = 〈ϕ, ej〉. Alors le développement en série de Fourier de ϕen est

ϕen ∼
∑

k∈Z ake
k+n pour tout entier positif n avec k = j − n. Ainsi , Tϕ(en) = P (ϕen) = 0

pour tout n ∈ N veut dire ak = 0 pour k + n ≥ 0 , c’est-à-dire encore ak = 0 pour tous les

k ≥ −n donc ak = 0 pour k ∈ Z donc ϕ = 0.

Proposition. 2.13. Tϕ est hermitien si et seulement si ϕ est réel.

Démonstration. Tϕ hermitien veut dire :

T ∗ϕ = Tϕ
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2.4. Matrices de Toeplitz.

C’est -à-dire Tϕ = Tϕ. Donc Tϕ est hermitien si et seulement si

ϕ = ϕ

C’est-à-dire ϕ est réelle.

Proposition. 2.14. Soit ϕ ∈ L∞(T) , on a ‖Tϕ‖ = ‖ϕ‖∞, c’est-à-dire,

sup
{
‖Tϕf‖2 : f ∈ H2, ‖f‖2 = 1

}
= ‖ϕ‖∞.

Corollaire 2.15. L’opérateur de Toeplitz sur H2(T) est compacte si est seulement si son

symbole est nul

Démonstration. Soit Tϕ un opérateur de Toeplitz compact. pour tout entier K ∈ Z et tout

entier n ≥ 0 tels que n+K ≥ 0 on a :

〈Tϕen, en+k〉 = 〈ϕen, en+k〉 = 〈ϕ, ek〉.

D’autre part , puisque la suite de fonctions (en)n≥0 converge faiblement vers 0 et comme

par hypothèse Tϕ est un opérateure compact, alors (Tϕen)n≥0 converge en norme ‖.‖2 vers

0 . D’où pour tout ε > 0 , il existe Nε ∈ N tel que pour tout n ≥ Nε on a :

‖Tϕen‖2 < ε.

Soit ε > 0. pour tout entier K ∈ Z , si on prend n ≥ sup{Nε,−K}, on voit que

|ϕ̂(k)| = |〈ϕ, ek〉| = |〈Tϕen, en+k〉| ≤ ‖Tϕen‖2 < ε,

D’où ϕ̂(k) = 0 pour tout k ∈ Z et donc ϕ est l’application identiquement nulle. Réci-

proquement . si le symbole est nul alors l’opérateur de Toeplitz est nul sur H2(T) et donc

compact.

2.4 Matrices de Toeplitz.

Une matrice de Toeplitz est une matrice dont les composantes des diagonales sont

constantes .
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2.4. Matrices de Toeplitz.

Définition 2.16. La matrice de l’opérateur de Toeplitz Tϕ définit dans la base orthonormée

{1, z, z2, z3...} de H2 par une suite de nombres complexes (an)n∈Z :

aij = 〈Tϕzj, zi〉 = 〈P (ϕzj), zi〉 = 〈ϕzj, P zi〉 = 〈ϕ, zi−j〉 = ϕ̂(j − i)

C’est-à-dire :

A =


ϕ̂(0) ϕ̂(−1) ϕ̂(−2) . . .

ϕ̂(1) ϕ̂(0) ϕ̂(−1) . . .

ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0) . . .
...

...
... . . .

 .

Théorème 2.3. Une matrice de Toeplitz A = (ϕ̂)n∈Z définit un opérateur borné si et seule-

ment s’il existe une fonction bornée ϕ sur T telle que les nombres ϕ̂n(n ∈ Z) sont ses

coefficients de Fourier i.e :

ϕ̂n =
1

2π

∫ 2π

0

ϕ(eiθ)e−inθdθ, n ∈ Z.

Remarque 4. La matrice de toeplitz d’un opérateur de Toeplitz analytique (resp. anti-

analytique) dans la base orthonormée {1, z, z2, z3, ...} de H2(T) est une matrice triangulaire

inférieure (resp. triangulaire supérieure).

Donc on a les deux définitions suivants.

Définition 2.17. ( Matric triangulaire inferieure )Une matrice de Toeplitz est dite trian-

gulaire inferieur si : ϕ̂(i− j) = 0 pour i < j , c’est-à-dire une matrice de la forme :

A =


ϕ̂(0) 0 0 . . .

ϕ̂(1) ϕ̂(0) 0 . . .

ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0) . . .
...

...
... . . .

 .

Définition 2.18. (Matrice triangulaire superieure) Une matrice de Toeplitz est dite trian-

gulaire superieure si ϕ(i− j) = 0 pour i > j . C’est-à-dire une matrice de la forme :

A =


ϕ̂(0) ϕ̂(−1) ϕ̂(−2) . . .

0 ϕ̂(0) ϕ̂(−1) . . .

0 0 ϕ̂(0) . . .
...

...
... . . .

 .

28



2.4. Matrices de Toeplitz.

Théorème 2.4. [2] Tout opérateur borné sur H2(T) . dont la matrice dans la base ortho-

normée de H2(T) est une matrice de Toeplitz , est un opérateur de toeplitz .

Ce théorème montre que si la matrice d’un opérateur borné sur H2 est une matrice de

Toeplitz alors necessairement cet opérateur est un opérateur de Toeplitz.
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Chapitre 3

Espaces modèles correspondant à une

fonction intérieure.

Le but premier de cet chapitr est de rappeler la définition et les propriétés de l’espace

modèle (voir par exemple [11, 22]). On utilise le théorème de Beurling (en 1948 dans [1])

pour décrire les sous-espaces invariants par le shift S, et l’adjoint de shift S∗.

3.1 Définitions et propriétés.

Théorème 3.1 ( Beurling [1]). 1. Un sous-espace fermé M de H2 tels que M $ H2 est

invariant par le shift S si et seulement si M est de la forme :

M := uH2 = {uf, f ∈ H2}.

où u est une fonction intérieure.

2. Les sous-espaces fermés Y de H2 tels que Y $ H2 invariants par S∗ sont de la forme

Y = (uH2)⊥ = H2 	 uH2 = {f ∈ H2, 〈f, ug〉, ∀g ∈ H2} (3.1.1)

où u est une fonction intérieure. Réciproquement tous les espaces de la forme (3.1.1)

sont S∗−invariants.

Définition 3.1. Soit u une fonction intérieure. On appelle espace modèle correspondant à

u le sous-espace de H2 défini par :

K2
u = (uH2)⊥

= H2 � uH2.
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3.1. Définitions et propriétés.

La proposition suivant donne plus d’information pour K2
u.

Proposition. 3.2. Pour une fonction intérieure u, l’espace modèle K2
u est l’ensemble des

fonctions f ∈ H2 telles que :

f = gzu

µ-presque partout sur T pour une certaine fonction g ∈ H2. En d’autre termes,

K2
u = H2 ∩ uzH2,

où le seconde membre est considéré comme ensemble des fonctions sur T.

Démonstration. Soit f ∈ H2 , on a

〈f, uh〉 = 0,∀h ∈ H2,⇔ 〈uf, h〉 = 0,∀h ∈ H2

⇔ u ∈ (H2)⊥ = zH2,

⇔ il existe g ∈ H2 tells que gz = uf.

Comme uu = 1 µ− presque partout sur T , on a ugz = f , on voir qu’une fonction

f ∈ H2 est dans (uH2)⊥ si et seulement si f est dans (uzH2).

Comme les sous-espaces uH2 constituent les sous-espaces invariants non triviaux de l’opéra-

teur shift unilatéral S sur H2. Les sous-espaces modèles K2
u jouent les roles analogues pour

les backward shift S∗.

Corollaire 3.3. Pour toute fonction intérieure u , l’espace modèle K2
u corespondant est un

sous-espace propre de H2 qui est invariant par S∗

Démonstration. SoitM un sous-espace propre de H2 S∗-invariant . Pour f ∈M et g ∈M⊥

〈f, Sg〉 = 〈S∗f, g〉

= 0.

Donc Sg ∈ M⊥ pour toute f ∈ M , d’où M⊥ est un sous-espace non trivial de H2 ,

S-invariant. il existe u , une fonction intérieure telle queM⊥ = uH2.

D’oùM = (uH2)⊥.
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3.1. Définitions et propriétés.

Corollaire 3.4. Soient u1 et u2 des fonctions intérieures. les asserrtions suivantes sont

equivalentes

(1) u1|u2

(2) K2
u1
⊂ K2

u2
.

Démonstration. (1) =⇒ (2) : Il existe donc une fonction intérieure u telle que u2 = u1u,

D’où

u2H
2 = u1uH

2

⊂ u1H
2.

(2) =⇒ (1) Puisque u2H
2 ⊂ u1H

2 , u2 ∈ u1H
2 . D’où il existe une fonction

intérieure u telle que u2 = u1u , c’est-à-dire u1|u2.

Proposition. 3.5. Une fonction f ∈ H2 est non-syclique pour S∗ si et seulement si il existe

une fonction g ∈ H2 et une fonction intérieure u telles que

f = gzu,

µ-presque partout sur T. si u et le facteure intérieure de g sont premiers entre eux, on a :

le sous-espace S∗-invariant engendré par f est K2
u lui meme

span{f, S∗f, S∗2, ...} = K2
u.

Proposition. 3.6. Pour f ∈ K2
u et u est un fonction intérieure qui divise f , c’est-à-dire

f |u ∈ H2 , on a f |u ∈ K2
u. En particulier , les facteures exterieures de tout fonction dans

K2
u sont aussi dans K2

u.

Lemme 3.7. [11] Soit u une fonction intérieure , alors dim K2
u < ∞ si et seulement si u

est un produit de Blaschke d’orde fini.

Proposition. 3.8. Si u et v sont des fonctions intérieures , on a :

K2
uv = K2

u ⊕ uK2
v .

Proposition. 3.9. Si (uj)1≤j≤n est une suite finie de fonctions intérieures telle que u =∏n
j=1 uj existe, on a

K2
u = K2

u1
⊕
⊕
n≥2

(
n−1∏
j=1

uj)K
2
un
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3.2. Noyau reproduisant de K2
u.

3.2 Noyau reproduisant de K2
u.

L’espace modèle K2
u correspondant à la fonction intérieure u est un sous-espace fermé

de l’espace L2(T), possède un noyau reproduisant.

Soit u une fonction intérieure.

On note par Pu la projection orthogonale de L2(T) sur K2
u. telle que :

Pu = P − uPu

Avec P la projection orthogonale de L2 sur Hp (voir chapitre 1).

Rappelons que le noyau reproduisant kλ de l’espace Hardy est donné par : kλ = 1
1−λz (voir

chapitre 1).

On peut définer le noyau reproduisant kuλ de K2
u a partir de kλ , c’est-à-dire le noyau

reproduisant de K2
u est la projection orthogonale de kλ sur K2

u ,et on a le théorème suivant.

Théorème 3.2. Soit u une fonction intérieure , on va définir

kuλ(λ) =
1− u(λ)u(z)

1− λz
, (λ, z) ∈ D× T.

Alors ,

1)- kuλ ∈ K2
u = (uH2)⊥.

2)- f(λ) = 〈f, kuλ〉 ,(f ∈ K2
u, λ ∈ D).

Autrement dit kuλ est un noyau reproduisant de l’espace modèle.

3)- Pu la projection orthogonale de L2(T) sur K2
u on a :

Pu(g)(λ) = 〈g, kuλ〉 pour tout λ ∈ D et g ∈ L2.

Exemple 3.1. Si u(z) = zn, alors :

kuλ(z) =
1− λnzn

1− λz
= 1 + λz + λ

2
z2 + ...+ λ

n−1
zn−1.

3.3 Opérateurs complexes symétriques.

D’abord Nous présentons les deux définitions suivante qui sont definié (rspc) l’opérateur

de conjugaison et l’opérateur congugaison C-symétrique dans l’espace Hilbert.

Soit H un espace de Hilbert
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3.4. Produit tensoriel.

Définition 3.10. On dit qu’un opérateur C sur H est un opérateur de conjugaison s’il est

verifié les conditions suivantes :

1)- C(αf + βg) = αCf + βCg pour tout α, β ∈ C et f, g ∈ H.
2)- 〈Cf,Cg〉 = 〈g, f〉 , pour tout f, g ∈ H.
3)- C2 = Id.

Définition 3.11. Soit C un opérateur de conjugaison sur H.
1)- On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est C-symétrique (resp, C-antisymétrique) si

A = CA∗C (resp, −A = CA∗C).

2)- On dit qu’un opérateur linéaire A sur H est complexe-symétrique s’il existe une conju-

gaison C sur H telle que A est C-symétrique .

Définition 3.12. Chaque espace modèle K2
u admet un opérateur de conjugaison C définie

en terme de fonction au bord, c’est-à-dire C : K2
u −→ K2

u tel que :

Cf = fzu.

Avec f ∈ K2
u z ∈ T.

On notée Cf par f̃ c’est-à-dire : f̃ = C(f).

Proposition. 3.13. Pour λ ∈ T et z ∈ T on a :

1)- k̃uλ = u(z)−u(λ)
z−λ , en particulier , si u(λ) = 0, k̃uλ(z) = u(z)

z−λ ,

2)- f̃ = 〈k̃uλ, f〉, f ∈ K2
u.

3.4 Produit tensoriel.

Nous allons denner la définition et les propriétés élémentaires du produit tensoriel.

Définition 3.14. Soient H un espace de Hilbert , f, g ∈ H/{0}, f ⊗ g ∈ L(H) (l’ensmeble

des opérateurs bornées) est définie par :

f ⊗ g : H −→ H

h 7−→ (f ⊗ g)(h) = 〈h, g〉f, (h ∈ H).
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3.4. Produit tensoriel.

Proposition. 3.15. Soit H1 et H2 deux espace de Hilbert et supposons que A1 : H1 −→ H1

et A2 : H2 −→ H2 sont des opérateurs bornés . Alors il existe un unique opérateur borné

A1 ⊗ A2 : H1 ⊗H2 −→ H1 ⊗H2 tel que :

(A1 ⊗ A2)(f ⊗ g) = A1(f)⊗ A2(g)

Pour chaque f ∈ H1 et g ∈ H2. De plus , ‖A1 ⊗ A2‖ = ‖A1‖‖A2‖.

Proposition. 3.16. On a les propriétés suivantes : pour tout f, f1, g, g1 ∈ H éventuellement

non nuls, α, β ∈ C et A ∈ L(H),

1)- A(f ⊗ g) = (Af ⊗ g) et (f ⊗ g)A = (f ⊗ A∗g).

2)- (f ⊗ g)(f1 ⊗ g1) = 〈f1, g〉(f ⊗ g1).

3)- (αf + βf1)⊗ g = α(f ⊗ g) + β(f1 ⊗ g) et f ⊗ (αg + βg1) = α(f ⊗ g) + β(f ⊗ g1).

4)- Ker(f ⊗ g) = (Cg)⊥ et Im(f ⊗ g) = Cf .
5)- (f ⊗ g)∗ = (g ⊗ f).

6)- (f ⊗ g) = (f1⊗ g1) avec f, f1, g, g1 tous non nuls, si et seulement si il existe γ, λ ∈ C tel

que f = γf1, g = λg1 et λγ = 1.

Proposition. 3.17. Soit E et F des bases orthonorméés de H1 et H2 respectivement. Alors

{e⊗ f : e ∈ E, f ∈ F} est une base orthonormée de H1 ⊗H2.
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Chapitre 4

Opérateurs de Toeplitz tronqués.

Dans ce chapitre, nous allons rappeler de nombreux résultats classiques sur les opérateurs

de Toeplitz tronqués. Ils sont des compressions des opérateurs de multiplication sur l’espace

modèle K2
u. Les opérateurs de Toeplitz tronqués ont été formellement introduits par Sarason

dans [4]. Dans toute la suite, on fixe u comme étant une fonction intérieure. les compressions

de S et S∗ sur K2
u sont notées respectivement par Su et S∗u c’est-à-dire.

Su = S|K2
u
, S∗u = S∗|K2

u
.

Ces deux opérateurs jouent des rôles cruciaux dans la théorie des opérateurs de Toeplitz

tronqués. Comme chaque noyau reproduisant de K2
u est analytique borné et span{kuλ, λ ∈

D} (le sous-espace vectoriel fermé engendré par kuλ) est dense dans K2
u, il s’ensuit que

K2
u ∩H∞ := K∞u est dense dans K2

u.

4.1 Définitions et quelques propriétés.

Définition 4.1. On définit l’opérateur de Toeplitz tronqué A∞u : K∞u −→ K∞u de symbole

ϕ ∈ L2(T) par :

Auϕ(f) = Pu(ϕf)

tel que Pu est la projection orthogonale de L2(T) sur K2
u.

On note par Tu l’ensemble de tous les opérateurs Toeplitez tronqués bornés sur K2
u.

Proposition. 4.2. Soient ϕ , ψ ∈ L2(T) telles que Auϕ , Auψ ∈ Tu. Alors
1)- Pour tous nombres complexes a et b , Auaϕ+bψ = aAuϕ + bAuψ.

2)- (Auϕ)∗ = Auϕ.
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4.1. Définitions et quelques propriétés.

Lemme 4.3. [20]. Les opérateurs dans Tu sont C-symétriques.

Les opérateurs Su et S∗u sont des opérateurs de toeplitz de symbole respectif z et z.

Autrement dit,

Su = Auz et S∗u = Auz .

Le lemme suivant donne les résultats sur la commutativité avec les opérateurs de Toeplitz

tronqués et les shifts sur Ku.

Lemme 4.4. Si ϕ ∈ K2
u , alors Auϕ commute avec Su et Auϕ commute avec S∗u.

Proposition. 4.5. Soient ϕ1 et ϕ2 dans K2
u. Alors Auϕ2+ϕ1

= 0 si et seulement si ϕ1 = cku0

et ϕ2 = −cku0 avec c ∈ C.

Lemme 4.6. [4] Soit u une fonction intérieure , et kuλ le noyau reproduisant de K2
u .

1)- Si λ ∈ D , alors

S∗uk
u
λ = λkuλ − u(λ)k̃u0 , et

Suk̃uλ = λk̃uλ − u(λ)ku0 .

2)- Si λ ∈ D− {0}, alors
Suk

u
λ =

1

λ
(kuλ − ku0 ) , et

S∗uk̃
u
λ =

1

λ
(k̃uλ − k̃u0 ).

Théorème 4.1. [4]. Si ϕ ∈ L2, alors

Auϕ = 0 si et seulement si ϕ ∈ uH2 + uH2.

Théorème 4.2. Un opérateur A borné sur K2
u appartient à Tu si et seulement si il existe

ϕ1 , ϕ2 ∈ K2
u tels que :

A− SuAS∗u = ϕ1 ⊗Ku
0 +Ku

0 ⊗ ϕ2.

Danc ce cas, A = Aϕ1+ϕ2
.

Lemme 4.7. [4]

I − SuS∗u = ku0 ⊗ ku0 ,

et

I − S∗uSu = k̃u0 ⊗ k̃u0 .
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4.2. Opérateur de Toeplitz tronqués de rang fini.

4.2 Opérateur de Toeplitz tronqués de rang fini.

Définition 4.8. Soit u une fonction intérieur.

1)- Une fonction f analytique sur D admet une limite non-tangentielle l au point ω ∈ T
si pour tout θ > 0, f(z) → l quand z → ω sur toute région non-tangentielle Γθ(ω) = {z ∈
D : |z − ω| < θ(1− |θ|)}.

2)- Pour une fonction intérieure u et un point η ∈ T, on dit que u admet une dérivée

angulaire au sens de Carathéodory ( ADC) en η, si les limites non-tangentielles de u et u′

existe en η, et |u(η)| = 1.

Le théorème suivant donne plusieurs caractérisations utiles de ADC.

Théorème 4.3. [?] Pour une fonction intérieure u = bΛSµ, avec bΛ est un produit de

Blaschke avec des zéros Λ = {λn}∞n=1, répété selon multiplicité, Sµ est une fonction intérieure

singulière avec mesure singulière correspondante µ, et η ∈ T, alors les assertions suivantes

sont équivalentes.

1)- Tout f ∈ Ku a une limite non-tangentielle en η.

2)- Pour tout f ∈ K2
u, f(λ) est borné en λ→ η non-tangentielle.

3)- u a un ADC en η.

4)- La fonction

kuη (z) =
1− u(η)u(z)

1− ηz
, (4.2.1)

dans H2.

5)- L’assertion suivante est satisfaite∑
n≥1

1− |λn|2

|η − λn|2
+

∫
T

dµ(ξ)

|ξ − η|2
<∞. (4.2.2)

Le théorème suivant donne la caractérisation d’opérateurs de Toeplitz tronqué de rang

1.

Théorème 4.4. (Sarason) [4]

1)- Pour tout λ ∈ D, les opérateurs Ku
λ ⊗ K̃u

λ et K̃u
λ ⊗Ku

λ sont des opérateurs de Toeplitz

tronqués de symbole respectif u
z−λ ,

u
z−λ .

2)- Si η ∈ T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en η, l’opérateur

Ku
η ⊗Ku

η est un opérateur de Toeplitz tronqué de symbole Ku
η +Ku

η + 1.
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4.3. Opérateus de Toeplitz tronqués de type α.

3)- Les seuls opérateurs de Toeplitz tronqués non nul de rang 1 sont des multiples des

opérateurs dans (1) et (2).

Théorème 4.5. [4]

1)- Soient λ ∈ D et n ∈ N , les opérateurs

n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)(
djK̃u

λ

dλj
⊗ dn−j−1Ku

λ

dλ
n−j−1

)
(4.2.3)

et
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)(
djKu

λ

dλ
j ⊗

dn−j−1K̃u
λ

dλn−j−1

)
(4.2.4)

sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de rang n avec symbole respectif (n−1)!u
(z−λ)n

, (n−1)!u

z−λn .

sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de rang n avec symbole respectif (n−1)!u
(z−λ)n

, (n−1)!u

z−λn .

2)- [4]. Si η ∈ T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en η,

l’opérateur
n−1∑
j=0

(
n− 1

j

)(
djK̃u

η

dηj
⊗
dn−j−1Ku

η

dηn−j−1

)
(4.2.5)

et son adjoint sont des opérateurs de Toeplitz tronqués de rang n.

4.3 Opérateus de Toeplitz tronqués de type α.

Définition 4.9. Soit α ∈ D. On dit que un opérateur de Toeplitz A est de type α (ou de

type sedlock) si et seulement s’il existe ϕ ∈ K2
u tells que

A = Aϕ+αSuϕ̃+c , c ∈ C.

On note par Bαu l’ensemble des opérateurs de Toeplitz tronqués de type α.

Proposition. 4.10. Si Aϕ est de type α, alors il existe ϕ0 ∈ K2
u et c ∈ C telle que

ϕ0(0) = 0 et Aϕ = Aϕ0+αSuϕ̃0+c.

Lemme 4.11. (Sedlock [8])

1)- Si λ ∈ D, l’opérateur k̃uλ ⊗ kuλ est un opérateur de Toeplitz tronqué de type α, où

α = u(λ), son symbole est la fonction φ = k̃uλ + u(λ)Sukuλ

2)- Si η ∈ T et u admet une dérivée angulaire au sens de Carathéodory en η, l’opérateur

kuη ⊗ kuη est un opérateur de Toeplitz tronqué de type u(η) et son symbole est la fonction

φ = kuη + u(η)Suk̃uη .

39



4.4. Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Proposition. 4.12. Soit α ∈ Ĉ. Alors

A ∈ Bαu ⇔ A∗ ∈ B1/α
u .

Proposition. 4.13. Soit α ∈ Ĉ. alors
1)- Soient α1 , α2 ∈ Ĉ tel que α1 6= α2, alors Bα1

u ∩ Bα2
u = CI.

2)- Si α ∈ D, et An ∈ Bαu tels que An converge vers A pour la topologie faible des opérateurs.

Alors A ∈ Bαu .
3)- Soient α, αn ∈ C, αn −→ α et An ∈ Bαnu tels que An converge vers A pour la topologie

faible des opérateurs. Alors A ∈ Bαu .

Définition 4.14. Pour α ∈ D. On définit l’opérateur shift généralisé (ou modifié) Sαu par

Sαu = Su +
α

1− αu(0)
ku0 ⊗ k̃u0 .

Dans le chapitre 2 on a vue une caractérisation des opérateurs de Toeplitz à l’aide de

l’opérateur shift (S∗TS = T ) sur l’espace de Hardy , sur l’espace modèle K2
u. Sarason

a caractérisé les opérateurs de Toeplitz tronqués par le shift généralité dans le théorème

suivant.

Théorème 4.6. Soit α ∈ C. Un opérateur borné A sur K2
u et un opérateur de Toeplitz

tronqué si et seulement s’ils existe deux fonctions ϕ, ψ ∈ K2
u telles que :

A− SαuA(Sαu )∗ = (ϕ⊗ ku0 ) + (ku0 ⊗ ψ).

Le corollaire suivant est un résultat du théorème précédent.

Corollaire 4.15. Si un opérateur borné A ∈ K2
u commute avec Sαu alors A est un opérateur

de Toeplitz tronqué.

Théorème 4.7. Soit A Un opérateur borné sur K2
u et soit α ∈ D. Alors A est de type α si

et seulement si

ASαu = SαuA.

4.4 Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

On s’intéresse aux matrices des opérateurs de Toeplitz tronqués dans le cas où la fonction

intérieur est égale a zn.
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4.4. Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

4.4.1 Exemple de matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué

Si u(z) = zn et ϕ ∈ L2, et soit ϕ̂(n) les coefficient de Fourier de la fonction ϕ. Alors

MA la représentation matricielle de l’opérateur de Toeplitz tronqué Aϕ par rapport à la

base orthonormée S = {1, z, z2, ..., zn−1} de K2
u est :

MA =



ϕ̂(0) ϕ̂(−1) · · · · · · ϕ̂(−n+ 2) ϕ̂(−n+ 1)

ϕ̂(1) ϕ̂(0) ϕ̂(−1)
. . . ϕ̂(n− 1)

ϕ̂(2) ϕ̂(1)
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . ϕ̂(0) ϕ̂(−1)

ϕ̂(n− 1) · · · · · · ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0)


La matrice du shift généralisé Sαu est de la forme :

MA = MSαu =



0 0 · · · 0 α

1 0 0 0

0 1 0
. . . ...

... . . . . . . 0

0 0 · · · 1 0


Matrice de type Sedlock.

Soit α ∈ C et soit ϕ ∈ Kzn . Alors ϕ(z) =
∑n−1

k≥0 ϕ̂(k)zk avec ϕ̂(n) les coefficients de

Fourier de la fonction ϕ,

MA la représentation matricielle de Aϕ+αSzn ϕ̃
par rapport à la base {1, z, z2, ..., zn−1} est

MA =



ϕ̂(0) αϕ̂(n− 1) · · · · · · αϕ̂(2) αϕ̂(1)

ϕ̂(1) ϕ̂(0) αϕ̂(n− 1)
. . . αϕ̂(2)

ϕ̂(2) ϕ̂(1)
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . ϕ̂(0) αϕ̂(n− 1)

ϕ̂(n− 1) · · · · · · ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0)


.
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4.4. Matrice d’un opérateur de Toeplitz tronqué.

Et pour α =∞, nous avons

MA =



0 ϕ̂(n− 1) · · · · · · ϕ̂(2) ϕ̂(1)

0 0) ϕ̂(n− 1)
. . . ϕ̂(2)

0 0
. . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . 0 ϕ̂(n− 1)

0 · · · · · · 0 0 0


.
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