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Résumé

Le premier chapitre de ce mémoire a été consacré pour quelque définition et rappels
et théorémes sur I'analyse fonctionnelle et espace de Sobolev, ainsi que le théoréme de
Hille-yosida et un peu sur la théorir spectrale.

Le deuxieme chapitre de ce mémoire & été basé sur ’étude de la controlabilité exacte
de I’équation des ondes avec controle interne. Et le but de cette étude est de cherche un
contole u € L? (Qr) tel que la solution de notre proleme (P,,) vérifie :

y(T)=v'(T)=0 dans .

Mots clés : équation des ondes, équation hyperbolique, controlabité, controlabité
exacte, énergie, dissipativité, probléeme d’évolution
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Notations et symboles

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par
e N : Ensemble des entier naturels.

e R : Ensemble des nombres réels.

e C : Ensemble des nombres complexes.

e () : Ouvert borné de R".

e 0) =T : La frontiere de €.

e Q) : La fermeture de 2, Q = QU 0.

e (.,.) : Produit scalaire.

e ||.|| : La norme.

e H : Espace de Hilbert.

e £ (H) : L’ensemble des opérateures linéaire continus de H dans H.
e A : Opérateur.

e D(A) : Domaine de A.

e R(A) : L'image de A.

e N (A): Le noyau de A.

|a| 821992 ... gan
° a _ Qo _ . aa — ) 2.
D 9 0z]10292...0z3" 0z 10252, .0z "
o n: J) — R": La normale extérieure a 0f).
o 24 — Y/y.n : La dérivée normale extérieur a 0.

on
e p.p :Presque partout .

e i.e :signifie.
t
o Vu = ( Ou  Ju ou )

Ox1’ Oz’ """ Oxp
n

e Au = Pu A Opérateur de Laplace.

7
Ox;

i=1
e Q=0 x[0,+00].

> =00 x [0, +00].

e 0 (A) :Le spéctre de A.

e R(.;A): La résolvante de A.

e —: l'injection compacte.
continue .,. . . .
e — : l'injection continue.

e v, — x: x, converge fortement vers x .
e 1, — x: x, converge faiblement vers x .
M : La fin démonstration.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est ’étude de la controlabilité des equations des ondes.

La notion de la controlabilité est d’une grande importance dans la théorie du controle ;
c’est une propriété de base dans I'analyse des systémes dynamiques. De nombreux pro-
blemes fondamentaux de la théorie du controle ( stabilité et stabilisation, controle opti-
mal) ne peuvent étre résolus que sous ’hypothése que le systéme soit controlable. Il s’agit
d’imposer & un systéme un comportement souhaité par exemple dans notre cas amener
un systéme d’un certain état initial & une sortie désirée en respectant éventuellement
certains critéres.

Dans les industries modernes ol la notion de rendement est prépondérante, le role de
I’automaticien est de concevoir, de réaliser et d’optimiser, tout au moins d’améliorer les
méthodes existantes. Ainsi les domaines d’application sont

multiples : aérospatiale, automobile, robotique, aéronautique, internet et les commu-
nications en général, mais aussi le secteur médical, chimique, génie des procédés, etc.

Un systeéme de controle est un systeme dynamique sur lequel on peut agir au moyen
d’un controle ou d’'une commande.

Un modele simple englobant une large classe des systémes de controle des equations
des ondes est donné par :

soit €2 est un ouvert borné non vide dans R"™ (n > 1) de frontiére réguliére I' = 02 ,
w un ouvert tel que w C €2 .

ye = Ay +1,u , (t,z) € (0,7) x Q= Qr

y:O ) (O7T)XF:ZT (1)
y(0) = yo , x €S
v (0) = , x €

Ou :
y est I’état, u est le controle, yy et y; sont les données initiales.

Le probleme étudié est le suivant :

Soit T' > 0 donné. Peut-on , pour tout couple (yo, ;) donné dans un espace conve-
nable, trouver un controle u tel que, si y (x,t) est la solution de systéme (1), on ait :

y(z,T) =y (z,7) =0 dans Q.

Si cela est possible , on dit alors que le systéme est exactement controélable & I'instant
T.



Chapitre 1

Quelques rappels

1.1 Rappel des espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 (produit scalaire réel) : Soit H un espace vectoriel sur R. on appelle
produit scalaire sur H, une application de H x H — R notée par (.,.) telle que :

1-(.,.) est une forme bilinéaire.
2-(.,.) est symétrique c’est-a-dire :pour tout x,y € H, (x,y) = (y,x).
3-(.,.) est définie positive c’est-a-dire :¥V z € H : (x,z) > 0 et (x,2) =0 <=z = 0.

Exemple 1.1.1 R muni de lapplication définie par Nx,y € R"tel que (x,y) = Z i
i=1

On a: (.,.) est un produit scalaire .
Remarque 1.1.1

1-Le produit scalaire vérifie I'inégalité de Cauchuy-Shwarz : |(z, y)]2 <(z,z) (y,y).
2-Le produit scalaire est une application continue de H x H dans R.
norme associée a un produit scalaire :
H espace vectoriel sur (R ou C) et (.,.) produit scalaire sur H alors Dapplication :
H—-R,
x — \/(z,x)

est une norme sur H que ’on note parl|||| (c’est -a-dire , ||z|| = v/(z, z) est une norme sur H) :

Définition 1.1.2 (produit scalaire complexe) : Soit H un espace vectoriel sur C. on
appelle produit scalaire sur H, une application de H x H — R notée par (.,.) telle que :

1-(.,.) est linéaire & la 1= variable (c’est-a-dire (ax,y) = a (z,y)) et antilinéare a la
eme . s < q- _
2 "= variable (c’est-a-dire (z,ay) = a(z,y)).
2-(.,.) est antisymétrique c’est-a-dire :pour tout x,y € H, (x,y) = (y, x).
3-(.,.) est définie positive c’est-a-dire ;¥ x € H : (z,z) > 0 et (z,2) =0 <=z =0.
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Définition 1.1.3 Un R—espace vectoriel(resp C — espace vectoriel) muni d’un produit
scalaire (.,.) s’appelle un espace préhilbertien réel(resp complexe), si l'espace est de di-
mension finie il s’appelle un espace Ecludién.

Définition 1.1.4 Soit H un espace préhilbertien (réel ou complexe). On dit que H un
espace de Hilbert si il est un espace complet pour la norme induite.

Définition 1.1.5 (famille orthonormale) Soit H espace préhilbertien, une famille (v;);.,
des vecteurs est dite orthonormale si ces vecteurs sont orthogonaux deux a deux et de plus
tous ces vecteurs sont unitaires, c’est-a-dire :

Vi,jel i#j=(v,v;)=0etViel |uv|=1
Remarque 1.1.2 Toute famille orthonormale formé de vecteur non nuls est libre.

Définition 1.1.6 (base orthonormale) H espace préhilberetien, une famile (v;),., de
vecteur est appelée base orthonormale de H si elle est famille orthonormale de plus gé-
nératrice de H, autrement dit si c¢’est une base de H.

Remarque 1.1.3 Si l’espace préhildertien H est euclidien ou hermitien, une famille

orthonormale est une base si et seulment si elle contient n vecteurs,ot n est la dimension
de H.

1.1.2 Espaces L7 (Q2),1 <p<

Dans toute la suite {2 désigne un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue dz.
Définition 1.1.7 L’espace L () est défini par :
LP () =< f:Q — R, f mesurable tel que / If ()" < o0y,
Q

munt de la norme
1/p

1l = / f (@) da
Q

Définition 1.1.8 Soit p = oo, l'espace L™ () est défini par :
L>*(Q) ={f: Q2 — R mesurable et 3 une constante C telle que |f (z)| < C p.p sur Q},
muni de la norme

Hf”Loo(Q) =inf{C, [f(x)] <C p.p sur Q}.

Définition 1.1.9 Soit 1 < p < oo.
LY () ={f:Q—>R, feLP(K) pour chaque k € Q compact}.

loc
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1.1.3 Fonctions Bockner intégrables
Espace L? (0,7, X)

X désigne un espace de banach et 7' > 0.

* pour 1 < p < co on définit :

LP(0,T,X) =< f:[0,T] — X, f est mesurable et/||f(t)||§ dt < ooy,

muni de la norme
1/p

1 Oll oz, = /w|w&

*pour p = 400 on a :
L>(0,7,X)={f:[0,T] = X, f est mesurableet 3 M >0, |f(t)[[yx <M p.p.t},
muni de la norme
1f @Ol oo o,7,x) = Inf {M >0, [ f ()] x < M}
= sup |lf ()l -

t€[0,T
1.1.4 Espace de classe C*

Définition 1.1.10 On désigne par C (S2) Uespace de fonction continues sur § par :
C(Q)={f:2— R continue}.
muni de la norme :

I/ llote) = sup | ()]

Définition 1.1.11 On désigne par C* (Q) espace de fonction k fois continument dif-

férentiables sur (), c’est-a-dire :
Ck(Q)={feC"(Q),D*f € C(Q),Va € N" tel que |a| = k}.

Définition 1.1.12 On désigne par C, () Uespace des fonctions continues sur € a sup-
port compact, c’est-a-dire :

C.()={feC (), f(x)=0Vx € Q\k ou k C 2 est un compact}.
Remarque 1.1.4 On a :

C>(Q) = 0 C* ().

CE () ( ) N CH(Q).
() =C*(Q)NC ().

Définition 1.1.13 Soit X un espace de Banach et T >0 :

C’ ([0, 7], X)=C([0,T], X)={f:[0,T] — X, f continue}.
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1.1.5 Espaces D (Q)) , D' (Q)

Définition 1.1.14 (I’espace D (2) ) Soit Q un ouvert de R™. L’espace des foncions
tests D () c’est l'ensemble des fonctions de classe C™ (continiment dérivable) a support

compact inclus dans €. c.a.d :
D()={2:Q— R ouC |® e C® supp & compact}.
et on écrit :D () = C°.

Définition 1.1.15 (I’espace D' (Q2)) Soit Q un ouvert de R".Une distribution est une
forme linéaire continue sur D (). Donc lespace de distribution D' (Q2) est le dual topo-
logique de D (Q2).

Définition 1.1.16 (Dérivation des distributions) Soit T € D' (Q).

On définit la derivée de T' au sens de D' (2) par :
<g_g,¢> __ <T, 37%0> Yo e D ().
Généralement, on a :Va € N”

(DT, @) = (=1)" (T, D) Vi € D ().

1.1.6 Espace de sobolev

Définition 1.1.17 Nous appelons multi-indice tout a € NV, a = (ay,...... ,ay). On
définit :
o ) o . olel
|CZ| o Zla/z et D= R L 6m7VN :

Définition 1.1.18 Pour tout entier m > 0, l’espace de Sobolev WP () est défini par :

Wme (Q) = {u e L”(Q) tel que, V|a| <m, Duec L”(Q)},
Ou la dérivée partielle D%u est & prendre au sens faible.
Muni de la norme

P

lellymagy = | D 1Dl

la|<m
Remarque 1.1.5 Pour m =0 on a :
Wor (Q) = LP (Q).
Remarque 1.1.6 L’espace WP (Q) est :

— un espace de Banach pour 1 < p < oo.
—un espace réflexif pour 1 < p < oo.
—un espace Séparable pour 1 < p < oo.
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Définition 1.1.19 Pour tout entiér m > 1, l’espace de sobolev H™ () d’order m est

définie par :
H™(Q) ={u € L? (), tel que V|a] < m, D e L*(Q)}

0) =
Ou les dérivées partielles D%u sont prises au sens de distribution
L’espace de sobolev H™ (€2) est un espace de Hilbert, muni de produit scalaire

(4 0) iy = Y, (D*u(@), D" (2)) 2

la|<m

= Z DeuD%vdzx.

la|<mg
Et de la norme induite
|U||Hm Z | D UHL?(Q)

la|<m

= Z /|Dau|2dx.
la|<m g

Poura=0: D =u
Pour p=2: W™P(Q) = H™ (1)
Pour m=0: H°(Q) = L?(Q).
Définition 1.1.20 Soit Q un ouvert de R™. L’espace de sobolev H' () est défini par
H (Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € 1,..,n, 2 € L? (Q)}
Ou la dérivée partlelle L est prise au sens des distributions.
*L’espace de sobolev H i (Q) est un espace de Hilbert muni du produit Scalaire
x

{u,v) —/(u(m)v(w)—i—Vu(x)Vv( )) dex,

Q

N

~ (fluP+ uoP)

et de norme induite
2 2
= (Il ooy + 190l132(0) )

1ull 1.0

*L’espace H? () défini par :
H?(Q)={ue L*(Q),Aue L*(Q)}.

Ou :
dz1
Au =

Ozn

Définition 1.1.21 L’espace de sobolev H) () est défini comme ’adhérence de D (£2)

dans H' (Q) (ze H} (Q)=D (Q)) tel que :
Hi () ={ue H () et u/T = 0}.

I' désigne la frontiére de €2
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Définition 1.1.22 Le dual de l’espace de sobolev H} () est noté par H™* (Q).

On note (L, @)H_17H&(Q) = L () le produit de dualité entre Hj (2) et son dual pour
toute forme linéare continue L € H~! (Q2) et toute fonction p € Hy (Q).

Remarque 1.1.7 les inclusions suivantes sont strictes

H'(Q) C L*(Q) et (L2 (Q)) ¢ H'(Q) Cc D' (Q).

1.1.7 injection de sobolev :

Q2 ouvert borné et k € N* et p € [1, +o0]

1-Si % > £ WkP(Q) — L1(Q) avec : g = Np]\;p

Q—Si%:%,W’W( )— L9(Q) avec: ¢ € [p,+o0].

3-Si % < £ WkP(Q) < L*(Q) mais dans le cas ou’ k — % n’apartinne pas a N
alors :

WP (Q) — CYP (Q), ot | = [k—%] etﬁzk—%—l.
toutes ces Injections sont continues
l.cas: k=1 etpe[l,+o0].
i)Si p< N, W (Q) — L?(Q) avec :q = NN
ii) Si p=N, WP (Q) — LI(Q) avec : q € [p, oo[
iii) sip > N, W (Q) — C% (Q) avec :f =k — % car :1 — % n’appartient pas a N.
toutes ces injection sont continues.
2.casp=2et ke N*.
i)Sit>2L HE(Q)— L1(Q), avec :qg = 25
ii) Si i =%, H*(Q) — L7(Q), avec : q € [p, +00].
iii) Si 4 < £, HF(Q) — C%%(Q), ou p=1— 4.
Toutes ces Injections sont continues.
soit : k = 1, © borné de classe C* :
i) Sip< N, WP (Q) — L1(Q), avec :q € [1,p*[ et p* = K;—Tp.
ii) Sip= N, WP (Q) — L7(Q), avec : q € [1,+00].
iii) Si p > N, Whr (Q) — C (Q).
Toutes ces Injections sont compactes

Régularité H? pour le Laplacien :

Soit € un ouvert borné de R" et de classe C? et u solution faible de systéme :
—Au=f sur
u=0 sur 2

OuA=>", a 7 d681gne le Laplacien par rapport aux variables d’espace.

Théoréme 1.1.1 Si f € L?(Q) et u € H*(Q) alors il existe une constante C > 0 ne
dépendant que

de Q telle que :||u||H2(Q) <C ||f||L2(Q)
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1.2 Quelque théorémes principaux

1.2.1 Théoréme de lax-Milgram

On considére dans la suite H un espace de Hilbert.

Définition 1.2.1 Soit
af,.): Hx H—R

(u,v) — a(u,v)
une forme bilinéaire.
i) al(.,.) est continu, c’est-a-dire qu’il existe C' > 0 telle que :

a (o) < Clally Iol,  Vu,ve H.

n) a(.,.) est dite coercive(ou H- elliptique), s’il existe o > 0 tell que :

a(u,v) > olull®>  VYueH.

Théoréme 1.2.1 (Lax-Milgram)Soit a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive.
Alors :
Vfe H 3w e H, tel que :
a(u,v) = (f,v) Vv e H.
Si de plus a est symétrique, alors u est caractérisée par :
ue H,et za(uu)— (f,u) = E}Iéllgl {ia(v,0) = (f.v)}.

1.2.2 Théoréme de représentation de Riesz

Théoréme 1.2.2 Soit H un espace de Hilbert réel et soit H' son dual. pour toute forme
linéaire continue L € H' il existe un unique f € H tel que :
L(v)={(f,v) YveH.
de plus on a :

1A = AN -

1.2.3 Formule de Green

Définition 1.2.2 (Normale) On appelle normale au domaine 2 un champ de vecteurs
n (x) défini sur le bord T' = 0 de Q et tel qu’en tout point x € T ou le bord est régulier,
n (z) sont orthogonal au bord et de norme 1.

Définition 1.2.3 ( dérivée normale)on appelle dérivée normale d’une fonction régu-

liére uw sur 0N, la fonction définie sur les points réguliérs de OS2 par :
%u (z) = Vu.n (z).
Théoréme 1.2.3 (formule de Green)[5Soit Q) un ouveret bornée réguliére de classe
C? siVu e H* (), ve H ()
Jo Au(2)v(z)ds = — [, Vu(z) Vo () da+ [, 3o (z) ds.
o ds est la mesure sur le bord 002, n(x) est la normale extérieure en tout point
x €.
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1.3 Quelques inégalités :

1.3.1 Inégalité de young :

Théoréme 1.3.1 Soient a et b deux réels positifs et p ,q des réels strictement positifs
vérifiant :]lj + é =1.

alors on a :

1.3.2 Inégalité de poincaré :

Théoréme 1.3.2 Soit 2 un ouvert borné de R" dans au moins une direction de l’espace.
Il existe une constante C' = C (p,Q) > 0 telle que 1 < p < oo et pour toute fonction
uwe Wy (Q) ona :
||u||LP(Q) <C ||Vu||LP(Q)'
En particulier,||Vul[;,q) est une norme sur WyP (Q) équivalente & [ullwrog)-

1.3.3 Inégalité de Holder :

soient p € [1,400], on désigne par p’ ’exposant conjugué de p, c’est-a-dire :% —1—5 =1.

Théoréme 1.3.3 [5/Soient f € LP, et g € L” avec p € [1,+00[ alors :fg € L'et
£l < N fll o Mgl por-

1.3.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz :

Théoréme 1.3.4 Si f € L*(Q),g € L*(Q) alors on a :
1/2
Jolfllgldz < (fo [£17dx) "™ (fo oI do)

1/2

1.4 opérateurs bornés et non bornés dans un espace
de Hilbert :

Définition 1.4.1 (Opérateur) Soient E,I' deuz espace normés, une application linéaire
A: E — I est appellée un opérateur.

Définition 1.4.2 Soient E,F deux espace de Hilbert.On appelle opérateur linéaire non
borné de E dans F' toute application linéaire A : D (A) C E — F définie sur un sous-
espace vectoriel D (A) C E, & valeurs dans F. D (A) est le domaine de A.

On dit que A est borné s’il existe une constante C' > 0 telle que
JAell, < Cllell; Vo€ D(A).

Remarque 1.4.1 *’ensemble des opérateurs linéaires continues de H; dans Hy est
noté par :£ (Hy, Hy).

*£ (H) Pensemble des opérateurs linéares continues de H dans luis
meme.
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1.4.1 Norme d’un opérateur linéare borné :

Définition 1.4.3 Hiet Hy deux espace vectoriels normés et T un opérateur linéare
continue de Hy dans Hy (i.e T € £ (Hy, H) ).

On définit la norme de T :
1T £y 1,y = nE{C >0,V € Hy 2 || Txfl, < Cllzf];}

sl
D Tl
= sup ||Ax||H2'
el
jzl<1
1.4.2 Opérateurs fermés
Soit H un espace de Hilbert réel de norme ||.|| muni du produit scalaire (.,.). On

considére (A, D (A)) un opérateur linéare (non borneé)
A:D(A)CH—H
On définit son image par
R(A)={ye H,Jz e D(A),y=A(x)}.
et son graphe par

G (A) ={(z,A(z)),z € D(A)}
Définition 1.4.4 On dit que (A, D (A)) est fermé si son graphe G (A) est fermé

dans H x H.
C’est-a-dire : (A, D (A)) est fermé si et seulement si pour tout suit (z,) C D (A) tel
que :
Ty —
et
A(zn) =y
Tp — Y
et
Alfx) =y
Lorsque (A, D (A)) est fermé, D (A) muni de la norme du graphe
lell pay = Il + | Az]| est un espace de Banach et A : (D (A), HHD(A>) s (H,|||]) est

un opérateur borné.

1.4.3 opérateur a domaine dense :

Définition 1.4.5 Soit (A,D (A)) un opérateur linéaire non borné sur H. Lorsque D (A)
dense dans H (c’est-a-dire :D (A) = H), on dit que(A,D (A)) est de domaine dense.
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1.4.4 Opérateurs adjoints :

Définition 1.4.6 Soit (A, D (A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hil-
bert H a domaine dense. L’opérateur A* adjoint de A est définie par :
D(A") ={yeH,Ic>0:|(y, A(x))| <clzlly VYze DA}
Lt
(1, A@) = (4" (1), 5)  VeeD(A), Yy D(4").

Remarque 1.4.2 D (A*) représente 'ensemble des éléments y € H, tel que

lapplication :x — (y, A (x)) est continue sur D (A) pour la norme de H.

1.4.5 opérateurs auto-adjoint et anti-adjoints

Définition 1.4.7 Soit(A, D (A)) un opérateur linéaire non borné sur H a domaine dense.
On dit que (A, D (A)) est auto-adjoint si on a :
D (A) = D (A7)
et
Az = A*x,Vz € D(A).
et on écrit :
A=A~
Définition 1.4.8 Soit( A, D (A)) un opérateur linéaire non borné, de domaine dense

dans H. On dit que A est anti-adjoint si A* = —A et D (A) = D (A*).

Exemple 1.4.1 Soit Q un ouvert borné régulier de R™ et l'opérateur (—A) défini sur
D(=A) = H?(Q) N H (Q) est auto-adjoint.

1.4.6 Opérateurs symétriques

Définition 1.4.9 Soit (A, D(A)) un opérateur sur H. On dit que (A, D(A)) est symé-
trique, st on a :

(y, Az) = (Ay, ) Vx,y € D(A).

1.4.7 Opérateurs compacts

Définition 1.4.10 Un opérateur A € £ (H) est dit compact si la fermeture de l’image de
la boule unité de H est compacte dans H .On note k (H) [’espace vectoriel des opérateurs
compacts sur H.

Il est fermé dans £ (H).
Si A€ k(H), alors A* € k (H).
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Opérateurs maximaux dissipatifs

1.4.8 Opérateurs dissipatifs

Soit (A, D (A)), un opérateur linéaire non borné dans un espace de Hilbert réel H.
Définition 1.4.11 On dit que (A, D (A)) est dissipatif si et seulment si

(A(z),z) <0 Vx € D(A).
dans le cas ou H est un espace de Hilbert complexe. La condition précédente est
remplacée par Re (A (z),z) <0Vz € D(A).
Ou Re (A (x), x) représente la partie réelle de (A (x), ).

1.4.9 Opérateurs maximaux

Définition 1.4.12 On dit que (A, D (A)) est mazimal si et seulment si

R(I-A)=H.
c’est-a-dire ’application :
I-A:DA) —H
est surjective.

autrement dit :
VfeH 3z e D(A) :x — Az = f.

Proposition 1.4.1 Si A est mazimal, dissipatif anti-symétrique,alors A est anti-adjoint.

1.4.10 Opérateurs monotones
Définition 1.4.13 Soit A: D (A) C H — H un opérateur linéare non borné.
On dit que A est monotone (ou accrétif)si :
(A(z),z) >0 VrxeD(A).

1. Si Popérateur (—A) est dissipatif on dit que 'opérateur A est monotone.

2. A est maximal monotone <= (—A) maximal dissipatif.
R(I+A)=H

c’est-a-dire : A est maximal monotone <= { (Az,z) > 0,Yx € D (A)

1.4.11 Opérateurs m-dissipatifs
Définition 1.4.14 On dit que (A, D (A)) est m-dissipatif si (A, D (A)) est dissipatif

et maximal.
Théoréme 1.4.1 Si A est un opérateur anti-adjoint dans H alors A et —A sont

m-dissipatifs.
Soit A un opérateur maximal monotone, symétrique alors A est auto-adjoint.
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1.4.12 Spectre d’un opérateur compact

Définition 1.4.15 Soit A : D(A) C H — H ou D(A) = H, A fermé. On définit le
spectre de A Par :

o 0(A)=0,(A)Uc.(A)Ua,(A).
o) (A) = {) € Ciker (A — A) # {0}}.
o.(A) = {)\ €C;R(M —A)=H et (\[—A)"" est nom borné} :

o, (A) = {)\ € C; (M — A) est inversible et R (A — A) # H }
On définit alors ’ensemble résolvant de A :

p(A) ={X € C; (A — A) bijectif de D (A) dans H}.
On dit que le scalaire A est une valeur propre si :

N (M — A) #0.
N (M — A) est le sous-espace propre associe & A. L’ensemble des valeurs propres est
notée par VP (A).
eSiXep(A),alors (M — A" € £(H), danc (A\] — A)~" est borné.
e Il est clair que VP (A) C 0 (A). En générale I'inclusion est stricte :
il peut exister des valeurs propre A tel que :
NM —A)=0et R(AM[— A) # H.

(c’est-a~dire A dans le spectre mais elle n’est pas une valeur propre).
Définition 1.4.16 Soit A un opérateur linéaire dans un espace de Hilbert H.

Pour A € p(A), on définit la résolvante de A
R(MNA) = (M — A"
c’est un opérateur borné de H dans H.

Proposition 1.4.2 [5] Le spectre o (A) est un ensemble compact .

1.4.13 Spectre d’un opérateur auto-adjoint a résolvante com-
pacte

Théoréme 1.4.2 Soit A un opérateur a domaine dense dans H. S’il existe un nombre
réel ¢ € p(A) tel que Ra(c) = (cI — A)™'soit un opérateur auto-adjoint compact, alors
A est un opérateur auto-adjoint qui admet une suite de vecteurs propres qui forment une
base orthonormée de H. De plus les valeurs propres de A forment une suite infinie (\,)
telle que

(A1l < Aof <.

lim |\, =400
n—-—+o0o

Preuve. Nous renvoyons a([1] Théoréme 1.4.2) m
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Théoréme 1.4.3 Soit (—A, D (A)) un opérateur autoadjoint positif a domaine dense et &
résolvante compacte Son spectre est réel, discret et dénombrable o (—A) = {—X\x > 0,k € N*},

lim A\ = —o0, lim A, = —oo et ses fonctions propres normalisées (¢y),cy
k—+o0 k—+o0

forment une base orthonormée de H. A s’écrit alors :

Az = Z Ak (T, 1) Py

keN
Preuve. Nous renvoyons a ([1] Théoréme 1.8.23) m

Corollaire 1.4.1 Le spectre de (—A) est réel, formé de nombres positifs, discret et dé-
nombrable.

0 (=A) = {Aek >0}, A >0 VkEN et lim A = +oo.

—+00

1.5 (’-semi-groupes sur un espace de Hilbert

1.5.1 Semi-groupes continus

Définition 1.5.1 Soit H un espace de Hilbert, on dit que la famille (T (t)),,d opérateurs
linéaires continus de H wvers H est un semi-groupe continu sur H si elle vérifie les
propriétes sutvantes :

1) T(0) = Iy. (I opérateur d’identité de H).
)T (t+s)=T(s).T(t), Vt,s >0.

3)imT (t)x =z, Ve e H. [ lim ||T (t)z — x| 5 = 0).
>0 0
Dans la suite, on dit que (7' (t)),-, un semi-groupe de classe C° ou C°—semi groupe
sur H.
Dans le cas ou T (t) est défini pour ¢,s € R et vérifie les propriétés pécédentes. On dit
que (T’ (t)),cg est un groupe sur H.

Exemple 1.5.1 Soit H espace de Hilbert, on défini [’application :

TR — L(H)
+o00
t—T(t) =exp(tA) = Z -
n=0

{T (t), t > 0} est C°—semi groupe continue sur H.
1.5.2 Semi-groupes de contraction
Définition 1.5.2 On dit que le semi-groupe (T (1)),5, est de contraction, si on a :
IT ()| <1, vt >0.

Proposition 1.5.1 [1] Si (T'(t)),5, est un Co—semi-groupe dans H, alors l'opérateur
adjoint (T (t)) _ est aussi un Co—semi-groupe sur H.
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1.5.3 Générateur infinitésimal d’un C’-semi-groupe
Soit (T'(t)),»o Co—semi-groupe sur H.

Définition 1.5.3 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t)),s, l'opéra-
teur non borné (A, D (A)) défini par :

T _
D(A) = {m € H/limMexiste}
t>0 t
Ap — lim L=
t>0

Remarque 1.5.1 D (A) # & car : 0 € D (A).

, Yz e D(A).

Remarque 1.5.2 Le générateur infinitésimal de (T (t)) >, est Uopérateur (A*, D (A*)).

Corollaire 1.5.1 [5] Soit A un opérateur linéaire fermé o domaine dense.Si A et A*
sont dissipatifs, alors A est générateur infinitésimal d’un C°—semi groupe de contraction
sur un espace H de Hilbert.

1.6 Problémes dévolution non homogénes :

Soit (A, D (A)) le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (S (t)),- ,sur un espace
de Hilbert H.On veut résoudre

o f:10, T — H.

Définition 1.6.1 Soit f € L' (0,7, H) et x € H. On appelle solution faible de (1.1) la
fonction y € C ([0, T]; H) donnée par :

t

y(t) = S(t)xr + /S(t —s)f(s)ds (1.2)

0

Définition 1.6.2 On appelle solution classique de (1.1) la fonction y € C ([0, T]; H) N
CY ([0, T); H) tel que y(t) € D (A) pour tout t € [0,T] et vérifiant (1.1) dans [0,T] .

Remarque 1.6.1 Par définition, le probléme (1.1) admet toujours une unique solution
faible.

Remarque 1.6.2 La différence entre ces deux notions de solution est que la premiére
ne vérifie pas (forcément) l’équation (1.1) ponctuellement alors que la régularité en temps
imposée a la solution classique est précisément celle qu’il faut pour pouvoir écrire l’équa-
tion (1.1) au sens classique. On peut cependant dire que toute solution classique (s’il en
existe) est une solution faible et qu’il ne peut pas exister plus d’une solution classique si
x et f sont donnés respectivement dans H et L' (0,T, H)
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Théoréme 1.6.1 [1] Soit f € L' (0,T,H) et x € H. Le probléme (1.1) admet au plus
une solution classique et s’il en existe une alors elle est donnée par la formule (1.2)

Preuve. Nous renvoyons ([1] théoréme 3.3.4 page 34 ) =

1.6.1 Théoréme de Hille-Yosida :

Considérons 1’équation d’évolution suivant :

(v 19

Théoréme 1.6.2 (Hille-Yosida) On suppose que l'opérateur A est m-dissipatif dans l’es-
pace de Banach E, de domaine dense.

Alors il existe un unique semi-groupe de contraction (7 (t)),s tel que :

1.Pour tout yo € D (A) : y(t) = T (t) yo est I'unique solution forte du probléeme de
Cauchy (1.3).

De plus y € C'([0,4+00], D (A)) N C ([0, +o0], E)

2.Pour tout yp € E : y(t) = T (t)yo est 'unique solution faible du probléme de
Cauchy (1.3).

De plus y € C ([0, +o0] , E)
Preuve. voir [4] =



Chapitre 2

Controlabilité exacte des ’equations
des ondes

2.1 Introduction.
A travers ce chapitre, € est un ouvert borné non vide dans R" (n > 1) de frontiére

réguliére I' = 02 , w un ouvert tel que w C Q .
On considére le systéme des ondes :

ytt:Ay+1wu y (t,m)E(O,T)XQ:QT

y:O 7(O’T)XF:ZT
y(0) =1yo , € Q (2.1)
yt<0):y1 ,.Z'EQ

Ici y est I’état, u est le controle, yy et y; sont les données initiales.

Dans ce chapitre, on s’intérésse au probléme de la controlabilité exacte du systéme(2.1),
qui consiste & analyser si on peut amener la solution y = y (x,t) du systéme (2.1) d’'un
état initial yg donné dans ’espace V' a un état final fixé a 'avance yr au temps t = T
(en partiqulier & yr = 0) en agissant sur le systéme (2.1) par l'intermédiaire des fonctions
de controle interne wu.

Si cela est possible, on dit que le systéme d’évolution (2.1) est exactement controlable
a partir de yy au temps 7" > 0 et au moyen des fonctions de controle w .
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2.2 Quelques rappels :

2.2.1 définitions et caractérisation :

Soit H un espace de Hilbert et T" > 0 considérons un systéme différentiel linéaire
défini sur [0, 7]

| ¥y=Ay+ Bu
Z<A’B">{ 5 (0) = yo (2:2)

Ou l'état y (t) et la condition initiale yo sont dans H, (A, D (A)) le générateur in-
finitésimal d'un semi groupe (S (t)),», dans H. et B € £ (U, H) avec U un espace de
Hilbert, la fonction v € L? (0, T;U) est appelée controle, stratégie ou entrée du systéme
> (A, B,—). La solution du systéme différentiel d epend de la donnée initiale et du
second membre et peut s’exprimer par la formule :

y(t, yo,u) = s(t)yo + fot s(t — s)Bu(s)ds.
O S est la matrice résolvante du systéme

{ 95 (t) = AS ()
S (0)

= | = matrice unité

Définition 2.2.1 On dira que le controle u transfére un état a a un état b au temps
T>0si:

y(T,a,u) =b
On dit aussi que I'état b est atteignable & partir de a au temps T.

Définition 2.2.2 (contrélabilité exacte) :Le systéme > (A, B, —) est dit exactement contro-
lable au temps T' > 0 si et seulement si :

Vabe H JueL*(0,T,U) telle que : y(T,a,u) = b.
c’est & dire : si tout état finale b € H peut étre atteint au temps 7" > 0 & partir de
tout état initial a.

Définition 2.2.3 (contrélabilité exactement nul) :Le triplet (A,B,C) est dit exactement
nul controlable sur lintervale [0,T) si et seulement si : Y a € H Ju e L?(0,T,U) telle
que : y(T,a,u) = 0.

Théoréme 2.2.1 Si l'opérateur A du systéme (2.2) engendre un groupe (S (t)),cp alors
le triplet (A, B, C) est exactement contrélable sur lintervalle [0,T] si et seulement s’il est
exactement nul controlable sur Uintervalle [0,T].

Preuve. Nous renvoyons a ([2] Théoréme 1.2.6 ). m
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Définition 2.2.4 On définit l'opérateur de controlabilité Lt par :

T
LTm:/S(T)BB*S*(r)dr , reFE |, T>0

0
L7 un opérateur borné, donc il existe ¢ > 0 tel que :

|Lrx| <clz] ¥V x€H.
Lt est aussi auto-adjoint et positif.

Théoréme 2.2.2 Les conditions suivantes sont équivalentes :

1.Le systéme (2.2) est exactement controlable au temps 7" > 0.
2.1l existe ¢ > 0 tel que pour tout x € H on a :

t
/|B*S* (t)z]>dt > ¢|z|
0

3.R (vIgx) = H.

4.x — |/Lyx| définit sur H une norme équivalente & la norme de H.
Preuve. :

Nous renvoyons a’ ([1] Théoréme 5.1.2 ). m

2.2.2 Equation des ondes :

soit 2 C R™ un ouvert de frontiere I'. on note par :
Q =Q x]0,0]
et
>. =Tx]0,00]
> est la forntiére de Q

On considére le probléme suivant . Trouver une fonction
y(z,t) : Q x [0,00[ — Rtelle que :

% - Ay - f sur % I
y=20 sur I

2.
y(x,0) =y (z) sur Q@ I3 (2.3)
% (2,0) =y1 (z) sur Q@ Iy

n
Ou A=5> aa_; désigne le Laplacien par rapport aux variables d’espace, t est la
i=1 1

variable de temps et vy, y; sont des fonctions données.

L’équation (I;) est appelée équation des ondes. L’équation des ondes est un exemple
modéle d’équation hyperbolique.

L’équation (/3) est la condition aux limites de Dirichlet . La condition y = 0 sur )
exprime que la corde (resp.la membrane , etc.) est fixée au bord.

Les équation (I3) et (I4) traduisent I’état initial du systéme :ce sont les données de
cauchy.
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Remarque 2.2.1 En générale ’équation (I1) modélise des phynoménes de propagation
des ondes ou de vibration . par exemple,l’orsque n = 1,0’equation (1) modélise les petites
vibration d’une corde qui n’est soumise & aucune force extérieure. lorsque n = 2,l’equation
(I1) modélise les petites vibrations d’une membrane élastique comme la peauw d’un tam-
bour.

Comme conséquence des propriétés de la solution faible d’un probléme non homogéne
(voir Définition 1.1.6), on a :

Théoréme 2.2.3 Soit T > 0. pour tout f € (L* (0.T); L? (), et tout (yo,y1) € Ha (2)x
L?(Q) il exizte une unique solution faible (y,y;) € C ([0.T]; H} () x L*(Q)) de (2.3).
De plus, cette solution dépend continuement des données initiales et du second membre.
plus précisément

masx [ve (1) + ma [y (0)lLgcan < 1y O+ ool , )+ 1FlLesomy2260 -

telo,
Proposition 2.2.1 (Régularisation des solutions de l’équation des ondes) Soit T > 0.
pour tout f € (L' (0.T); H} ()),et tout (yo,y1) € (H?(Q) N H (Q)) x H (Q) il exizte
une unique (y,y;) € C ([0.T]; (H*(Q) x H} () x H} (Q)) de (2.3) . De plus, cette solu-
tion dépend continuement des données initiales et du second membre. plus précisément :

HE(©)

tgﬁ;{] 1y (@HH&(Q)"}S&% Y (Ol 72 HE(Q) < ||?Jl||H3(Q)+||yo||H2mHé(Q)+||f||L1((o,T),H5(Q)) :

Preuve. Nous renvoyons ([1] proposition 3.4.14 page 39). m

2.2.3 Régularité de la solution de I’équation des ondes :

Le probléme (2.3) est équivalent au probléme suivant :
Z=Az+ F
2 (0) = 2

R { w (0 I
onz=(y) o=(n) a=(5 o)

lespace H = Hy (Q) x L* (), D (A) = (H*(Q)NH} (Q)) x Hy (Q) et F = ( 2 >

Théoréme 2.2.4 Soit T' > 0

1.Si fe L'(0,T,L*(Q)) et (yo,y1) € H (Q)x L?* () alors (2.3) posséde une solution
(faible) unique < ;/, ) e C([0,T],H} () x L?(Q)) et il existe Cr > 0 telle que :

91 2o (o 1309) + 1 e 0 2.2y < Cr (ool + 19122y + 171 3 220 |

Y (Yo, y1, f) € Hg () x L () x L' (0, T, L* (Q))
2.5 f € L'(0,T,H!(Q) et (yo.1n) € (H2(Q)NH(Q)) x H(Q)) alors (2.3)

posseéde une solution forte ( yy, ) e C([0,T),(H?(Q) N H}(Q)) x Hy () et il existe
Cr > 0 telle que :

Hy||L°<>(07T7H2(Q)nH(}(Q))+||y/||LOO<[)7T7H(}(Q)> <Cr [HyOHH?(Q)mH(}(Q) + HQIHH(%(Q) + ||f||L1(0,T,Hé(Q))
¥ (yo, 1, f) € (H* () N Hy () x Hy () x L' (0,7, Hy (2)) -
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Remarque 2.2.2

||?/||Loo(o,T,Hg(Q)) Y | oo 07,2200 < O [H?JOHH(;(Q) + vl o) + ||f||L1(O,T,L2(Q))]
implique que :

1y Ol a0y + v @Ol 20y < Cr [”yUHHOl(Q) + ol r2 @) + ”f||L1(o,T,L2(Q))]

2.3 Controlabilité exacte de ’équation des ondes
On étudie la controlabilit exacte du systéme :

g = Ay +1,u , (t,x) € (0,T) x Q= Qr

y=0 L (0,T)xD =3,
¥ (0) = %o ,x €Q (24)
yt(o):yl 73769

Soit T' > 0 On cherche u € L? (Qr) tel que pour toute donnée initiale (yo,y;) € H =
H} x L? (Q) il existe une unique solution y de (2.4) vérifiant y (T) = y; (T') = 0 dans € .

Dans toute cette section on fait I'identification H' = H .

*H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(v, 2),(f,9) g = | VyVfdr + [ zgdx.
et |

Q

Remarque 2.3.1 Le systeme est équivalent au probléme suivant :

2<A,B,—>;{Z<g;zfj+3u

En effet :
On pose :
Y ?J(O)) (?/0)
g f e O: f frnd
: (y) Z() (y(O) U1
Alors :
(Y Y (Y 0
Z_(y”)_ Ay—l—lwu)_ Ay)_l_(lwu)
donc :
Z=A 5,)+Bu telle que :
0 I
a=(% )
ol D(A) = (H?*(Q)NH;(Q)) x H} ()
et Bu:( 0 >
1,u
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Proposition 2.3.1 L’opérateur (A, D (A)) est fermé et & domaine dense et anti-adjoint.

1.Montrons que D (A) = (H? () N Hy (Q)) x H} () dense dans H = H} x L*(Q).
OnaD(Q)x D(Q)cC D(A)

D (Q) danse dans H} ()

D (Q) danse dans L*(Q)

alors D (A) est dense dans H = H} x L*(Q).

2.Montrons que (A, D (A)) est fermé.

Soit {(Yn, zn)} C D (A) telle que :

et comme {

(Yns 20) = (Y, 2)
et

A (Yn, 2n) — (v,w) dans H = H} x L*(Q)

On montre que :
(y,2) € D(A)
et
A (ya Z) = (U7 w)
Cest-a-dire : y € H2(Q)NHY () et z€ HY (Q) et z=v et Ay =w.
Ona:
yn — y dans H} (Q) et 2z, — z dans L? (Q) et 2, — v dans H} ()
et Ay, — w dans L?(Q).
d’ou :
z=v e H Q).
D’autre part on a :
yn — y dans H} (Q) d’ou Ay, — Ay dans D’ (Q).
Comme Ay, — w dans D' (2), alors Ay = w € L? () avec y € H} (Q)
donc y € H* (Q) N H} (Q) .
D’ou :
(y,2) € D(A) et (Ay, 2) = (v,w) .
3.Montrons que A est anti-adjoint (A, —A*).
C’est-a-dire on montre que A = A* et D (A) = D (A*).
Déterminons 'opérateur A* :
Soit (y,z) € H.
On a (y,z) € D (A*) si et seulement si I’application :
D(A)—C
(u,0) = (A (1,0), (3, 2))
est continue sur D (A) pour la topologie de H.
C’est-a-dire :
on montre qu’il existe («, 5) € H tel que :
<A (uvv)’(yaz» = <(u,v),(a,ﬂ)> ‘v’(u,v) S D<A)

c’est-a-dire :

/(VU.VZ+2AU) dr = / (Vu Aa+vp) dz ¥V (u,v) € D(A) (2.5)
Q 0
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En prenant « = 0, on obtient :

/Vv.V@dx = /dem Yo e HE ().
Q Q

Pour v € D (A), on obtient —Ay = dans D' (Q).
Etona:ye H*(Q)NH(Q).

Donc l'égalité( 2.5) nous donne :

/ZAud:c = /Vuvadx = —/aAudx Yu e H? (Q)N Hy () (2.6)
Q Q Q

Comme D'application u — Au est surjective de H% (Q) N Hy () dans L? (Q)
alors z = —a € H} (Q).

D’ou :
D(A) =D (A"
et
A” (y,Z) =—-4 <y72) V(y,z) S D(A*)
c’est-a-dire A est anti-adjoint.

Proposition 2.3.2 A et A* engendrent chacun un semi-groupe de contraction.

On applique le corollaire 1.5.1 page 23, c’est-a-dire :
on montrant que A et A* sont dissipatif.

1.0n vérifie que A et A* sont dissipatifs.

Soit (u,v) € D (A).

On a:

(A (u,v), (u,v)) = ((v, Au), (u, v))

:/(Vv.Vﬂ+5Au) dx.
Q

:/(VU.VH—VU.VF) dx

Q

=2Im /VU.VE dx oui?=-1
)

D’ou : Re (A (u,v), (u,v)) = 0.

Ce qui prouve que A est dissipatif.

Comme A est anti-adjoint, alors A* est aussi dissipatif.

Donc d’aprés le corolaire(1.5.1) on déduit que A et A* engendrent chacun un semi-
groupe contraction.

Proposition 2.3.3 L’injection (D (A) — H) est compacte.

n’-n

En particulier v} est borné dans H? (2).
Comme linjection H? () < H' () est compacte, on peut alors extraine une sous-

suite (v}, ), de (v}) telle que (v, ), converge dans H' ().

Soit (vy,), = (vp,v2) une suite bornée dans (H? () N H} (Q)) x Hj ().
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Et comme l'injection H? () — H**(Q) (0 < s < ) est compacte, on peut extraire
une suite (v;,, ), _, de v} qui converge dans H>~*(Q2) danc dans H' ()

D’out {vn, ,, } converge dans H27(99) donc dans H' (9Q) puisque s < 2.

On termine en remarquent que l'injection Hj (2) — L? () est compacte.

2.3.1 Controlabilité Exacte de I’équation des ondes

Pour montrer la controlabilité exacte de systéme (2.1) , on utiluse la théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 Soit Q un domaine borné de R" de frontiére Y . = 0 lipshitzienne.
pour tout T > 0 et pour tout donné initiale (yo,y1), le systéme (2.1) est exactement
controlable au temps T > 0 si et seulement si il existe Cp > 0 telle que :

t
/HB*S* (1) 22|22y dt > 20l (2.7)
0

Ofl 20:<y0)
n

Mais w (t) = S* () zp est la solution du probléme adjoint :

L w' =AM
P w (0) = zo

avec

Remarque 2.3.2 On peut montrer que A anti-adjoint par la proposition suivant :
Proposition 2.3.4 [1] L'opérateur (A, D (A)) est maximal et anti-symétrique sur H.

Preuve. :1.Montrons que (A, D (A)) est maximal, c’est-a-dire : on montre que
v(f,9) € H, 3I(y,2) € D(A) : (y,2) = Aly,2) = (f.9).
soit (f,g) € H.on cherche (y,z) € D (A) tel que
(y,2) = A(y, 2) = (f,9)

on a :

(y,2) — A(y,2) = (y,2) — (2, Ay)
Donc :

comme f+g € L?(Q) (car f € H} (Q) C L*(Q) et g € L? (2)) alors il existe un élé-
ment unique y € H?(Q) N Hj () tel que :
y—Ay=[f+yg
par suite 2 =y — f € H} (Q)
En effet :
On pose F = f + g, on obtient

y—Ay=F (2.8)
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On cherche la formulation variationnelle de (2.8).
Soit v € H} (), F € L?(2), on multiplie (2.8) par v et on intégare sur  formelle-
ment, on obtient :

/yvdx — /Ayvda: = /dez Vv € Hy () (2.9)

Q Q Q

En utilisant la formule de Green sur / Ayvdx, on obtient :
Q

/Ayvdm = /vg—zds — /VUVyd:E.
Q

Q o0

dy
/Ua_nds =0

onN

ve H;(Q) donc v/dQ=0.

On a:

car :

Alors :

/Ayvdm = —/Vnydm (2.10)
Q Q
En vertu de (2.9) et (2.10), on trouve :

/ (yv + VyVu)d /dex Yo e HY ().

0 0
La formulation varionnel de (2.8) est donnée par :

trouver y € H} () tel que :

Yu € Hy () 7/(yv + VyVu)dz = /dex (2.11)
Q Q

On considére la forme bilinéaire symétrique
a(.,.):Hy x Hi — R

(y,v) —>/(yv+Vva) dx

et la forme linéaire

L():H}(Q)—R
v —>L(v):/dex

Q
* Montrons que a(.,.) est continue sur Hy x Hj , c’est-a-dire :
36> 00 Jaly o)l < eyl 10lme Yoo € HE(Q).

Soit (y,v) € H3 () x H} ().,

la (y,v)] = /(yv+Vva) dx

Q
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< [ 1ol ol + V9l 701
Q

< [ ol + 199D (o] + Ve do

’ ; : :
< / Iyl + |Vy))? de / (o] +|Vol)?dz | = / (19l + [Vyl? + 2y| [Vy]) do
Q Q Q
: :
< /(2y2+2Vy2)dx) /(2|v|2+2|Vv|2)dx
Q Q

<va || [ ol 1ooPyds | { [l + Vo) do
Q Q

= \/§||y||H3(Q) ||U||H5(Q)

Alors : 3¢ = /2 tel que :
la (y, 0)] < V21Iyll g o) 1011530 Vy,v € Hp ()

*Montrons a (.,.) est coércive, c’est-a-dire :
3a>0:aly,y) 2 alylme Yy e H ()
Soit y € Hy (9).
On a:

aly,y) = / (9P [VyP?) d

Q
2 2

= ||y||L2(Q) + ||V?J||L2(Q)
2

= HZ/||H3(Q)

Alors : da =1 tel que :

a(y,y) = ||?J||§{3(Q) Vy € Hy ()
Et la coércive de a(.,.) en découle.
* Montrons que L (.) est continue sur H} () :
Soit v € Hj (), on a :

| L(w)| = /deg;

0
< /]F| |v| dx

Q
On applique I'inégalité de cauchy-Shwarz :
On obtient :

3 3
L) < /yFde /|v|2dx
Q [9]

= ||F||L2(Q) : ||U||L2(Q)
<l L2y - 0l a0
On sait que F' = f + g € L?(Q) et grace a I'injection continue de H] () dans L* (Q)
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(Ho () = L* () yona:  [[ollpag) < [ollgye
D’out L (.) est continue sur  Hj (Q)D’aprés le théoréme de Lax-Milgram, le probléme
variationnelle (2.9) admet une solution unique y € Hj (Q2) tel que :
a(y,v) =L (v) Vv € Hy (Q)
Comme l'opérateur T — A est élliptique et  f + g € L*(Q), tel que :
y—Ay=f+gecl* ()
=y—Ay e L?(Q)
=yel?(Q) et Ay e L?(Q)
= ye H*(Q)
de plus : y € H} (), alorsy € H?*(Q) N H ()
On prend z =y — f € H} ().
D’ou (A, D (A)) est maximal.
2.montrons que (A, D (A)) est anti-symétrique, c’est-a-dire : on montre que :
(A(y.2),(f,9)) == {(y,2), A(f,9)) V(y,2),(f.9) € D(A).
Soient (y,z2),(f,9) € D(A),on a:

(A(y,2),(f,9) = (2,89),(f,9)

= | VeVf+ [ gAy dx.
[esr]
Donc :
(A(y,2),(f,9)) = [ VzV[f+ [ gAydx (2.12)
[esr]

On applique la formule de Green sur le deuxiéme terme de Uintégrale de  (2.12), on
obtien :

(A(.2).(f.9)) = / VoSt / VyVg

Q Q
Comme le produit scalaire est commutatif dans R, alors on peut écrire

(A(y,2),(f,9) =(A(f,9),(y,2))

Ainsi :
(A(y,2),(f.9)) =({A(f,9),(y,2))
=((9,Af),(y,2))
= /Vng+ /zAfda:.
Donc : . ¢
(Ay,2),(f,9)) = /Vngdx + /zAfdx .
Donc : : .

(A(y,2),(f,9) = | VyVgdr + [ zAfdx (2.13)
fove |

Q



Chapitre 2. Controlabilité exacte des ’equations des ondes 36

On a formellement

cAfdr = — [ V2V fda (2.14)
[

En vertu de (2 13) et (2.14), on obtient :

((y,2), A(f, /Vngdx— /Vszdx

/VZVfdx — /Vngd:z:
=—< (v, 2), (f, 9))

par conséquent :

(A(y,2),(f,9)) =—((y,2),A(f,9))

D’ou (A, D (A)) est anti-symétrique. m

Remarque 2.3.3 Comme A est maximal,dissipatif et antisymétrique alors A est anti-
adjoint.

Lemme 2.3.1 L’inégalité (2.7) et équivalent a
T
// W' (t,x) > dzdt > Cr / (]Vy0]2 + \y1|2) dr| Vzy= ( zg ) €eH
1
0 w Q

Preuve. On a:

B H-—L*(Q)=U

B*(Z;):(O 1w)(1wui):1ww2

L’inégalité (2.7) s’écrit alors :

/ [Lsws (8, 2) 720y dt = Cr [ Zollyy V20 = < " ) <M

n

Donc :

T

// [wa (t, )" dwdt = Cr /(WQOF + |91’2) dr| Vz = ( zo ) cH

1

0 w Q
On posant v = wy, on obtient wy = —0’
car :

/
. s v _ 0 —1I v
Slv—wlalors.w—Au<:>(wé>—(_A O)(wQ)

= (m)=()
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Donc :
v"=Av ,dans (0,7) x
(ps): v=0 , sur (0,7)x T
v(0)=y , V(0)=mun

Et (2.7) s ecrlt

//|v (t,z)|* dedt > Oy /(|Vyo\2+|y1\2)dx VZO:<zO)GH n
1
Q

Remarque 2.3.4 :cas ovw = $2 le contréle u agit sur 'ouvert ) tout entiér, c’est un
controle interne.

ALors pour montré l'inégalité (2.7) il suffit montre le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.2 :s0it ) un ouvert borné de R" de frontiére I' = 02 réguliére (lipshitzienne)
donc : YT >0, ACr >0 tels que :

T
// W' (t,x)|* dzdt > Cr /(]Vyo|2 + |y1|2) de| Vzo= ( zo ) €EH
1

0 w Q
ot v est la solution de (p.).

Preuve.
1 = étape :I’énergie
On a I’énargie de la solution v de (p.), avec (Yo , y1) € H est donné par :

E(t) = %/ (190 (O + | ()]) da.
Q
On prent (yo,71) € D (A), on a une solution fortes (v/, v) qui vérifie d’aprés proposi-

tion (2.2.1)
(v',v) € C([0.T); (H*(2) x Hj () x H} (), donc I'intégrale sera un sens.
On multiplie la 1 = équation de (p,) par v/, et on intégre sur 2 , on obtient :

’on o / /
/vvdx—/v( 2dt/|v|dm (2.15)

Q Q
D’autre part, on a d’aprés la formule de green :

/ o (Av)dr = — / (Vo) (Vo) dar + / o2 ds

Q Q 80
comme v € Hj (), on obtient :

]4 :u (:Av) do — — Q/ (Vo) (Vo) da

= 2.1
/ (V') (V) dx = 2dt/|vv, dx (2.16)

Q
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Alors d’apres (2.15) et (2.16) on obtient :

ﬁ;/ﬂww+wm¢p:o

Q
Et I’énergie est donnée par :

E(t) = %/ (|Vv|2 + |v’|2) dx
Q

Pour les solution fortes, on a :

E'(t) =0.
Donc I’énergie est constante c’est-a-dire :
E(t) = E(0)
D’ou :
%/ (|Vv]2 + |v'|2) dx = %/ (|Vyg|2 + |y1|2) dx avec (yo,y1) € D (A)

Q Q
Et on a par densité de D (A) dans H, I’énergie est constante pour les solutions fortes.

Les application :
o) =4 [ (9 + ) do
Q
et

<%wn=§/wwﬁ+wﬁwm

Q
sont continue de H dans R, et coincident sur D (A)

Par densité de D (A) dans H, elles coincident partout sur H
La constance de ’énergie s’écrit :
31w )% = 5 1o, ) I
C’est a dire :
| [0 @) I = o )IE v o0.
2°= stape
On pose :  k(t) =t>(T —t)? 0<t<T
On multiplie ’équation de (p.) par k (t)v puis on intégre sur ()7 on obtient :

/uw%@ﬁu@wwﬁ:/k@u@wAu@wMﬁ

Qr Qr
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On intégre par parties sur [0, 7], on obtient :

t=T

/k;vttvdxdt = /k‘vtvdx — / (K'v + kvy) vdzdt

Qr T o Or

=— / kK vvdadt — / kv, dedt (2.17)
Qr Qr
d’autre parte :
T

/k:(t) (x,t) Av (x,t) dedt = //k v (z,t) Av (z,t) dedt
Qr 0

= /k (t) /v (x,t) Av (x,t) dxdt

0 Q

Utilisons la formule de Green on trouve (intégration par parties sur ) :

/UAvdxdt—/v@ds—/|Vv|2dx
/|V'U\ dx

carvGHZ(Q)ﬂﬂl(Q) donc v = 0 sur I'.

/k (t)v (x,t) Av (x,t) dedt = —/k (t) |V (x,t)]* dzdt (2.18)

Qr Qr

donc d’aprés (2.17) et (2.18) on obtient :

/ kyvvdadt + / k v dadt = / k(t) |V (x,t)| dedt (2.19)
Qr Qr Qr
et ona:
/|Ut )P de =2 E (t) /|vt )P da
—/]Vv (t,z)° + |u, (t)]de—/]vt )| dx
Q Q
:/|Vv (t,z)]* dx
Q
Donc :

/|w (t, ) dz = 2E (0) —/|vt ()2 da (2.20)
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D’ou on multiplie(2.20) par & (t) et on intégre sur Q7 on obtient :

T

/k () Vo (£, 2)|? dx = 2E (0 /k £ dt — / ) oy () dadt (2.21)
Qr 0 Qr
Soit €e >0, on a :

1 K,
/kt'UUtdZEdt = /(lwv) <Ki vt> dxdt (2.22)
2

T T

D’aprés I'inégalité de Young dans on obtient :

/k:tvvtdrcdt < e/kvzdxdt + —/—vfd:cdt (2.23)
T Qr

3 =6tape
Soit (Ag),s, la suite des valeurs propres de (—A) sur Hj ().
Comme I'opérateur (—A) et auto-adjoint positif a résolvante compacte (car D (—A) —
L? () est une injection compacte ) alors on a :
O< A< <. <\, <o

Soit {¢,} la base orthonormale correspondante, alors on peut écrire v comme suite :

2
v = Z v, Py) 2@ Pr et /|U| df— <U790k>L2(Q)
k>1 k>1
et on a :
(~av,0 =/|w|2d:c= DPICAERIEEDY I ICAN K —A1/rv| s
k>1 k>1

D’ou : /|v[ dr < /]Vv[ dx

En vertu de (2.20) et l’1negahte (2.23) on obtient, :

/|ktvvtdxdt| <4 /k \Vo|* dzdt + ce/v2dxdt

Qr Qr
T

§ /k t)dt — —/k:vfdmdt + ce/vfdmdt

QT Qr

= || % HLOO OT) )~ et /lf (t)dt = 55

Ou



En utilisant (2.19) et (2.21) on obtient :

2
2E(0) :g_g - /kvfdxdt < /kvtz + QA_EE (0) f—g — 5 [ kvi ce/vfdxdt
1
QT QT QT QT
D’ou :
2% (1 - ﬁ) E(0) < / [k‘ (2 - ﬁ) + ce] v2dxdt
Qr

€ est quelconque, donc pour € est assez petit on a :
1— /\il >0 et 2— fl > 0, donc on peut majorer :

Et sachant que 0 < k() < T—4,on obtient pour € assez petit :
16

(1 . A—) E(0) < [(2 - A—) g ce] /dexdt.

Qr
D’ou :
E(0) < [(2 — i) z +ce] (Ai;) /de%'dt-
Qr
On pose :
€ 4 A
5= [C-5) G (35)
Donc :
/ videdt > CrE (0).
Qr
Alors :
/ vpdzdt > Cr ||(yo, )%
Qr

C’est-a-dire :
T

// (v,)? dzdt > CT/(|Vy0|2+ y1|?) da.
0 Q

Q
Finalement le théoréme (2.3.1) est démantré. Alors le probléme (2.4) est exactement

controlable. m



Conclusion

Dans ce mémoire on est intéressé a 1’étude de controlabilité exacte du probleme des
ondes linéaire avec controle interne (dans 1’étude de stabilité on 1'apelle le « feedback »
c’est lui qui stabilise le probléme ). On a utilisé 'inégalité d’observabilité de ce probléme
, C’est-a~dire il y’a une équivalence entre la controlabilité exacte de notre probléme et
I'inégalité d’observabilité.



Bibliographie

[1] AABENABDALLAH, F.AMMAR KHODJA, " Une introduction a la théorie du
controle" | 2005.

[2] B.KELTOUM, "controlabilité des systéme linéaire de dimension infinie

[3] A.PAZY, "Semigroups of lineare operators and application to partial differential
equation",Springer-varlage. New
York,1983.

[4] H.BREZIS, "Analyse fonctionnelle : Théore et application ," Masson Paris New
York Barcelon SaoPaulo, 1987.

[5] G.ALLAIRE, "analyse numérique et optimisation", Les édition de 1’école po-
lytechnique, Paris, 2005.



	ملخص
	ملخص :


