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Résumé

Soit G = (V,E) un graphe simple. Un ensemble M ⊆ E est un couplage si deux arêtes

de M n’ont pas un sommet commun. Un couplage de cardinalité maximum est appelé

couplage maximum et le nombre d’arêtes dans un couplage maximum de G est noté par

β(G). Une fonction de domination romaine double (FDRD) sur G est une fonction f :

V −→ {0, 1, 2, 3} tel que chaque sommet u avec f(u) = 0 est adjacent à au moins un

sommet v avec f(v) = 3. Le poids de f est la valeur f(V ) =
∑

u∈V f(u). Le poids

minimum de f est appelé le nombre de domination romaine double de G, noté γdR(G).

Dans ce mémoire, on s’intéresse à l’étude de la domination romaine double dans les graphes,

tout d’abord, nous notons que γdR(G) ≤ 3β(G), où G est un graphe sans sommets isolés.

Puis, nous caractérisons quelques classes spéciales de graphes, à savoir les chaînes, les

cycles, les graphes réguliers et les blocs graphes G satisfaisant γdR(G) = 3β(G). Enfin,

nous montrons que le problème de décision associé à γdR(G) = 3β(G) est CO − NP -

complet pour les graphes bipartis.
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Abstract

Let G = (V,E) be a simple graph. A set M ⊆ E is a matching if no two edges in M have

a common vertex. The matching number, denoted β(G) (or β), is the maximum size of a

matching in G. A double Roman dominating function (DRDF) on a graph G is a function

f : V −→ {0, 1, 2, 3} such that every vertex u for which f(u) = 0 has a neighbor v for

which f(v) = 3 or at least two neighbors assigned 2 under f , while if f(u) = 1, then the

vertex u must have at least one neighbor assigned 2 or 3. The weight of a double Roman

dominating function is the value f(V ) =
∑

u∈V f(u). The minimum weight of a double

Roman dominating function on a graph G is called the double Roman domination number

of G, denoted by γdR (G). In this thesis, first, we note that γdR(G) ≤ 3β(G), where G

is a graph without isolated vertices. Moreover, we give a descriptive characterization of

block graphs G satisfying γdR(G) = 3β(G). Finally, we show that the decision problem

associated with γdR(G) = 3β(G) is CO −NP-complete for bipartite graphs.
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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques discrètes, en forte croissance

grâce à son rôle essentiel dans les sciences appliquées, incluant l’ingénierie et en parti-

culier l’informatique, mais aussi la biologie, la génétique ou encore les sciences sociales.

Généralement, les problèmes pratiques modélisables par les graphes sont de nature combi-

natoire où il est souvent question de recherche de structures optimales particulières, telles

que clique maximum, stable maximum, coloration minimum ou dominant minimum. Ce

dernier problème dont l’origine remonte au 16eme siecle en Inde dans le jeu d’échec [27].

L’idée de la domination dans les graphes a été posé par Jaenisch [27] en 1862. Le principe

est de couvrir l’ensemble des cases par certaines pièces du jeu d’échec et donc le problème

est de trouver le nombre minimum des reines qui peuvent être placées sur un échiquier

de sorte que chaque carré de l’échiquier est attaqué ou "dominé" par au moins l’une des

reines. D’autres applications de la domination dans la théorie des graphes sont utilisées

dans le domaine de la communication et la théorie des réseaux ainsi que le théorie du

codage. De ce fait, l’étude de la domination dans les graphes a reçu beaucoup d’attention

ces dernières années. La théorie de la domination dans les graphes a été formellement

introduite par Berge [7] en 1958.

En 1962, Ore [29] a été le premier à publier sur la domination dans les graphes et

donna l’appellation actuelle du nombre de domination. La domination a connu sa véritable

expansion après les travaux de Cockayne et Hedetniemi en 1977 [15]. Les deux livres de

Haynes, et Hedetniemi Slater [20, 21] témoignent de la pertinence et de l’intérêt accru de

ce sujet dans les dernières années.

Le coté pratique et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance

d’autres et nouveaux paramètres de domination. En effet, beaucoup de paramètres de

domination ont vu le jour lorsqu’on impose à la domination une condition supplémentaire

dans le graphe considéré. L’idée générale de la domination est de trouver dans un graphe

G un sous ensemble S de V (appelé dominant) tel que tout sommet extérieur au sous

ensembles S a au moins un voisin dans S. La notion de domination a gagné une grande
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popularité entre les chercheurs. Des résultats plus récents peuvent être trouvés dans

[11, 20, 21].

En 2004, Cokayne , Dreyer, S.M Hedetniemi, et S.T Hedetniemi ont introduit une

nouvelle variante de la domination dans les graphes non orientés, appelée fonction de

domination Romaine. En 2016, Beeler et al., ont introduit aussi une autre nouvelle vari-

ante, c’est la fonction dominante romaine double.

Le présent document est organisé comme suit :

Chapitre 1 : Définitions de base et Notations

Dans ce chapitre, on rappelle toutes les définitions de base sur les graphes nécessaires à

la compréhension de ce mémoire. Les notions propres à un chapitre donné seront définies

dans le chapitre lui même.

Chapitre 2 : Etat de l’art

Dans ce chapitre, on aborde le thème de domination dans les graphes, la domination

romaine et la domination romaine double. On donne ainsi un recueil des principaux

résultats existants.

Chapitre 3 : La domination Romaine double dans les graphes

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de la domination romaine double dans les

graphes, tout d’abord, nous notons que γdR(G) ≤ 3β(G), oùG est un graphe sans sommets

isolés. Puis, nous caractérisons quelques classes spéciales de graphes, à savoir les chaînes,

les cycles, les graphes réguliers et les blocs graphes G satisfaisant γdR(G) = 3β(G). Enfin,

nous montrons que le problème de décision associé à γdR(G) = 3β(G) est CO − NP -

complet pour les graphes bipartis.

Enfin on termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives pour les

travaux futurs dans cet axe de recherche.
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CHAPITRE 1

Définitions de base et Notations

1.1 Définitions et notations utilisées dans les graphes

1.1.1 Graphe, sommet, arête, boucle

Un graphe G = (V,E) est la donnée de deux ensembles finis, un ensemble de sommets V

(Vertices en anglais) et un ensemble d’arêtes E (Edges en anglais). Le cardinal de V est

appelé l’ordre de G, noté par n (G) et le cardinal de E est appelé la taille de G, noté par

m (G). Une arête e ∈ E est un couple non ordoné de deux sommets. L’arête e = {u, v}

est souvent notée e = uv, où u et v sont les extrémités de e. On dira dans ce cas que u

et v sont adjacents et que e est incidente à u et v. Une boucle est une arête dont les deux

extrémités sont confondues.

Exemple 1.1. Une arête e = uv, une boucle et deux arêtes multiples. Voir la Figure 1.1

uv

e
t t ut u vt t

Figure 1.1. Une arête e = uv, une boucle et deux arêtes multiples.

Lorsque plusieurs arêtes relient deux sommets, on les appelle des arêtes multiples et le

graphe G est appelé graphe multiple. Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans

arêtes multiples. Tous les graphes considérés dans ce mémoire sont simples et finis.

Exemple 1.2. Un graphe simple G d’ordre n = 7 et de taille m = 9. Voir la Figure 1.2.

1.1.2 Voisinage

On appelle voisinage ouvert d’un sommet u, l’ensemble N(u) = {v ∈ V : uv ∈ E} , c’est

l’ensemble de sommets adjacent à u dans G. Le voisinage fermé d’un sommet u désigne
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t t t t t
t

t
�
��

@
@@

@
@@

�
��

Figure 1.2. Un graphe simple G d’ordre n = 7 et de taille m = 9.

l’ensemble N [u] = N(u) ∪ {u}. Ainsi le voisinage ouvert d’un sous-ensemble S ⊆ V , est

l’ensemble N(S) =
⋃

N(u)
u∈S

, c’est l’union des voisinages ouverts des sommets de S. De

même, le voisinage fermé N [S] de S est l’union des voisinages fermés des sommets de S,

autrement dit N [S] = N(S) ∪ S.

1.1.3 Degré, degré maximum, degré minimum

Le degré d’un sommet v ∈ V est dG(v) = |N(u)| c’est le cardinal de son voisinage ou-

vert. On note par NS (x) = N (x) ∩ S et dS(x) = |NS(x)|. On notera par ∆(G) =

max {d(x), x ∈ V } et δ(G) = min {d(x), x ∈ V }, respectivement, le degré maximum et le

degré minimum dans G. Un sommet de degré 0 sera dit un sommet isolé, un sommet

de degré égal à 1 sera dit sommet pendant. Un sommet adjacent à un sommet pendant

sera dit sommet support et une arête adjacente à un sommet pendant est appelée arête

pendante. Le voisinage privé de x par rapport à S noté par opn[x, S] est l’ensemble,

opn[x, S] = N [x] − N [S − {x}]. Comme chaque arête a exactement deux sommets on a∑
x∈V

d(x) = 2m.

Exemple 1.3. La Figure 1.3 représente un sommet x avec ses voisins N(x).

x
NG (x)et

t

t
t
�

�

�




t

t
tt
t
�

�

�



��

��
��

HHHHHH

���
���

XXXXXX

��
��

��

HHHHHH

Figure 1.3. dG(x) = |N (x)| = 8.
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1.1.4 Chaîne, cycle

Une chaîne d’ordre n notée par Pn = (v1, v2, ..., vn) dans un graphe G = (V,E) est une

séquence finie de sommets v1, v2, ..., vn de V telle que vivi+1 ∈ E pour tout 1 ≤ i ≤ n− 1.

Les deux sommets v1 et vn sont appelés respectivement extrémité initiale et extrémité

finale de la chaîne Pn. Une chaîne est dite élémentaire (respectivement, simple) si tous ses

sommets sont distincts (respectivement, toutes ses arêtes sont distinctes). Un cycle d’ordre

n noté par Cn dans un graphe G = (V,E) est une chaîne férmée (les deux extrémités sont

confondues). Un cycle élémentaire Cn induit par n sommets est un cycle dont les sommets

sont distincts.

Exemple 1.4. Dans la Figure 1.4 on a la chaîne P4 d’ordre 4 et le cycle C4 d’ordre 4.

t t t t t t
t

t
�
��

@
@@

@
@@

�
��

Figure 1.4. La chaîne P4 et le cycle C4.

1.1.5 Graphe d-régulier Graphe vide, graphe complet

Soit d ∈ N∗ et G = (V,E). Si δ(G) = ∆(G) = d ≥ 1, alors G est appelé graphe d-régulier

et semi-régulier si ∆(G)− δ(G) = 1.

Exemple 1.5. Un graphe 3-régulier d’ordre 6 est représenté dans la Figure 1.5.

t

t
t t

t

t

�
��

@
@@

@
@@

�
��

Figure 1.5. Un graphe 3-régulier d’ordre 6.
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1.1.6 Graphe vide, graphe complet

Soit G = (V,E) un graphe simple. Si ∆(G) = 0 alors G est dit graphe vide. Un graphe

(n− 1)-régulier est appelé graphe complet d’ordre n noté par Kn.

Exemple 1.6. Pour k = 3, nous voyons dans la Figure 1.6 le graphe 3-régulier ( ou graphe

complet K4) d’ordre n = 4.

t

t

t

t

t

t

t

t
@
@@

�
��

@
@@

�
��

�
��

Figure 1.6. Le graphe vide d’ordre 4 et le graphe complet K4 (ou 3-régulier d’ordre 4).

1.1.7 Sous-graphe, graphe partiel

Soient G = (V,E) un graphe simple et X, Y deux parties disjointes non vides de V . 0n

note par [X, Y ] = {xy ∈ E : x ∈ X, et y ∈ Y }. A chaque partie non vide X ⊆ V est

associé le sous-graphe induit par X, noté par D[X] = (X,B) est un graphe où B = {uv ∈

E : u, v ∈ X}. Si X = V et B ⊆ A, alors le graphe H = (V,B) est appelé graphe partiel

du graphe G.

Exemple 1.7. Nous voyons dans la Figure 1.7, un graphe partiel et un sous-graphe d’un

graphe G.

G
t

t

t

t
t

t

t

t

t
t

t t

t
t

�
��

HH
HH

HH

HH
HH

HH

HH
HH

HH

Figure 1.7. Un graphe partiel et un sous-graphe d’un graphe G.
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1.1.8 Stable, clique

Soient G = (V,E) un graphe simple et S ⊆ V . Si∆(D [S]) = 0 alors S est appelé ensemble

stable ou indépendant, et si D [S] est un graphe complet, alors S est appelé une clique. Si

D [S] = K3 alors S est appelé une clique de trois sommets ou juste un triangle.

1.1.9 Complément d’un graphe

Le graphe complémentaire d’un graphe simple G = (V,E) est un graphe simple noté par

G = (V,E) et tel que: (u, v) ∈ E si et seulement si (u, v) /∈ E; ∀ u, v ∈ V .

Exemple 1.8. La Figure 1.8 représente un graphe G ainsi que son graphe complémentaire

G.

t

t

t

t
@
@
@
@
@@

�
�
�

�
�� t

t

t

t

Figure 1.8. Un graphe G et son complémentaire G.

1.1.10 Graphe biparti, Graphe biparti complet

Soit G = (V,E) un graphe et S un sous-ensemble de V . Un graphe biparti G = (X, Y,E)

est un graphe dont ses sommets peuvent être divisé en deux sous- ensembles disjoints et

indépendants X, Y . Un graphe biparti complet est un graphe biparti (X, Y,E) tel que

pour tout sommet x ∈ X et pour tout sommet y ∈ Y, xy ∈ E. Un graphe biparti complet

avec les partitions |X| = p et |Y | = q, est noté par Kp,q.

Exemple 1.9. Un exemple d’un graphe biparti d’ordr 6 est représenté dans la Figure 1.9.

1.1.11 Sommet d’articulation (Cut vertex)

Un sommet v of G est appelé sommet d’articulation de G si G− v a plus de composants

de G.
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t t t t

t t
�
�
�
�
�
� S

S
S
S
S
S

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
QQ

Figure 1.9. Un graphe biparti K2,4.

un graphe connexe sans sommet d’articulation est appelé un bloc. un bloc d’un graph

G est un sous graphe de G.

Exemple 1.10. Dans la Figure 1.10, le sommet blanc est un sommet d’articulation (cut

vertex).
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Figure 1.10. Le sommet blanc est un sommet d’articulation (cut vertex).

1.1.12 Isomorphisme

Un isomorphisme f entre deux graphes G1 = (V1, E) et G2 = (V2, E) est une bijection

f:V1 → V2 telle que |V1| = |V2| et pour tout paire de sommets u, v de V1, (u, v) est un arête

de G1 si et seulement si (f(u), f(v)) est un arête de G2. Deux graphes G1 et G2 sont dits

isomorphes et on écrit G1
∼= G2 s’il existe un isomorphisme f entre eux.

1.1.13 Connexité

Un graphe G est dit connexe si pour tout pair de sommets, x et y de G, il existe une chaîne

reliant x à y et on note cette relation de connexité par∼, et on a donc x ∼ y si et seulement

s’il existe dans G une chaîne reliant x à y. La relation ∼ est une relation d’équivalence. Les
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sous-graphes induits par les classes d’équivalence de ∼ sont appelés composantes connexes

de G. Le graphe G est dit connexe s’il possède une seule composante connexe.

Exemple 1.11. Dans la Figure 1.11, le graphe G est connexe puisque il contient une

seule composante connexe, tandis que H est non connexe car il contient deux composantes

connexes C3 et P2.

G
t t

tt

H
t t

t

t

t
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AA

Figure 1.11. G est connexe, H est non connexe avec deux composantes connexes.

1.1.14 Arbre, forêt

Un T = (V,E) est un graphe connexe et sans cycle. Le sommet v adjacent à une feuille u

est appelé un sommet support, on dit que v est un sommet support fort s’il est adjacent

à au moins deux feuilles. L’ensemble de sommets pendants (feuilles) noté par Ω (T ) et

l’ensemble de sommets supports d’un arbre noté N (Ω (T )). Un graphe sans cycles mais

non-connexe est appelé forêt.

Exemple 1.12. Un arbre T d’ordre 10 avec |Ω (T )| = 7 et |N (Ω (T ))| = 3 est représenté

dans la Figure 1.12.

1.1.15 Étoile, double étoile

Une étoile d’ordre n est un graphe bipartie complet K1,n, (On peut considérer une étoile

comme étant un arbre T d’ordre n ≥ 2 qui possède n−1 feuilles). Une double étoile, notée

Sp,q , est un arbre d’ordre n = p + q + 2, possédant exactement deux sommets supports,

l’un est adjacent à p feuilles et l’autre à q feuilles.
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Figure 1.12. Un arbre T d’ordre 10.

Exemple 1.13. Une étoile K1,3 d’ordre4 et une double étoile S3,5 d’ordre 9 sont représen-

tés dans la Figure 1.13.

K1,3 S3,5
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Figure 1.13. Une étoile K1,3 et une double étoile S3,4.
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CHAPITRE 2

État de l’art

2.1 Introduction

Dominer des sommets d’un graphe c’est choisir un sous-ensemble de sommets tel que tout

sommet qui se trouve à l’extérieure du graphe a au moins un voisin dans cet ensemble.

Cet ensemble est appelé ensemble dominant. Cette notion de domination dans les graphes

a été introduite par Berge (1958) [7] et puis par Ore (1962) [29]. Nous commençons cette

section par donner la définition de la domination dans les graphes.

2.1.1 Ensemble dominant

Définition 2.1. Soit G = (V,E) un graphe simple. Un sous-ensemble de sommets S ⊆ V

de G est dit ensemble dominant si tout sommet de V − S est adjacent à au moins un

sommet de S. Le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G, noté γ(G), est appelé

nombre de domination. Un γ(G)-ensemble est un ensemble dominant de G de cardinalité

γ(G). On note qu’un graphe G peut avoir plusieurs γ(G)-ensembles.

Remarque 2.2. Si S est un ensemble dominant d’un graphe simple G = (V,E), alors:

1. Un sous-ensemble de S n’est pas nécessairement un ensemble dominant de G, tandis

que tout ensemble contenant D est un ensemble dominant de G.

2. S contient tous les sommets isolés de G.

3. Puisque l’ensemble des sommets d’un graphe est toujours un ensemble dominant

et un dominant contient au moins un sommet, alors le nombre de domination est

toujours défini et 1 ≤ γ(G) ≤ n.

• γ(G) = 1 si et seulement si G possède un sommet v de degré n − 1 (sommet

universel), dans ce cas {v} est un ensemble dominant minimum de G.
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• γ(G) = n si et seulement si G = Kn, dans ce cas V (G) est l’unique ensemble

dominant de G.

2.1.2 Quelques résultats existants sur la domination dans les graphes

On résume ci-dessous quelques bornes concernant le nombre de domination.

Walikar Acharya et Sampathkumar [40] ont présenté deux bornes inférieur pour le nombre

de domination γ.

Théorème 2.3 (Walikar, Acharya et Sampathkumar [40]). Pour tout graphe simple

G avec n sommets et m arêtes et de degré maximum ∆(G), on a:

γ(G) ≥ n−m et γ(G) ≥ n

∆(G) + 1
.

Une caractérisation des graphes G tels que γ(G) = n
2
a été donnée indépendamment

par Payan et Xuang [25] et Fink, Jacobson, Kirch et Roberts [41].

Théorème 2.4 (Payan, Xuang [25] et Fink et al. [41]). Soit G un graphe connexe

d’ordre n. Alors γ(G) = n
2
si et seulement si G est la couronne J ◦K1 où J est un graphe

connexe, ou G = C4.

Jaeger et Payan [42] ont établi sur γ(G) les résultats de type Nordhaus-Gaddum suiv-

ants.

Théorème 2.5 (Jaeger, Payan [42]). Si G est un graphe d’ordre n ≥ 2, alors

3 ≤ γ(G) + γ(G) ≤ n+ 1.

2 ≤ γ(G)γ(G) ≤ n.

Une caractérisation des graphes G tels que γ(G) + γ(G) = n + 1, est donnée par

Cockayne, Hedetniemi [15].

Théorème 2.6 (Cockayne, Hedetniemi [15]). Soit G un graphe d’ordre n. Alors
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γ(G) + γ(G) = n+ 1,

si et seulement si G = Kn ou G = Kn.

Une caractérisation des graphes G tels que γ(G) + γ(G) = n est donnée par Laskar,

Peters [23].

Théorème 2.7 (Laskar, Peters [23]). Soit G un graphe et G son complémentaire, si G

et G sont connexes, alors

γ(G) + γ(G) ≤ n,

Une autre notion est apparue dans la théorie des graphes avant la notion de domination,

c’est la notion d’indépendance (stabilité).

2.1.3 Ensemble indépendant (ou stable)

Définition 2.8. Un sous ensemble de sommets S ⊆ V d’un graphe G est appelé indépen-

dant (ou stable) s’il n’existe pas deux sommets adjacents dans S. Un ensemble indépendant

S est dit indépendant maximal si aucun indépendant de V ne le contient.

Cette notion est reliée à celle de la domination par le fait qu’un stable maximal (au

sens de l’inclusion des ensembles) est un dominant. Le nombre d’indépendance, α(G), est

égal à la cardinalité maximale d’un ensemble maximal indépendant dans G. Un ensemble

indépendant de cardinalité α(G) est appelé α(G)-ensemble.

Exemple 2.9. Pour le graphe G de la Figure 2.1, on a γ(G) = 2 et α(G) = 4. L’ensemble

{x1, x2} est un γ(G)-ensemble et l’ensemble {y1, y2, y3, y4} est un α(G)-ensemble.
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x1 x2
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Figure 2.1. Un graphe G avec γ(G) = 2, α(G) = 4.

2.1.4 Couplage

Définition 2.10. Soit G = (V,E). Un ensemble M ⊆ E d’arêtes de G deux à deux non

adjacentes est appelé un couplage de G. Un couplage de cardinalité maximum est appelé

couplage maximum et le nombre d’arêtes dans un couplage maximum de G est noté par

β(G). Le couplage est dit parfait si β(G) = n
2
.

Exemple 2.11. Les arêtes indépendantes représentées dans la figure 2.4 correspondant à

la Figure 2.3 forment un couplage maximum de G et le nombre de ses arêtes β(G) = 3, ce

couplage est parfait.

Dans l’étude des paramètres de domination, les chercheurs s’intéressent souvent à déter-

miner les valeurs de ces paramètres soit de façon exacte, grâce à des relations directes

en fonction de quelques invariants de base tels que l’ordre du graphe, degré maximum

du graphe ...etc ou bien à trouver des algorithmes polynomiaux. Cependant, pour un

graphe quelconque, la détermination de la plupart de ces paramètres est un problème

NP -complet. De ce fait, et en l’absence des valeurs exactes pour ces paramètres, on est

contraint à chercher des bornes supérieures et inférieures qui encadrent le plus possibles

ces paramètres. Évidement, la borne qui sera atteinte sera acceptable et souvent il est

diffi cile de l’améliorer.

En 1975, Cockayene et al. [12] ont construit le premier algorithme linéaire pour la

détermination du nombre de domination γ(T ) pour tout arbre T . Johnson (1975) [19]

était le premier qui a montré que le problème de détermination du nombre γ(G) pour un

graphe arbitraire G est NP -complet. La domination n’a connue sa véritable expansion

qu’après la parution de l’article de Cockayne et Hedetniemi (1977) [15]. Depuis, l’étude
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de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a donné naissance à

plusieurs paramètres de domination dont la résolution est NP -Complet (Voir [9, 23, 24]).

En outre, Dewdney (1981) [17], Chang et Nemhauser (1984) [28], Bertossi (1984) [10],

indépendamment, ont montré que le problème reste NP -complet, même si l’on se restreint

aux graphes bipartis. Booth et Johnson (1982) [9] ont montré que le problème reste aussi

NP -complet pour les graphes triangulés.

2.2 Les fonctions de domination romaines

L’étude initiale de la domination romaine était motivée par les stratégies de défense util-

isées pour défendre l’empire romain sous le règne de l’empereur Constantin 1er, de 272 à

337 ap. Il décréta que pour toutes les villes de l’empire romain, une légion ou deux légions

devraient être stationnées dans chaque ville, et si un lieu ne comportant aucune légion

était attaqué, il devait alors se situer à proximité d’au moins une ville dans laquelle deux

légions étaient stationnées, afin qu’une des deux légions puisse être envoyée pour défendre

la ville attaquée. Cette partie de l’histoire de l’Empire romain a donné naissance au con-

cept mathématique de domination romaine, défini et discuté à l’origine par un article de

Steward dans Scientific American, intitulé "Defend the Roman Empire!" [35] en 1999, puis

développé par Cockayne et al. [14] en 2004, Il s’agissait donc de sécuriser toutes les villes

de l’empire romain par un nombre minimum de légions. Ceci peut être modélisé comme

suit:

Soit G = (V,E) un graphe dont un sommet de G représente une ville dans l’empire

romain. Soit f : V −→ {0, 1, 2} une fonction. Une ville (sommet v) est considérée non-

sécurisée si elle n’a aucune légion (f(v) = 0) et elle est sécurisée sinon (f(v) ∈ {1, 2}).

Une ville non-sécurisée (sommet u) peut être sécurisée par l’envoi d’une légion d’une ville

v voisine (sommet adjacent). Cependant, l’empereur Constantine, décréta que toute ville

qui n’a pas de légion pour la sécuriser (f(u) = 0) doit être voisine à au moins une autre

ville qui a deux légions (f(v) = 2). Si la 1ère serait attaquée, alors la 2ème pourrait déployer

une légion pour la protéger sans qu’elle devient vulnérable elle même. De cette manière,
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l’empereur Constantine pouvait défendre tout l’empire romain. Vu que le maintient d’une

légion à une ville coute chère, alors l’objectif de l’empereur est de minimiser le nombre

total de légions nécessaires pour protéger tout l’empire.

2.2.1 Fonction de domination romaine

Définition 2.12. [14] Une fonction de domination romaine (RDF) sur un graphe G est

une fonction f : V −→ {0, 1, 2} tel que si f(v) = 0, alors le sommet v doit avoir au

moins un voisin dans V2. Soit (V0, V1, V2) une partition ordonnée de V induite par f , où

Vi = {v ∈ V : f(v) = i}, pour i = 0, 1, 2. Notons qu’il existe un 1-1 correspondance entre

la fonction f : V → {0, 1, 2} et la partition ordonnée (V0, V1, V2) de V . On écrira donc

f = (V0, V1, V2). Le poids d’une FDR est la valeur

w (f) = f(V ) =
∑
u∈V

f(u) = |V1|+ 2 |V2| .

Le poids minimum de f est appelé le nombre de domination romaine de G, noté γR(G),

γR(G) = min {w (f) : f est une FDR}. Cockayne et al. [14] ont donné des relations entre

le nombre de domination romaine et le nombre de domination d’un graphe G, γ(G) ≤

γR(G) ≤ 2γ(G).

Exemple 2.13. La fonction de domination romaine f : V → {0, 1, 2} pour le graphe G

donnée par la Figure 2.3, est de poids minimum γR(G) = 4.
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Figure 2.2. γR(G) = 4.

Le concept de domination romaine dans les graphes est largement étudié dans la lit-

térature, au moins 200 articles ont été publiés sur divers aspects de la domination romaine

dans les graphes notamment: la domination romaine, la domination romaine indépendante

et faible domination romaine, pour plus de détail voir ([13, 14, 18, 22, 26, 33, 34, 36, 37]).
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2.2.2 Quelques résultats existants sur la domination romaine dans

les graphes

Nous citons ici quelques résultats existant pour le paramètre γR(G).

Proposition 2.14. [14] Si G est une chaîne Pn ou un cycle Cn, alors γR(G) =
⌈

2n
3

⌉
.

Proposition 2.15. [13] Si G est un graphe d’ordre n et de degré maximum ∆ (G), alors

on a

γR(G) ≤ n−∆ (G) + 1.

Théorème 2.16 (Chambers et al. [36]). Si G est un graphe connexe d’ordre n, alors

γR(G) ≤ 4n

5
,

avec l’égalité si et seulement si G est un C5 ou G est obtenu de n
5
P5 en identifiant

chaque sommet d’un sous graphe connexe au centre d’une seule composante connexe de
n
5
P5.

Une borne inférieure du nombre de domination romaine est donnée par Cockayne et

al. [14].

Proposition 2.17 (Cockayne et al. [14]). Pour tout graphe G d’ordre n et de degré

maximum ∆(G), on a

γR(G) ≥ 2n

∆(G) + 1
.

Proposition 2.18 (Cockayne et al. [14]). Si G est un graphe d’ordre n avec ∆(G) =

n− 1, alors

γR(G) = 2.

Cockayne et al. [14] ont donné une caractérisation des graphes G tels que γR(G) = n.
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Proposition 2.19 (Cockayne et al. [14]). Si G est un graphe sans sommets isolés

d’ordre n, alors

γR(G) = n,

si et seulement si G = n
2
K2.

2.3 Les fonctions de domination romaines doubles

En 2016, Beeler et al. [8] ont initié l’étude des fonctions de domination romaines doubles

pour les graphes, et ils ont défini ce nouveau concept comme suit:

2.3.1 Fonction de domination romaine double

Définition 2.20. [8] Une fonction de domination romaine double (FDRD) d’un graphe

G est une fonction f : V → {0, 1, 2, 3} telle que:

1. si f(v) = 0, alors le sommet v doit avoir au moins deux voisins dans V2 ou un voisin

dans V3.

2. si f(v) = 1, alors le sommet v doit avoir au moins un voisin dans V2 ∪ V3.

Le poids d’une FDRD est la valeur f(V ) =
∑

u∈V f(u). Le poids minimum de f est

appelé le nombre de domination romaine double de G, noté γdR(G).

Exemple 2.21. La fonction de domination romaine double f : V → {0, 1, 2, 3} donnée

par la Figure 2.5, est de poids 6.
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Figure 2.3. Un graphe G avec γdR(G) = 6.
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Dans [1], les auteurs ont montré que le problème de décision associé à γdR est NP -

complet, même pour les graphes bipartis et triangulés. Ils ont également caractérisé les

graphes pour les petites valeurs de γdR. Dans [32], les auteurs ont présenté un algorithme

linéaire qui détermine la valeur de ce paramètre dans les arbres. De plus, ils ont donné

une caractérisation des arbres T avec 2γ(T ) + 1 = γdR(T ) et γdR(T ) + 1 = 2γdR(T ). Des

résultats supplémentaires sur les graphes concernant la domination romaine double sont

disponibles dans [4, 6, 5, 30, 31, 32].

2.3.2 Quelques résultats existants sur la domination romaine double

dans les graphes

Nous citons ici quelques résultats existant pour le paramètre γdR(G).

Proposition 2.22. [8] Pour une fonction de domination romaine double de poids γdR(G),

aucun sommet n’a besoin d’avoir la valeur 1.

Proposition 2.23. [8] Pour tout graphe G, alors

γR(G) < γdR(G).

Corollaire 2.24. [8] Pour tout graphe G non trivial connexe,

γR(G) < γdR(G) < 2γR(G).

Théorème 2.25. [8] Si G est un graphe connexe d’ordre n ≥ 3, alors

γdR(G) ≤ 5n/4.

Théorème 2.26. [38] Pour tout graphe G d’ordre n,

γdR(G) ≤ 2 (n−∆(G)) + 1.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n et soit v un sommet de degré maximum. Alors la

fonction h = (N(v), V − N [v], {v}) est une FDRD de G de poids 2n − 2∆ + 1, et donc

γdR(G) ≤ 2 (n−∆ (G)) + 1.
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Théorème 2.27. [38] Pour tout graphe G d’ordre n ≥ 4,

γdR(G) + γdR(G) ≤ 2n+ 3,

avec égalité si et seulement si G = Kn ou Kn.

Proposition 2.28 (Ahangar et al. [1]). Soit G un graphe connexe d’ordre n ≥ 3. Alors

1. γdR(G) = 3 si et seulement si ∆ (G) = n− 1.

2. γdR(G) = 4 si et seulement si G = K2 ∨ H, où H est un graphe avec ∆ (H) ≤

|V (H)| − 2.

3. γdR(G) = 5 si et seulement si ∆ (G) = n − 2 et G 6= K2 ∨ H pour tout graphe H

d’ordre n− 2.

Les résultats suivants sont donnés par Deboub Abdelali et Rabehi Allal dans leur

mémoire de Master [39].

Proposition 2.29. [39] Soit G un graphe d’ordre n de degré maximum ∆ (G). Si

γdR (G) = 2 (n−∆ (G)) + 1,

alors pour tout sommet v de degré maximum on a:

1. chaque sommet de N (v) est adjacent à au plus un sommet de N (v) ,

2. N (v) est indépendant, et

3. N (v) a au moins un sommet sans voisin dans N (v) .

Proposition 2.30. [39] Pour tout graphe G connexe d’ordre n ≥ 3, et de degré maximum

∆(G), alors

γdR (G) ≥ 3n

∆ (G) + 1
.
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Proposition 2.31. [39] Soit G un graphe d’ordre n et de degré maximum ∆(G). Si

γdR (G) = 2 (n−∆ (G)) ,

alors pour tout sommet v de degré maximum on a:

1. Chaque sommet de N(v) est adjacent à au plus deux sommets dans N(v).

2. G[N(v)] contient au plus un arête.

3. N(v) 6= ∅.
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CHAPITRE 3

La domination Romaine double dans les graphes

3.1 Introduction

Nous rappelons ici la définition de la domination Romaine double dans les graphes donnée

par Beeler et al.[8], ainsi quelques résultats obtenus par Ahangar,et al.[1].

Définition 3.1. [8] Une fonction de domination romaine double (FDRD) d’un graphe G

est une fonction f : V → {0, 1, 2, 3} telle que:

1. si f(v) = 0, alors le sommet v doit avoir au moins deux voisins dans V2 ou un voisin

dans V3.

2. si f(v) = 1, alors le sommet v doit avoir au moins un voisin dans V2 ∪ V3.

Le poids d’une FDRD est la valeur f(V ) =
∑

u∈V f(u). Le poids minimum de f est

appelé le nombre de domination romaine double de G, noté γdR(G).

Proposition 3.2. [1] pour n ≥ 1, γdR(Pn) =

 n si n ≡ 0 (mod 3) ,

n+ 1 si n ≡ 1, 2 (mod 3) .

Proposition 3.3. [1] pour n ≥ 3, γdR(Cn) =

 n si n ≡ 0, 2, 3, 4 (mod 6) ,

n+ 1 si n ≡ 1, 5 (mod 6) .

Beeler et al.[8] a observé que dans un DRDF de poids minimum, aucun sommet ne

doit se voir attribuer la valeur 1.

Proposition 3.4. [8] pour toute fonction de domination Roman double g, il existe une

fonction de domination Roman double f d’un poids non supérieur à g pour lequel aucun

sommet ne reçoit la valeur 1.
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Par Proposition 3.4, dans ce qui suit quand on considère un γdR-fonction d’un graphe

nous supposons qu’aucun sommet de G ne reçoit la valeur 1.

Beeler et al.(2016) ont montré qui si G est un graphe sans sommets isolés, alors

γdR(G) ≤ 3γ(G) et Cockayne (1978) a montré que γ(G) ≤ β, et cela conduit immédi-

atement à la nouvelle borne supérieure:

γdR(G) ≤ 3β(G).

Rappelons que le nombre β(G) peut être calculé pour tout graphe G en temps polynomial

[2].

Théorème 3.5. Pour tout graphe G sans sommet isolé,

γdR(G) ≤ 3β(G) (3.1)

et cette borne est atteindre pour n
2
K2.

Dans ce chapitre on s’intéresse principalement à la caractérisation descriptive de

quelques classes de graphes pour lesquelles la borne supérieure (3.1) est atteinte. Nous

commençons tout d’abord par caractériser certaines classes de graphes, à savoir les chaînes,

les cycles, les graphes réguliers et les blocs graphes tels que γdR(G) = 3β(G). En plus, on

montre que le problème de décision associé à γdR(G) = 3β(G) est CO−NP -complet pour

les graphes bipartis.

3.2 Chaînes et cycles tels que γdR(G) = 3β(G)

Proposition 3.6. Si G ∈ {Pn, Cn} alors γdR(G) = 3β(G) si et seulement si n ∈ {2, 3, 5}

pour n ≥ 2.

Preuve. Si G ∈ {Pn, Cn} alors β ∈
{
n−1

2
, n

2

}
. Supposons que γdR(Pn) = 3β(Pn) où

n ≥ 2. D’après la Propositions 3.2, on distingue 4 cas:

Case 1. n ≡ 0 (mod 3) et n ≡ 0 (mod 2). On a n = γdR(Pn) = 3β(Pn) = 3n
2
, une

contradiction.
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Case.2. n ≡ 0 (mod 3) and n ≡ 1 (mod 2). On a n = γdR(Pn) = 3β(Pn) = 3n−1
2
, ce

qui implique que n = 3.

Case 3. n ≡ 1, 2 (mod 3) and n ≡ 0 (mod 2). On a n + 1 = γdR(Pn) = 3β(Pn) = 3n
2
,

ce qui implique que n = 2.

Case.4. n ≡ 1, 2 (mod 3) and n ≡ 1 (mod 2). On a n+ 1 = γdR(Pn) = 3β(Pn) = 3n−1
2
,

ce qui implique que n = 5.

Maintenant, supposons que γdR(Cn) = 3β(Cn) où n ≥ 3. On utilise la Propositions

3.3 et en suivant les mêmes arguments dans les Case 1 à Case 4 on obtient n ∈ {3, 5}.

La condition suffi sante est facile à vérifier.

3.3 Graphes réguliers tels que γdR(G) = 3β(G)

On 1995, Volkmann [3] a donné une caractérisation descriptive sur les graphes régulier

satisfaisants γdR(G) = 3β(G).

Proposition 3.7. [3] Soit G un graphe connexe r-régulier avec r > 0. Alors on a γ(G) =

β(G) si et seulement si G = K2, C3, C4, C5 ou C7.

Puisque γdR(G) ≤ 3γ(G) ≤ 3β(G), on observe que la famille des graphes G avec

γdR(G) = 3β(G) est un sous classe de la famille des graphes avec γ(G) = β(G). D’après

ce résultat et par le Théorème 3.7, ainsi la Proposition 3.6, on peut déduire le résultat

suivant.

Proposition 3.8. Soit G un graphe r-régulier avec r > 0. Alors γdR(G) = 3β(G) si et

seulement si G = K2, C3 ou C5.

3.4 Graphes de blocs tels que γdR(G) = 3β(G)

Soit G un graphe de blocs connexe d’ordre n ≥ 2. Soit Ω = Ω(G) l’ensemble des feuilles

de G et G∗ = G−N [Ω]. On 1995, Volkmann [3] a prouvé le résultat suivant:
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Théorème 3.9. [3] Soit G un graphe de blocs connexe d’ordre n ≥ 2, Ω = Ω(G) et

G∗ = G−N [Ω]. Alors γdR(G) = 3β(G) si et seulement si G∗ = ∅ ou chaque composante

de G∗ est un sommet isolé, une étoile, ou un triangle, où les centres des étoiles ne sont

pas adjacents a un sommet de N(Ω) mais au moins un sommet de chaque triangle est

adjacent à un sommet de N(Ω).

Pour le résultat suivant, soit X1 ⊆ N(Ω) l’ensemble des sommets supports, tel que

chaque sommet de X1 est adjacent exactement a une feuille et X2 = N(Ω)−X1.

Théorème 3.10. Soit G un graphe de blocs connexe d’ordre n ≥ 2, Ω = Ω(G) et G∗ =

G−N [Ω]. Alors γdR(G) = 3β(G) si et seulement si G∗ = ∅ ou chaque composante de G∗

est un sommet isolé, ou triangle et exactement un sommet de chaque triangle est adjacent

a un seul sommet de X2 de plus X1 est un ensemble indépendant, il n’ya pas d’arêtes entre

X1 et X2 et |[x,X1]| ≤ 2 pour chaque sommet x in G∗.

Preuve. Supposons que G∗ a m ≥ 0 copies de triangles Ki
3 avec V (Ki

3) = {ui1, ui2, ui3}

pour i = 1, 2, ...,m. Si G remplit les conditions du Théorème 3.10, la fonction f : V (G) −→

{0, 1, 2, 3} tel que f(x) = 3 pour x ∈ N(Ω), f(ui1) = 3 pour i = 1, 2, ...,m et f(x) = 0 sinon,

est une fonction de domination Romaine double minimum G de poids 3|N(Ω)| + 3m =

3β(G) et donc γdR(G) = 3β(G).

Inversement, supposons que G est un graphe de blocs connexe d’ordre n ≥ 2 avec

γdR(G) = 3β(G). Comme nous l’avons vu ci-dessus, la classe des graphes G vérifiant

γdR(G) = 3β(G) est une sous classe des graphes de blocs connexes décrit dans le Théorème

3.9.

Supposons que G∗ contient m′ ≥ 1 étoiles Si de centres ai. Si G∗ ne contient pas

de triangles (m = 0 ), alors N(Ω) ∪ {a1, a2, . . . , am′} est un ensemble dominant mini-

mum, et donc β(G) = γ(G) = |N(Ω)| + m′. Cependant, si nous définissons la fonction

f : V (G) −→ {0, 1, 2, 3} par f(x) = 3 pour x ∈ N(Ω), f(a1) = f(a2) = . . . = f(am′) = 2

et f(x) = 0 sinon, alors f est une FDRD de poids 3|N(Ω)| + 2m′ < 3β(G), contradic-

tion. Maintenant supposons que m ≥ 1 et supposons que pour un triangle disons Ki
3 avec

V (Ki
3) = {ui1, ui2, ui3} . D’après le Théorème 3.9, n’est pas tout les sommets sont adjacents
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a un sommet de N(Ω), donc, sans perte de généralité nous supposons que ui1 /∈ N (N(Ω))

pour i= 1, 2, ...,m. Alors N(Ω)∪{a1, a2, . . . , am′}∪ {u1
1, u

2
1, . . . , u

m
1 } est un ensemble dom-

inant minimum, et donc β(G) = γ(G) = |N(Ω)| + m′ + m. Nous définissons la fonction

f : V (G) −→ {0, 1, 2, 3} par f(x) = 3 pour x ∈ N(Ω), f(ai) = 2 pour i = 1, 2, ...,m′

et f(ui1) = 2 pour i = 1, 2, ...,m, et f(x) = 0 sinon, alors f est une FDRD de poids

3|N(Ω)|+ 2m′ + 2m < 3β(G), une contradiction.

Maintenant supposons que m ≥ 1. Supposons que pour un triangle, disons K1
3 , u

1
1, u

1
2

est adjacent a un sommet de N(Ω). Clairement, nous avons β(G) = |N(Ω)|+m. Définis-

sons la fonction f : V (G) −→ {0, 1, 2, 3} par f(x) = 3 pour x ∈ N(Ω), f(ui1) = 3

pour i = 2, 3, ...,m, f(u1
3) = 2 et f(x) = 0 sinon, alors f est un FDRD de poids

3|N(Ω)| + 3m − 1 < 3β(G), contradiction, par conséquent chaque triangle de G∗ est

adjacent exactement à un sommet de N(Ω).

Supposons maintenant et sans perte de généralité, que u1
1 est adjacent à un sommet

u ∈ X1 et soit u1 la feuille adjacente à u. Définissons la fonction f : V (G) −→ {0, 1, 2, 3}

par f(x) = 3 pour x ∈ N(Ω)− {u}, f(u1) = 2, f(ui1) = 3 pour i = 1, 2, ...,m et f(x) = 0

sinon, alors f est une FDRD de poids 3|N(Ω)|+ 3m− 1 < 3β(G), une contradiction. Par

conséquent chaque triangle de G∗ est adjacent exactement à un sommet de X2.

Dans ce qui suit, nous montrons que X1 est un ensemble indépendant et qu’il n’ya pas

d’arêtes entre X1 et X2. Supposons d’abord qu’il existe une arête uv avec u, v ∈ X1. Soit

u1 la feuille adjacente à u. Définissons la fonction f : V (G) −→ {0, 1, 2, 3} par f(x) = 3

pour x ∈ N(Ω) − {u}, f(u1) = 2 et f(x) = 0 sinon, alors f est une FDRD de poids

3|N(Ω)| − 1 < 3β(G), une contradiction.

Maintenant, supposons qu’il ya une arête uv avec u ∈ X1 et v ∈ X2. Soit u1 la

feuille adjacente à u. Définissons la fonction f : V (G) −→ {0, 1, 2, 3} par f(x) = 3

pour x ∈ N(Ω) − {u}, f(u1) = 2 et f(x) = 0 sinon, alors f est une FdRD de poids

3|N(Ω)| − 1 < 3β(G), une contradiction.

Enfin, nous montrons que |[x,X1]| ≤ 2 pour chaque sommet x ∈ G∗. Supposons qu’il

existe un sommet w ∈ G∗ tel que |[w,X1]| ≥ 3. Soit u1, u2, . . . , ut ∈ X1 (t ≥ 3) les voisins

de w, et soit vi est la feuille adjacente à ui pour 1 ≤ i ≤ t. Définissons maintenant la

fonction f : V (G) −→ {0, 1, 2, 3} par f(w) = 2, f(v1) = f(v2) = . . . = f(vt) = 2, f(x) = 3
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pour x ∈ (X1 − {u1, u2, . . . , ut}) ∪X2 et f(x) = 0 sinon, alors f est une FDRD de poids

3|X2|+ 3(|X1| − t) + 2 + 2t = 3|X2|+ 3|X1|+ 2− t < 3|N(Ω)|,

une contradiction.

Corollaire 3.11. Soit T un arbre d’ordre n ≥ 2. Alors on a γdR(G) = 3β(G) si et

seulement si T ∗ = ∅ ou chaque composante de T ∗ est un sommet isolé tel que X1 est un

ensemble indépendant, il n’ya pas d’arêtes entre X1 et X2 et |[x,X1]| ≤ 2 pour tout sommet

x ∈ T ∗.

3.5 NP-Complétude avec γdR(G) = 3β(G)

Dans cette section, nous considérons la complexité du problème de décider si “oui”ou

“non” un graphe G satisfait γdR(D) = 3β(G). Nous montrons que ce problème est

CO−NP-complet en utilisant la réduction (i.e. une transformation) du problème de

3-satisfiabilité (3-SAT) au problème de décider si γdR(G) ≤ 3β(G) − 1 est NP-complet.

Noter que le problème 3-SAT est un problème NP-complet [19].

FONCTION MINIMUM DE DOMINATION ROMAINE DOUBLE (FM-

DRD)

INSTANCE: Un graphe biparti G = (V,E).

QUESTION: Est-ce que G a une FMDRD f avec f (V ) = 3β(G) ?

FONCTION DE DOMINATION ROMAINE DOUBLE(FDRD)

INSTANCE: Un graphe biparti G = (V,E).

QUESTION: Est-ce que G a une FDRD f avec f(V ) ≤ 3β(G)− 1?

3-SATISFIABILITY (3-SAT)

INSTANCE: Un ensemble fini X = {x1,···, xp} et un ensemble C = {C1, C2, ..., Cq}

de la collection d’ensembles de 3 éléments de X, appelés clauses, telle que chaque clause

Ci = yi,1 ∨yi,2 ∨yi,3, où chaque occurrence yi,j soit xi ou xi (la négation de xi).
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QUESTION: Y a-t-il une instance (formule) I = C1 ∧ C2···∧Cq de 3-SAT, pour

l’ensemble des clauses C, telle que G ait un FDRD f avec f(V ) ≤ k si et seulement

si j’ai une assignation de vérité satisfiable ?

Nous notons par Hi le graphe décrit dans la Figure 3.1.
ti

xi

yi

xi

si

zi

t
t
t
t
tt

@
@
@

�
�
�

@
@
@

�
�
�

Figure 3.1. Le graphe Hi.

Théorème 3.12. Le problème FDRD est NP-complet pour les graphes bipartis.

Preuve. Soit G un graphe d’ordre n. Premièrement, nous devons montrer que FDRD

∈ NP . En effet, il est facile de vérifier une instance ’oui’de FDRD en temps polynomial,

c’est-à-dire, pour un grapheG = (V,E), un entier positif k et une fonction arbitraire f avec

f(V ) ≤ k, il est facile de vérifier en temps polynomial si f est un FDR. Deuxièmement,

nous devons construire une réduction du problème NP -complet, 3-SAT bien connu au

problème de FDR.

Soit X = {x1, x2, ..., xp} un ensemble de variables et C = {C1, C2, ..., Cq} un ensemble

de sous-ensembles de 3-éléments, appelés clauses, où chaque clause Ci contient trois occur-

rences distinctes d’une variable xi ou xi (la négation de xi). Étant donné une instance I de

3-SAT, pour l’ensemble des clauses C, nous construirons une instance G(I) (c’est-à-dire

un graphe G correspondant à une instance I) telle que G a une FDRD, f avec f(V ) ≤ k

si et seulement si I est satisfiable (i.e., j’ai une affectation de vérité satisfiable).

Pour chaque clause Cj, de C, nous créons un sommet de clause étiqueté cj, et pour

chaque variable xi dans X, nous construisons un graphe étiqueté Hi décrit dans la Figure

4.6. Ainsi on ajoute q copies de K1,2 centrés aux aj pour j = 1 à q. Puis nous ajoutons

une chaîne P2 : uw, et on relie le sommet u aux sommets yi et aj pour j = 1 à q.(Voir la

Figure 3.2). Enfin, pour obtenir nôtre graphe biparti, pour chaque clause Cj, on ajoute
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Figure 3.2. Instance I = (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x1 ∨ x2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4) ∧ (x2 ∨ x3 ∨ x4).
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trois arêtes de trois littéraux dans la clause Cj au sommet cj correspondant (i.e., on

ajoute les arêtes cjxi si xi ∈ Cj ou cjxi si xi ∈ Cj). Clairement G (I) peut être construit

à partir d’une instance de 3-SAT en temps polynomial. Nous devons montrer que I a

une affectation de vérité satisfiable si et seulement si le graphe G(I) a un FDRD, f avec

f(V ) ≤ k, dans ce cas k = 6p+ 3q + 2.

Supposons d’abord que j’ai une affectation de vérité satisfiable. On va créer une fonc-

tion FDRD f = (V0, V1, V2, V3) comme suit: tous les aj ∈ V3. Si I (xi) =Vrai, alors

xi, si ∈ V3, sinon, xi, ti ∈ V3. Ainsi, soit V1 = ∅, V2 = {w} et tous les sommets restants

sont dans V0. Il est facile de voir que la fonction f est une FDRD sur G (I) du poids

f (V ) = 6p+ 3q + 2.

Inversement, supposons que G(I) a une FDRD du poids au plus k = 6p+3q+2. Nous

devons montrer que j’ai une affectation de vérité satisfiable. Pour le faire, parmi toutes

les fonctions, soit g = (V0, V1, V2, V3) une FDRD avec V1 = ∅ (d’après la Proposition 3.4).

Clairement que chaque étoile K1,2 a besoin d’un poids d’au moins 3, et ainsi nous pouvons

supposer et sans perte de généralité, que g(aj) = 3 pour chaque j, et toutes ses feuilles

sont assignées à 0. Il est facile de vérifier que pour chaque sous-graphe Hi, nous devons

avoir g (V (Hi)) ≥ 6. Il est claire que g(u)+ g(w) ≥ 2, et donc g (V ) ≥ 6p + 3q + 2.

L’égalité est obtenue par le fait que g (V ) ≤ 6p+ 3q+ 2, ce qui signifie que g (V (Hi)) = 6

pour chaque i ∈ {1, 2, ..., p}, g(x) = 2, si x = w, g(x) = 3 si x ∈ {a1, a2, ..., aq} et g(x) = 0

sinon. Comme g (V (Hi)) = 6 et V2 ∩ V (Hi) = ∅, pour chaque Hi on a trois possibilités,

ou bien,

g (xi) = g (si) = 3 et g (xi) = g (yi) = g (zi) = g (ti) = 0

ou

g (xi) = g (xi) = 3 et g (ti) = g (yi) = g (zi) = g (si) = 0

ou

g (xi) = g (ti) = 3 et g (xi) = g (yi) = g (zi) = g (si) = 0.

Comme V2 ∩ V (Hi) = ∅, chaque sommet de clause doit être dominé par au moins un

sommet de V3. Nous pouvons donc créer une affectation de vérité satisfiable comme suit:

pour chaque variable xi, assigner à xi la valeur TRUE si xi ∈ V3, sinon assigner la valeur
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FALSE. Il est simple de voir que c’est une affectation de vérité satisfiable pour I.

Corollaire 3.13. Le problème FMDR est CO-NP-complet pour les graphes bipartis.
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Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous avons étudié la domination romaine double dans les graphes. On a

commencé par donné une nouvelle borne supérieure pour γdR(G) à savoir γdR(G) ≤ 3β(G).

Puis, nous avons caractérisé quelques classes spéciales de graphes, à savoir les chaînes, les

cycles, les graphes réguliers et les blocs graphes G satisfaisant γdR(G) = 3β(G). Enfin on

a terminé par notre travail par prouvé que le problème de décider si un graphe G satisfait

γdR(G) = 3β(G) est CO −NP -complet pour les graphes bipartis.

Les travaux réalisés durant ce mémoire ouvrent plusieurs perspectives, parmi eux nous

proposons de caractériser quelques classes de graphes tels que γdR(G) = 3β (G) .
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