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Abstract

Our work aims to determine the bound state solution of the Feynman propagator
with the ¢-deformed generalized Schisberg potential; in the framework of the Feynman
path integrals,

2are 2
U(r) = D, {1 _ ﬂ] .

e2ar 4+ ¢

Where D,, a,r. and q are adjustable parameters.

The energy eigenvalue expression is computed using Duru-Kleinert space-time trans-
formation for both positive and negative deformation parameters of diatomic molecules.
Besides, the rotation—vibration energy eigenvalues are numerically calculated for some
diatomic molecules and compared with those given in the literature. The obtained re-
sults are in agreement with those given by state of the art approximate and numerical
methods.

Keywords : Path integrals, propagator, Green’s function, deformed Schitberg-type

potential, approximation of the centrifigal term, bound states.
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Résumé

Notre travail a pour but la détermination, dans le cadre des intégrales de chemins
de Feynman, du spectre d’énergie ainsi que des fonctions d’onde associées, relatifs aux
états "¢” pour le potentiel de Schisberg g-déformé de forme exponentielle et & symétrie

sphérique : ,
2ar,
U(r) = D, [1 - %} .

Ou D., a, r. et ¢ sont des paramétres ajustables.

Les énergies sont calculées en utilisant la transformation spatio-temporelle de Duru-
Kleinert pour des valeurs positives et négatives du parameétre de déformation des molécules
diatomiques.

En outre, les valeurs des énergies propres de rotation-vibration sont calculées numérique-
ment pour certaines molécules diatomiques et comparées a celles données dans la littéra-
ture. Les résultats obtenus sont en accord avec ceux donnés par des méthodes approxi-
matives et numériques.

Mots clés: Intégrales de Chemin, propagateur, fonction de Green, potentiel de

Schisoberg g-déformé, approximation du terme centrifuge, spectre des états liés.
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Introduction

De nos jours, la physique est parmi les sciences qui ont contribué au développement
de la civilisation dans divers domaines de la vie. Elle se propose d’étudier les structures
du monde les plus simples, mais les plus fondamentales, d’examiner les liaisons les plus
¢élémentaires et les plus profondes de I’harmonie universelle [1]. La physique est appa-
rue pour la premiére fois en Gréce en raison de sa capacité dans la description et la
compréhension des phénomeénes naturels (I’évolution de systémes). A cette époque, les
physiciens ont utilisé la géométrie comme outil mathématique. Aussi, deux techniques
sont apparues : I’algébre et la trigonométrie. Depuis une longue durée (1880), la physique
était préte a décrire et a prédire de nombreux phénomeénes connus par des disciplines
fondamentales : la mécanique classique (Newtonienne), I’électromagnétisme de Maxwell,
la mécanique statistique de Boltzmann et la thermodynamique. Elle a utilisé les principes
des mathématiques pour devenir une science spéciale.

Par ailleurs, la renaissance de la physique n’a pas son succes a la fin du X7X°¢ siécle
dans I’étude des phénomeénes microscopiques lorsque la mécanique classique, d’inspiration
newtonienne est devenue inopérante. Certains phénomeénes a petite échelle (atomique,
microscopique) n’étaient pas connus a I’époque ou certaines observations expérimentales
inexpliquées par la théorie classique telles la forme des spectres des solides et des gaz,
le rayonnement du corps noir, 'effet photoélectrique, 'effet Compton et d’autres. L’in-
suffisance de la mécanique classique dans ’explication de ces expériences a poussé les
physiciens & faire des efforts pour avoir des explications a ces observations qui & 1’époque
étaient inconnues, ce qui a conduit a la naissance d’une nouvelle théorie mathématique.

Cette nouvelle théorie est née au début du X X¢ siécle également dite la mécanique quan-
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tique est venue traduire, en langage mathématique, les résultats de Planck, de Broglie et
d’Einstein pour ne citer que les plus connus.

Grace aux idées de quantification de ’énergie (la théorie des quanta) en 1900, Planck
a pu expliquer la distribution de 1’énergie du corps noir qui n’était pas expliquée par la
théorie électromagnétique de la mécanique classique.

En s’appuyant sur I'idée de Planck, Einstein a pu expliquer le phénoméne photoélec-
trique a I'aide d’une théorie corpusculaire, ot la lumiére est composée de quanta d’énergie
hv qui seront appelés plus tard « photons ». Ensuite, Bohr montra en 1913, qu’il y’a
une discontinuité entre les niveaux d’énergie possibles pour les électrons dans un atome
d’hydrogene. Ainsi, en 1924, Louis de Broglie proposa que la matiére elle-méme posseéde

une nature ondulatoire.

C’est ainsi qu’est née la mécanique quantique qui est venue traduire, en langage ma-

thématique, les résultats des travaux des physiciens suscités. Deux formalismes mathé-

matiques de la mécanique quantique ont alors, vu le jour : le formalisme matriciel de
Heisenberg [2] et la formulation différentielle introduite par Schrodinger [3]. Ces deux
formalismes sont basés sur la connaissance de la formulation hamiltonienne [4] de la mé-
canique classique du systéme physique étudié, ne concerne que les cas non-relativistes.
Un troisiéme formalisme appelé formalisme des intégrales de chemins a été introduit en
1948 [5, 6]. C’est en s’inspirant des travaux de Dirac [7], que Feynman a pu construire ce
formalisme basé sur le principe de la superposition [5, 8]. Dans cette théorie, on convient
d’attribuer a chaque trajectoire une phase régie par le lagrangien classique du systéme
étudié. L’amplitude de probabilité pour aller d’un point espace-temps (95', t') a un autre
(z",t") est proportionnelle & exp(%S), ot S est laction classique donnée par S = [ L
dt, out L est le lagrangien. L’amplitude totale, appelée " propagateur”, est la somme des
amplitudes relatives & tous les chemins possibles. Ainsi, la méthode des intégrales de
chemin a connu un succes remarquable dans le traitement des problémes dépendants et
indépendants du temps [8, 9], et s’applique facilement, aussi bien en mécanique quantique
relativiste qu’en théorie des champs [10]. Elle a permis tout d’abord de traiter des pro-
blémes simples tels I'oscillateur harmonique et la particule libre [8, 11]. Mais, elle n’a pas
réussi & aborder le probleme de I’atome d’hydrogene.

Ainsi, elle a rencontré des difficultés critiques pour s’imposer. Afin de contourner cette
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écueil, les physiciens ont pensé que c’est ce probléme fondamental qui a entravé 'approche
des intégrales de chemins de la mécanique quantique. Il est resté en 1’état jusqu’a 1978,
nécessitant aux physiciens de faire beaucoup de tentatives plus satisfaisantes pour arriver
a une technique plus adaptée. Duru et Kleinert ont eu pour la premiére fois I’idée de génie
de découvrir une transformation spatio-temporelle [12] comme un outil mathématique de
base. Ainsi, ils ont prouvé qu’il est possible de trouver la solution du probléme de I’atome
d’hydrogéne a ’aide de cette technique adéquate.

En effet, 'avénement de cet outil mathématique a été d’une grande aide pour le trai-
tement des potentiels phénoménologiques tels les potentiels de Coulomb [13], de Poschl-
Teller [14], Hulthén [15], Scraf [9], Morse [9], Rosen-Morse [14] , Manning-Rosen [16] et
le potentiel en anneau [17].

Par ailleurs, 'application des intégrales de chemins pénetrent divers domaines de la
physique théorique [8] comme la physique statistique [18], la physique des solides [9], la
cosmologie [19] et dans le domaine des sciences financiéres (économie) [18].

Notre travail s’inscrit dans le cadre de ’application de techniques, basées sur les in-
tégrales de parcours, dans la résolution du probléme du potentiel Schioberg déformé en
mécanique quantique.

Cette theése est composée de quatre chapitres. Nous présenterons dans le premier
chapitre, des concepts et des généralités sur les intégrales de chemins et ses premiéres
applications. Nous développerons, dans le second chapitre, la technique des transforma-
tions spatio-temporelle de Duru-Kleinert. Cette derniére nous permettra de ramener le

propagateur de forme compliquée, & celle connue et déja résolue. Nous 'appliquerons,

par la suite, aux cas du potentiel de Morse et du potentiel radial de puissance fraction-
naire. Le troisieme chapitre sera consacré au rappel des notions fondamentales de la
spectroscopie moléculaire et les notations utilisées. Nous présenterons I’hamiltonien et les
énergies propres d'une molécule diatomique A-B et ’approximation de Born-Oppenheimer
(BO). Nous étudierons également les états électroniques des molécules et les couplages
moléculaires. Enfin, nous présenterons I’énergie potentielle de liaison. Dans le quatriéme
chapitre, nous allons étudier le potentiel Schivberg déformé via le formalisme des inté-
grales de chemins de Feynman afin de déterminer son spectre d’énergie des états ¢ # 0 et

ses fonctions d’onde. Nous présenterons également ’approximation du terme centrifuge
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utilisée. Un traitement du potentiel étudié sera fait en utilisant la méthode de Duru-
Kleinert pour obtenir les énergies propres des états liés. Les fonctions d’onde et le spectre
d’énergie seront extraits a partir de la fonction de Green. Nos résultats seront présentés et

discutés en les comparant a d’autres travaux. Nous terminerons, enfin, par une conclusion.



Chapitre 1

Concepts et généralités sur les

intégrales de chemins

1.1 Introduction

La mécanique quantique fut développée au début du X X¢ siécle par une dizaine de
physiciens, afin de résoudre différents problémes que la physique classique échouait a
expliquer, comme le rayonnement du corps noir, I’effet photo-électrique et I'effet Compton.

Le processus brownien a été introduit sous forme d’intégrale dans un espace analytique
fonctionnel par le mathématicien N. Wiener dés 1923. Apres, les mathématiciens R.H.
Cameron et W.T Martin ont établi des théorémes sur les transformations linéaires dans
I'espace de Wiener [20], ce qui a permis de calculer certains types d’intégrale de chemin
de Wiener a partir des solutions de I’équation différentielle de type Sturm-Liouville.

En s’inspirant des travaux de ces derniers, M. Kac a démontré un théoréme plus général
permettant d’obtenir les solutions d’équations différentielles linéaires du second ordre aux
dérivées partielles & deux variables.

En 1930, Dirac [7] a eu l'idée de la recherche d’une formulation lagrangienne et fonc-
tionnelle plus fondamentale que la formulation hamiltonienne en se basant sur 1’analogie
entre le groupe de transformations canoniques classique [21, 22]. En outre, il a mis en
évidence ’analogue quantique du principe de moindre action classique.

En 1948, et dans le cadre de sa thése, Richard Feynman a introduit pour la premiere
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fois les intégrales de chemins [5] en physique portant sur la formulation lagrangienne de la
mécanique quantique [23, 5]. En effet, Feynman qui travaillait sous la direction de Wheeler
a l'université de Princeton, cherchait une méthode de quantification basée sur le lagran-
gien pour pouvoir décrire un systéme ne possédant pas nécessairement d’hamiltonien.
Sa motivation premiére était de quantifier la nouvelle formulation de I’électrodynamique
classique basée sur I'action a distance qu’il venait juste de développer avec Wheeler [24].
En outre, il s’est inspiré du travail de Dirac qui stipule que 'amplitude de transition
élémentaire est proportionnelle a exp(iS/h), o S est action classique évaluée le long du
chemin classique [25].

Nous présentons dans ce qui suit, les concepts fondamentaux et des généralités sur le

formalisme des intégrales de chemins.

1.2 Dualité onde-corpuscule et expérience de pensée
de Feynman

La formulation de Schrodinger montre que la mécanique quantique est non seulement
une physique ondulatoire mais s’applique a la matiére. Une particule libre est caractérisée
par son énergie E et son impulsion P.

La correspondance entre les concepts corpusculaires et ondulatoires est assurée par les
deux importantes relations :

- La relation de Planck-Einstein ayant permis d’expliquer l'effet photoélectrique
et I'existence de raies spectrales dans les spectres atomiques.

- En 1924, Louis de Broglie postule la dualité onde-corpuscule rendant compte de
I’effet Compton et des expériences de Davisson et Germer de diffraction d’électrons.

Par ailleurs, pour comprendre 'idée de Feynman, nous rappelons ’expérience de Tho-
mas Young qui a réalisé un dispositif des fentes permettant de mettre en évidence les phé-
nomenes d’interférence pour démontrer le caractére ondulatoire de la lumiére. Le principe
de superposition nous permet d’analyser cette expérience. Pour Young, c’était le caractere
ondulatoire de la lumiére qui expliquait les interférences.

Feynman [8] a imaginé une expérience identique a celle d’interférences de Young dans
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laquelle la source lumineuse est remplacée par une source d’électrons S mono-énergétique
et partent dans toutes les directions pour rencontrer I’écran B (Fig 1.1). L’écran B a deux
fentes trés fines et trés rapprochées 1 et 2, a travers lesquels les électrons peuvent passer.
Le détecteur est placé a différentes distances x du centre de ’écran C'.

En face de la source, se trouve un détecteur. Entre le détecteur et la source sera placé
un obstacle avec deux fentes percées a égale distance du canon.

Cette expérience nous donne la probabilité mesurée P(x)qu’un électron arrive en x :

- Lorsque les deux trous sont ouverts.

- Lorsque 'un seulement est ouvert.

S —

Fig 1.1 : Expérience de pensée.

Les résultats observés sont enregistrés dans la figure 1.2 :

- Pi(r) exprime l'intensité enregistrée en laissant la fente 1 ouverte et en fermant la
fente 2.

- P5(z) représente l'intensité enregistrée en fermant la fente 1 et en laissant la fente 2
ouverte.

- Pi(z) 4+ P2(x) donne la somme lorsque les deux fentes sont ouvertes.

- P(x) montre U'intensité enregistrée par le détecteur le long de ’écran lorsque les deux

fentes sont ouvertes.
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Py(x) Pi(x) 4 Pp(x) o P(x)

-
e —
e e o e -

Fig 1.2 : Résultats enregistrés.

D’apres les résultats enregistrés, on constate que :

P(z) # Pi(z) + Py(2). (1.1)

Nous pouvons conclure que le faisceau d’électrons s’est comporté comme un faisceau
de lumiére monochromatique.

Dans le but de donner une interprétation physique a ces résultats, Feynman a introduit
la notion d’amplitude de probabilité complexe ¢(x) o P(x) n’est autre que son module

au carré :

P(z) = |¢(z)|”. (1.2)

(1.3)

L’amplitude de probabilité pour que I’électron tombe en un point situé a une distance x
du centre de I’écran est donnée par la somme des deux amplitudes ¢, (x) et ¢,(x).
L’expérience précédente peut étre modifiée en juxtaposant des écrans comportant un
grand nombre de fentes [8]. Dans ce cas, tous les chemins sont possibles et amplitude
de probabilité totale est donnée par la somme des contributions des amplitudes partielles
relatives & toutes les fentes.
Feynman a étendu ces résultats au cas d'une particule se déplagant d’un point espace-

temps (2',¢') & un autre (z",t").
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Trajectoire classique

~

(x!! t”)

(x',t") -

Fig 1.3 : Le chemin classique.

L’amplitude de probabilité correspondante est appelée "propagateur".

Il est donné par :

sur tous
les chemins
possibles

Avec

Blx(t)] = const exp %3 (1)) (1.5)

Ou la contribution de chaque chemin posséde une phase proportionnelle & ’action S.

1.3 Construction du propagateur

D’une part, nous considérons deux points espace-temps (z,¢') et (x” , t”) et nous divi-
sons l'intervalle des temps [t', t”] en N intervalles égaux de largeur €, avec € = t;,—t;_1 pour
i=1,2,3...,N. Posons =’ = x(t/) et 2 ==z (t”) . Vu que ces deux points z et " sont
fixes, alors dz’ et dz” sont nulles.

D’autre part, dans le cas d’un intervalle infinitésimal de temps ¢, le propagateur d’une
particule se mouvant entre deux points trés voisins et soumise & un potentiel U(x) peut

s’écrire comme [25, 26] :

K(Tpi1,tas1; Toytn) = K(xpa1,mp;€)
2imhe] 2 ie | m (Tns1 — x0)°
= R — ) (1
[ m } “PYT |2 g2 Ulzn) (16)

Ou m la masse de la particule et h = %
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t € 2g 3g

Fig 1.4 : Les chemins espace-temps.

Nous pouvons ainsi construire de proche en proche le propagateur global via les pro-
pagateurs partiels correspondants aux N intervalles de temps infinitésimaux e ou la som-

mation (1.4) peut étre évaluée par une fonctionnelle de la forme [5] :

K (" 1) = /@az () exp [%s (z (t))} | (1.7)

Ou la mesure de Weiner © [5] et action S sont respectivement données par :

i (1.8)
n=1 21'71')35]

Y ~1/2 N—1
D (1) = { zwﬁs] dz,,

m

et

S(z(t)) = ZS (Tns Tn15€) = Z [%@ —eU(zy)| - (1.9)

n=1 n=1
Notons que le chemin qui contribue a I'intégrale n’est pas seulement celui qui minimise
'action comme dans le cas classique (A — 0), mais tous les chemins que nous avons dénotés

x(t) sont possibles. Il s’agit donc d’une intégrale fonctionnelle.
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1.4 Le propagateur et I’équation de Schrédinger

L’objet principal de la résolution de I’équation de Schrodinger est la détermination de

I'opérateur évolution U qui génere la translation de ce systeme dans le temps :

d
i | (8) = H 1 (). (1.10)

Ot H est 'opérateur hamiltonien du systéme.

L’état w (t”)> s’écrit en fonction de I’état ‘@D (t')> comme :

# () = v (1)) i

U (t”,t’) — exp [%H (t" - t)] , (1.12)

2 2 2 . " / . 2 .
représente 'opérateur évolution dans le temps avec t > t. Considérons une particule

Ou

dans un potentiel U (), 'hamiltonien s’écrit :

2

H= 2p—m—|—U(x). (1.13)

Dans la représentation des positions z, I’équation d’évolution devient :

@)= e (FHE-0)e().

Injectons la relation de fermeture sur les positions x :

/dac 2) (2] = 1. (1.15)

L’équation (1.14) prend la forme suivante :

(o)) = o o (G () ) o)

La formulation de Feynman décrit un état |z/1 (:c”, t”)> en terme d’une somme des

amplitudes de probabilité d'un état w (x', t')> pour ¢t > t'. Mathématiquement, nous
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obtenons :

P (m",t”> = /K (x”,t”;m,,t/> (0 <x/,t,> dx’. (1.17)

Nous appellons le noyau K (x”, t t') = <x”{ exp (‘#H (t" — t/)) ‘m'> , le propaga-
teur de la fonction d’onde v (x', t') du point de I'espace entre les deux états.

Nous notons que toute information désirée sur le systéme physique & étudier est conte-
nue dans le propagateur. En effet, une fois que son expression est explicitée, nous pouvons
extraire le spectre énergétique qui caractérise un systéme quantique donné sans avoir a

résoudre 1’équation de Schrodinger.

1.5 L’intégrale de chemin dans ’espace des phases

Nous avons trouvé précédemment que le propagateur de Feynman n’est autre que
I’élément de matrice de Popérateur évolution dans le temps U(t",t') entre deux états |z")

et ‘x'> de I'espace des configurations

K (m”7 t”; x/’ t/) _ <a7/l

[t', "] est Iintervalle de temps dans lequel se produit le passage de 1'état ‘x', t'> alétat

e—%H)a;’>, T=1 1+, (1.18)

2", ¢

Il est facile d’établir le propagateur (1.18) sous forme d’une intégrale multiple de
Riemann de dimension NV, en divisant 'opérateur évolution dans le temps en un produit
de N opérateurs infinitésimaux, par le produit de Lie-Trotter [11].

Nous aurons :

iT

_ iTp? iT N
e = A}l_I}I(l)Q {exp [—2th} exp [—h—NU@n)]} . (1.19)

Dans ce cas, I’équation (1.18) peut étre réécrite comme :

K (:l:'",t”;:vl,t/> = lim <a:”
N—o0
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En insérant (N — 1) fois la relation de fermeture [ |z,)dx, (x,|] = 1, entre les N

nouveaux opérateurs d’évolution dans I'expression (1.20), on a donc :

noon ZTU xn)
K(x,t,x,t —]\}13(1)0/ /”exp[ N ]
. N—-1
Tp?
X <:vn b } n— 1> ” dx,,. (1.21)
n=1

2hmN
En tenant compte de la relation de fermeture de I'espace des impulsions [ |p,) dp,, (p,| =

exp [—

1, nous injectons cette dernieére dans 1’expression de 1’élément de matrice de 'opérateur

énergie cinétique :

(o

D’autre part, les fonctions propres de 'opérateur p sont données par 1’expression sui-

iTp? }

exp || [ ones ) = [tanlesp |- ) Gl o (12)

2hmN

vante :

(o

. iy ]| Lo i[ T o] @
X - n— = 53 £ X I n\Tn n— ns
P ommN Yoo ) . P T h om o P vl ap

(1.23)
et aprés intégration sur la variable p;, 'équation (1.23) en découle :
iTp? m im 9
n - n— — . e n — dn— y 124:
(oo 2 ) s [ r].

; _T
ou €—N

En substituant 1’équation (1.24) dans ’équation (1.21), le propagateur K (3:”, t t')

aura donc comme expression :

N-1

K(mﬁ,t“;x/,t —]\}l_rgo/ /H 2Z7rh€ [ —Tp1)? —eU(xy, H den

"(1.25)
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N N
Nous pouvons formuler en plus, le terme [] e comme exp( > w,) et le propagateur
n=1 n=1
(1.25) prendra alors, la forme usuelle ci-apreés :

neoonor m N/2
K( e ,t) — i [ ] //
v . N 2imhe

X exp [%nz: [%(:{:n — Ty 1)? — eU(xn)] Jjjlldxn. (1.26)

Nous retrouvons ainsi la forme lagrangienne du propagateur de Feynman.
Il s’avere parfois avantageux de travailler avec I’hamiltonien au lieu du lagrangien
pour résoudre des problémes faisant intervenir des contraintes [27] (exemple : Parti-

cule confinée dans un secteur, rotateur rigide etc..). Pour ce faire, on remplace le terme

.2
ip
(wexp | 52|

xn_1> par sa formulation intégrale (1.23), il vient alors :

N
K (:L'N,t”;xlvtl) _ 131_1)1100 /exp%; {pn(:cn Tp_1) — 8(2]?—7; —U(zy,))
| NN N
dz, dp, . 1.27
% {Qiﬂhe} E . E Pn (1.27)

Nous pouvons aussi réécrire I’équation (1.27) sous une forme condensée en utilisant

les variables continues z(t) et p(t). Il vient :

D (t)Dp(t). (1.28)

. t//
K(x”?t”;x/jl) ://eXp [%/; (pl' —H<$,p))dt
t

C’est I'expression du propagateur de Feynman dans ’espace des phases.

1.6 Passage du propagateur a la fonction de Green

D’apres la section précédente, le propagateur en fonction de 'opérateur d’évolution

dans le temps est donné par [28, 18] :
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K (a: ¢ xt) — (z"|U (t”,t’) '), (1.29)
Par ailleurs, il est possible d’extraire le spectre d’énergie ainsi que la fonction d’onde

correspondante d’un systéme physique donné & partir de la fonction de Green. Cette

derniére n’est autre que la transformée de Fourier du propagateur. En fait,
G (:c ' E) = % / AT E+ET/h e (a: x'; T) : (1.30)
0

ol € est une constante positive :

(H-F) G (a:”,x,; E') o (x — x/> (1.31)
L’expression (1.12), nous permet d’écrire :

" 1 !

_— 1.32

G (;v",wl;E> = (z

en insérant la relation de fermeture sur |n, ) dans I’équation (1.30). Il en découle :

G(x z E) h/ N dT(n, ¢ EHOTI T HTIN Y (0 ), (1.33)

0 n,l

ou encore

yo 2 X o (7)) X, o (2
G(m,x;E) Z Eéng_ —£E€>’ (1.34)

n, £

Ce qui donne

K(x £ cx 1) an z( >Xn z( ,)e_iE"fT/h. (1.35)

Xn, ¢ (7) est la fonction d’onde relative & I’énergie propre £, ;.

1.7 Applications

Afin d’illustrer le formalisme de Feynman, nous présentons quelques applications :
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1.7.1 Particule libre

A une dimension, le lagrangien relatif a la particule libre est donné par :

L= %j:?. (1.36)

Il existe plusieurs méthodes de calcul du propagateur relatif & la particule libre telles
que : La méthode des intégrations successives [8], la formule de Van Vleck-Pauli-Morette
[29].... Nous utilisons ici une nouvelle technique & savoir la forme hamiltonienne.

Soit le propagateur K relatif & la particule libre définie par :

" ’ " 4 p2 /
Axx,x;T>::<x wimkp>. (1.37)

En injectant la relation de fermeture de I'espace de phase fj;o dp|p) (p| = 1 dans

(1.37), il vient :

" ’ Rl ” iTp2 !
K(z ,x;T)Z/ dp<fc |p> e” 2w <p|:v>, (1.38)

sachant que :

1" ]_
T = ex , 1.39
(#'lp) = o= ) (139
et
/ 1 ipx/
T )= exp(——). 1.40
(ple') = o= exp(=1) (1.40)
Et en utilisant <x”\p> et <p\x/> par son expression dans (1.38), il vient :
1" ! 1 +OO ) " ! T 2
K(m,x;T):%/oo dpexp%{p(m —x)—%}. (1.41)
En utilisant le résultat :
too o 52 21 ;2
(= i/2)2%+ L =4/ e 1.42
/_OO dxexp{ 2(£U j/)+2a] e, (1.42)
avec :
_ i x// . x/
j=ilw —a) (1.43)
o=Ti
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Aprés intégration, nous obtenons ’expression finale du propagateur :

"

’
m im(z —x )2

K(z' 2T ) = e L (1.44)

Ce qui représente le propagateur relatif a la particule libre.

1.7.2 Oscillateur harmonique

Van Vleck-Pauli-Morette ont montré que le calcul quantique du propagateur relatif a
un lagrangien de type quadratique se raméne & un calcul classique du propagateur [29],

Il est donné par :

iSa

1 02S..
Kou(xr, tr; xo,t0) = \/ ‘ : 5 (1.45)

2mwih

axoaxT
S, est 'action classique.
Nous allons dans ce qui suit utiliser cette technique pour calculer le propagateur relatif

au lagrangien relatif a 'oscillateur harmonique avec les conditions initiales suivantes :

rt'=0)=2"eta(t' =T)= v avect —t =t =T.
Son lagrangien s’écrit :

1 1
L(z, %) = §mi'2 - §mw2:p2. (1.46)

Le principe de moindre action nous conduit a ’équation de Lagrange suivante :

oL doL
P 1.4
Or  dt 0z 0 (1.47)
ce qui donne :
i+ w?r =0, (1.48)

cette équation admet la solution suivante :

x(t) = Acoswt + B sinwt, (1.49)
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I'utilisation des conditions aux limites précédentes conduit a la détermination des

constantes A et B :

A= ZTo

o (1.50)
B ="
La substitution de (1.50) dans (1.49) donne :
xpsinwt — wrgsinw(T — t)
£ — 1.51
z(t) sinwT ’ (1.51)
la dérivation de (1.51) donne :

i(t) = rrw cos wt — row? cosw(T — t). (1.52)

sin w1’

En substituant les deux derniéres équations dans ’expression de l’action classique,

nous trouvons :
mw

Sy=——
: 2sinwT

(7 + 2f) coswT — 2zo27] . (1.53)

Le propagateur devient alors :

" ’ mw 7 mw " ’ ron
Kon(a', Tia',0) = \[oo——exp o { o2 ("2 4 02 coswT — 20" | }
on(¥ ©,0) 2imhsinwT exph 2sinwT (z7 +27)cosw v

(1.54)

Ainsi, le propagateur est entiérement défini en fonction de w, T, z" et z” .

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des concepts et des généralités sur les intégrales
de chemins de Feynman et nous avons montré que la grandeur de base est le propagateur
qui représente la somme d’une infinité d’amplitudes partielles associée & tous les chemins

d’espace-temps possibles.



Chapitre 2

Les transformations des coordonnées
et du temps dans le formalisme des

intégrales de Feynman

2.1 Introduction

Pendant les derniéres décennies, plusieurs travaux réalisés en mécanique quantique
non relativiste avaient pour but la résolution de I’équation de Schridinger relative a des
potentiels de formes compliquées [30, 31]. Le gain d’intérét que revétent de tels travaux,
provient du fait que les solutions exactes obtenues, serviront a tester la fiabilité aussi bien
des méthodes perturbatives que des méthodes non perturbatives utilisées en physique
(32, 33, 34].

Par ailleurs, I'application du formalisme des intégrales de chemins en mécanique quan-
tique non-relativiste a permis d’étudier d’une maniére satisfaisante les problémes de la
particule libre [11], de l'oscillateur harmonique [8] et ceux relatifs & des systémes décrits
par des lagrangiens quadratiques en coordonnées et en vitesses [8, 9]. Ce formalisme a ce-
pendant, rencontré de sérieuses difficultés dans I’étude de I'atome d’hydrogéne; il a fallu
attendre plusieurs années pour que ces difficultés soient surmontées par l'introduction de
la transformation spatio-temporelle de Duru-Kleinert [9, 12]. Ce qui a permis enfin de

venir au bout de ce probléme.

23
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En effet, en raison des difficultés stimulantes, Duru et Kleinert ont utilisé la transfor-
mation de Kustaanheimo-Stifel (KS) [28] pour la premiére fois dans 'intégrale de chemin
pour un certain nombre de potentiels tels que le potentiel de Coulomb et ’atome d’hy-
drogene [12, 28] en 1979 et ensuite les potentiels de Poschl-Teller [35, 14], Hultheén [15],
Rosen-Morse et Scraf [9].

La technique de Duru-Kleinert repose sur une transformation de coordonnées r — z
[36] suivie d’une transformation temporelle t — s [18]. Nous notons qu’il existe deux types
de transformations temporelles :

* Transformation locale du temps : Elle dépend de la position ou ds = f[Z (t)]dt.

Avec f[Z(t)] est une fonction connue de la position =z’

* Transformation globale du temps : Transforme le parameétre temps (¢) en un nouveau

parameétre s (s appelé pseudo-temps).

t—g(s) —s=g ' (t). (2.1)

Nous rappelons dans ce qui suit, ’application des transformations spatio-temporelles
en mécanique classique. Ensuite, nous présentons quelques définitions puis le développe-

ment de la méthode. Et nous achéverons enfin par des exemples d’application.

2.2 Transformation locale du temps en mécanique
classique

Afin d’illustrer les transformations spatio-temporelles en mécanique quantique, nous
les présentons d’abord en mécanique classique. En effet, la transformation locale du temps
(2.1) apparait naturellement en mécanique classique dans le cas des forces centrales stan-
dard (force de gravitation). Le principe variationnel S = 0 conduit en coordonnées

polaires & deux équations :

mit — — 4+ — =0, (2.2)



2.2. Transformation locale du temps en mécanique classique 25

et
mr0 = 0. (2.3)

L’équation (2.3) exprime la conservation du moment cinétique ¢, alors que I’équation
(2.2) exprime la conservation de 1'énergie E' du systéme et est utilisée explicitement dans
la premiere (2.2).

L’intégration de (2.2) donne :

+U(r) = E. (2.4)

En intégrant (2.4), nous trouvons la trajectoire classique 7 ().
Nous notons que nous nous intéressons souvent en mécanique au calcul de ’équation
de lorbite en fonction de r = f (). Ceci peut se réaliser en réécrivant 1’équation (2.3)
. . 9 _ YA N .« 1, , . f
comme suit : df = Wdt. ous pouvons considérer cette équation comme une transfor-
mation locale de temps. Elle devient plus intéressante encore lorsqu’elle est suivie de la
transformation de coordonnée r — u = f (r) avec u = 1.

L’équation de 'orbite devient alors :

d*u m d 1
i - _ = . 2.
i T TP {U (u)] (2:5)

Cette équation est la transformée de ’équation (2.2).

Dans le cas de la gravitation (probléme de Kepler) :

k
Ulr)= - = U(u) = —ku. (2.6)
Ou £ est une constante.
L’équation (2.5) devient :
d*u mk

Cette équation n’est autre que celle d'un oscillateur harmonique de fréquence unité
soumis & une force constante Tg—f

Ainsi, le probléme de Kepler a été ramené a celui d’'un oscillateur harmonique a 'aide
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d’une transformation locale de temps et une transformation locale de coordonnées.

2.3 Notion de « promoteur »

La fonction de Green G (z”, 2 E) joue un role important dans le formalisme de Feyn-
man. Elle nous permet de tirer le spectre des énergies a partir de ces poles et d’exposer
par ailleurs les fonctions d’onde correspondantes a partir des résidus aux poles. Cette

fonction n’est autre que la transformée de Fourier du propagateur, elle est donnée par :

" / ]. & iEs " !
G(z,z;E)z%/ B%Kg(Z,Z ;5)d5. (2.8)
0

]

Nous pouvons écrire cette équation comme une intégrale sous la forme :

G (z”,z/;E> = %/P (z”,z;5> ds. (2.9)

N " ’ iEs /
Ou le promotor P (z , 2 ;5) n’est autre que e’ K (z' ,z;s) )

Sous sa forme intégrale, ce dernier s’écrit comme :

P (zu,z/;5> = /eifllu’i)z(t). (2.10)

1"

t
w - / (L+ E)dt
t/

_ S+E<t" —t’), (2.11)
est appelée fonction caractéristique de Hamilton [9].
2.4 Les transformations des coordonnées et du temps

dans le formalisme des intégrales de Feynman

Considérons le cas D =1 :
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2.4.1 Transformation du propagateur

Il est possible par cette méthode, de passer d’un propagateur difficile & calculer & une
forme de propagateur que 1’on sait calculer. Cette technique repose sur une transformation
de coordonnées x — z suivie d’une transformation temporelle ¢ — s [18] : Pour mieux
illustrer cette méthode, considérons une particule en mouvement linéaire repérée par les
positions 2’ et 2" aux instants fixés ¢’ et t” respectivement. Le propagateur qui gouverne

son évolution dans le potentiel U(x) est défini par :

K (x”,t”;x’,t’> - /eXp {%/j Ldt} D [z (¢)], (2.12)

ou
L= %ﬁ — U (x). (2.13)

Sous une forme discréte, ce dernier est donné par :

1 . N
Y A N T m>§ 1 .Nil .
Ky (2", "2 1) _]\}Ercl)o <22'7Th5 /.../exp [hjzlSJ jlledx], (2.14)
ou
m
j = on (@ =) —eU(). (2.15)

Supposons que le potentiel U(x) est aussi compliqué de telle sorte qu'une évaluation
directe de l'intégrale de chemin ne soit pas possible. Pour ce faire, il est nécessaire d’ef-
fectuer une transformation de coordonnées x — z représentée par © = f(z) accompagnée
d’une transformation temporelle ¢ — s définie par dt = f(z)ds [9, 18].

Introduisons 'opérateur d’identité donné par :

1 1
H-FE :fr(aj’t) fl(xat) (H_E)fr(xvt)

fi(z,t). (2.16)

Ou H et E sont respectivement, I’opérateur hamiltonien et ’opérateur de 1’énergie du
systéme alors que f; et f,. sont deux fonctions arbitraires appelées les fonctions régulatrices.

Le nouveau pseudo-temps s introduit & la place de t doit satisfaire la condition :
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1"

/0 Cdsfi(f(2(8)).8) o (F (2 (8))58) =T =" — 1. (2.17)

La solution unique (s” > 0) de ’équation ci-dessus vérifie la relation :

" " dt N
= ﬁ(aatm(w,t)‘/ﬁ 720) (2.18)

Pour simplifier les calculs, nous avons choisi :

Ji (I,t) = Jr (I7t) :f,<Z). (219)

En outre, il existe un lien entre le propagateur K g(Z”, t 2t ) et la fonction de Green

G2, E) :

" 1" 1
G(z,2hE) = (2 |m|zl>
= %/ dT e E+ET/h g, <z",z';T> , (2.20)
0
oue >0
de méme
" *dE _. "
K, (z ,z';T) :/ e (z ,z';E) : (2.21)
0 2mi

Comme il a été signalé précédemment, nous remarquons que la fonction de Green
G (z", 2’ E) n’est autre que la transformée de Fourier du propagateur K,(z",t"; 2/, t').

Examinons, dans ce qui suit, comment se transforme ’expression générale du propa-
gateur (2.14) apres 'introduction du double changement de variables © — z et t — 5. Le
terme représentant ’énergie cinétique de la particule de masse m dans un intervalle de

temps infinitésimal € est donné par :

el =

= , (2.22)

m [z; — %‘—1]2_7” Lf (z) = f (Zj—lﬂz
2 € 2 €

d’une maniére explicite, le terme (x; — x;_1) apparaissant dans ’équation ci-dessus
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s’écrit :
Al’j =Tj —Tj-1, (223)
ol
zj = [ (%) (2.24)
zj-1= f(2j-1)

Nous utilisons la notion de la mid-point :

7 = z]_l—;—z] (2.25)

et
AZJ‘ =2Zj — Zj-1- (226)

On peut écrire 2, et z;_; en fonction de 2; et Az; :

— 3 4 Az
Zjp=z+

o (2.27)
Zj1= 2T
Le développement de f(z;) en série de Taylor conduit & :
~ AZ' - - AZ' "o, AZ‘z "o, AZ‘g
1o =1 (5+52) = 1@+ re 2+ @S+ @S2 1 2

de méme

fom) =1 (5 - 52) = 1@ @+t &S5 S 29)

Le développement de Az; au 3¢m¢ ordre conduit & :

~ "o~ A / 3
Azj = f(2) = f(zj-1) = [(Z)Az + f (Zj)( 22) '

(2.30)
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Ce qui donne :

(Azy) = [P(3)(Az)’ [1 " lejj”(%)

(Azj)2] : (2.31)

nous avons utilisé ici le développement (1 + €)% ~ 1 + 2¢.

Le terme énergie cinétique aura pour forme :

g, -5 12 ()

1 2 f/// (zj)
{1 + 05 (87) ) ] . (2.32)

D’autre part, le terme représentant ’énergie potentielle U; se transforme comme suit :

2e

eU(x;) = eU{f(Z} +0(") = eU(f;). (2.33)

Effectuons dans le but d’écrire le terme 7} sous sa forme standard, un second change-

ment de variable ¢ — s ol la nouvelle variable temps s est reliée a t par :

!

2
dt = [ f (z(s))} ds. (2.34)
Le nouvel intervalle de temps est :

0j =S85 — Sj-1- (235)

Les deux parameétres infinitésimaux € et o; correspondant respectivement a ¢ et s,

vérifient ’équation :

e=0;f"(z)f (z-1). (2.36)

En outre, nous avons :

P =1 G+ E 2 ) Bk (2.37)
et )
) = £ &) - e 2+ e eal (2.33)
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Le développement de f'(z;) et f'(z;_1) en série des puissances de z; et Az; conduit

/ / 1~ \12 fj// i
&) f (zm) =1 (7)) |1+ 1 TJ/ ) : (2.39)

(D) )1 (f
1j

Nous pouvons aussi écrire € apreés la transformation comme :

fi (fg’-’) i

- — | = . (2.40)
fi \Ji

, 1
e=0;f} {1 +7 (Az)”

Le terme énergie cinétique devient :

m 2 M, 2 1 fm (EJ> 2
2_5(ij) = Eff (Az;) <1+E e (Azj) )
x L (2.41)

7\
o e )

En retenant uniquement les termes en (Az;)*, il vient :

m 5 m 5 M s Qf}//
— (Ax;)" = — (Az; — (Az; = 2.42
% ( x]) 2, ( ZJ) + 80, ( Z]) <ij2 3 fjl ) ( )

Le terme exponentiel du propagateur est donné par :

ig. ] m 2 m ([ 2f 4
¢S = exp [ﬁ {g (A%)" =05 J7U;j + 5~ (# - gﬁ (Az) ol (2.43)

J J

alors que le terme énergie potentielle (2.33) s’écrira comme :
5U(l’j) = O-jfj/‘QU(fj) EO’ij{QUj. (244)
Considérons maintenant la mesure :
N-1 N-1
'Hl de = 'Hl f/ (Z]) de. (245)
= =

Ou
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dl‘j = f/(Zj)de, (246)

la relation (2.45) devient :

N—1 ) ) 4N N—1
W dr; = [ () £ ()] * T/ £ () £/ (50) 1L . (2.47)
Jj=1 7j=1 7=1
En utilisant la relation de la démocratie :
N-1 N
7j=1 7=1

Et le résultat :

+oo +oo 3b
/ exp (—azr® — ba') dx = / dx exp (—@952 - _) v (2.49)

2
. . 4qa

Dans notre cas :

2”1’1“ , (2.50)
b= 8iho;
f]”2 f;//
avec \; = <? — %F) .
Nous aboutissons a :
e%sj — exp% {% (AZj)2 — O'j [fjl2UJ + AU]} } s (251)
j
avec
3h?

Le propagateur K g(z”, 2'1s") prend la forme suivante :

X exp [3 {m(ATZJ)z —0; [[PU; + AU H : (2.53)

Les valeurs prises par le paramétre s ne sont pas quelconques, elles doivent par contre
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vérifier I’équation :

"

Tty = / ds[f' (2(s)]2. (2.54)

Cette condition peut étre formulée comme suit :

"

) 1) / Cdss | T - / Cds[f <z<s>]2] 1 (2.55)

Afin de tenir compte de cette contrainte, nous injectons la fonction delta de Dirac

relative aux parametres ¢t et s dans 'expression du propagateur. Il vient :

Ke(f(2"), 1% f(Z), ) = lim f (Z>f< )

N—oo

. ( / G lf )MS (256

Ou Ky est donné [18] par :

Ko = ) O () e

X exp [h {M — 0, [fPU; + AU H : (2.57)

20

Partons de la transformée de Fourier d’une fonction :

+oo
Bt =
t) = e U(E)E, 2.8
0= [ F ) (259
et
+o0
= 1Bt
U (F) = e WU (t)dt. 2.959
(B)= o= / ) (2.59)
Nous pouvons montrer que :
1
5 (E) = — (2.60)

et
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1 +oo _iEt
5(t) = —— / "R, (2.61)

o0

D’ou alors :

"

s oo _iE 75/”5,,252
6(T—/ ds [f’(z(s))]2> _ L[ (et el eor) (2.62)

—00

Le propagateur devient :

N
m 2 [
K " ", ! / — 1 - "
()T = lim s (e >f<z>(2mo—j> / *
+oo
X/ L']I—;EdEethO dﬁf/QKN (263)

Nous arrivons aprés développement & :
N

Ko(F (2 (),0) = Jim YIEOLED (0 )Q/OOOds

N—0o 2 2irho

too +oo +0<>N 1
x/ ETdE/ /

dz; exp (i— > (2.64)

Avec

m / /
S =5 (A%)" —o; (U + AU; — Ef7). (2.65)

20']'
Nous pouvons extraire la fonction de Green G (2", 2'; ) transformée de fourier du

propagateur :

1 too
Ko (2", 2T) = %/ e "G (2", 7 E)dE. (2.66)

o0

G ("2 E)=\/f (") ' (¢) /OOO dsP (2", #;8), (2.67)
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" /
avec S=s5 — s

Apres identification :

VI

N—

. N
. N m 1 ) ~
P (/Z//7 ZI; S) = ]\}1_1’)1;0/ /jl;ll (27,7TFI, O'j) jl;Il de exp ﬁ E Sj. (268)
i=1

do, (2.70)

avec

U(z) = [ (2) [U(f (2) — E] + AU;. (2.71)

Notons que le potentiel quantique AU; & la forme d’une dérivée de Schwarz de f.

La fonction de Green donnée par (2.20) s’écrit finalement :

N—oo

m 1 1/2 N—q

oo N
G #p) = g 177 [T a T I oz

2iTho
20'j

Xﬁprk{@@ﬁi_@ﬁa@—m+@&ﬂ- (272)

La détermination de la fonction de Green G (2", 2/; E') nous permet via quelques déve-
loppements mathématiques d’obtenir le spectre des énergies ainsi que les fonctions d’ondes

correspondantes du systéme physique étudié.

2.5 Applications

Dans le but d’illustrer la méthode présentée précédemment, nous proposons de 'ap-

pliquer aux potentiels suivants :
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2.5.1 Potentiel de Morse

Le potentiel de Morse & une dimension a la forme suivante :

U(x) = Up(1 — e %)% (2.73)

Nous cherchons & trouver le potentiel transformé /[j/(z) en utilisant les changements

de variables suivants :

o & / 2 .. _
z=— In z, P [ (=) icd f(z2) - In z, (2.74)
ce qui donne :
2 " 2 "m 4 05222
4 [ — = — = —— g
f (Z) - OéZ’ f (Z) OCZQ’ f (Z) 04237 d5 4 dt (275)

La substitution de ces valeurs dans 'expression du potentiel transformé(2.52) donne :

~ 4 2 32 (1 41
U :——PJ1—2 —ﬂ SALHD S O 2.76
(2) a?z? o (1-2%) +8m{z2 322} (2.76)
ou encore
~ 4 (UO - E) 1 8U0 4U022 77/2
U — - _ — ) 2.77
(2) a? 22 a? + o? 8mz? (2:77)
On pose :
88U 2m (Uy — F)
2 0 2 0
w- = maQ et v = W, (278)
le nouveau potentiel prend la forme suivante :
~ 1 4o — 1
U (2) = —mw?2 + hzw — mw? (2.79)

2 2mz2

Nous avons ramené le probléme lié au potentiel de Morse a celui de 'oscillateur har-

monique.
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2.5.2 Potentiel central

Nous prenons comme deuxiéme exemple le potentiel central suivant :

B 2
U(r)= %w%’w‘g + =5+ "0 (2.80)

2 T
Ce potentiel est utilisé comme modeéle pour décrire les interactions quark-antiquark
rencontrées en physique des hautes énergies [37].

En utilisant les changements de variables suivants :

r=f(u)=u*? dt=-ds, (2.81)

ce qui donne :

3 3
uz, f = Zu_%, f = —gu_ ) (2.82)
la substitution de (2.82) dans (2.52) ameéne a :

5h?

T 32m?

AU; (2.83)

La substitution de ces valeurs dans 'expression du potentiel transformé U (u) donne :

~ 9 [1 h2d 5h?
U = = |Zmw*u®+ B —FE :
(u) 4 Qmw b 2mu? Ul 32mu?
Lo,y R(P+5) 9 9
= - —_— 2 _F -B 2.84
5 + 2 1 u+ 1B (2.84)

avec W = %w
Le probléme du potentiel (2.80) a été transformé a un probléme de l'oscillateur har-

monique dont les solutions sont connues.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord présenté la transformation locale du temps en

mécanique classique dans le cas des forces centrales standard (force de gravitation). En-
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suite, nous avons exposé la technique des transformations spatio-temporelles dans le for-
malisme de Feynman dans le cas de potentiel compliqué. Cette technique qui repose sur
une transformation de coordonnées r — z suivie d’une transformation temporelle ¢t — s
nous a permis de passer d’une intégrale fonctionnelle difficile a calculer & une intégrale
ordinaire. Enfin, nous avons proposé d’appliquer cette technique au potentiel de Morse et

au potentiel central dans le cas unidimensionnel.



Chapitre 3

Spectroscopie moléculaire

3.1 Introduction

La spectroscopie s’intéresse a ’étude des interactions entre la lumiére et la matiere,
par lesquelles des molécules effectuent une transition d’un état quantique a un autre. Elle
permet d’expliquer des phénomeénes réalistes et elle est tres puissante dans ’étude de la
réactivité se caractérisant par la spectroscopie résolue en temps et la femtochimie et aussi
les structures moléculaires en utilisant la diffraction des rayons X et la spectroscopie infra-
rouge [38]. De plus, nous optons a travers une étude spectroscopique a la compréhension
de la nature des mouvements nucléaires et électroniques dans une molécule.

Dans ce chapitre, nous allons rappeler les notions fondamentales de la spectroscopie

moléculaire et les notations utilisées.

Nous commengons par ’exposition d’un bref apercu sur la spectroscopie moléculaire et
ses domaines d’application. Ensuite, nous présentons I’hamiltonien et les énergies propres
d’une molécule diatomique A-B et 'approximation de Born-Oppenheimer (BO). Nous
étudions également les états électroniques des molécules et les couplages moléculaires.
Puis, nous présentons ’énergie potentielle de liaison. Enfin, nous donnons ’expression de

I’énergie totale de la molécule diatomique.

39
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3.2 Apercu sur la spectroscopie moléculaire

La spectroscopie moléculaire est devenue actuellement une branche a part entiére de
la physique. Son principal objet est I’étude du spectre émis par les molécules suite a un
signal d’excitation de fréquence (ou d’énergie) connue. L’excitation peut étre générée par
une onde électromagnétique ou par un faisceau de particules (électrons, protons, etc.) et
la réponse de la molécule peut se manifester sous forme d’un spectre d’absorption, d’un
spectre d’émission ou d’une fragmentation.

Par ailleurs, les spectres moléculaires sont plus complexes que les spectres atomiques
et transmettent des informations plus riches. Ses plus grandes complexités proviennent
des structures plus complexes des molécules. Alors que les spectres des atomes ne sont dus
qu’a leurs transitions électroniques. Les spectres des molécules proviennent de transitions
électroniques, vibratoires et rotationnelles. Ces modes ne sont pas indépendants les uns
des autres et la complexité des spectres est enrichie par les interactions entre eux. Nous
notons que l'interprétation des spectres moléculaires donne beaucoup d’informations sur
les formes et les tailles des molécules, les forces et la rigidité de leurs liaisons et d’autres
informations nécessaires pour tenir compte des réactions chimiques [39].

La structure d’une molécule et sa formule chimique sont les deux éléments importants
qui déterminent ses propriétés notamment sa réactivité. La liaison entre les atomes est
de nature quantique et résulte de la délocalisation de certains électrons qui ne sont plus
concentrés autour du noyau d’origine mais qui voient leur probabilité de présence s’étendre
spatialement jusqu’a inclure plusieurs noyaux [40].

Les applications de la spectroscopie moléculaire sont multiples et variées dans des
disciplines aussi diverses que la chimie, la biologie, la pharmacie, la physique atmosphé-
rique, ’astrophysique, la physique des plasmas, I’étude de la pollution dans ’atmosphére

terrestre, 'analyse de la composition chimique des atmosphéres planétaires, etc.
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3.3 Hamiltonien et énergies propres d’une molécule
diatomique A-B

Considérons une molécule formée de deux atomes A et B, de masse my et mp et de
—_—
numéro atomique Z, et Zp. La distance entre le noyau A et le noyau B est : Rap =
— —
R4s — Rp .
L’hamiltonien total indépendant du temps H d’une molécule quelconque & N noyaux

et n électrons s’exprime par :

H = noy + Telc + Ewp7 noy— noy + -Ep7 elc— noy + E elc— elc - (31)

)

Ou les opérateurs d’énergie potentielle d’attraction et de répulsion coulombiennes
sont : By noy— noy » Eip, ele— noy s Ep, ele— eic €t les opérateurs d’énergie cinétique des noyaux

T,y et des électrons T, sont :

Thoy S > Vi (3.2)
A=1
et
-
Toe = — 2, 3.3
€= gy, 2 (3-3)

Avec m 4 la masse des noyaux A et m,;. la masse des électrons.
Les trois termes d’énergie potentielle £, qui expriment les interactions entre les di-
verses particules électrons et noyaux sont :

1- Energie potentielle de répulsion des noyaux :

ZAZBe
noy—noy — 3.4
p y—noy ;B(Z 4-7T€ORAB ( )

2- Energie potentielle d’attraction électrons- noyauz :

N n

A
pelc noy — ZZ 471_;;“4 (35)

A=1 i=1
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3- Energie potentielle de répulsion entre électrons :

pelc elc — Z Z 7T€()7"U (36)

7,1]

Avec R;4 la distance de I’électron ¢ au noyau A, r;; est la distance entre I’électron i
et 'électron j et e la charge élémentaire de ’électron. Dans certains systémes simples,
I'obtention de la solution de I’équation de Schrodinger stationnaire [41] devient difficile.

L’approximation suivante développée par Born et Oppenheimer [42] sera appliquée.

3.4 Approximation de Born-Oppenheimer

L’approximation de Born-Oppenheimer (1927) est le concept le plus important dans
la description formelle de la mécanique quantique moléculaire. Elle permet de découpler
le mouvement des électrons de celui des noyaux. Les mouvements des noyaux (vibra-
tion/rotation) sont bien plus lents que ceux des électrons et peuvent donc étre traités
indépendamment. De méme les mouvements de rotation sont bien plus lents que ceux
de vibration. On peut également les découpler pour résoudre 1’équation de Schrodinger

stationnaire [41] pour le calcul de I'énergie totale de la molécule :
HVY = EV. (3.7)

. — 57 .. - — =7
La notation dans U(7;, R4 ) signifie qu'il y a n vecteurs r; et N vecteurs R4 [43].
On doit également prendre en considération le spin de 1’électron pour la résolution de

I’équation de Schrodinger. L’approximation de Born-Oppenheimer nous permet d’écrire :

U, Ra ) = Wae(7, R Wooy (Ra) | (3.8)

Dans la fonction d’onde des électrons \I/elc(ﬁ,}?f; ), les noyaux sont fixes et leurs

positions n’interviennent que par les parameétres ]?A) et la fonction d’onde des noyaux

Yooy (R—A>) est indépendante des positions 7; des électrons qui sont moyennées en un
nuage.

D’une part, I’équation de Schrodinger stationnaire indépendante du temps décrit le
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mouvement des électrons et des noyaux d’un systéme moléculaire et s’écrit comme :

HY(7],Ra) = EV(ri,Ra ) . (3.9)
Insérons (3.8) dans (3.9) , on obtient :
— — — —
H qjelc(E>>RA )anoy (RA) =L qjelc<?i>>RA )anoy (RA) . (310)

La substitution de I’hamiltonien total (3.1) dans (3.10) conduit a :

[_h_Q S Lvi _h_z ~ 1
2 4oma 2 o Mete

— — — —
+Ep, elc— elc] X qjelc(ﬁvRA ) \I[noy (RA) =F ‘Ijelc(ﬁu RA ) \I[noy (RA) (311)

2
V;’ + Elp7 noy— noy + E , elc— noy

D’autre part, I’équation de Schrodinger électronique s’écrit :

Hae W77, Ra ) = Eee( E) Welc(ﬁ,ﬁ )- (3.12)

Ou E,. est I’énergie électronique.
Par ailleurs, nous pouvons considérer les noyaux comme fixe dans 1’étude du mouve-
ment des électrons de la molécule. Il en résulte que 7T,,, = 0 et que I’énergie potentielle
Ey noy— noy €st constante pour une géométrie moléculaire donnée. Par conséquent, 1'ha-

miltonien total de I’équation (3.1) devient :
H = Hoo + Hyy, (3.13)

ou H,,, et H sont respectivement, les hamiltonniens nucléaire et électronique donnés
par :

—

Helc - elc(ﬁ) + Ep,elcfelc (ﬁ) + E ,noyfelc(?z?a RA ) ) (314)

et
Hnoy = Ep, noy— moy - (315)
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En injectant (3.14) et (3.15) dans (3.10), nous obtenons :

— — — — — —
[Helc + E , NOY— noy (RA)i| \Ilelc(Fi)7 RA )\Ilnoy (RA) - E(RA) qjelc(ﬁy RA )\Ijnoy ( A) .
3.16)

En prenant en cosidération I’équation (3.12), la relation (3.16) devient :

HaoW o7, B Wy (Ra) = | B(RA) = By non oy (Ra)| Vo, Ra) Wy (),
(3.17)
et
B(Ra) = Buc Ba) + By noy noy ( Ra). (3.18)

L’équation (3.12) est la base des études des mouvements nucléaires des molécules
et, en particulier, des vibrations des liaisons qui s’étudient expérimentalement par la
spectroscopie d’absorption infrarouge [43].

La fonction E(}Z}) correspond aux potentiels internucléaires classiquement utilisés
pour représenter les états électroniques d’une molécule.

Nous signalons également que 1’énergie nécessaire pour séparer complétement les deux

atomes sera notée D, correspondant a 1’énergie de dissociation de 1’état électronique.

3.5 Etats électroniques des molécules

Les états moléculaires sont classés selon la magnitude de la projection du moment
sur axe de symétrie internucléaire [40]. Chaque molécule diatomique posséde des états
électroniques d’ou un classement analogue a celle utilisée pour les atomes. Ainsi, chaque
état électronique moléculaire est défini par :

- Le moment angulaire orbital T

- Le moment angulaire de spin ?

- Le moment de rotation des noyaux qui est toujours perpendiculaire & I’axe passant

—
par les deux noyaux V.
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3.5.1 Moment angulaire orbital T

Dans la molécule diatomique, le mouvement des électrons est déterminé par ’axe
internucléaire de la molécule. Dans ce cas, la seule projection du moment angulaire orbital
sur cette axe est une constante du mouvement et la seule composante est notée il , [40].

Le moment angulaire orbital T représente la somme vectorielle des moments orbitaux

H
des électrons individuels [; des électrons du cortege électronique :
H
L=Y1=miVir7. (3.19)

En présence d’un champ électrique externe, le nombre quantique M, peut prendre les

valeurs :

My =L L—-1L—2, ... —L. (3.20)

=]

axe internucléaire

L 3

=

Fig. 3.1 : Représentation du moment angulaire orbital.

H
La projection du moment angulaire orbital L sur I’axe internucléaire est défini par le

nombre quantique :

A =M. (3.21)

Il apparait que pour chaque valeur de L, la molécule posséde (L + 1) états distincts
caractérisés par des énergies différentes. Les états moléculaires correspondant seront nom-
més par les lettres grecques X, 11, A, @....par analogie avec les caractéres latins utilisés en
spectroscopie atomique (S, P, D, F ..).

Nous notons que tous les états II, A, ®;... sont doublement dégénérés ( nommé

dédoublement-lambda ) car M; peut prendre +A et —A. Cette dégénérescence pourra
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étre levée par couplage avec le moment cinétique de rotation pure des noyaux de la mo-

lécule [45] et la dégénérescence n’existe pas pour les états .

3.5.2 Moment angulaire de spin ?

—
Les spins des électrons individuels dans une molécule possédent une résultante .S .
S =) 3. (3.22)

La résultante ? du spin des électrons et sa projection D sur I’axe internucléaire peut
prendre les (25 + 1) valeurs : ¥ = —S, =S + 1,...,4+S (multiplicité de spin de I’état).
Nous séparons deux cas :

1" Cas : A #0

Il existe un champ magnétique axial s’il y’a une rotation des charges électroniques
autour de ’axe internucléaire. Alors, ? se couple fortement avec le champ magnétique.
La composante du moment angulaire de spin sur cet axe est une constante du mouvement
hMg, o Mg est désigné par le nombre quantique X.

2¢me Cas : A =0

Il n’existe pas de champ magnétique axial résultant de la rotation des charges élec-
troniques autour de ’axe internucléaire d’otu ¥ west pas défini. La dégénérescence des
composantes de spin multiplier pourra cependant étre levée par couplage de spin-rotation

[45].

3.5.3 Moment cinétique orbital total N

é
Dans les molécules diatomiques, le moment associé & la rotation est noté R. La pro-
jection de ce moment de rotation R sur l’axe internucléaire est égale a 0.
Le moment cinétique orbital total sans spin de la molécule diatomique est la somme

des moments cinétiques orbitaux nucléaires et électroniques de la molécule ou encore :

— = =
N=A+R. (3.23)
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3.5.4 Moment angulaire total des électrons Q

Dans les atomes, le moment cinétique total J résulte de addition vectorielle de

N
et S [40] :

il

— —
J=L+§5. (3.24)

— —
Si A et ¥ sont connus, le moment cinétique électronique total le long de I’axe inter-

H
nucléaire est nommé ? :

=

— —
Q=A+73. (3.25)

Nous séparons ainsi deux cas : A nul est non nul.

1 Cas : A#0

Si A a une valeur fixe, ¥ peut prendre (2S5 + 1) valeurs différentes. Ce qui signifie qu’il
existe (25 + 1) valeurs inégales de 2. Dans ce cas, 'expression de la structure fine des

termes électroniques 7. d’une molécule diatomique sera donnée par [40] :
— —
T.=Ty+AAN.X. (3.26)

Ou Ty représente I'énergie électronique lorsqu’on néglige le spin, A est la constante
de couplage du spin qui dépend de I’état électronique, A est la projection du moment
électronique orbital sur ’axe internucléaire et > est la projection du spin résultant sur
cet axe. Les niveaux d’énergie d’'un méme terme multiplet moléculaire avec A # 0 sont

équidistants [46].

2¢me Cas : A =0

L’état est singlet.

3.6 Couplages moléculaires

Les moments angulaires (L ,S , N, J, R) dans les molécules diatomiques peuvent
étre couplés de différentes maniéres donnant lieu a des modes de couplage de Hund. Ce

couplage a été classé en cinq modes nommés par des lettres (a), (b), (c), (d) et (e).
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Les différents cas de Hund [44] correspondent aux différents modes de couplage pos-
sibles entre les mouvements de rotation des électrons. Sachant que chacun d’eux est idéal

et que les transitions entre ces cas ont lieu lorsque la rotation de molécule augmente

[47].

3.7 Notations

Dans cette partie, nous définirons les notations utilisées en spectroscopie moléculaire.

En effet, la formule de I’état électronique de la molécule est notée :
X25HHA], - (3.27)

La lettre X représente 1’état fondamental électronique d’énergie T,. Les valeurs de
T, sont déterminées a partir du niveau le plus bas de I’état fondamental électronique.
A, B,C...;a,b, ... représentent les états excités.

Les lettres majuscules désignent les états électroniques excités ayant la méme multipli-
cité de spin (25 + 1) que 'état fondamental X tandis que les lettres minuscules désignent
les états de multiplicité différente de X.

Les états électroniques dont la multiplicité est différente de 1 sont notés avec des
petites lettres : a®IL,, d°I1,.

Les états électroniques X sont représentés par des lettres grecques majuscules (X7 (pair),
¥~ (impair), IT, A, ...pour les molécules diatomiques hétéronucléaires et X7, ¥, X+, X7 11,
IT,, ...pour les molécules diatomiques homonucléaires.

Par ailleurs, si la fonction d’onde ¥, ne change pas de signe sous la réflexion des
coordonnées des électrons et des noyaux par rapport au centre de ’axe internucléaire
(axe de symétrie ), I’état est appelé pair (g),et impair (u), si ¥, change de signe.

Si la fonction d’onde totale reste inchangée a la réflexion des coordonnées des électrons
et des noyaux dans le plan contenant I’axe de la molécule, I’état décrit par cette derniére

est appelé positif (+), si par contre 1’état change, il est alors, appelé négatif (—).
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Exemple :

- B3II;/, désigne un second état triplet excité avec A =1,5=1,Q2=3/2et X =1/2.
- Pour la molécule N5, nous avons les notations suivantes : L’état fondamental est noté
X 12;, et les états électroniques du second systéme de cette molécule qui sont triplets sont
notés : B, C°II, avec des lettres majuscules tandis que tous les états électroniques

singulets de N, sont notés avec des lettres minuscules [46].

3.8 Energie potentielle de liaison
Nous considérons une molécule diatomique AB de distance internucléaire r. L’énergie
potentielle du systéme est représentée par la courbe de Morse [48] :
Uborse(r) = D, [1 — e PCr9]?, (3.28)

ou 7. est la distance internucléaire a I’équilibre, D, représente 1’énergie de dissociation
et [ est une constante caractéristique de la molécule.

Nous constatons que :

lim Upporse(r) = De, (3.29)
et
UMorse<T = 're) =0. (330)

D’apres la figure (3.2), I’énergie potentielle est assimilée & la parabole de l'oscillateur

harmonique pour des vibrations de faibles amplitudes.
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Ep Courbe harmonique

T — Te

Fig 3.2 : Courbe de Morse.

3.9 Energie totale de la molécule diatomique

La mécanique quantique montre que I’énergie £ d’une molécule est quantifiée et dé-
pend des nombres quantiques. L’énergie totale £ d'une molécule diatomique dans un état

électronique, et selon 'approximation de Born-Oppenheimer est exprimée par :

E = Eelc + Em’b + Erotv (331)

avec Eelc > Evib > Erot-

En divisant les deux membres de (3.31) sur hc, nous obtenons :
T =T.(v)+G(n)+F(). (3.32)

Ici, T, >> G(n) >> F({), v, n et £ sont respectivement, les nombres quantiques

électroniques, vibrationnels et rotationnels.

L'énergie T est exprimée en cm™*.
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Fig. 3.3 : Les niveaux d’énergie d’'une molécule diatomique dans un état électronique.

3.9.1 Energie électronique

Lorsque les noyaux sont a la distance internucléaire d’équilibre [45], 'énergie électro-

nique est donnée par 1’équation (3.26) .

3.9.2 Energie de vibration

L’expression de 1’énergie vibrationnelle pour un état électronique est donnée par :

1 1\?2 1\?
E(n) = h.cw. (n + 5) — hew. X, (n + 5) + h.c.weye (n + 5) ) (3.33)

Cette expression montre que 1’énergie de 'oscillateur dépend du nouveau paramétre
d’anharmonicité X, (sans dimension) de 1'ordre de 1072. Le terme de vibration corres-

pondant est :

G(n)(em™™) = E;E:) = We (n + %) — weXe (n + %)2 + Wele (n + %)3 . (3.34)

w, est la fréquence de vibration fondamentale de 1'oscillateur harmonique (cm ™)

weX, est la premiére constante d’anharmonicité (cm_l)
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Weye est la deuxiéme constante d’anharmonicité (em™1)
Ou les constantes spectroscopiques (we,weT. et wey. ) satisfont aux inégalités sui-
vantes :

We > |Wee| > |wele| - (3.35)

Nous pouvons remarquer que le premier terme de ’équation (3.34) représente le terme
vibrationnel quand les vibrations sont supposées étre harmoniques. Les niveaux de vibra-
tions ne sont plus alors équidistants et se resserrent pour des valeurs croissantes de n. Cet

effet n’est marqué que pour de grandes valeurs de n.

3.10 Energie de rotation

En plus du mouvement de vibration, chaque molécule diatomique posséde un mouve-
ment de rotation d’énergie moindre qui induit 'existence d’une structure fine des transi-
tions.

Si on assimile une molécule diatomique a un rotateur rigide (c’est-a-dire indéformable),
la mécanique quantique montre que les énergies de rotation sont quantifiées par le nombre

quantique de rotation /¢ et doivent prendre la forme :

Fo(0) = = BI({ + 1), (3.36)

ou B est la constante rotationnelle. Elle est donnée par :

h? h?
b= 82 pur? = 82l (3:37)

mi1mso
m1 +m2

ou = donne la masse réduite de la molécule, r est la distance internucléaire
et I = pr? représente le moment d’inertie par rapport a ’axe dans le cas d’une molécule
diatomique.

En pratique, la formule précédente (3.36) n’est pas tout a fait exacte car le rotateur

n’est pas vraiment rigide : en tournant sa longueur varie a cause des forces centrifuges.
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Aussi, nous exprimons plus précisément 1’énergie du rotateur par :

F.(0) = Bl +1) — D0 +1)% (3.38)
avec
1
B, = B, — a, (n + 5) , (3.39)
et
1
D,=D.+p, (n + 5) : (3.40)

avec a, < B, et [, < D,.
Les expressions de B, et D, sont :
h 4B3

B,=——2 D, =-Ze 3.41
8m2cpr? w (3:41)

e

D, est la constante de distorsion centrifuge (cm™!)
D, ~107*.B,

B, est la constante rotationnelle & I’équilibre

a. ~ 1072.B,

De méme pour a, et 3, :

We B, 24B,

e Xe  Boe 0w 6\/w. Xc B} 6B?
ﬁe:De<8w Sa a6w>’ o — w : 6 ¢ (3.42)

We We

Dans la plupart des cas, les niveaux de rotation étudiés font partie du niveau vibratoire

le plus bas de 'etat électronique fondamental.

3.10.1 Energie de vibration-rotation

Selon ’approximation de Born-Oppenheimer, I’énergie électronique est indépendante
de I’énergie de rotation-vibration. En négligeant la structure fine de la molécule, I’énergie

totale d’'une molécule diatomique en excluant I’énergie de translation est donnée par :
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1 1\°
En ¢ = Eqc(v)+w, (n + 5) —weXe (n + 5) d oA Bl (04+1) = D2 (0+1)% +.... (3.43)

E.;. est I'énergie correspondant au minimum de la courbe de potentielle électronique.

w, et w. X, dépendent de la forme de la courbe.

Dans cette expression la partie rotationnelle est une forme approchée.

Ces expressions permettent de tenir compte des interactions mutuelles entre les dif-
férents mouvements : le couplage entre les mouvements de vibration et des électrons est
introduit grace a "anharmonicité de ’expression (3.34) et le couplage vibration — rotation

a travers les expressions (3.38) a (3.40)du rotateur vibrant [47].

3.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord donné un apercu sur la spectroscopie molécu-
laire. Puis, nous avons présenté I’hamiltonien total et les énergies propres d’une molécule
diatomique et ’approximation de Born-Oppenheimer (B-O) pour découpler le mouvement
des noyaux de celui des électrons. Nous avons ensuite présenté les états électroniques et
les notations utilisées afin de comprendre toutes les propriétés utilisées dans notre travail.
Enfin, nous avons donné I’expression de I’énergie potentielle de liaison et 1’énergie totale

de la molécule diatomique dans un état électronique selon ’approximation de (B-O).



Chapitre 4

Traitement du potentiel de
Schioberg déformé relatif a des
molécules diatomiques par le

formalisme des intégrales de chemins

4.1 Introduction

La recherche des solutions analytiques des potentiels empiriques relatifs aux molécules
diatomiques a fait ’objet de nombreuses recherches pour plusieurs raisons. Par exemple
en chimie-physique [49], une courbe d’énergie potentielle précise est nécessaire dans 1’éva-
luation des constantes spectroscopiques et les études théoriques de diffusion réactive. En
outre, les énergies vibratoires et les fonctions d’onde exactes sont nécessaires dans des
études telles que I'excitation vibratoire de la collision électron-molécule qui implique un
processus d’excitation vibrationnel moléculaire.

Plusieurs formes de potentiels ont été proposées dans la littérature. Une premiere fonc-
tion de potentiel analytique empirique simple a été proposée par Morse [48]. Cette derniére
a connue plusieurs applications notamment en chimie-physique tel que la spectroscopie
moléculaire [50] ainsi que la simulation de la dynamique moléculaire [51].

Un autre célébre potentiel de type hyperbolique est le potentiel de Schisberg [52] qui

95
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est considéré comme un cas général des potentiels de Morse, de Kratzer et de Coulomb.

Par ailleurs, des fonctions potentielles plus générales ont été construites par Egrifes
et al. [53, b4], basées sur les fonctions hyperboliques déformées [55] et sont identiques au
modele du potentiel de Tietz pour les molécules diatomiques [56, 57]. Ces potentiels g-
déformés ont été largement utilisés dans plusieurs domaines telles que la théorie statistique
quantique [58], la théorie des champs conformes [59, 60], les structures nucléaires [61] et
la chimie-physique [62]. Pour les potentiels précédents, I’équation de Schrédinger a été
exactement résolue pour les états—s. Cependant, ce n’est pas le cas pour les états ¢ £ 0
ou plusieurs techniques approximatives ont été proposées. Nous pouvons citer parmi elles :
la méthode de Nikiforov-Uvarov [63], 'analyse fonctionnelle [64], I'itération asymptotique
[65] et les intégrales de chemins de Feynman [66, 67].

Dans un contexte plus général, plusieurs potentiels empiriques g—déformés ont été
étudiés tels que le Woods-Saxon [68], le Schisberg déformé [69, 70] et le potentiel de
Poschl-Teller g—déformé [71].

Mustafa a récemment introduit un potentiel de type Schicberg déformé a quatre pa-
rametres pour les molécules diatomiques [69]. Il a calculé en outre le spectre d’énergie
des états "¢ " en utilisant la méthode de la supersymétrie (SUSYQM) dans le cadre du
formalisme de Schrodinger.

Dans ce chapitre, nous allons étudier ce méme potentiel via le formalisme des intégrales
de chemins de Feynman afin de déterminer le spectre d’énergie et les fonctions d’onde.

La 2°™¢ partie de ce chapitre sera consacrée a la présentation du potentiel de Schisberg
déformé et ses propriétés. Nous montrons dans la 3¢™¢ partie I’équivalence entre le poten-
tiel de type Schicberg déformé et celui de Tietz-Hua en utilisant les conditions de Varshni.
Ensuite, nous présentons I'approximation du terme centrifuge utilisée. Un traitement du
potentiel étudié sera fait dans le cadre des intégrales de chemin de Feynman en utilisant
la méthode de Duru-Kleinert pour obtenir les valeurs propres des énergies des états liés.
Les fonctions d’onde et le spectre d’énergie sont déterminés & partir de la fonction de
Green. Enfin, nos résultats sont présentés et discutés en les comparant & d’autres travaux

69, 72].
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4.2 Le potentiel de type Schioberg déformé

En se basant sur 'expression originale du potentiel de Schisberg [52], Omar Mustafa
[69] a proposé le potentiel de type Schioberg g—déformé a quatre paramétres comme un

modele de potentiel diatomique
U(r) = A[B + tanh,(ar))?, (4.1)

ou A, B sont des parameétres ( A > 0), ¢ donne la déformation, alors que « représente
I'ordre du potentiel (a > 0).
Nous constatons que (4.1) dépend des fonctions hyperboliques habituelles qui ont été

proposées pour la premiére fois par Arai [73]. Elles sont définies comme suit :

ar —Qar

sinh,(ar) . e — qe
tanh,(ar) = m, sinh,(ar) = —
coshy(ar) = %. (4.2)
Avec la propriété
2 12
cosh; (ar) —sinh;(ar) =q . (4.3)

Le parameétre ¢ peut servir comme un paramétre supplémentaire dans la description
des interactions interatomiques dans le cas non relativiste [74]. Les fonctions hyperboliques
déformées (4.2) ont été largement utilisées dans plusieurs problémes [54, 75].

Afin de déterminer les constantes A et B, nous appliquons les conditions de Varshni
pour lesquelles doit satisfaire toute fonction potentielle empirique représentant 'interac-

tion des molécules diatomiques. Ces conditions sont les suivantes [76] :

=0, (4.4)

U(oo) = U(re) = D, (4.5)
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d*U(r)
dr?

= K, = (2mc)*pw?. (4.6)

r=Te

Ou c est la vitesse de la lumiére, w, est la fréquence vibrationnelle de 'oscillateur har-
monique d’équilibre et K, représente la constante de force pour les molécules diatomiques.
Nous étudions dans ce qui suit, I’équivalence entre le potetiel étudié et celui de Tiez-

Hua.

4.3 Equivalence entre le potentiel de Schitberg dé-

formé et ’oscillateur deTietz-Hua

Comme il a été signalé dans le paragraphe précédent, les paramétres A et B appa-
raissant dans le potentiel de Schioberg g—déformé (4.1) sont déterminés en utilisant les

conditions de Varshni (4.4) et (4.5) :

dU(r) e2are — ¢
= B=—-——-> 4.
ar |, " (62“’6 +q)’ “7)
et
D€ 2ar 2
U(x)=U(r,) =D, = A= 1 (e*™ +q)". (4.8)

Nous constatons que le parameétre A est positif tandis que la valeur de B peut étre positive
ou négative et dépend des valeurs du parameétre de déformation g¢.

La substitution de (4.7) et (4.8) dans (4.1) donne la nouvelle forme du potentiel étudié :

2are 2
ety q] | (4.9)

U(T) € |: e2ar + q

La figure 4.1 (a et b) donne la variation du potentiel de Schisberg déformé en fonction

de r pour les deux molécules HF' et H, avec trois différentes valeurs de q.
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Fig 4.1 : La variation du potentiel de Schioberg déformé en fonction de 7.
En outre, 'application de la condition de Varshni (4.6) donne :
2a
q=— <1 - —) e2ore = — pe?are (4.10)
g
avec ff = 2[1(72 est la constante de Morse [72] et n = (1 — %a) représente le parametre

d’optimisation.

La positivité ou la négativité des valeurs de g est déterminée respectivement par la
négativité ou la positivité des valeurs du paramétre d’optimisation 7.

D’autre part, afin de déterminer certains parameétres utilisés en physique moléculaire,

il a été montré que le potentiel étudié (4.9) est équivalent au potentiel d’oscillateur de

Tietz-Hua [72, 77] donné par :

1 — efbh(Tfre) 2
U(r) = D, [1 S ] . (4.11)

— Cpe€

Ou ¢y, représente le parameétre d’optimisation et b, = 5(1 — ¢,) [72, 77].
L’équivalence entre (4.9) et (4.11) donne n = ¢, et 2a = b, [69]. Nous tenons en
compte cette derniere quand nous traitons le potentiel étudié par la méthode des inté-

grales de chemins de Feynman en utilisant les parameétres spectroscopiques des molécules

diatomiques indiqués dans le tableau 4.1.
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Molécule n 1/10723(g)  a(A™)  ro(A) De(em™)
NO(X?IL,)  0.013727 1249 1357795 1.151 53341
O, (X3%,)  0.027262 1.377  1.295515 1.207 42041
O3 (X°M,) -0.019445 1377 1434935 1.116 54688
Ny (X'5})  -0.032325 1171 1.392925 1.097 79885
H, (X'S7)  0.170066 0.034  0.80945 0.741 38318
HF(X'S*)  0.127772 0.160  0.971035 0.917 49382

TAB. 4.1 — Les constantes spectroscopiques pour les molécules diatomiques [77].

Il est a noter que les solutions analytiques de I’équation de Schrodinger relatives a ce
potentiel ont été obtenues dans les références 78, 79)].

Par ailleurs, le potentiel (4.9) admet des cas particuliers pour certaines valeurs du
parameétre de déformation :

Quand ¢ — 0, le potentiel de Schioberg déformé se réduit a celui de Morse [48] :
U(r) =D, [1—e 91" | b =2a. (4.12)

Lorsque ¢ = 1, le potentiel de Schivberg g—déformé (4.9) se réduit au potentiel de
Rosen-Morse modifié [80, 81] :

(4.13)

bre 12
U(r):De{l i }

e 1]

Enfin, pour ¢ = —1, le potentiel de Schitberg g—déformé (4.9) se réduit au potentiel
de Manning-Rosen modifié¢ [82, 83] :

(4.14)

U(r) = D, {1 e T.

etr —1

Nous présentons dans ce qui suit, le traitement du potentiel étudié (4.9) avec le for-

malisme des intégrales de chemins de Feynman.
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4.4 Reésolution du potentiel de Schi6berg déformé
par la méthode des intégrales de chemin

L’idée de base est de trouver une transformation spatio-temporelle appropriée pour
reformuler le probléme initial en termes d’un probléme bien connu et déja résolu. En fait,
de nombreuses intégrales de chemins inconnues ont été traités en utilisant leurs relations
avec celles déja connues [66, 67]. Considérons un potentiel effectif a symétrie sphérique

défini par :
(0 +1)R?
T 9,2

2pur3

Uey (15,0) =U(r;) + (4.15)

avec U(r;) défini précédemment (4.9).
En coordonnées sphériques, le propagateur relatif d’une particule de masse u entre
deux points espace-temps (', ') et (r",¢") [9] dans le potentiel U, peut étre développé

en une somme d’ondes partielles de la forme :

" " / ’ 1
"

Z(% + DK ("t 57 ) Py(cosh). (4.16)

!
wrr
(=0

— —
" !

Ou Py(cosf) est le polyndome de Legendre de degré ¢ en cos 6 avec 0 = <T , T ) et le
propagateur radial K, est défini par :

N . 1 N—1
noonr . 1 2
Kg(r ,t A ,t) = ]}EI;O/HGXP |:ﬁ8j‘| H |:27Tl;h€:| H de, (417)
i=1 i=1 i=1

avec

Sj = Qﬂg (AT’]‘)Q — gUeff(Tj)y T'j = T(tj), AT’j = Tj — T’j_l, t/ = t() s t” = tN. (418)

Cette intégrale de chemin (4.17) ne peut pas étre résolue pour des états de moment
angulaire non nul (¢ # 0). Dans le but de surmonter cette difficulté, nous appliquons une
approximation pour le terme centrifuge 1%2

Plusieurs formes d’approximations du terme centrifuge ont été utilisées dans la lit-

térature. Nous pouvons citer celle de Pekeris [84], de Greene-Aldrich [85, 86] et celle de
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Badawi et al.[87].
Il a été constaté dans [69] que I'approximation de Badawi et al est la meilleure par
rapport aux autres approximations. C’est la raison pour laquelle nous avons opté pour
1

cette derniere dans nos calculs. En effet, le terme centrifuge = au voisinage du point

minimum r = r, est donné par :

11 Cs Cy
— ==+ . 4.19
R { g (e20r + q)Q] (4.19)

Les constantes C; apparaissant dans (4.19) sont définies comme [87] :

u

Cy =2¢e*(1—n) [3 (=2) — (3 +u) (%77)2] ) (4.20)

u

Cr=1- (51" [ - 3+ )]

avec u = 2ar,

A partir du tableau expérimental Tab.4.1,  peut prendre des valeurs positives ou
négatives donc ¢ = —ne?* sera soit négatif soit positif.

Afin de ramener la forme du potentiel étudié a celle qui ressemble & I'approximation

du terme centrifuge (4.19), nous pouvons réécrire (4.9) comme :

Py Ps
U(r)=P + + , 4.21
( ) 1 (€2ar +q) (e2ar_|_q)2 ( )
ol
Pl =D, Py=-2D, (e +q), Py=D,(*" +q)°. (4.22)
Par conséquent, le potentiel effectif (4.15) peut étre mis sous la forme suivante :
~ Py P,
Uepr(ri, 0) = P+ + , 4.23
ff( J ) 1 (ezarj +q) <€2arj +q)2 ( )
avec
~ ~ ~ 00+ 1)h?
P =P +~C, Po=PFP+~C;, Ps=P3+~Cs, ’Y:¥~ (4.24)

2pur?

[&]
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En fonction du signe de 7, nous pouvons considérer deux cas correspondants aux
potentiels de Manning-Rosen déformé et de Rosen-Morse déformé. Une telle discussion
a été faite précédemment pour les cas particuliers relatifs aux potentiels standard de

Manning-Rosen [66] et de Rosen-Morse [67].

44.1 1 Cas:q>0etn<0

Dans le but de ramener le probléme des états "¢ " du potentiel de Schisberg g—déformé

a un probléme simple des états ”s”, nous posons :
t t
—2ar —2ar
1 t+1 gt +1) (4.25)
ce dernier conduit a réécrire (4.23) comme :
B P
Uess(rj,0) = P — 2t + 12, (4.26)
q q
L’utilisation de (4.25), nous permet d’écrire :
inh
tanhy (ar) — Sialor) _ o) g (4.27)
coshy,(ar)

ce qui donne :
L tanh,(ar) — 1.

. (4.28)

La substitution de (4.28) dans (4.26) conduit a :

=~ P P P, P Ps 9
Uep(rj, £) = <P1 + % + —) - (Z + 2_q2> tanh, (ar) + o tanh, (ar).  (4.29)

Par ailleurs, nous avons :

sinh?(ar
tanh?(ar) = sinh (ar) =1-

cosh?(ar) (4.30)
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En injectant (4.30) dans (4.29), il en résulte :
B(¢
Uess(r;, €) = Atanh,(ar;) — # + C(0), (4.31)
cosh; (ar;)
ou ~ -
a0=-5-5
B() = % (4.32)
Cl)=P+2+%
Nous utilisons le changement suivant [74] :
cosh,(ar) = /gcosh(ay), sinh,(ay) = /gsinh(ay), (4.33)
avec y =r; — (1/a)In/q , ce qui donne :
Uess(y,0) = A(f) tanh(ay) — & +C(0) (4.34)
eff\Y, - Yy COShz(Oéy) ) :
ou - -
Al) = —5; — 35
B(t) = & (4.35)
Cl) =P+ 52+ 3%

Nous avons transformé le probléme relatif aux états "¢ “du potentiel de type Schisberg

) P . ) nono.o.. \ ;
déformé a celui des états s similaire & Rosen-Morse. Nous proposons de résoudre ce

dernier en utilisant la méthode de Duru-Kleinert qui repose sur une transformation spatio-

temporelle. Cette derniére nous permet de passer du propagateur relatif au potentiel (4.34)

a celui relatif au potentiel de Poschl-Teller modifié dont le spectre a été déja calculé.

Transformations spatio-temporelles

Le potentiel effectif donné par (4.34) est résolu en utilisant la méthode de Duru-

Kleinert [18] basée sur la transformation spatio-temporelle non linéaire. Pour ce faire,

nous effectuons le changement de temps suivant [88] :
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y=f(2)
dt = [f'(2)]"ds

ou (z,s) sont les nouvelles coordonnées espace-temps et

: (4.36)

1
f(z) = — argtanh [2tanh® z — 1] . (4.37)
«

Nous savons, par ailleurs, que la fonction de Green relative a un propagateur donné
nous permet de tirer a partir de ses poles le spectre des énergies et les fonctions d’onde
correspondantes & partir des résidus aux poles. Cette fonction est obtenue a partir de la

transformée de Fourier du propagateur K,(r",r; T') comme suit :

" ! ]. _/l:ET " !/
K, 1) = — s E)dE. 4.
075 T) = o e = G B (4.38)
Ou
) l > =5 1" ! " "
G’ rE) = % [f/(z/)f/(z//)] 2/ Koz ,z;s )ds . (4.39)
0

Le propagateur devient :
K=", 25s") = /Dz(s ) exp <%/0 {82~ () U(f() ~ B - AU(:) } ds

Avec :

B2 1" 2 "
AU (z) = =13 [f, (Z)] 9 {f, <z)] . (4.41)
8 I (2) I (z)
Ot les fonctions f', et f " sont les dérivées successives de la fonction f.
En outre, la transformation (4.37) nous permet décrire expression pour les dérivées
de f(z) dans des ordres différents.
1 ” 2 cosh(z)
=2 (1.42)

o sinh®(z)’

f'(2) = S coth(z), f"(2) =

a a sinh?(z)
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Alors nous obtenons :

AU (2) = h2{ S } (4.43)

_@ cosh?z  sinh?z

De plus, la transformation (4.36) conduit a une nouvelle expression du potentiel (4.34) :
Uesr(f(2)) = A(=1+ 2tanh®(z)) — B' [1 — (=1 + 2tanh?(z))?] + C. (4.44)

Il en résulte :

(A+C+E)+<ﬁ)

PP E) B+ AU () =~ A
4B Jo? + (%)
_ — + (A —C — E) /a?(4.45)

En substituant les équations (4.43) et (4.45) dans (4.40), le propagateur devient :

Ky(2",7';8") = exp {%s" (E+C—A) /a2} /Dz (s)

S”

X exp i/ﬁzz_h:{n(n—l)_v(v—l)} ds

h) 2 24 | sinh? 2 cosh? z
0
= exp [%s" (E+C—A) /042} KMPT(Z" 2 s0). (4.46)
Avec
_ 1y [oomEicra)
1=z G (4.47)
v o

et KMPT est le propagateur relatif au potentiel de Poschl-Teller modifi¢ qui est un
probléme résolu et connu [89, 16]. En considérant que le systéme admet uniquement un

spectre discret. La solution de 'intégrale de chemin de ce dernier est donnée par :

Nom .
KPP 28" = Zexp (—%s”E,,JZ”PT> Xf,fm(kl’b) (z") Xffdl*(kl’b) (2').  (4.48)

n=0

Ici, on utilise la notation de Frank et Wolf [16] : 2s = n(n — 1), —2c¢ = v(v — 1).
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Les nombres k; et ky sont définis en fonction de ¢ et s comme :
(4.49)

La limite supérieure N,, désigne le nombre maximal d’états avec 0,1,....n < N, <
ki — ko — 1/2. Les signes dépendent des conditions aux limites pour z — 0 et z — o0,

respectivement. Les fonctions d’onde des états liés sont explicitement données par [16] :

Xffch(kl’kz) (z) = Nk (sinh z)%ré (cosh z)f%ﬁg

XoFy(—ky + ko + k, —ky + ko — k + 1; 2ko; — sinh? 2)

1
2n! (2]{71 - ].)I (2]€1 —n— ]_) 2 . Oko—1 on— 2k 43
+n)l n 272 h z)“" T2

['(2ky +n) T (2ky — 2ky — m) (sinh 2) (cosh 2)

12
x Pl2k2 2(ka—ha=m) 1] (—1 —sinh 2) . (4.50)
" cosh? z
Ou P*? est le polynome de Jacobi et
Alkrka) _ 1 {(2]{;— DI (ky+ ke — k)T (k1 + ko + k — 1)]2 (4.51)
" [ (2k2) C(ky —ko+ k)T (kg — ko — k+1) ’
avec
k=ky — ko —n. (4.52)
Les énergies sont données par :
MPT h 2

24

Nous utiliserons les fonctions d’onde (4.50) et les valeurs propres (4.53) du propagateur
de Poschl-Teller modifié dans ce qui suit pour déterminer les fonctions d’onde et le spectre

d’énergie du potentiel de Schivberg déformé.

Spectre d’énergie et fonctions d’onde

Le calcul de K;( 2", %";s") nous permet d’obtenir la fonction de Green via la relation

(4.39). Une fois cette derniére connue, le spectre des énergies est obtenu a partir de



4.4. Résolution du potentiel de Schioberg déformé par la méthode des intégrales de
chemin 68

ses poles, et ses résidus aux podle, on obtient les fonctions d’onde correspondantes. En

substituant (4.48) dans (4.46) , nous obtenons :

Non .
Ky(2", 258" = Zexp (%s" [(E+C—A)/(o?) - ET]L”PT]>
n=0

R CO P COR (4.54)

Ensuite, en intégrant (4.54) sur les parameétres pseudo-temps s", la fonction de Green

donnée par(4.39) devient :

N, DSCh(kl,kz) (TH) Dsch*(kl,kz) (T/)

Xe,n ln
Ge(r",r'; E) = : — (4.55)
Les conditions aux limites appropriées pour r — 0 et r — oo donne :
klzl(l—i- 1—1—?‘?/)51(1—1—5)
: ) (4.56)
A
]{72:% 1-1—%(8—271—1)—%]

En substituant ces derniéres valeurs dans (4.53) et (4.50) et en posant u = 1/2[1 +

tanh (ar)], on obtient :

DSch(kr k Nk 1 s
mc (k1,k2) (r) = \;1/_& uk2=(3) (1-— u)(5)_k2_” oy (—n, s — n; 2ks; u)
B ) 4pA (s —2ky —2n)nI0 (s —n) 1°
B a2fi(s —2n — 1)) T(s+1—n—2ks) T (2k; +n)
X277 5 [1 — tanh (ar)] 577" [1 + tanh (ar)]F 2
Xpygszsz2n,2k271) tanh (Oﬂ’) ’ (457)
ou

EDSh = o?EMPT 4 A_C

h2042 2

En substituant les valeurs de ky et ko données par (4.56) dans l'expression (4.58), il
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en résulte :
R2a? (s — 2n — 1) 211 A%
EPfeh — _ — +C(0), 4.59
e 81 h2a? (s — 2n — 1)° (@ (4.59)
avec
8uB (¢
s=4/1+ hQa(Q ) (4.60)

L’expression (4.59) correspond au cas ¢ > 0 et n < 0.

4.4.2 2" cas:q<0etn >0

Dans le cas ol ¢ est négatif, on pose ¢ = —¢’, le potentiel (4.9) prendra la forme
suivante :
62047“5 . q’ 2
=
, P, P,
= P + 2 __ 4+ s 4.61
1 (62047‘ —q ) <€2o¢r —q )2 ( )
ou
! / / U / 2
P =D, P,=-2D, <e’”e - q) . P.=D, <e’”e - q) . (4.62)
L’approximation du terme centrifuge deviendra ainsi :
11 Cs Cs }
— == |C1 + — + . 4.63
2 2 [ 1 (et —¢) (ebr — q')2 ( )
La substitution de (4.61) et (4.63) dans (4.15) donne :
iy /p_l/g ﬁg
U, ) =P - — 4.64
1113, 0) 1t (27 — q) + (2075 — ¢')? ( )
ou
~ , ~ , ~ , 0(0+ 1)h?
Py =P +7C; Poy=PF+70y; P3=PFP+Cs, ’Y:Q- (4.65)

2ur?
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Nous effectuons le changement de variable suivant :

/ t t
e = e = 4.66
1 t+1 qt+1) (4.66)
en substituant (4.66) dans (4.64), ce qui donne :
~ P, P
Uess(rj, 0) = Py + —2t + —2 12 (4.67)
q q
Par ailleurs, nous pouvons écrire :
th coshy (1) _ o, 4 4 1.68
coth s (ar) = siuh, (ar) =2t+ 1. (4.68)
Ce qui donne :
coth,/ (ar) — 1
t = . (4.69)
2
La substitution de (4.69) dans (4.67) donne :
Y ]372 ﬁa ]373 Fz
Py
+4q'2 cothjl (ar). (4.70)
En utilisant la relation :
2 q/
cothyy (ar) =1+ (4.71)

sinhzl (ar)’

Nous pouvons écrire :

> Py Pl Py Py P'y
Ueyi(rif) = P1— ——+—= | = | =—= — —= | coth,, (ar) + :
££(r5,4) ( Yy 2q 2> ( 2q'? 2q v (ar) 442 sinhzf (aur)

(4.72)

En termes des fonctions hyperboliques, le potentiel effectif (4.72) peut s’écrire comme :

B(f)

Uesp(r;, 0) = —A(l) coth, (arj) + —5—
ff(r] ) ( ) co q (O(T]) + Sinhzl (O[T])

+C(0), (4.73)
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avec N N
Pl P/
A(l) = — 7 -+ 2
N
Bf) = é{l? B (4.74)
C(g)—Pl - Zl2+ Zlg
Nous utilisons le changement suivant [74] :
coshy/(ar) = V¢ cosh(ay), sinh,/ (ar) = V¢ sinh(ay), (4.75)
ouy=r; — (1/a)In /¢, ce qui conduit a :
B'(¢)
Ueff(y, 5) = —A(f) coth(ay) + 12, N + C(E), (476)
sinh”(ay)
ou . ~
A(l) = =5 + 57
_F
B =44 - (4.77)
Cl) =Py — 57 + 47

Nous avons ainsi transformé le probléme relatif aux états “¢” du potentiel (4.9) a celui
des états “s” du potentiel similaire de Manning ~Rosen. La résolution de ce dernier se

fera comme développée précédemment. En effet, nous utilisons la transformation suivante

(66, 90] :

1
y = — argcoth [2 coth? z — 1] . (4.78)
«
Ce qui donne :
1 1 [coth2 z — 1] 2 [coth2 z — 1}
' _ " _ i " S thha———— (]
1) a cothz 1) o coth? 2 1) « coth® 2 ( )
Nous obtenons :
K2 1 3
AU (z) = (4.80)

N @ cosh?z = sinh? 2
Par ailleurs, la transformation (4.78) conduit & une nouvelle expression du potentiel

(4.76) :

Uetr (f(2)) = —A (2coth? z — 1) + 2B’ (2 coth® z — 2) coth® z + C. (4.81)
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Ou encore :

E—C-A)/a®+ 5  4uB'/a?+ 3
P2 U ( () - )+ AU () = - L T L

cosh? 2 sinh? 2
(E—-C+A)
I (4.82)
En substituant (4.82) dans (4.40), nous obtenons :
 (E—C+ A
Ky (2",7;8") = exp {%8//(04—24_)] /Dz(s )
if(po B nn-1) v-1)
X = -4 - — — ds|, (4.83
P g / (2 2u [ sinh? 2 cosh? (4.83)
0
ou encore
., (E— A
Ky (2",2';8") = exp {%5"#] KMPT (2 258" (4.84)
«
Avec les notations suivantes :
=141+ %8
= . E“(j — . (4.85)
o= LT

L’intégrale de chemin (4.84) est similaire a la mise & jour au potentiel de Poschl-Teller
modifié. En procédant de la méme maniére que le premier cas, nous pouvons alors écrire

le propagateur comme suit :

N, .
KMPT (2" 28" = Zexp {—%s"Eﬁ”T} X XﬁfCh(kl’kZ) (2") Xﬁfeh*(kl’kQ) (7). (4.86)

En substituant (4.86) dans (4.39) et en intégrant sur le parameétre pseudo-temps s”,

nous obtenons :

N, Dsch(k1,]€2) (71//) DSCh*(k‘l,kQ) (r/)

X ¢

"o, . n n

GE(T,T‘,E)—§ : EDSch_E ’
n=0 n,l

(4.87)
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avec

kl = % [(1 + % (S + 277; + 1)) + ﬁ2a2(25,.f|—142n+1):|

, (4.88)
k2:§(1+ 1+%> =1(1+s)
En substituant ces valeurs de ki, ko dans (4.50) et (4.53) et en considérant :
1
u = —[1— coth (ar)]. (4.89)

2

Nous obtenons :

XDsch(k1,k2) (T) _ \/aN(kl,kz) (1 N u)1/27k1+n ukl_l_s/z_n

n,l n

1
X o Fy (—n,?kl —n—1;s+1; )
1—u

a2k, —1)nl 2k —n—1) 172 (1= ¢2or)
Fn+s+1)T'(2ky —s—n—1)

X exp {—2ar [/ﬁ — g —n— 1] } P(Zk1—n—s=23) (1 — 26’20"”)(.4.90)

Cela nous ameéne au spectre d’énergie suivant :

EP;t = o?EMPT - A+ C,
h2a? on + 1)° 21A2
_ _Mal(s42nt ) a S+ C(0). (4.91)
8 h2a? (s +2n + 1)

Les résultats (4.59) et (4.91) peuvent étre combinés en une seule expression :

h2a? (s +2n £ 1) A2
8 R202 (s +2n+1)

EPD; = C(0). (4.92)

Les signes positifs et négatifs (£) dans (4.92) correspondent respectivement a des

valeurs négatives et positives de q.

4.5 Reésultats numériques et discussion

Afin de tester la précision de notre méthode, nous avons calculé le spectre d’énergie re-

latif des états liés (4.92) pour différentes molécules diatomiques : H, (X'S}) , HF (X'S1),
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Ny (X'SH) ,NO (X?1L,), 0, (X*%;) et OF (X*I1,) trouvées dans la littérature en utili-
sant les constantes spectroscopiques des molécules données dans le tableau Tab.4.1.

Nos résultats sont consignés dans les tableaux : Tab. 4.2, Tab. 4.3 et Tab. 4.4. Nous
signalons que nous avons utilisé des molécules possédant des valeurs du parameétre de
déformation ¢ positif et négatif.

Par souci de comparaison, nous avons présenté les résultats des autres techniques de
I'é¢tat de 'art : La méthode numérique (GPS) [72] utilisée par Roy et la méthode de la
quantification supersymétrique (SSQ) proposée par Omar Mustafa [69]. Les énergies sont
exprimées en (cm™!). Les autres unités prises en considération dans nos calculs sont :
hic = 1973.269718eV. A, 1lem™! = 1.239841930 x 1074V, lu.m.a = 931.494061% et
1U = 1.660538921 x 10~ *"kg.

Nous constatons d’apreés les tableaux que nos résultats sont presque identiques a ceux
calculés par la méthode SSQ dans plusieurs cas. En effet, bien qu’ils soient fondamentale-
ment différents, les deux méthodes utilisent la méme approximation du terme centrifuge.
Dans d’autres cas, notre technique améliore les résultats de SSQ par rapport a ceux calcu-
lés numériquement. Par exemple, pour la molécule O, (X 32;) (n=0,3,5et £ =10,15),
pour OF (X?I1,) (¢ = 10 et n = 1,3,5;¢ = 15,20) et pour les molécules Hy (X'E}) et
HF (X'$).
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NO(X?IL,) 0, (X°%,)
n ¢ GPS|[72] SSQ [69] Nos résultats GPS[72]  SSQ [69] Nos résultats
0 0 947.759 947.756 947.757 774.984 775.089 775.090
1 951.123 951.121 951.120 T77.848 777.863 777.860
2 957.849 957.847 957.847 783.394 783.410 783.411
3 967.937 967.937 791.731 791.734
4 981.390 981.390 802.823 802.823
5 998.205 998.204 816.688 816.682
10 1132.686 1132.686 1132.686 927.562 927.578 927.574
15 1351.069 1351.072 1351.072 1107.634  1107.654 1107.648
20 1653.146 1653.153 1653.153 1356.714  1356.739 1356.744
3 0 6453.267 6453.239 6453.240 5269.581  5269.672 5269.673
1 6456.510 6456.484 6456.483 0272.250  5272.343 9272.339
2 6462.995 6462.971 6462.972 D277.588  5277.684 D277.684
3 6472.703 6472.702 0285.694 9285.697
4 6485.677 6485.677 5296.374 5296.373
) 6501.894 6501.894 5309.722 5309.715
10 6631.552 6631.592 6631.593 0416.325  5416.479 0416.474
15 6842.080 6842.207 6842.206 5589.607  5589.837 5589.828
20 7133.275 7133.526 7133.525 5829.279  5829.619 5829.623
5 0 9951.736 9951.693 9951.693 8118.378  8118.516 8118.516
1 9954.898 9954.857 9954.858 8120977  8121.118 8121.113
2 9961.220 9961.188 9961.187 8126.175  8126.321 8126.323
3 9970.679 9970.679 8134.126 8134.127
4 9983.335 9983.335 8144.530 8144.529
) 9999.155 9999.154 8157.535 8157.530
10 10125.542 10125.669 10125.670 8261.257  8261.546 8261.543
15 10330.775 10331.112 10331.112 8429.966  8430.441 8430.433
20 10614.632 10615.269  10615.269 8663.303  8664.046 8664.049

TAB. 4.2 — Les énergies ro-vibrationnelles F(cm™!) pour les deux molécules diatomiques

NO(X?IL,) et Oy (X35, ), avec n = 0,3,5 et différentes valeurs de ¢.
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O3 (X°11,) N, (X))
n ¢ GPS][72] SSQ [69] Nos résultat GPS [72]  SSQ [69] Nos ésultat
0 O 934.601 934.614 934.612 1174.916 1174.927 1174.927
1 937.848 937.862 937.860 1178.870 1178.882 1178.879
2 944.341 944.353 944.354 1186.778 1186.789 1186.788
3 954.094 954.095 1198.651 1198.649
4 967.079 967.072 1214.466 1214.465
5) 983.310 983.306 1234.234 1234.240
10 1113.112 1113.127 1113.136 1392.325 1392.338 1392.337
15 1323.924 1323.940 1323.932 1649.087 1649.103 1649.107
20  1615.541 1615.563 1615.544 2004.288 2004.306 2004.305
3 0 6376.545 6376.615 6376.612 8047.8758  8047.9316  8047.9313
1 6379.684 6379.756 6379.755 8051.7163  8051.7736  8051.7718
2 6385.962 6386.035 6386.034 8059.3972  8059.4558  8059.4546
3 6395.455 6395.456 8070.9804  8070.9783
4 6408.015 6408.008 8086.3444  8086.3428
) 6423.713 6423.708 8105.5492  8105.5556
10 6549.135 6549.270 6549.270 8259.0350  8259.1477  8259.1462
15 6752.948 6753.159 6753.151 8508.4072  8508.5904  8508.5949
20 7034.867 7035.194 7035.186 8853.3707  8853.6563  8853.6550
5 0 9845.984 9846.089 9846.089 12460.466  12460.549  12460.549
1 9849.051 9849.159 9849.158 12464.229  12464.316  12464.313
2 9855.183 9855.296 9855.294 12471.756  12471.847  12471.845
3 9864.503 9864.502 12483.146  12483.143
4 9876.778 9876.771 12498.208  12498.206
5) 9892.120 9892.117 12517.037  12517.042
10 10014.566 10014.830  10014.839 12667.396  12667.620 12667.618
15 10213.639 10214.091  10214.084 12911.769  12912.164 12912.167
20 10488.989 10489.719  10489.708 13249.806  13250.446  13250.444

TaB. 4.3 — Les énergies ro-vibrationnelles F(cm™!) pour les deux molécules diatomiques
O3 (X?ILy) et Ny (X'E}), avec n = 0,3,5 et différentes valeurs de /.
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H,(X'S]) HF(X'27)
n ¢ GPS|[72] SSQ [69] Nos résultats GPS [72] SSQ [69] Nos résultats
0 O 2171.618 2171.661 2171.660 2047.581 2047.549 2047.548
1 2289.372 2289.430 2289.427 2088.368 2088.338 2088.338
2 2523.795 2523.908 2523.907 2169.893 2169.866 2169.865
3 2873.012 2873.012 2292.033 2292.033
4 3333.687 3333.686 2454.691 2454.690
b} 3902.003 3902.002 2657.640 2657.640
10 8173.796 8173.795 4266.461 4266.460
15 14184.547 14257.421 14257.418 6824.964 6825.606 6825.605
20 21121.346 21406.290 21406.287 10257.292 10259.247 10259.246
3 0 13641.123 13641.356 13641.357 13298.712 13298.514  13298.513
1 13738.726 13740.204  13740.202 13334.713  13334.578  13334.577
2 13932.924 13937.042  13937.041 13406.668  13406.661  13406.659
3 14230.181 14230.179 13514.670  13514.669
4 14617.148 14617.144 13658.467 13658.465
) 15094.757  15094.756 13837.868 13837.867
10 18693.126  18693.125 15259.392 15259.390
15 23846.083  23846.079 17518.249 17518.247
20 29951.340  29951.338 20544.186 20544.184
5 0 19915.723 19916.031 19916.031 19860.703 19860.423 19860.421
1 20000.399 20003.596  20003.592 19893.600 19893.479 19893.478
2 20168.807 20177.985  20177.984 19959.350 19959.547 19959.545
3 20437.737  20437.735 20058.539 20058.538
4 20780.713  20780.708 20190.325 20190.323
) 21204.160  21204.157 20354.730 20354.728
10 24399.460  24399.458 21656.962 21656.960
15 28992.500  28992.498 23724.509 23724.507
20 34465.676  34465.674 26490.600 26490.599

TAB. 4.4 — Les énergies ro-vibrationnelles F(cm™!) pour les deux molécules diatomiques

Hy (X'S]) et HF (X'E1), avec n = 0,3,5 et différentes valeurs de /.



Conclusion

Le but de cette these est la détermination, dans le cadre du formalisme de Feynman,
du spectre des énergies relatif aux états liés ainsi que les fonctions d’onde correspon-
dantes relatives au potentiel de Schivberg g—déformé. Notre étude s’est appliquée a six
molécules diatomiques : Hy (X'ST) , HF (X'S1) N, (X'S]), NO (X?11,) , 05 (X3%))
et Oy (X?I1,).

Apreés un bref apercu sur le formalisme des intégrales de Feynman dans le premier
chapitre, nous avons présenté dans le deuxiéme chapitre la technique des transforma-
tions spatio-temporelles utilisée dans notre travail. Nous avons également présenté dans
le troisiéme chapitre toutes les notions relatives a la spectroscopie moléculaire afin de
comprendre toutes les propriétés utilisées dans notre travail.

Le quatrieme chapitre qui constitue notre propre travail a été consacré a la présentation
d’une expression améliorée de I'énergie des états "¢ relatifs au potentiel de Schicberg
g—déformé et 1’équivalence existant entre ce potentiel étudié et le potentiel d’oscillateur
de Tietz-Hua. En utilisant une approximation du terme centrifuge, nous avons pu ramener
le probleme des états “¢" du potentiel étudié & celui similaire des états s . Ce dernier
a été traité en utilisant une transformation spatio-temporelle appropriée pour deux cas
(¢ > 0 et g <0). Ceci nous a permis de trouver ’expression de ’énergie et des fonctions
d’onde.

En utilisant les valeurs expérimentales pour les paramétres spectroscopiques (D, re,
et ) comme données, nous avons calculé les valeurs numériques de 1’énergie pour diffé-
rentes valeurs des nombres quantiques n et £.

Au vu des résultats obtenus, nous pouvons dire que le formalisme des intégrales de

chemin de Feynman constitue une sérieuse alternative aux autres formalismes de la mé-
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canique quantique.
Nous comptons dans un avenir proche, généraliser notre technique aux cas des équa-

tions de Dirac et de Klein-Gorden et pour d’autres familles de potentiels.
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Abstract: The bound state solution of the Feynman propagator with the deformed generalized Schidberg potential is deter-
mined using an approximation of the centrifugal term. The energy eigenvalue expression is computed using Duru-Kleinert
space-time transformation for both positive and negative deformation parameters of diatomic molecules. Besides, the rotation-
vibration energy eigenvalues are numerically calculated for some diatomic molecules and compared with those given in the
literature. The obtained results are in agreement with those given by state-of-the-art approximate and numerical methods.

Key words: path integral, £-states, deformed Schiéberg-type potential, Duru-Kleinert space-time transformation, diatomic molecules.

Résumé : Nous déterminons I’état lié du propagateur de Feynman avec le potentiel de Schidberg généralisé déformé en utilisant
une approximation pour le terme centrifuge. Nous calculons la valeur de I’énergie propre via la transformation d’espace-temps
de Duru-Kleinert pour des valeurs positives et négatives du parametre de déformation de la molécule diatomique. De plus, nous
évaluons numériquement les énergies propres de rotation-vibration pour certaines molécules diatomiques et comparons nos
résultats avec ceux apparaissant dans la littérature. Nos résultats agréent avec ceux obtenus d’approximations a la fine pointe et
de méthodes numériques. [Traduit par la Rédaction]

Mots-clés : intégrale de chemin, états 2, potentiel de Schioberg déformé, transformation d’espace-temps de Duru—Kleinert,

molécules diatomiques.

1. Introduction

The study of analytical solutions for empirical potential func-
tions of diatomic molecules has been the object of many investi-
gations for several reasons. For instance, in chemical physics [1],
an accurate potential energy curve is needed in the evaluation of
spectroscopic constants and reactive scattering theoretical studies.
In addition, accurate vibrational energies and wave functions are
required in studies such as the vibrational excitation of electron-
molecule collision, which involves molecular vibrational excita-
tion process.

Several potential functions have been proposed in the litera-
ture. A first simple empirical analytical potential function was
proposed by Morse [2] and has been employed in a wide variety of
problems in chemical physics, such as in molecular spectroscopy
[3] and in molecular dynamics simulation [4]. Another famous
hyperbolic type potential is the Schidberg potential [5], which
includes the Morse, Kratzer, and Coulomb potentials as special
cases. More general potential functions have been constructed by
Egrifes et al. [6-8], based on the deformed hyperbolic functions [9],
and are identical to the Tietz potential model for diatomic mole-
cules [10, 11]. These g-deformed potentials have been widely used
in different applications, such as quantum statistical theory [12],
conformal field theory [13, 14|, nuclear structures [15], and chem-
ical physics [16]. For the preceding potentials, Schrodinger’s equa-
tion has been exactly solved for the s-states. For ¢ # O states,
several approximate techniques have been proposed. We can cite
the Nikiforov-Uvarov method [17], the function analysis [18], the
asymptotic iteration [19], and the Feynman path integrals [20-22].
In recent papers, some g-deformed empirical potentials have been

addressed, such as Woods-Saxon [23], the four-parametric de-
formed Schidberg-type [24, 25], and the g-deformed hyperbolic
Poschl-Teller potential [26].

Recently, Mustafa introduced a four-parametric deformed Schitberg-
type potential for diatomic molecules [24], and computed the
energy spectrum of the f-states using the supersymmetric quan-
tization in the Schrodinger framework. In this paper, we use the
Feymann path integral formalism to solve this potential. In
Sect. 2, we discuss the deformed Schidberg-type potential and
show some properties. In Sect. 3, the Feynman propagator is in-
vestigated using the Duru-Kleinert method to obtain the energy
eigenvalues. In Sect. 4, numerical results for some diatomic mol-
ecules are given and compared with previous ones [24, 27]. Finally,
some concluding remarks are given in Sect. 5.

2. The Schidéberg-type potential

Based on the original expression of the Schidberg potential [5],
Mustafa [24] proposed the four-parametric deformed Schidberg-
type potential

U(r) = A[B + tanh,(ar)]* (1)

where the g-deformation of the usual hyperbolic functions are
defined by the following expressions:

sinh,(ar) ) e — ge o
tanh (ar) = ——— sinh (ar) = ———
g cosh,(ar) g 2 @)
_ eﬂr + qe*ﬂf‘
cosh,(ar) = -
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Table 1. Spectroscopic molecular parameters for diatomic molecules.

Molecule pf1023(g)  « (A r.(A) D, (cm™)
NO(X2II,)  0.013727  1.249 1357795 1151 53341
0,(X°%,) 0.027262  1.377 1295515 1207 42041
0,(X’Il)  -0.019445 1377 1434935 1116 54688
N,(X'E;)  -0.032325 1171 1392925  1.097 79885
H,y(X'S,) 0.170066  0.084 0.80945  0.741 38318
HE(X'S") 0.127772  0.160 0.971035 0917 49382

On the other hand, empirical potential functions for diatomic
molecules satisfy the following Varchni’s conditions [28]:

auty
dr r=r, B (3)

U(e) — Ulr) = D, (4)
2

—ddliir) . = K, = 2mc)u} (5)

where D, is the dissociation energy, r, is the equilibrium bond
length, c is the speed of light, u is the reduced mass, and o, is the
equilibrium harmonic oscillator vibrational frequency.

Using Varshni’s conditions (3) and (4), we can rewrite the poten-
tial (1) in the following form:

o2 4 q]z

2ar

e +q

u(r) = De[l - (6)

This improved Tietz potential has also been obtained for diatomic

molecules in ref. 29. The analytical solutions of the Schrodinger

equation with this potential have been investigated [30, 31].
Furthermore, applying Varshni’s condition (5) gives

q= —(1 - ZEO[>e2‘”e (7)

q = —mne*" (8)

with B8 = VK,2D, and n=1- (2¢/p).
On the other hand, the Tietz-Hua oscillator potential [27] is
given by

©)

—bn(r=re)

1— e*bh(rfre) 2
ur) = D,| ———

1—¢e

where ¢, is an optimization parameter and b;, = B(1 - ¢;). This
potential is equivalent to the deformed Schidberg potential (6)
where 1 =, and 2a =b,, as shown in ref. 24. In Sect. 3, we will take
advantage of this equivalence when solving potential (6) with the
Feynman path integral technique by using the spectroscopic pa-
rameters of the diatomic molecules given in Table 1.

3. Solving the Schiéberg-type potential with the
path integral method

The basic idea for solving the studied potential with the path
integral method is to find an appropriate space-time transforma-
tion to reformulate the initial problem in terms of a well-known
and already solved problem. Actually, many unknown path inte-
grals have been solved by using their relation to known ones. This

Can. J. Phys. Vol. 95, 2017

method has been discussed in detail in other papers [20-22]. We
present here a brief summary of the essential steps involved.

Let us consider a spherically symmetric effective potential U,g
defined by the following:

20 + 1’
Ul ©) = Ulr) + o (10)
21Tt

The propagator for a particle of mass . in the potential U4 can be
developed into a sum of partial waves of the form

L
K" i7" 7 t) = —— D (22 + DK, t"; ¥, t')Py(cost) 1)
ar "y

where P,(cosb) is the Legendre polynomial and the partial propa-
gator K, is defined by

N N N-1
i 112
Ky(r",t"; ¥, ) = lim I I exp(—Sj> | I ( M ) I I dr; (12)
Now | 7 h ') \2mihe .
j=1 j=1 j=1
with §; = (/2¢)(Ar)* — eUy(r;, £), Ary=1,= 1}, 8 =t;— 1, t' = 1o, and

t" =ty

This path integral (12) is not solvable for nonzero angular mo-
mentum states (£ # 0). To overcome this difficulty, we use an
approximation for 1/r? centrifugal, given by

> C, C,
—=C + + (13)
1,2 (eZar + q) (eZar + q)Z

The constants C; can be obtained using a factorization recipe as is
done in refs. 32, 33

o (S

C, = 2¢"(1 — n){s(%) -3+ u)(1 ; nﬂ (14)

2u

Sa—ae+w- 2|

C3
u 1-m

From Table 1, we note that n can take positive or negative values
and so is g = —me*** . Consequently, the effective potential given
in (10) can be put in the following form:

. P, Py
Uglr, £) = P, + + (15)
eff’ 1 (ez.xrj +q) (e2arj 4 q)z
with
200 + W2
vy = = 2a
2pre
P, =D, P, = _ZDe(eZMe +9) Py = De(ezm + ‘I)Z
Py =P + G P, =P, + 1C, Py =P; + vC;

Depending on the sign of 1, we will consider two cases in the
following. We will show that these cases correspond to the de-
formed Manning-Rosen and the deformed Rosen-Morse poten-
tials. Such a discussion has also been made previously for the

< Published by NRC Research Press
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Fig. 1. Variation of the Schidberg-type potential given in (6) as a function of r for the (a) HF and (b) H, diatomic molecule with three different

values of q.

—qg=1

......... q=-1
[E— q=0.5

U(r)(em™)

r{A°)

particular case of the standard Manning-Rosen and Rosen-Morse
potentials in ref. 34.

3.1.Casen<0(q>0)
Potential (15) can be written as

B(®
Uedr;, £) = A tanh(ar) — _Be + C(2) (16)
cosh’(ar))
where
PZ I’33 1‘53 ~ 132 I’33
A= —— — — B(#) = — ce)y=PpP +—+— (17)
29 2f? 4q 2q  2f°

Using the translation y = 1; - (l/a)ln\/—, we can easily find the
non-deformed potential

B'(¢
Ueglr;, €) = A tanh(ay) — # + C(?) (18)
cosh*(ay)
where
PZ P3 pS ~ 132 pB
A= ———- — B'(#) = — ce)=PpP +—+ — (19)
29 2 aq> 29 2g

The effective potential given by (18) is solved in ref. 22 using the
Duru-Kleinert method, based on the nonlinear space-time trans-
formation

{ y = fl2) 20)

dt = [f'(2)]°ds
where (z, 3) are the new space-time coordinates and

1
flz) = —arctanh(2 tanh®*z — 1)
(0%

e ——— ]

U(r)(em")

Therefore, we can write the propagator associated with poten-
tial (18) in terms of the modified Péschl-Teller one, which is solv-
able and allows us to compute the following energy spectrum [22]:

hZZ -2 712 2 2
R w2 + (o) (21
§ 2 2 2
8u Wa’(s — 2n — 1)
with
(22)

3.2.Casen>0(q<0)
In terms of hyperbolic functions, the effective potential (15)
takes the form

Ueelr;, £) = —A coth,(ar) + B + C(#) = —A coth(ay)
sinhé(arj)
P ce) (23
sinh*(ay)

where y=1;~(1/a)ln’V —q. This potential is similar to the Manning-
Rosen one. To solve it, we use the following transformation, as
done in [20, 21]:

1
y = ;arccoth(z coth’z — 1) (24)

This leads us to following spectrum:

2o(s + 2n + 1) 2uA?
pDseh _ _ha(s n ) _ pA +Ce) (25)
. 2 2 2
8 (s + 2n + 1)

Results (21) and (25) can be combined into one expression

CWalst2nt1) 2uA*
8u n’a(s * 2n * 1)

DSch
ESc:

n,0 +C(e) (26)
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Table 2. Ro-vibrational energies E, , (cm™) (1 cm™ = 1.239841930 x 10~ V) for two diatomic
molecules NO(X?I1,) and OZ(XgEg ) with n =0, 3, 5 and different values of £.

NO(X*TI,) 0,(X°2,)
n 2 GPS [27] SSQ [24] Our results GPS [27] SSQ [24] Our results
0 947.759 947.756 947.757 774.984 775.089 775.090
1 951.123 951.121 951.120 777.848 777.863 777.860
2 957.849 957.847 957.847 783.394 783.410 783.411
3 — 967.937 967.937 — 791.731 791.734
4 — 981.390 981.390 — 802.823 802.823
5 — 998.205 998.204 — 816.688 816.682
10 1132.686 1132.686 1132.686 927.562 927.578 927.574
15 1351.069 1351.072 1351.072 1107.634 1107.654 1107.648
20 1653.146 1653.153 1653.153 1356.714 1356.739 1356.744
3 0 6453.267 6453.239 6453.240 5269.581 5269.672 5269.673
1 6456.510 6456.484 6456.483 5272.250 5272.343 5272.339
2 6462.995 6462.971 6462.972 5277.588 5277.684 5277.684
3 — 6472.703 6472.702 — 5285.694 5285.697
4 — 6485.677 6485.677 — 5296.374 5296.373
5 — 6501.894 6501.894 — 5309.722 5309.715
10 6631.552 6631.592 6631.593 5416.325 5416.479 5416.474
15 6842.080 6842.207 6842.206 5589.607 5589.837 5589.828
20 7133.275 7133.526 7133.525 5829.279 5829.619 5829.623
5 0 9951.736 9951.693 9951.693 8118.378 8118.516 8118.516
1 9954.898 9954.857 9954.858 8120.977 8121.118 8121.113
2 9961.220 9961.188 9961.187 8126.175 8126.321 8126.323
3 — 9970.679 9970.679 — 8134.126 8134.127
4 — 9983.335 9983.335 — 8144.530 8144.529
5 — 9999.155 9999.154 — 8157.535 8157.530
10 10125.542 10125.669 10125.670 8261.257 8261.546 8261.543
15 10330.775 10331.112 10331.112 8429.966 8430.441 8430.433
20 10614.632 10615.269 10615.269 8663.303 8664.046 8664.049
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Table 3. Ro-vibrational energies E, , (cm™) (1 cm™ = 1.239841930 x 10~* eV) for two diatomic
molecules O, (XZHg) and N2(X1Eg+ ywith n =0, 3, 5 and different values of 2.
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0, (X’I1,) N,(X'S,)
n 2 GPS [27] SSQ [24] Ourresults  GPS [27] SSQ [24] Our results
0 934.601 934.614 934.612 1174.916 1174.927 1174.927
1 937.848 937.862 937.860 1178.870 1178.882 1178.879
2 944.341 944.353 944.354 1186.778 1186.789 1186.788
3 — 954.094 954.095 — 1198.651 1198.649
4 — 967.079 967.072 — 1214.466 1214.465
5 — 983.310 983.306 — 1234.234 1234.240
10 1113.112 1113.127 1113.136 1392.325 1392.338 1392.337
15 1323.924 1323.940 1323.932 1649.087 1649.103 1649.107
20 1615.541 1615.563 1615.544 2004.288 2004.306 2004.305
3 0 6376.545 6376.615 6376.612 8047.8758 8047.9316 8047.9313
1 6379.684 6379.756 6379.755 8051.7163 8051.7736 8051.7718
2 6385.962 6386.035 6386.034 8059.3972 8059.4558 8059.4546
3 — 6395.455 6395.456 — 8070.9804 8070.9783
4 — 6408.015 6408.008 — 8086.3444 8086.3428
5 — 6423.713 6423.708 — 8105.5492 8105.5556
10 6549.135 6549.270 6549.277 8259.0350 8259.1477 8259.1462
15 6752.948 6753.159 6753.151 8508.4072 8508.5904 8508.5949
20 7034.867 7035.194 7035.186 8853.3707 8853.6563 8853.6550
5 0 9845.984 9846.089 9846.089 12460.466 12460.549 12460.549
1 9849.051 9849.159 9849.158 12464.229 12464.316 12464.313
2 9855.183 9855.296 9855.294 12471.756 12471.847 12471.845
3 — 9864.503 9864.502 — 12483.146 12483.143
4 — 9876.778 9876.771 — 12498.208 12498.206
5 — 9892.120 9892.117 — 12517.037 12517.042
10 10014.566 10014.830 10014.839 12667.396 12667.620 12667.618
15 10213.639 10214.091 10214.084 12911.769 12912.164 12912.167
20 10488.989 10489.719 10489.708 13249.806 13250.446 13250.444
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Table 4. Ro-vibrational energies E, , (cm™) (1 cm~ = 1.239841930 x 10—* eV) for two diatomic
molecules HZ(Xlil; ) and HE(X'S") with n = 0, 3, 5 and different values of £.

Hy(X'S,) HEF(X'Z")

2 GPS [27] SSQ [24] Our results  GPS [27] SSQ [24] Our results
0 2171.618 2171.661 2171.660 2047.581 2047.549 2047.548
1  2289.372 2289.430 2289.427 2088.368 2088.338 2088.338
2 2523.795 2523.908 2523.907 2169.893 2169.866 2169.865
3 — 2873.012 2873.012 — 2292.033 2292.033
4 — 3333.687 3333.686 — 2454.691 2454.690
5 — 3902.003 3902.002 — 2657.640 2657.640

10 — 8173.796 8173.795 — 4266.461 4266.460

15 14184.547 14257.421 14257.418 6824.964 6825.606 6825.605

20 21121.346 21406.290 21406.287 10257.292 10259.247 10259.246

3 0 13641.123 13641.356 13641.357 13298.712 13298.514 13298.513
1 13738.726 13740.204 13740.202 13334.713 13334.578 13334.577
2 13932.924 13937.042 13937.041 13406.668 13406.661 13406.659
3 — 14230.181 14230.179 — 13514.670 13514.669
4 — 14617.148 14617.144 — 13658.467 13658.465
5 — 15094.757 15094.756 — 13837.868 13837.867

10 — 18693.126 18693.125 — 15259.392 15259.390

15 — 23846.083 23846.079 — 17518.249 17518.247

20 — 29951.340 29951.338 — 20544.186 20544.184

5 0 19915.723 19916.031 19916.031 19860.703 19860.423 19860.421
1 20000.399 20003.596 20003.592 19893.600 19893.479 19893.478
2 20168.807 20177.985 20177.984 19959.350 19959.547 19959.545
3 — 20437.737 20437.735 — 20058.539 20058.538
4 — 20780.713 20780.708 — 20190.325 20190.323
5 — 21204.160 21204.157 — 20354.730 20354.728

10 — 24399.460 24399.458 — 21656.962 21656.960

15 — 28992.500 28992.498 — 23724.509 23724.507

20 — 34465.676 34465.674 — 26490.600 26490.599

The positive and the negative signs (*) in (26) correspond to neg-
ative and positive values of g, respectively.

4. Numerical results and discussion

We show in Fig. 1 the variation of the four-parameter poten-
tial (6). Clearly, the depth of the potential remains constant when
the parameter g increases from -1 to 1 (for instance).

We evaluated the accuracy of the energy level expression (26)
for different diatomic molecules: H,(X'S,;), HF(X'S"), N,(X'S;),
NO(X2I1,), O (XSE ), and O, (XZH ). Molecules with positive and
negative Values of q were used here We compared our results to
those obtained with state-of-the-art techniques: the numerical
method [27] (reference method providing a ground truth), and the
supersymetric quantization (SSQ) (with the same approximation
of the barrier) [24]. Results are reported in Tables 2, 3, and 4.

Surprisingly, our results are almost identical to those calculated
by SSQ in most cases. Indeed, although they are fundamentally
different, the two methods use the same approximation of the
centrifugal term. In most of the other cases, our technique im-
proves on the SSQ results. This is the case, for instance, for the

0,(x* ¥, ) molecule (n =0, 3,5 and £ = 10, 15), for the O, (XZH ) (2=
10 and n=1,3,5; £ =15, 20), and for the molecules H (X E ) and
HF(X'S).

5. Conclusion

In this work, we presented an improved expression for the
g-deformed Schioberg potential energy function using Feynman
path integral method and the equivalence between the studied
potential and the Tietz-Hua oscillator potential [24]. We applied
this method to calculate the spectrum associated with six diatomic
molecules H,y(X'S;), HFX'S"), Ny(X'E]), NOXIL,), 0,(X°%,), and
0, (X1 - Taking the experimental values for the spectroscoplc
parameters (D T, m, and «) as inputs, we calculated the numerical

values of the energies associated to different n and £. The obtained
eigenvalues are in very good agreement with those given by the
supersymmetric and the numerical methods, which proves the
efficiency of our method in solving this type of potential. In
the future, we plan to apply this method to solve the Dirac and the
Klein-Gorden equations for more general exponential-type poten-
tials.
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