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RESUME

Ce mémoire principalement intéresse & exposer un introduction a la théorie de Nevanlinna par
donner des outils et des notions de ce théorie pour prouver le premier théoréme fondamental

correspondant.
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INTRODUCTION

Une fonction holomorphe dans le plan complexe C est appelée entiére. Une telle fonction f a

un développement en série de puissance :

f(z) = Z 2"
n=0

qui est converge pour tout z € C

Exemple

n=0 "
o fo(z) =sin(z) = 5 (e — ™)
1

o f3(z) = cos(z) = (e +e7")

Une fonction qui est holomorphe dans un domaine D a I'exception des péles est appelée

°f1(2):€z:§i

méromorphe dans D. En particulier si D = C nous disons simplement que la fonction est
méromorphe. Les fonctions méromorphes en Csont précisément celles qui peuvent s'écrire
comme un quotient de deux fonctions entiéres.

Exemple
sin z

tan z =
CcoSz

Le résultat suivant peut étre vu comme le point de départ du domaine mathématique dont
nous parlerons dans cette mémoire :

Théoréme de Picard (1879) :Soit f une fonction entiére et soit a1, as € C sont distincts.
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Supposons que f(z) # a; pour tout z € C et toutj € 1,2. Alors f est constante.
Exemple Soit f(z) = e*. Alors f(z) # Opour tout z € C.
Soit C =CU {o0} la sphére de Riemann. Une fonction méromorphe f est donc une fonction
f:C — C, avec f(20) = oo signifiant que zy est un podle. Une fonction f entiére peut
également &tre considérée comme une fonction méromorphe f : C — C, avec f(z) # oopour
tout z € C Cela conduit au résultat suivant :
Théoréme de Picard pour les fonctions méromorphes : Soitf : C — C une fonction
méromorphe et ay, as,as € C sont distincts. Supposons que f(2) # a;pour tout z € C et
pour tout j € 1,2, 3. Alors f est constante.
Exemple
La fonction tangente satisfait tan z # +i pour tout z € C.

Vers 1900, Borel et d'autres ont trouvé des versions quantitatives du théoréme de Picard
pour des fonctions entiéres. Soit n(r,a) le nombre de solutions de f(z) = a dans le disque
{ze€C: |zl <}, (r € RY)et soit

M(r, f) = max|f(z)]

|z|=r

est le module maximum de f. Par le théoréme de Liouville, M (r, f) — oo lorsque r — oo
si f est non constante. Borel a montré que n(r,a) et log M (r, f) sont du méme ordre de
croissance pour tous les a € C, avec au plus une exception.

Théoréme de Borel

logn(r,a)

. : log log M (1, f)
lim sup = lim sup
=00 log r =00 log r
Exemple
Considérons f(z) = e*. Alors M (r, f) = €" donclog M (r, f) = r. Soit a € C\{0}. en écrivant
a = |a|e’ on voit que les solutions de €* = a sont données par z = z;, = log |a| +i(p + 27k),

ot k € Z. ll en résulte que

alrf) = Y2 4 oqy
donc
n(r )~
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lorsque r — oo. En particulier

1 log log M
lim sup —ogn(r, a) = lim sup oglog M(r, f)

r—00 logr r—00 logr

=1

pour tout a € C\ {0}.

En 1924, Nevanlinna a développé une théorie donnant des estimations quantitatives
également pour les fonctions méromorphes, en remplagant log M (r, f) par une fonction ca-
ractéristique T'(r, f). Cela donne des résultats plus forts également pour des fonctions entiéres.
La théorie produit des généralisations profondes des théorémes de Picard et Borel. La mémoire
donnera une introduction a la théorie de Nevanlinna (Le premier théoréme fondamental), ainsi
que d'autres résultats sur les fonctions entiéres et méromorphes.

Ce mémoire est composé d'une introduction et trois chapitres. Dans le premier chapitre, on
va donner des notions fondamentales de |la théorie des fonctions holomorphes, entiéres et mé-
romorphes, qui nous aident a les résultats du deuxiéme chapitre. Dans le deuxiéme chapitre
on va donner les résultats principaux avec les démonstrations et des exemples de la théorie
de Nevanlinna (le premier théoréme fondamental). Le troisiéme chapitre consiste a étudier
quelques compléments tels que I'identité de Henri Cartan, 'ordre de croissance et la relation

entre T'(r, f) et M(r, f).




CHAPITRE 1

RESULTATS PRELIMINAIRES ET
MATERIELS

1.1 Fonctions holomorphes

Définition 1.1.1 (Limites) Soit f est une fonction a valeurs complexes définie dans un

voisinage de zo € C, zy exclu, la définition habituelle donne

lim f=L&Ve>0,3a>0,t.qg 0<|z—2|<a=|f(z)—L|<e

Z2—Zo

Définition 1.1.2 (Continuité) On a

f continue au point zy < lim f(z) = f(20).

Z—20



1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Définition 1.1.3 (Dérivation) Soit f définie dans un ouvert Q) de C contenant z, on a

f dérivable au point zy < lim M
Z—20 z — ZO

= ['(20)-

Définition 1.1.4 (Fonction holomorphe)

f holomorphe dans Q) ouvert de C < f dérivable en tout point de €.

Théoreme 1.1.1 Soit f une fonction complexe définie sur un ouvert ) de C telle que P = Rf
et Q = Imf. Alors f est holomorphe sur Q) si et seulement si f et de classe C' et vérifie les
équations de Cauchy-Riemann

op _0Q 0@ _ _oP
or oy’ oxr Oy’

Théoréeme 1.1.2 Si f est holomorphe dans un ouvert Q) alors P = Ref et Q = Imf sont
des fonctions harmoniques dans Q (c'est-a-dire sont de classe C* et vérifient I'équation de

Laplace Au = % + gi;; =0 dans (.)

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un ou-

vert Q) et I une courbe fermée simple orientée incluse dans §) ainsi que son intérieur, alors

Jp f(z)dz = 0.

Théoréme 1.1.4 (Formule de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un domaine
D contenant une courbe simple fermée T" dont I'intérieur A\ est inclus dans D alors, pour tout

point a de A, on a
f@=g [ 12

2im Jr 2 —a

dz




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Théoréme 1.1.5 Si [ est holomorphe dans un domaine D contenant une courbe fermée

simple " dont I'intérieur A est inclus dans D, ses dérivées successives en un point a de A sont

) =g [ A

- 2im z —a)"tl

données par

Théoréme 1.1.6 (Développement en série de Taylor) Toute fonction holomorphe dans
un domaine D est développable en série entiére autour de tout point zy de D, le développement
étant convergent dans le plus grand disque centré en z, et inclus dans D. Les coefficients a,,

du développement sont donnés par la formule

_ 1 f(u)
Ay = %/F (u — ZO)anu

Théoréme 1.1.7 (Inégalités de Cauchy) Soit f une fonction holomorphe dans un domaine
contenant l'origine, M (r) le maximum de | f| sur le cercle |z| = r inclus dans D, alors, Vn € N,
_ I

onar”la,| < M(r), ot a, = ——.

Théoréme 1.1.8 (Principe du maximum) Si f est holomorphe dans un domaine D et
sur sa frontiére et n'est pas constante, le maximum de son module dans le domaine et sur sa

frontiére est atteint en un point de la frontiere.

Définition 1.1.5 (Fonction entiére) Une fonction holomorphe dans tout le plan complexe

est dite une fonction entiére.

Proposition 1.1.1 L’ensemble des fonctions entiéres est identique a celui des séries entiéres

dont le rayon de convergence est infini.




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Théoréme 1.1.9 (Théoréme de Cauchy-Hadamard) Le rayon de convergence R d’une

série entiére a coefficients complexes > >~ a,z" est donné par :

— =lims ln,
R el

Théoréme 1.1.10 (Théoreme de Liouville) Si f est une fonction définie et holomorphe

sur tout le plan complexe, alors f est constante dés lors qu'elle est bornée.

1.1.1 Points singuliers isolés.

Etudions les points en lesquels est violée I'holomorphie des fonctions. Commencons par les

plus élémentaires de ces points.

Définition 1.1.6 On dit qu'un point z, € C est un point singulier isolé d'une fonction f s'il
existe un voisinage pointé de zy (i.e. un ensemble {0 < |z — zo| < r} si zo est fini ou un

ensemble {R < |z| < oo} si zyg = o0) dans lequel f est holomorphe.

On distingue trois types de points singuliers selon le comportement de f lorsque z tend vers

un tel point.

Définition 1.1.7 On dit qu'un point singulier zy d'une fonction f est
1. artificiel ou éliminable silim,_,, |f(z)] = A < 4o0;
2. un péle silim, ., |f(z)| = +o0;
3. essentiel si f ne posséde ni une limite finie, ni une limite infinie lorsque z — 2.

sin z

Exemple 1.1.1 Le point z = 0 est un point singulier éliminable pour la fonction ceci

découle du fait que pour z # 0 on a le développement suivant :




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

sinz __
nz 1,

d’ou il s'ensuit que lim,__,

Exemple 1.1.2 Les fonctions f(z) = % , ot n > 0 est un entier, présentent un péle au

ZTL ’

point z = 0.

Exemple 1.1.3 Le point z = 0 est un point singulier essentiel de la fonction f(z) = ez, car
lorsque, par exemple, = = x tend vers 0 suivant l'axe réel, les limites a droite et a gauche
sont distinctes (la limite 4 droite est égale a l'infini, la limite & gauche, a 0); la fonction

1 1 R | ’ .. . . ’ . L.
ex =cos  —isin,, n admet pas de limite lorsque z = iy tend vers 0 suivant I'axe imaginaire.

Remarque 1.1.1 // peut de toute évidence exister des points singuliers non isolés. Par exemple,
1

sin T
z

la fonction présente des péles en z = %(n = +1,4£2,...), donc z = 0 est un point singulier

non isolé qui est un point d’accumulation des péles.

Exemple 1.1.4 La fonction

+o0
fa)=) 2" =1+2+2"+5+ . (1.1.1)

n=0
présente des points singuliers de nature plus compliquée. D'aprés la formule de Cauchy-
Hadamard, la série (1.1.1) converge dans le disque {z : |z| < 1} et par suite la fonction

f est holomorphe dans ce disque. Elle tend vers I'infini lorsque = tend vers 1 suivant |'axe réel,

donc le point z = 1 est un point singulier de f. Or
fEA) =142+ 28+ . = f(z) - 2%,

donc f(z) = 2% + f(2?) tend aussi vers l'infini lorsque = tend vers —1 suivant un rayon du
disque. De facon analogue, f(z) = 2* + z* + f(2*), donc f — +oo lorsque z — +i suivant

un rayon du disque. D'une facon générale,
f(2) =224+ 4+ 2+ (),

pour tout n naturel, donc f — +o0 lorsque z tend suivant un rayon vers tout point « dyadique
>z = b5 (k=0,1,...,2"—1) du cercle. L'ensemble des points « dyadiques » étant partout
dense sur le cercle {z : |z| = 1}, tout point de ce dernier est un point singulier de f. Donc f

posséde toute une ligne composée de points singuliers non isolés (une ligne singuliére.)




1.1. FONCTIONS HOLOMORPHES

Théoréme 1.1.11 ( Laurent.) Soient D C C un domaine contenant la couronne C,(r, R)

(centre z,, rayons r et R, avec 0 < r < R) et f : D — C une fonction holomorphe. Alors

“+o00

f(2) :Zan(z—zo)”, r<lz—z| <R (1.1.2)

—00

ou

_ 1 f(©)
Ay = % c, de7 (113)

C, désignant le cercle de centre z, et de rayon p(r < p < R) parcouru dans le sens positif.

Définition 1.1.8 La série (1.1.2) dont les coefficients sont définis par les formules (1.1.3)
s'appelle série de Laurent de la fonction f dans la couronne C, (r, R). L'ensemble des puis-
sances positives s'appelle partie réguliere de cette série, celui des puissances négatives, partie

principale .

La nature d'un point singulier isolé z = z; est étroitement liée a celle de la série de Laurent
de la fonction dans un voisinage pointé de zy (nous dirons plus briévement série de Laurent au

voisinage de a). Pour les points finis 2y ce lien est exprimé par les trois théorémes suivants.

Théoréme 1.1.12 Un point singulier isolé z, € C d'une fonction f est éliminable si et

seulement si la série de Laurent de f au voisinage de zy ne contient pas la partie principale :

+oo
f(z)= Z an(z — 29)" (1.1.4)

n=0
Remarque 1.1.2 En prolongeant f par continuité au point zy, i.e. en posant f(z)) =
lim, ., f(z), on obtient une fonction holomorphe en z, (c'est-a-dire z — zy on élimine
la singularité en zy). Ceci justifie le terme de « point éliminable ». Nous conviendrons dans la

suite que ces points sont réguliers et non pas singuliers pour la fonction étudiée.

Théoreme 1.1.13 Un point singulier isolé a € C d’une fonction f est un péle si et seulement
si la partie principale de la série de f dans un voisinage pointé de zy ne contient qu’'un nombre

fini de termes non nuls :

f(z) = Z an(z —29)", m>0. (1.1.5)

n=—m
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Théoréme 1.1.14 Un point singulier isolé zy d’une fonction f est essentiel si et seulement
si la partie principale de la série de Laurent de f dans un voisinage pointé de z, contient une

infinité de termes non nuls.

Remarque 1.1.3 Ce théoréme est en fait déja contenu dans les théorémes 1.1.12 et 1.1.13
(si la partie principale contient une infinité de termes, le point zy ne peut étre ni éliminable,
ni un péle, si zy est un point singulier essentiel, la partie principale ne peut ni pas exister, ni

contenir un nombre fini de termes).

Théoréme 1.1.15 (Théorémes de Picard)

1. Le petit théoréme de Picard dit qu'une fonction entiére non constante prend tout nombre

complexe comme valeur, sauf peut-étre un.

2. Le grand théoréme de Picard dit qu'une fonction holomorphe ayant une singularité
essentielle prend, sur tout voisinage de cette singularité, tout nombre complexe une

infinité de fois comme valeur, sauf peut-étre un.

Remarque 1.1.4 Le « sauf peut-étre un» dans ces énoncés est nécessaire, comme le montrent
les exemples suivants. La fonction entiére z — e* (I'exponentielle complexe) ne s'annule pas.
Elle posséde méme une singularité essentielle en I'infini (c’est une fonction transcendante). La
fonction z s e'/* est un exemple de fonction ne s'annulant pas avec singularité essentielle

bornée (au point 0).

1.2 Fonctions entiéres

1.2.1 Deéfinitions de base

Dans ce qui suit f(2) = > 4o, arz" désigne une fonction entiére transcendante c'est-a-dire

ayant un nombre infini de coefficients a; non nuls.

Définition 1.2.1 (Le module maximal) Soit f une fonction entiére. et soit r > 0. On

définit le module maximal sur le cercle |z| = r, par

M(r, f) = max{|f(2)| : |z| =} (1.2.1)

10



1.2. FONCTIONS ENTIERES

Remarque 1.2.1 D‘aprés le principe du maximum, nous avons

M(r, ) = max{|f(2)] : |2] <7}

De plus M(r, f) est une fonction strictement croissante si f est non constante.

Exemple 1.2.1
M(r,cos z) = r|n‘ax|cos z|
z|<r
Puisque
52
cosz=1— o T 2| < o0,
alors
S
|COSZ|\ —i—?—i—T—l—
Donc
2 gl
| cos z| < 1—1-5—1—54-... = coshr.
Par suite
| cos z| < %, 2] < 7.
En remarquant que
. e +e "
cosir =
2
On déduit que
M(r,cos z) = cre
2
De méme
M(r,sinz) = ¢ _26 , M(r,e*) =¢€"

Définition 1.2.2 (Ordre) L ordre p d'une fonction entiére f(z) non identiquement nulle, est

défini par

. loglog M(r, f) , log log M (r, f)
p = lim sup = lim sup
r—o0 log log M (1, e*) 00 log r

11



1.2. FONCTIONS ENTIERES

Exemple 1.2.2 Si f(z) =cosz on a

M = =
(7, cos 2) 5 e 5
Comme
— 14e—2"
loglog M(r,cos ) _ 08 |r(1+ ™ (tog 25 ) )|
logr N logr ’
il vient que
log (1 +r7t ( log —1“27%))

p:hmsup(1+ >:1,
r—00 log r

Définition 1.2.3 (Fonction méromorphe) Une fonction méromorphe est une fonction ho-
lomorphe dans tout le plan complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés

dont chacun est un péle pour la fonction.

Remarque 1.2.2 Toute fonction méromorphe peut s'écrire comme le rapport de deux fonc-
tions entiéres (dont celle du dénominateur n'est pas identiquement nulle); les péles de la

fonction correspondent aux zéros du dénominateur.

Des exemples de fonctions méromorphes sont :

23—2z+41
25432—1"

Exemple 1.2.3 Toutes les fonctions rationnelles comme

Exemple 1.2.4 les fonctions %,tan(z), (Szif(f))z ou méme la fonction gamma d’Euler et la

fonction zéta de Riemann.

Des exemples de fonctions non méromorphes sont :

Exemple 1.2.5 Toutes les fonctions algébriques (non rationnelles) (ex. : \/z) et plus géné-

ralement toute fonction présentant un point de branchement algébrique ;

Exemple 1.2.6 Toutes les fonctions ayant un point de branchement logarithmique (ex. :

log(2));

12



CHAPITRE 2

LA THEORIE DE NEVANLINNA

Dans ce chapitre, on va exposer les outils nécessaires de la théorie de Nevanlinna , et donner
la fonction caractéristique de Nevanlinna .ensuite, la maniére d'accés a sa formule aussi on va

prouver son premier théoréme fondamental.

2.1 La formule de Poisson -Jensen

la formule de Poisson -Jensen est le point départ de la théorie de Nevanlinna .Voici |'énnoncé

du théoréme :

Théoreme 2.1.1 ([3],[4]) : soit f(z)une fonction méromorphe dans le disque|z| < R (0 <
R < 00),et soit a;(j=1,2,..,m)et by (k=1,2,...,n)respectivement ,les zéros et les pbles de f(z)
dans |z| < R chaque zéro et péle étant comptés selon leur multiplicités .si z=re® est un point

dans |z| < R distinct de a; et by, alors :

2

log |7(2)] = 5 [ log |7(Re”)

0

R2 _ T2
R? —2Rrcos(0 — ¢) + 12

d¢o

13



2.1. LA FORMULE DE POISSON -JENSEN

+Zlog

Rz —a;)

—aj)

- R(z — by
e

k=1

Preuve Tout d'abord on considére le cas spécial ot f({) n'a pas des zéros et des pdles dans

|C| < R(z=0) on a par le théoréme de résidus :

log f(0 = 5= / log f(¢ /logf(Rew’) é (2.1.1)
|<|

prenons les parties réel :
2

log |(0) = 5 [ log | (Re)]do

0

. - R(z — .
Dans le cas général nous effectuons la transformation conforme en définit w = <2—_? qui
—Z
transforme |(| < Rsur |w|<let(=zaw=0.
R(Rw + z . .
Inversement, on a ( = % et soit F'(w) = f(¢) .On a F est une fonction méromorphe
Zw

dans |w| < let n'a pas des zéros et des péles alors d'apres (2.1.1) :

1 d
log F(0) =5 [ 1o PO

|lw|=1
comme ) )
dw g zd¢ R* —|z|
w B S e T w9
on déduit que : ,
log f(2) = — / log f(C zo’él 5% (2.1.2)
i

donc , sur || = Ron a ( = Re'® <= d( = iRe"d¢ et :

(R2—20)(C—2) = (R*— Rre'@ ) (Re' — re?)
= Re(R* —2Rrcos(f — ¢) +1?)

remplagons cette quantités dans (2.1.2) et prenons les parties réel on obtient :

2

1 4
log |£(2)] = 5= [ log (R

0

R2 _ T2
— 2Rrcos(0 — ¢) + r?

d¢

14



2.1. LA FORMULE DE POISSON -JENSEN

Dans le cas ou f(z) a un nombre finie de zéros (péles) on peux traité de la méme fagon.[3]

finalement ,le cas ou f(z) a des zéros a; et des péles b, on pose :

ﬁ R(¢ — bk)
g@r—ﬂozfﬁ@jﬁ? 2.13)
]1;[ ( - CL]]C)

alors g(() est une fonction méromorphe et n'a pas de zéro et de pdle dans |(| < R selon les

résultat précédent on a :

27

1 , R? — 2
1 =— /1 0 2.1.4
o8l9(0)] = 5= [ ToBla(Re) rgpr—i—zdo (214)
0
de(2.1.3) et (2.1.4) on a :
2
R2 _ 7,.2

log (0 = 5= [ loglo(Re™)| s

+§:bg §:1' :2%‘ (2.15)

pour |¢| = R et donc a partir (2.1.3) il s'ensuit que log |¢g({)| = log|f({)| donc avec (2.1.5)

— 2Rrcos(f — @) + r?

2

_ 1 i R -1
log |£(2)| = o /10g |f(7e)] R? — 2Rrcos(0 — ¢) + r? de
0
Riz—a) | ¢ R(z — by)
—|—Zlog —ay ) Zlog (2 )

ce qui preuve le théoréme de Poisson Jensen.

2.1.1 Formule de Poisson

Théoréme 2.1.2 [?] : Soit f une fonction holomorphe dans |z| < R ,si f(z) n'ayant ni zéro

ni péle dans |z| < R alors pour tout point z avec |z| =1 < R :

2

1 A
log |7(2)] = 5= [ log (R

0

R2 _ 7,2
— 2Rrcos(0 — ¢) + r?

do

15



2.2. LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

Cette formule s'appelle la formule de Poisson

2.1.2 Formule de Jensen

Théoreme 2.1.3 ([3],[4]) : Soit f(z)une fonction méromorphe dans le disque|z| < R , et
soit a;(j=1,2,..,m)(respectivement by (k=1,2,...,n))ses zéros (respectivement ses pdles) f(z)
dans |z| < R chacun étant compté avec son ordre de multiplicité si f(0) # 0,00 pour z =0

alors

27
1 : " R "R
log|f(0)| = %/log |f(rel¢)|d¢ — Z m + Z M (2.1.6)
0 j=1 "J k=1

cette formule s'appelle la formule de Jensen

si f(0) = 0, 00 alors avec le développement de Laurent de f a I'origine
fz)=> CZ¢ Cn#0mel
k=m

alors on pose

R
ym 0
o T ¢

C.R™ (=0
Il est clair que gest méromorphe dans || < R et que g(0) # 0,00 et elle a les mémes pédles

et zéros de f,maintenant on applique la formule de Jensen on obtient :

2

1 , “
log|Cn| = o [ og | (Re)jdo+ " log
0 j=1

aj

R

— i log
k=1

b
Ef‘ —mlog R (2.1.7)

(2.1.7) c'est la forme générale de Jensen

2.2 La fonction caractéristique de Nevanlinna

2.2.1 La fonction log’ et quelques propriétés

Définition 2.2.1 ([3],[4]) :pour tout réel x > 0, on définie

logx si z>1
0 st 0<z<1

log*(z) = max{logz,0} =

16



2.2. LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

Lemme 2.2.1 on a les propriétés suivant :
1. logz <log™ x
2 logtx <log®y pourz <y
3. logz =logt z — log™ %
4. |logz| = log" z +log™ %
5. log ([ They o) < > p_, log" ay

6. log" (>_h_, log" x1) <logn + log" zy

Preuve

1- vraie car log™ est positive .

2- Comme log est un fonction croissante alors log™ aussi croissante .

3-ona:
log™ z — log™ i = max{logz,0} — max{log i, 0}
= maz{logx,0} — max{—logz,0}
= maz{logx,0} + min{logz,0}
= logx
4-ona:

1 1
log" z +log" — = maz{logz,0} + mazx{log—,0}
T T
= max{logz,0} + mazx{—logz,0}
= max{logz,0} — min{logx,0}

= |logz|

n
5-Si (J] zx) <1 alors I'inégalité est évidente
k=1

n
supposons que [] xx > 1 Alors :
k=1

17



2.2. LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

log"(JJwx) = log(] ] )
k=1 k=1
= Zlog T
k=1
6 - D'apres (2) et (5) on a:

10g+(2xk) < log"(n max z)

1<k<n

IN

logn + log™* ax

IN

logn + Z log™ zy,
k=1

2.2.2 La fonction a-points N(r,f)

Notation : Pour f une fonction méromorphe sur |z| < r . Pour tous nombre complexe a,
On note par n(t, f) le nombre de péles de la fonction f(z) dans |z| < ¢, (0 <t <), et par
n(t,

1
7 ) ou n(t,a) le nombre de racine de I'équation f(z) = a dans |z| < t.Chaque racine
— a

et chaque pdle étant compte avec son ordre de multiplicité.

Définition 2.2.2 ([3],[4][2]) : Soit f une fonction méromorphe sur |z| < r .on définie la

fonction a-point de f par :

( T

I [ n(t,a) —n(0,a) ,
N(r,f_a)—N(r,a)—O/ ; dt +n(0,a)logr  si a# oo
et
N(r, ):N('r’,oo):/n(t’ﬁ;nm’f) dt +n(0, f)logr st a = 00

N 0

18



2.2. LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

2.2.3 La fonction de proximité m(r,f)

Définition 2.2.3 ([3],[4],[2]) : Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre

complexe. Alors On définie la fonction de proximité de [ par :

( 2

1 1 1 .
m(fr,a):m(r,f_a):%o/longmd(b st a # oo
et

2m
mir,00) = m(r. f) = 5 [ 1og" 7(re)| do si =00
\ 0

Maintenant en peux reformuler la formule de Jensen (2.1.6).Tout d'abord , on applique

la troisiéme propriété de log™ on trouve :

2m 2m 2m
i i - i i _i +;
5 [ toalrtre o = o= f1og" £ o - - [log? o
0 0

0

1
= mlr,f)—m(r 5)

Ensuite,soit |bx| = r nous avons :

Stog = = [ tog Tln(e. ) = n(0.5)
k=1

= [n(t, f) = n(0, /)] log | + /

0

n(tv f) —TL(O, f)dt
t

r

_ /n(tvf)_n(oaf)dt

t
0

= N(r,[)

19



2.2. LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

r
—— on trouve :

n
On fait le méme chose avec E log ol
aA
=1 /

avec ces notions et de(2.1.6) et (2.1.7),(avec m = n(0, %) —n(0, f) )on obtient :

1%ww:mmﬂ—mm%—wm§+wmﬁ (22.1)
et
log |Cin| = m(r, £) — m(r, %) ~ N, %) + N f) (2.2.2)

2.2.4 La fonction caractéristique de Nevanlinna

Définition 2.2.4 ([3],[4].[2]) : Soit f une fonction méromorphe et a un nombre complexe tel

que a = 0o.La fonction caractéristique de Nevanlinna est définie par :
T(r, f) =m(r, f)+ N(r, f) (22.3)
Remarque 2.2.1 : par l'utilisation de (2.2.3)dans (2.2.1) et (2.2.2) la formule de Jensen se

réduit a :

log |[f(0)] =T(r, f) = T(r, %)

et

bm&ﬂzﬂnﬁ—Tm%)

Le lemme suivant résumé les propriétés principales de la fonction caractéristique de Nevanlinna :

20



2.2. LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

Lemme 2.2.2 [3] :Soit fi, fo, f3, ..., [rdes fonction méromorphes sur |z| < R .alors pour

re€]0,R|:

a- m(r,gnjlfk) <logn + kznjlm(r, fr)
b= m(r. I1 f) < 3 m(r. /)
c- N Y fi) < SN )
d- N(r. kﬁl fi) < kfl (r, fe)
.. T(T,kﬁjlfk) < logn+ki1T(T,fk)

o
~N
=
s
==
IA
M=
~N

(T’ fk)

k=1 k=1
& T(r,f”):nT(r,f) (n€N>
Preuve
a-0Ona
m(T,ka) = %/logJr ka(rew) d¢
k=1 0 k=1
< Z /log ka re®)| d¢ + logn
— S o
k=
b-Ona:
m(r, | | fu) = — [ log" fu(re'
;E g 27?0/ kl:Il F
27
< Dogr [ros* e ias
= 0
= Zm(ra fk)
k=1

21



2.2. LA FONCTION CARACTERISTIQUE DE NEVANLINNA

e-Ona:
Si zp est un pdle de degré A\ pour la fonction fi,alors il est de degré égale au plus

n
max A\, < > A, pour la fonction f. Alors :

N, fi) Y N fi)
k=1 k=1
et " .
m(r, Z fk) S logn + Zm(r, fk)
k=1 k=1
d'ou : . .
T(r,Y  fo) <logn+ > T(r, fi)
k=1 k=1
f-Ona:

si 2o est un pole de degré A\, pour la fonction f; , alors zy est un péle de la fonction
n

n
I fx de degré égale au plus max A\, < > Ay alors :
k=1 1<k<n k=1

n

N T ) <Y NG f)

et
m(r, [] fo) < mi(r, fi)
k=1 k=1
donc . .
T(Ta H fk) < T(T7 fk)
k=1 k=1

g- T(Tafn) :nT(r,f) (nGN)
Ona|f"=|fI">1<«<=|f| >1alorsSi|f] >1
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2.3. PREMIER THEOREME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA

T(r, f*) = m(r f*) + N(r, f*)

s
1 )
— 5= [ 108" 1P Ge®)lds + (e, 1
0

2
- %/10g|f(7‘6i¢)ld¢+”N(ﬂf>
0
] 27
= n %/logﬂf(rew)\dqﬁJrN(r»f)
0

= n(m(r, f) + N(r, f))
= nT(r, [)

Si|f| <1, alors

T( ") = mlr, f7) + N0 f7)
27
— - [ 108 (re)ldo + NG )
0

= 04nN(r, f) =n(m(r, f)+ N(r, f))
= nT(r,f)

2.3 Premier théoreme fondamental de Nevanlinna

Théoreme 2.3.1 ([3],[4].[2]) :Soit f(z) une fonction méromorphe non constante dans |z| <

R; (0 < R < o0) alors :

1
f—a

Vae C, Vre|0,R[: T(r, ) =T(r, f) —log |Cyn| + €(r, a)

ou |e(r,a)| <log* |a| +log2 , et C,, est le premier coefficient non nul du développement en

série de Laurent de la fonction z — f(z) —a

Avant de démontrer le premier théoréme fondamental de R.Nevanlinna on a besoin

d'utiliser les la proposition suivant :
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2.3. PREMIER THEOREME FONDAMENTAL DE NEVANLINNA

Proposition 2.3.1 :Soit fune fonction meromorphe avec le développement de Laurent

f(z) = iCjzj Cm #0

j=m

Alors

27
log[Col = 5 [ log ()] 46 + N f) = Nr. )

0

Preuve

1- dans le cas particuliére Si a = 0 d'apreés la proposition (2.3.1) et le lemme (2.2.1) (3)

on a .
L7 1
log |Gl = 5= [ logl(re)| do + N (. £) = N(r, )
0
27
_ % 0/10g+ F(rei®)| dé + N(r, f) — N(r, %)
7 L7 1 1
= 3 O/log+ | f(re'®)| dp — %O/logJr 7 (rei®)) d¢ + N(r, f) — N(r, ?)
= mlrf) = mlr, )+ N f) = NG 7)
= T<T7 f) - T<T7 %)
Donc
T(r, %) =T(r,f) —logCp,, €(r,0)=0 (2.3.1)

2- Montrons le théoréme dans le cas général a # 0.on pose h(z) = f(z) — a alors

N(r,h) = N(r, f)

m(r,h) = m(r,

f—a
.ona

log" |h] =log" |f — a] <log"|f] +log™ |a| + log2

et
log® |f| =log™ |f +a—a| <log®|f — a| +1log" |a] + log2
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2.4. EXEMPLES

en intégrant les deux inégalités on aura :
m(r,h) < m(r, f) +log" |a| + log 2

et
m(r, f) < m(r,h) +log" |a| 4 log 2

posons :

e(r,a) = m(r,h) —m(r, f)
par conséquence :
(log™ |a| +log2) < e(r,a) < log™ |a| + log2 <= |e(r,a)| < log™ |a| + log2
On applique maintenant (2.3.1) pour h on obtient :

T(r,>) = T(r,h) —log|Cy|
= m(r,h) + N(r,h) — log |Cy|
= m(r, f) +
= T(r,f) —log|Cn| + €(r, a)

N(r, f) + €(r,a) + log |C,,|

Remarque 2.3.1 Le premier théoréme fondamental de Nevanlinna peut aussi étre formulé

sous la forme
1

f—a

ou O (1) reste bornée quand r — oo

T(r, y=T(r, f)+0(Q)

2.4 Exemples

Exemple 2.4.1 Soit f(z) =

1- Sia = 0,00 , la fonction f n'a pas des péles alors N(r,f) = 0 par conséquence

T(r, f) = m(r, f)
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2.4. EXEMPLES

ona:
27
1 i
m(r, f) = —/logJr e’ do
21
0
27
1 + _rcos¢
= — [logTe do
2
0
1 2
= —/rcosgzﬁdgzﬁ
2
o
oo
donc
T(r, f) = -
r, f)=—
’ T

2- Sia # 0,00, et si zy est un racine de I'équation f(z) = a et puisque f est périodique
,les autres racine sont écrit sous la forme zy + 2kmi |k € 7Z et comme le nombre de

racines de f(z) = a dans |z| <t est :
t t
n(t,a) = —+ O(1) <= N(t,a) = —+ O(logr)
aussi apres les calcules[4] on nous obtenons : m(r,a) = O(1)

Exemple 2.4.2 Soit f une fonction rationnelle tel que :

P(z) 2" 4 ap 12"+ 4 ag
= = ny bm 0
1(z) Q(z)  bpz™ +byp12m 4 .+ by “ 7

et P, Q deux polynémes premiers entre eux.

-Sim> n:ona | |lim f(2) est finie alors il existe un nombre réel positif r, tel
- z|—>o0

que m(r, f) =m Vr > ry donc :
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2.4. EXEMPLES

li-

To

N(r, f) = /n(t, OO)_n(O’OO)dt%—/W%(O’OO)dt—i—n(O, o0) logr

t
= (m —n(0,00))(logr — logry) + n(0,00) logr + O(1)
= mlogr —mlogry+ n(0,00)logry+ O(1)
= mlogr+ O(1)

Notons que pour un polynémeP(z) = a,2" +a, 12" '+ ...+ aq avec a,, # 0.alors pour

tout € > 0 il existe rq > 0 tel que Vr = |z| > 1o nous avons :
(1= €)lan|r" < [P(2)] < (14 €)|an|r"

Donc pour r > ro nous pouvons écrire :|P(z)| = |a,|r™(1 + O(1))

et |Q(2)| = |bpm|r™(1 + O(1)) et donc
log | f| = log|an| + nlogr + log|l + O(1) — log |by| — mlogr — log|l + O(1)

et comme m > n on trouve log™ | f| = O(1) donc m(r, f) = O(1) en peux maintenant

calculer la fonction caractéristique de f qui est clairement :
T(r, f) =mlogr+ O(1) = O(logr)

Si m < n : dans ce cas nous peux pas prouver la croissance de f la méme maniére

mais par le premier théoréme de Nevanlinna en s ensuis :
T(r,f) =nlogr+ O(1) = O(logr)

comme un raisonnement général, pour une fonction rationnelle f nous avons T'(r, f) =
O(logr) : En outre. L'inverse de cette assertion est vrai Autrement dit, si f est une

fonction méromorphe avecT (r, f) = O(logr) alors f est une fonction rationnelle.

Exemple 2.4.3 Soit f une fonction méromorphe non constante on considére la fonction
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2.4. EXEMPLES

suivant :
_af+b
9= cf+d

ou a,b,c, et d sont des constantes avec ad — bc # 0

1- sic =0 alors :

af +b a b
0 = e S

< T(r, g) +T(r, f)+T(r, %) +log 2

T(r,g) =T(r,

< T(r,f) +log" ‘%’ + log™
= T(r,f)+0()

b
C_Z‘ +10g2

2- Si ¢ # 0 on définit :

d
g o= f+-
c
g2 = Cg1
1
gs = —
92
be — ad
gs = (—6)93

donc

plus précisément ,on applique le cinquiéme et sixiéme propriétés de la fonction caracté-
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2.4. EXEMPLES

ristique de Nevanlinna :

bc—ad 1
T(Tvg) = T(ﬁ%—'_& d)

1
)+T(T,f+

IA
~
=
!
=
=

) + log 2

ol

= T(r, f+ %l) +0O(1)

IN

T(r, f) +log* CEZ + O(1)
T(r, f)+O(1)

IA
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CHAPITRE 3

QUELQUES COMPLEMENTS

Dans ce chapitre , on donne L'identité de Henri Cartan qui est un représentation alternative

de T'(r, f) et | ordre de croissance avec la clarification de relation entre M (r, f) et T'(r, f).

3.1 L’identité de Henri Cartan

Théoreme 3.1.1 ([3],[4]) :Si f une fonction méromorphe dans |z| < R tel que f(0) # oo

alors :

—)df +log™ | £(0)] (3.1.1)

Vrel0,R[,T /N

Pour démontrer I'identité de Henri Cartan , on a besoin d'utiliser le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 ([3].[4]) :

1 .
VaeC: By /log €' — a|dp = log™ |a (3.1.2)
T

Preuve de lemme : On suppose que a # 0

i- pour |a| > 1; la fonction z — a n'ayant ni zéros ni péles dans |z| < 1; on applique la
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3.1. L'IDENTITE DE HENRI CARTAN

formule de Jensen sur f(z) = z — a avec r = 1 on trouve :

2 2

1 ) 1 )
log|0 — a| = %/log 7(e%)]8 = /log 16 — aldé = log |al
0 0

ii- Pour |a| < 1 la fonction z — a ayant un seul zéro et n'a pas des poles alors :

2m

1 , 1

logla| = %/log|ez¢—a|d¢—logm
0

27
1 )
= — /log e’ — ald¢ —log 1 + log |al
2w
0

2
1 ,
ce equivalent que : o /log e’ —aldp =0
T
0

d ou

logla| la] > 1

= log™ al
0 la| <1

27
1 .
— /log e — a|dgp =
2m

0

Preuve On applique la formule de Jensen avec r = 1 a f(z) — ¢¥ on trouve :

2
log |f<0) - 62‘9’ = % /log |f<7"€i¢) - 6w| d¢ — N(r, )+ N(r, f — ew)
0

1
f— e
on intégre par rapport a 6 de 0 a 27 on obtient :

21

27 2
1 i0 _ 1 1 i\ 6
QW/log‘f(O) e |d«9_27r/ 27T/1og}f(re ) — e’ dp| db
0 0 0

27 27
——/N(?",;)alejL %/N(r,f — %) do
7r
0

27 f—e
0
comme f et f—e% ayant les mémes poles alors N (R, f) = N(R, f —e'), et comme l'intégrale

double est convergente alors on applique le théoréme de Fubini pour montre que les intégrales

de intégrale double est commutent alors :
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3.1. L'IDENTITE DE HENRI CARTAN

27 27 27
1 i0 _ 1 1 ig\ 6
27T/log|f(0) e \de_%/de%/log\f(re ) — €| do
0 0 0

27
1 1 1
0

utilisons le lemme précédent avec a = f(re'®) on trouve :

2
i/log\f(())—e“’}de = —/1og\fre \dqs——/N ——)df + — /N f)do
2m 2m

0

1 1
= m(T,f)‘FN(T,f)—%/N(T,m)dH

1 A
d'autre part on a : By /log |f(()) — 6’9’ df = log™ | £(0)]
T

0
ce qui achéve la démonstration

Corollaire 3.1.1 :La fonction caractéristique T'(r, f)est convexe de logr et par suite crois-

sante de r

Comme N(r,e) est croissante de 7 et par I'identité de Cartan obtient queT'(r, f) est

une fonction croissante de r.Encore de I'identité de Cartan nous avons :

2 r

2m
dT d 1 . dt 1
(r, /) = — /n(t,ew)— df = —/n(t
t 2
0 0

dlogr dlogr 27w
0

Comme le c6té droit est positif et croissante avec r, il s'ensuit que T (r,f) est une fonction

convexe de log r

1 .
Corollaire 3.1.2 2—/m(t,e’9) < log?2
™
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3.2. L'ORDRE DE CROISSANCE

Preuve D'aprés le premier théoréme fondamental de Nevanlinna, nous avons :
T(r, f) = m(r,e”) + N(r,e?) +log™ | (0) — ”| + (r, ")

ou ‘e(r, eie)‘ <log2 . On fait L'intégration des deux cotés par rapport a # de 0 a 27 :

2m 2m 2w 2m
_ 1 i0 1 i0 1 + i i/ i0
T(r, f) = 27T/m(r,e )d9—|—27r/N(7’,e )d9+2ﬁ/log | f(0) —e ‘d9+27r e(r,e”)do
0 0 0 0

de plus, en utilisant I'identité de Cartan (3.1.1) on obtient :

2w 2
1 , 1 A
T(r, f)= 5= /m(r, GZG)dQ +T(r, f)+ — /e(r, ew)dé
27 2T
0 0
ce qui implique que
2 2
1 / ( Ze)dH 1 / ( 'LQ)dQ
— | m(r,e = ——— [ €(re
2 ’ 2 ’
0 0
< log2

Ce qu'il faut démontrer

3.2 L’ordre de croissance

Définition 3.2.1 [2] : Soit fune fonction meromorphe ,on définit la fonction maximum par :

M(r, ) = max{[f(2)| : |2] <r}

Définition 3.2.2 ([3],[4]) :Soit f une fonction entiére , alors L’ordre de croissance de la

fonction f est définie par :

loglog M
o(f) = lim sup 2818 (r f)
r——400 10g7‘

Définition 3.2.3 ([3],[4]) : Soit f une fonction méromorphe dans un plan complexe , alors
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3.2. L'ORDRE DE CROISSANCE

L’ordre de croissance de la fonction f est définie par :

log™ T
p(f) = limsup log™ T(r, f)
r— 400 log r

Exemple 3.2.1 On calcule I'ordre de la fonction f(z) = e*; d'aprés I'exemple (2,4,1) on a

,
T(r, f)= =
1 r
log T 0g
p(e*) = limsup oeL\nJ) (r.f) = limsup T
oy logr — logm
= limsup ———>—
r—00 log r
= 1

Remarque 3.2.1 On dit que f est d’ordre finie si p(f) < oo, équivalent a T'(r, f) = O(1)

Proposition 3.2.1 :Soit f et g deux fonctions méromorphes .Alors :

a- p(f +g) < mazx{p(f),p(g)}

b- p(fg) < maz{p(f), p(9)}
De plus si p(g) < p(f) alors

p(f+g)=p(fg) = p(f)

Preuve Nous considérons que la somme h = f + g, les autres cas sont analogues. D'aprés le

lemme 2.2.2, nous avons
T(r,h) < T(r, )+ T(r, 9) +log 2 < 2max (T(r, f), T(r, g)) + log 2

et donc

logT(r,h) <log™ (T(r, f),T(r,g)+) + O(1)

ce qui implique que p(h) < max (p(f),p(g)) . Supposons que p(f) # p(g), disons p(f) <
p(g). Alors
p(g) = p(h — f) < max (p(h), p(f)) < p(h)

puisque p(f) < p(g). Donc p(h) = p(g) = max (p(f), p(g)) -
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3.3. LA RELATION ENTRE T(R,F) ET M(R, F)

22 22 22
(&
) (

€ (&
E le 3.2.2 Soit = 3
xemple oit f(z) =z+3+ o

) =pe”) =2

. 3
P onap(z+ +z—i—1

3.3 La relation entre T(r, f) et M(r, f)

Proposition 3.3.1 :([3][4],[2]) Si f est une fonction meromorphe dans|z| < R et M (r, f) =

max{|f(2)| : |z| < r} alors :

Vre[0,R]: T(r,f) <log" M(r, f) < f;+r

T(R, f)

—r

Preuve comme f est holomorphe dans|z| < R ,alors pour € [0, R[ on a :

2w

T(r. f) = m(T,f)—%/logJ“‘f(reiﬂd&

0

IN

2m

1

%/logJr M(r, f)dé
0

= log" M(r, f)

pour démontre le deuxiéme cété de |'inégalité on distingue deux cas :

(i) M(r, f) < 1danscecaslog™ M(r, f) =0et T(R, f>§ " est positive donc |'inégalité
—r

est satisfaite

(i) M(r, f) > 1 implique que log™ M(r, f) = log M (r, f) Puisque f n'a pas des pbles et
R(z — ay,)

W <1, pour z = re® la formule de poisson Jensen donne par :
— Az

2

1 )
log |7(2)] = 5 [ log |F(Re")

0

R2 _ 7“2
— 2Rrcos(0 — ¢) + r?

do

il est clair que

R2—7"2 R2—7"2
d¢ < log™
— 2Rrcos(f — ¢) + 12 ¢ < log |f|R2—2chos(9—¢)+r2

log || d

Donc
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3.3. LA RELATION ENTRE T(R,F) ET M(R, F)

R2—7”2

log|f(z)] < R? — 2Rrcos(0 — o)

—zlog” |f(Re)ldo

R+
R—

IN

r .
“log* |/ (Re")

R+ _ R+r
- R—r

IN

T(r,f)

donc’

R
max log | f(z)| < I i rT(r, f) par conséquence
- T

|z|=r

log™ M(r, f) < 7o

I(r, f)

-T

Remarque 3.3.1 :Pour une fonction de ordre infini , T(r, f) et log™ M(r, f) n'ayant pas le

méme ordre nécessairement.
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CONCLUSION

La théorie de Nevanlinna joue un réle trés important dans la théorie des fonctions, en par-
ticulier dans I'étude des propriétés des solutions des équation différentielles complexes notam-
ment la croissance et |'oscillation des solution. En effet depuis 1925, I'année ot R.Nevanlinna
a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des fonc-
tions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans le méme thématique et plusieurs
problémes ont été étudiés et résolus. Des liens étroits avec d'autres domaines sont mis en

évidence, en particulier avec la théorie analytique des équations différentielle.
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