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Introduction Générale

Le concept de relation linéaire est apparu dans la littérature il y a quelques
décennies , non seulement par la nécessité de considérer des adjoints d’opérateur
différentiel non densément linéaire (Voir [7]), mais aussi par la nécessité de consi-
dérer les inverses de certains opérateurs utilisés, par exemple, dans 1’étude de
certains problémes de Cauchy associés & des équations de type parabolique dans
des espaces de Banach (Voir [4]).

A travers cette mémoire, on essayera de mieux connaitre les propriétés des rela-
tions linéaires et de mettre en évidence quelques-uns des résultats de la théorie
des opérateurs multi-valeurs (relations linéaires).

Notre travail se divise en trois chapitre. Dans le premier chapitre on donne les
notions principales des relations sur les ensembles.

Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation de la définition et les pro-
priétés algébriques des relations linéaires, ensuite on donne les définitions et les
propriétés de la norme et du module minimun d’une relation linéaire.

Le troisiéme chapitre représente la notion de continuité des relations linéaires,
et on termine par un résultat fondamental dans la théorie des opérateurs, c’est "le

principe de la borne uniforme" pour les relations linéaires.



Chapitre 1

Relations sur les ensembles

1.1 Définitions

Définition 1.1 (Relation sur un ensemble) Soient U,V deux ensembles arbi-
traires non vides. Une relationT de U dans V' est toute application ayant domaine
D(T), un sous-ensemble non vide de U, et en prenant des valeurs dans 2V \ 0

(la collection de sous-ensembles non vides de V). Une telle application T est éga-
lement connue comme une application multi-valeur. Si T associe les points

de son domaine en singletons, alors T est dite wune relation a valeur unique

ou une fonction.

Définition 1.2 (Domaine d’une relation) Pour u € U, u ¢ D(T) nous défi-

nissons Tu = (). Avec cette convention, on a :
D(T):={ueU : Tu#0}.

Notation :
— La classe de toutes les relations de U dans V sera notée R(U, V).

— On note par fois T'u seulement au lieu de T'({u}) ou T'(u).

Définition 1.3 (Graphe d’une relation) Soit T € R(U,V), le graphe de T
est le sous-ensemble G(T') de U x V' défini par :

G(T) ={(u,v) eUxV : we D), veT(u)}.



Définitions Relations sur les ensembles

Remarque 1.1 Une relation dans R(U,V') est déterminée de fagon unique
par son graphe, et inversement, tout sous-ensemble non vide de U x V' détermine

de facon unique une relation.

Définition 1.4 (Relation inverse) Soit T' € R(U,V), linverse de T

est la relation T~' donnée par :
G(T™ :={(v,u) eV xU : (u,v) € GT)}.

Définition 1.5 (Image d’un sous-ensemble) Soit M un sous-ensemble de U,

Uimage de M par T est donnée par :
T(M):=U{T(m): me MND(T)}. (1.1)
L’image de la relation T est donnée, donc par :
R(T) == T(U) (= T(D(T)), par (1.1)).

Définition 1.6 (Surjectivité et Injectivité) Soit T € R(U,V)
o T est dite surjective, si R(T) =V.

o T est dite injective, si T~ est a valeur unique.
Propriété : Si T est injective, alors on a I'implication suivante :
T(u) =T(uz) = u1 =uy  (Yur,up € D(T)).

Définition 1.7 (Image réciproque) Soit () # N C V. L’image réciproque de N
est donnée par :

T YN)={ue D(T): NNTu # 0}
En particulier, pour v € R(T),
T ' ={uecDT):veTu}.
De plus, on a : D(T~') = R(T), et R(T~') = D(T).

Définition 1.8 (Relation identité) La relation identité définie sur un sous-
ensemble & non vide de U est notée par I ou simplement I, c’est la relation dans
R(U,U) dont le graphe est :

G(Ig) ={(e,e) : e € E}.
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1.2 Compositions des relations

Définition 1.9 Soit T € R(U,V) et S € R(V,W), ot R(T) N D(S) # 0.

la composition ou le produit S oT dans R(U, W) est définie comme suit :
(SoT)(u):=S(Tu), (ueU).
Définition 1.10 (Domaine du produit) Le domaine de SoT est donné par :
D(SoT)={ueU:S(Tu)# 0}
={ueU:TunD(S) # 0}.
Définition 1.11 (Graphe du produit) Le graphe de S o T est donné par :
G(SoT)={(u,w) e UxW: (u,v) € G(T) et (v,w) € G(S) pour certainv € V}.

Propriétés

1. T=TIy =IyT.
G(Ipmy) C G(T~'T).
(ST) ' =1-15-1.
D(ST) = T71S71(R(S)).

AN el R o

La composition est associative, c’est a dire, si R € R(W, Z) alors :
R(ST) = (RS)T.

Proposition 1.1 Soit T' € R(U,V), alors :
1. T est injective <= T~ 'T = Ipr).

2. T est a valeur unique <= TT ! = Ir(T).-

Preuve
1. Supposons que T est injective et montrons que 71T = I D(T)>
c-a-d G(IT'T) = G(Ip(r)). On a :
G(T7T) = {(u,w) € UxU, (u,v) € G(T) et (v,w) € G(T") pour certainv € V}.

On a : (u,v) € G(T), donc (v,u) € G(T™1), c-a-d v € R(T) et u € T tw,
d’ott T1v = u. (car T~! est & valeur unique). D’autre part, on a :

(v,w) € G(T™1), donc w € R(T) et w € T~ 1w, et ainsi T~ 1v = w.

Donc u = w, dot G(T'T) = G(Ip(r)).-

4
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2. Supposons maintenant que T-'T = I p(T) et montrons que T est injective,
c-a-d T~1 est & valeur unique. Soit v € R(T), Ju € D(T) tel que : v € Tu,
donc

T wcT ' Tu= Ipery(u) = {u},

ce qui implique que T~ v = u. Donc T~ est a valeur unique, d’ott T'

est injective.

3. Comme T est & valeur unique, alors 7! est injective, on remplace T

par T~! dans la premiére équivalence on obtient la deuxiéme.

1.3 Restrictions et extensions des relations

Définition 1.12 (Restriction) Soit M un sous-ensemble de U tel que
M N D(T) # 0. La restriction de T a M, notée T |p, est définie par :

T |me R(U,V),

D(T |x) = D(T) N M.

(T |pr)m = T'm, pour m € M.
Définition 1.13 Le graphe de T |p; est donné par :

G(T |as) = G(T) A (M x V)
={(u,v) € G(T) : uwe M}.

Définition 1.14 (Extension) Soient S et T deux relations de R(U,V), on dit

que S est une extension de T si :
S |pm="T.
Remarque 1.2 S¢S est une extension de T', alors
G(T) C G(5).

Remarque 1.3 L’inverse est cependant fauz, c’est a dire, G(T) C G(S) n'im-

plique pas que S est une extension de T .
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Exemple 1.1 Soit E un sous-ensemble de U et soit Jg injection canonique
de E dans U, c-a-d Jg € R(E,U),D(Jg) = E et Jg(e) = e pour tout e € E,
on a:

T |p=TJpJz". (1.2)

On note que Ip = Iy |g (en particulier, les deux cotés sont dans R(U,V)), ainsi,
d’apres (1.2), on a :
Ip=JpJg

Bien que Ig et Jg ont des graphes identiques, mais Iy n’est pas une extension
de JE.




Chapitre 2

Relations linéaires

Définition 2.1 Soient X et Y deux espaces vectoriels sur le corps K(=R ou C),
une relation T € R(X,Y) est dite relation linéaire si pour tous x,z € D(T)

et pour tout scalaire non nuls « € K, on a :

Te+Tz=T(x+ z),
aTz =T (ax).

Proposition 2.1 Si T est une relation linéaire, alors D(T) est un sous-espace

vectoriel de X.

Preuve Soit T une relation linéaire, montrons que D(T') est sous-espace vectoriel
de X. Soient x,z € D(T'), donc

reEXetTr#0,etze XetTz#0),

alors x +z € X et Te + Tz # 0, c-a-d T(x + z) # 0 (car T est une relation
linéaire), d’ou
x+z¢€ D(T). (2.1)
Soient x € D(T) et 0 £a €K, ona: x € X et Tz # (), donc aTx # (),
c-a-d T(ax) # (), d’ou
ax € D(T). (2.2)
De plus on a 0 € D(T) d’aprés (2.1) et (2.2). Donc D(T') est un sous espace

vectoriel. m



Relations linéaires

Notation : La classe des relations linéaires de R(X,Y’) sera notée LR(X,Y),
et on écrit LR(X,X) := LR(X).

Proposition 2.2 Soient M un sous espace vectoriel de X etT € LR(X,Y), alors
T |m€ LR(X,Y),

et
TJy € LR(X,Y).

Preuve OnaT € LR(X,Y) et comme D(T)NM C D(T) alors D(T |p) C D(T)
d'oa T |pe LR(X,Y) et on a

D(TJy) = {m e M : Jy(m) N D(T) # 0}
={meM : mcC DT}

donc D(T'Jyr) € D(T) doa TJpy € LR(X,Y). =

Exemple 2.1 Soit X =Y = R2. Considérons l’opérateur de matrice
10
A= .
0 0
x
Soient x = ! LY = u deuz vecteurs de R%2. On a :
T2 Y2

- () () ()- ()
(7))

) . x9 € R} est un sous espace vectoriel de R2.

et

0

Z2

tel que A=1(0) = {<

Il est simple de vérifier que A" est une relation linéaire avec le domaine

DA™Y = {(“3) . 1 € R}.

8



Relations linéaires

Considérons la relation S € LR(X) définit par :

S<2 ) _ ( zl ) + A7Y(0),

alors S est une estension de A1, En effet, en écrivant J = Jr(ay on a selon (1.2)
de l'exemple 1.1 que
SIgay=SJJ ' =A""

et donc A= JJ 1S cependant, A # S~1.

Proposition 2.3 Soit T € R(X,Y). les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T relation linéaire.
(i) G(T) est un sous-espace vectoriel de X x Y.
(iii) T~ relation linéaire.

(iv) G(T1) est un sous-espace vectoriel de Y x X.

Preuve

1. On suppose que T est une relation linéaire, et on montre que G(7')
est un sous-espace vectoriel de X x Y. Soient (x1,y1), (z2,y2) € G(T), alors

y1 € Txy et yo € Txo, et ainsi :
Y1+ y2 € Ty + Twy = T'(21 + 22), (2.3)
d’ou (z1 + w2, y1 + y2) € G(T). De plus, on a pour y € Tz, et 0 A € K
ay € aTr =T(ax),
d’ou
(az,ay) = a(z,y) € G(T). (2.4)

Enfin, (0,0) € G(T') par (2.3), donc (2.4) est vérifiée aussi pour o = 0.

Par conséquent, G(T') est un sous-espace vectoriel.

2. Réciproquement, on suppose que G(T') est un sous-espace vectoriel
de X x Y. Puis D(T) est un sous espace vectoriel de X.

Soient x1, 9 € D(T). Pour montrer que

Tz, + Txo C T(x1 + 22), (2.5)
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on choisi y; € Tx1,y2 € Txo, c-a-d y1 + y2 € Tx1 + Txo, puis

(z1+ 22,91 +y2) € G(T).
Donc y1 +y2 € T(z1 + x2), d’ou (2.5). Ensuite, pour montrer que

T(x1 + xo) C Txy + Txo, (2.6)
on prend y € T'(x1 + x2) et on choisi y; € Txy arbitrairement. puis

(z1 +m2,y) = (¥1,91) + (22,9 — 1) € G(T),

et donc (z2,y —y1) € G(T'), d’ou y — y1 € T'xo. Par conséquent
yeyr+Taxo CTxy + Txs.
Maintenant, soient 0 # « € K et x € D(T),
Siy € Tz, alors a(x,y) = (az,ay) € G(T), de sorte que ay € T'(ax). D’ott
aT'(z) C T(ax). D’autre part si y € T'(ax), ainsi T'(ax) C oT'(x).
Par conséquent

ol (x) =T(ax).

Ainsi T est une relation linéaire. Les équivalences restants suivent désormais
par symétrie.

Corollaire 2.1 Soit T une relation linéaire, alors T(0) et T~1(0) sont des sous-

espaces vectoriels.

Preuve Soient y1,y2 € T(0), on a y1 +y2 € T(0) +T(0) = T(0+ 0) = T(0).
Pour tout 0 # a € K on a ay; € oT(0) = T(a0) = T(0). T est une relation
linéaire, alors G(T") est un sous espace vectoriel, donc (0,0) € G(T"), d’oi1 0 € T'(0).
Ainsi T'(0) est un sous espace vectoriel.

De la méme maniére on peut montrer que T*I(O) est un sous espace vectoriel
de X. m

Corollaire 2.2 (Voir [3]) Soit T € R(X,Y), alors T est une relation linéaire

st et seulement si

aTxy + Txe = T(axy + fas),

pour tout x1,x9 € D(T) et pour tout scalaire cv, 5 non nuls.

10



Relations linéaires

Définition 2.2 Le sous-espace T—1(0) est appelé I'espace nul ou le noyau de T,
et est dénoté par N(T). Nous allons utiliser  la fois N(T) et T~1(0) tout au long

de la suite.

Exemple 2.2 Soit P la projection linéaire définie sur X = M + N de gamme M
et d’espace nul N . Ecrivez T = P™' . Alors T € LR(X),D(T) = M, T

est injective , et pour chaque x € M on a :
Tr=x+ N.
Proposition 2.4  (a) Pour x € D(T') on a l’équivalence suivante :
()
yeTr < Tz =y+T(0).
En particulier
(i)
0€Tr < Tz ="T(0).
(b) Pour x1,x2 € D(T) on a l’équivalence :
Tax1NTag # 0 < Tay = Txs.

Preuve

(a) (i) Soit y € Tx, alors y+T(0) C Tz +T(0) =Tx

D’autre part pour tout y; € Tz, on a
n=y+—y) ey+Te—Tr=y+T(0).

D’ou Tz = y + T'(0). L’inverse est évidente.
(ii) On a
0e€Tr <= Tr=0+T(0) (par (a)(i))
< Tz =1T(0).

(b) Soit y € Txy NTxa, donc y € Txy et y € T'xa, puis (par (a)(i))
Txy =y+ T(0) = Tzy. L’inverse est trivial.

11



Relations linéaires

Corollaire 2.3  (a) T est a valeur unique si et seulement si T'(0) = {0}.

(b) T est injective si et seulement si N(T') = {0}.

Preuve

(a) On suppose que T est a valeur unique, et on montre que 7(0) = {0}.
D’aprés le corollaire 2.1, on a 0 € T'(0) et comme 7" est a valeur unique
alors T'(0) = {0}.

Réciproquement, soit € D(T'), supposons que yi,ys € Tz,
donc y1 — y2 € T(0) = {0}, d’ott y1 = yo.

(b) On suppose que T est injective, et on montre que N(7T') = {0}.

On a 0 € T71(0) et comme T est injective c-a-d T~! est a valeur unique,
alors T71(0) = {0}, d’ott N(T) = {0}.

Inversement, soit y € R(T'), supposons que z1, z2 € T 1y,

donc z1 —x9 € T71(0) = N(T) = {0}, d’ott 71 = x2, c-a-d T~ ! est a valeur
unique, ainsi T est injective.

m
Corollaire 2.4 TT-1(0) = T(0) et T7'T(0) = T1(0).

Preuve D’aprés le Corollaire 2.1, 0 € TT1(0), donc TT~1(0) = T(0) (par
la Proposition 2.4). Pour la deuxiéme égalité, on remplace T~! par T dans la
premiére égalité. m
Corollaire 2.5 On a
(a) TT 'y =y +T(0) (y € R(T)) et T Tx =z +T710) (z € D(T)).
(b) Si G(S) C G(T), alors T est une extension de S si et seulement si
S(0) =T(0).

Proposition 2.5 Soit T' une relation de X a'Y. alors T est une relation linéaire

si et seulement si pour tout x1,x9 € D(T) , et pour tout a, f € K
oTxy + Txe C T(axy + fxs). (2.7)

Preuve Soient T' une relation linéaire et «, 8 € K et x1, 29 € D(T).
On prend y; € Tz et yo € Tzy. Puisque G(T') est un sous espace vectoriel,
on a (axy + Bxo, ay + Py2) € G(T) d’on

ayr + By C T(awy + Bxa).

12
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Inversement, soit T' vérifie la condition (2.7) et soient (z1,41), (x2,y2) € G(T).

Alors pour o, 5 € K, on a
ay1 + Pys € aTxy + fTxe C T(axy + Bx2).

Donc a(z1,y1) + B(x2,y2) € G(T), et par conséquent G(T') est un sous-espace

linéaire de X x Y, d’6u T est une relation linéaire d’aprés proposition 2.3. m

2.1 Algébre des relations linéaires

Définition 2.3 Soient S et T' deuz relations linéaires dans LR(X,Y), et soit

a un scalaire. Les relations S + T et o1 sont définies comme suit :
(S+T)e=Szx+Tx,(x € X),
(aT)x = a(Tx), (x € X,a € K).

Proposition 2.6 Soient S,T,R € LR(X,Y), on a :
(1) D(S+T)=D(S)ND(T)
(2) D(aT) = D(T)
(3) G(S+T)={(x,y) e X XY : y=s+t, tel que (z,s) € G(S)
et (z,t) € G(T)}
(4) G(aT) ={(z,ay) € X xY : (z,y) € G(T)}.
(5) a(BT) = (aB)T (o, B €K)
(6) S+T=T+S
(7) R+(S+T)=(R+95)+T.

Preuve
(1) Soit x € D(S)ND(T), puis Sx+Tx = (S+T)x # 0, et donc z € D(S+T).
Inversement, si x € D(S+1T), alors (S +T)x =Sz +Tx #0
on a donc Sz # () et Tx # ), par conséquent = € D(S) N D(T).
(2) Soit z € D(aT) puis (aT)z = a(Tz) # 0 c’est a dire Tz # ()

donc x € D(T), d'ou D(aT) C D(T). (1)
Inversement , soit « € D(T) puis T(x) # 0 alors «(Tx) = (aT) # 0
donc x € D(aT') d’ott D(T) C D(aT) (2)

alors d’aprés (1) et (2) on a I'égalité .

13
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(3) (z,8) € G(S) & s e Sz
(x,t) e G(T) = teTx
s+teSex+Tr=(S+T)r alors (z,s+t)eGS+T)

(4) (z,y) e G(T) = yeTxr puis ay€ a(Tz)=(al)x
donc (z,ay) € G(aT)

(5) soit x € X on a
(a(BT))x = a(BT)x = (af)Tx
Donc a(B8T) = (afB)T

(6) soit x € X on a

(S+T)xr=Sx+Te=Tex+ Sx=(T+9S)x
donc S+T=T+S

(7) soit x € x on a

(R+(S+T)z=Rzx+(S+T)xr=Rx+ Sz +Tx
=(R+S)x+Tz=(R+S)+T)x

donc R+ (S+T)=(R+5S5)+T.

|
Proposition 2.7 Soient R, S,T des relations linéaires
(o) TT ' =1+ (TT ' -TT™ )
(b) NST) = (AS)T = S(\T) (0# X e K)
(c) SiG(S)C G(T) then , G(SR) C G(TR) .
(d) (R+ S)Tx C (RT + ST)x (x € X) et si T est a valeur unique , alors

(R+ S)T = RT + ST

(e) T(R+S) est une extension de TR+TS . De plus , si D(T') contient les rangs
de R et S ( en particulier , si D(T) est tout l’espace ) alors :

T(R+S)=TR+TS.

14



Algébre des relations linéaires Relations linéaires

Preuve

(a) pour y € R(T), on a par proposition 2.4 que TT*(y) = y + T(0)
et TT Y (y) =TT (y) = T(0) . d’'ott

TT™' = Ipqy+TT ' =TT}
=I+TT ' =TT

(b) Soit A # 0. on a

(z,2) € G(A)T) <= (Fy)(z,y) € G(T), (y, 2) € G(AS)
= (Fy)(z,y) € G(T), (y,\"'2) € G(S)
(1) < (z,2) € G(\(ST))
— (x,)\_lz) € G(ST)
— (Fy)(z,\"1y) € G(T), Ny, A7t2) € G(9)
= (Iy)(z,y) € G(AT), (y, 2) € G(S5)
(2) — (z,2) € G(S(\T))

D’ou (1) et (2) , (AS)T = A(ST) = S(AT)

(¢) Soit (z,y) € G(SR). alors (z,z) € G(R) et (x,y) € G(S) C G(T)
pour certain x € D(S) , d’ou (z,2) € G(TR) .

(d) Soient R,S € LR(Y,Z), T € LR(X,Y). On a

G(R+9)T)=A{(z,2): (z,y) e G(T) et (y,z) e G(R+ S)}
= {((L‘,Z) : (.%',y) € G(T>7 (y7z1) € G(R>7 (y7z2) € G(S)azl + 22 = Z}
C{(z,2): (z,21) € G(RT), (x,22) € G(ST), 21 + 22 = 2}

G(RT + ST).

Il est évident que RT + ST = (R + S)T si T est & valeur unique .
(e) Soit T € LR(X,Y) et R, S € LR(Z,X) . on vérifie que

G(TR+TS) C G(T(R+ S)) (2.8)
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On a

G(TR+TS) ={(z y=r+sou(z,r) € G(TR) et (z,5) € G(TS)}

{(zy):y=r+s,(z11) € GR), (x1,7) € G(T),
(2,m2) € G(S), (z2,5) € G(T)}

y):
y):

c{(z,y):y=r+s,(z,21+22) € G(R+S),(x1 + 22,7+ 5) € G(T)}
={(z,9) : (z,2) € G(R+5), (x,y) € G(T)}
= G(T(R+5)).

Maintenant que z € D(T'R+T'S) . alors par (2.8) , z € D(T'(R+S)) .
Soit y e T(R+S)z . Alorsy € Tx ,ouz € (R+ 5)z . écrit z = x1 + 22,
oux € Rz,z9 € Sz . Alors

yeT(x1+22) =Txy+Taxas CTRz+TSx.

Donc T(R+ S)z C TRz + TSz D’ou (2.8) , T(R+ S)z=TRz+ TSx.
Si le rang de R et S sont continus dans D(T") . alors
D(T(R+S))=D(R+S)=D(R)nD(S)
=D(TR)ND(TS)=D(TR+TS).

Exemple 2.3  (a) Mettre R = —S dans (d) de la proposition 2.7 , soit S
a valeur unique et non nulle, et soit T'(0) =Y # {0}. Alors

(R+ 8)T(0) = (S — 8)T(0) = 0,
et
(RT + ST)(0) = (ST — ST)(0) = ST(0) = S(Y) # 0

Cela montre que RT + ST n’est pas, généralement, une extension
de (R+ S)T (voir corollaire 2.5 (b)).

(b) On construit un exemple faisant de T(R + S) en proposition 3.2(e)
d’une estension appropriée de TR + T'S. Soient R, S, T € LR(R?) défi-

nissent par :

R=1,

16
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o ((2)(3)) oo

0
T=1I|u telqueMz{( ):yER}.
Y

Alors D(TR) = D(T)

etD(TS)={< g > .z € R}.
Donc D(TR+TS) = {0},

etG(R—FS):{((g),(z )) cx,z € R}

Donc D(T(R+ S)) = (R+ S)"YD(T)) = {( :(1;“ ) :x € R},
d'ou TR+TS # T(R + S).

0 1
Dans lexemple S est linverse de l’application & valeur unique, < ) .
0 0

(c) Soient R, S,T € LR(X) . St RT =TR et ST =TS alors
G((R+S)T) Cc G(T(R+9)). (2.9)

(d) L’égalité échoue dans (2.9). méme si R, S et T sont des tous a valeur unique
comme on le voit en considérant l'exemple suivant : S = —R =1, et T tout

opérateur linéaire avec D(T) # X.

2.2 Relations linéaires normés

2.2.1 Norme d’une relation linéaire

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés, et T" une relation linéaire de X
dans Y.

Définition 2.4 (L’application quotient naturelle) Soit E un sous espace vec-

toriel fermé de X, et soit QQ une application définie comme suit :
Q:X—X|E
x—>£:{y€X; y—x € E}

tel que D(Q) = X et ker(Q) = E.

17
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Notation :

QY —Y|T(0)
y—>?;:{z€Y; z—yeT(0)}
VyeY; Qu=y+T(0), et |Qy| = HyH = d(y,T(0)).
Proposition 2.8 QT est a valeur unique.

Preuve Soient z;, 22 € QTx et x € D(T), donc on a

Zl—ZQEQT.%'—QTl':QT(O)CQW:6:>2’1:252

Définition 2.5 On définit :
[Tz|| = [|QT ],
1T = QT

Définition 2.6 (Relation bornée) Si ||T|| < oo et D(T) = X, alors on dit que

T est bornée.

Définition 2.7 Soient U et V deux ensembles non vides d’un espace vectoriel
normé X, on a

o AU, V)=inf{||lu—v| , uecUwveV}.

o d(u,V)= ;g‘f/ llu — ||, pourue X.

Proposition 2.9 Soit T € LR(X,Y)
(1) Siy1,y2 € Tx alors d(y1,T(0)) = d(y2,T(0)).
(2) On a pour z € D(T), inf d(y,T(0)) = sup d(y,T(0)).
yeTx yeTx
(3) Tz = d(y,T7(0)), Vy € Tx.
(4) |Tz| = d(T2,T(0)) = d(T,0), (x € D(T)).

18
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Preuve
(1) Puisque y1 —y2 € T'(0), on a :
d(y1,T7(0)) = inf —
(v, 7)) = _inf llys = =]
g 1 f — —
Lk ly2 + (y1 — y2) — 2|
— inf |lys — k| = d(y, T(0)).
watbo) ly2 = kIl = d(y2, T(0))
(2) 3y € T tel que = if d(y, T(0)) = d(y1, T(0)),
yelx
Jys € T tel que : sup d(y,T(0)) = d(yz2,7(0)).

yeTx
D’aprés (1) on obtient : injf d(y,T(0)) = sup d(y,7(0)).
yelz yeTx
(3)
ITz| = lQTz| = lQ(y + T(O)|  avecy € Tx

= |Qull = d(y, T(0))
= d(y, T(0)).

(4)

d(Tz,0) = inf ||ly|| = inf ||z — (2 —
(T2.0)= inf Iyl = inf |2~ (=)l

=iz~ k]| = d(=.7(0)) = d(T, T(0)

= QT = [|Tx|.
]
Proposition 2.10 Soient S,T € LR(X,Y) on a :
(a) [|Sz + Tz|| < |[Szl| + | T[], (x € D(T + 5)).
(b) Pour tous « € K et x € D(T) on a :
loTz|| = |af [Tz
Preuve
(a) Soient s € Sz, t € Tz, donc s+t € (S+T)x = Sx+ Tz, et d’aprés
la proposition 2.9, on a :
|Sz + Tz|| =d(s+t,(S+T)(0))
<d(s,S(0)+T1(0)) 4+ d(t,S(0) +T(0))
< d(s, S(0)) +d(t,T(0)) = || Sx[| + || Tz .
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(b)
[aTz|| = Q(aT)(z)|  (aT(0) =T(0) pour o # 0)

= [|eQTz| = |a] |QTz||

= |af || Tz
[ ]
Proposition 2.11

|7 = sup [|T|.
r€Bx
Preuve
IT| = QT = sup ||QTz| = sup ||Tz|.
xEBx r€Bx

[ ]

Proposition 2.12 Soient S,T € LR(X,Y). On a
(¢) IS+ TN <[SI+ 7]
(0) l[oT| = laf T, (e € K)

Preuve

(a) D’apreés les propositions 2.11 (a) et 2.12, on a :

1S + T = sup{[[(S + T)z|| : = € Bx N D(S) N D(T)}
< sup{[[Sz|| + [Tz| : = € Bx N D(S) N D(T)}
< sup{||S|| : # € Bx N D(S) N D(T)}
+ sup{||Tz| : € Bx N D(S) N D(T)}
< sup{[|Sz|| : w € Bp(s)} +sup{||Tz|| : = € Bp(r)}
= ISl + 171

(b) On combine les propositions 2.11 (b) et 2.12.

Exemple 2.4 Calculer la norme de Q;Jl

Soit E sous espace fermé de X. Puis pour y € D(le) on a :

Q%" vl =yl
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En effet, écrire Q = Qg
Sty = Qx, alors
Q7' Qz|| = d(Q™'Qx,0)
= inf ||z + €|
ecl

= 1Qz| = llyll -
Donc : HQ;H =1, avec (E # X)
Exemple 2.5 Soit P une projection linéaire ( pas nécessairement bornée )
de domaine X on a pour y € D(P~!) = P(X) , que y = Py et donc

P~ Yy =y+ P~Y0) , par conséquent ,
[P~y = d(y + P~1(0)) = d(y, P~(0)) = |[Qp-1yl|, d’ou

HP—1H :{ 1 szﬁ;_bP(a:)

0 sinon

Proposition 2.13 (a) |T|| < oo si et seulement si il existe un nombre A > 0

pour lequel :
TBD(T) C )\BR(T) + T(O) (2.10)

(b) Si||T| < oo alors
HTH = )1\I>1f('){)\ : TBD(T) C )\BR(T) + T(O)} (2.11)
Preuve
(a) Supposons que ||T'|| < oo, alors par la proposition 2.9(4)

sup sup d(y,T(0)) = [T < oo.

|| <1y€Tx
Donc si x € Bpry et y € T, alors il existe k € T'(0) tel que pour un
certain € > 0, on a :

ly =Kl < IITl[ +,

c-a-d : y — k € (||T|| + ) Br(r) et par conséquent
y € (T + &) Brry + T(0). (2.12)

Inversement, supposons que (2.10) soit vraie. Soit € B p(T) et considérons
alors y = Ay1+k, ot ||ly1|| < let k € T(0) donc ||y — k|| < A, par conséquent
d(y, T(0)) <X dou ||T] <\ < o0.
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(b) Soit ||T']| < oo. Si ||T']| = 0, alors T'Bpry C T'(0) et ainsi (2.11)

suit trivialement.
Maintenant, soit ||T’|| > 0, par (2.12)
/i\f;%{)\ : TBpr) C ABrr) + T(0)} < [|T']].-

Supposons maintenant que « est un nombre satisfaisant 0 < a < ||T|

choisissons © € Bp(r) et y € T pour que
a < d(y,T(0)). (2.13)

Suppose que T'Bp(ry C aBgry+T(0). Alors il existe y1 € Bgr), k € T/(0)
tels que y = ay; + k. Alors

ly =kl < a < d(y, T(0)).
par (2.13) contradiction. On conclut que

a < 1nf{)\ >0 : TBD(y) C )‘BR(T) + T(O)}

2.2.2 Module minimum d’une relation linéaire

Définition 2.8 Soit T € LR(X,Y). Le module minimum de T est la quantité

Y(T) := sup{X\; |Tz|| > Ad(z, N(T")) pour x € D(T)}.

Une formule utile est équivalent & la proposition(2.14) ci-dessous.

Proposition 2.14 On a

) = { 0o, si D(T) C N(T),
T inf {%,x € D(T),z ¢ N(T)}, sinon.

Preuve Voir 3]
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Chapitre 3

Relations linéaires continues

3.1 Continuité et ouverture

Définition 3.1 Soit S une relation arbitraire d’un espace topologique & un autre.
Alors S est dite continue si pour chaque voisinage V' dans R(S), l'image inverse
S=YV) est un voisinage dans D(S).

La relation S est dite ouverte, si pour chaque voisinage U dans D(S), l'image

S(U) est un voisinage dans R(S).

Remarque 3.1 On remarque que
(1) S est continue si et seulement si S™1 est ouverte.
(2) La composition des relations a valeur unique continues est continue.

(3) Soit Ux la boule unité ouverte de X, i.e :
Ux:={reX : ||z| <1},

et soit E un sous-espace fermé de X.

(4) On a
QeUx = Ugu(x),

QEBx = Bg,(x)-

On note le critére topologique simple suivant pour la continuité.
(5) T est continu si et seulement si TSY C T pour tout sous ensemble

de D(T).
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Proposition 3.1 Soit T € LR(X,Y), alors
(a) T est continue si et seulement si | T|| < oo.
(b) T est ouverte si et seulement si y(T) >0 .
En particulier :
(c) Si dim D(T) < oo, alors T est continue.
(d) Si dim R(T) < oo, alors T est ouverte.

Preuve
(a) Soit T' une relation continue, il existe alors un voisinage ouvert U dans

D(T) tel que T’lUR(T) DU, Dot
T gy =T 'Upery DU U
un voisinage ouvert de {0} dans D(T'). Aussi
2T gy =T "(Urry — Unery) = T 'Upiry — T~ Unry,
il existe donc A > 0 tel que
T~ Ugr)) 2 A\Up(ry,
donc
T~ (Bgr)) D 1/2ABp 1),
par conséquent

TT ' (Bgr(r)) = Brery + T(0) D 1/2AT Bp(r),

et ainsi ||T']| < oo d’aprés proposition (2.14)
Inversement, supposons que ||7'|| < oo, soit V' un voisinage de boule ouverte
dans R(T") de centre y. Alors

Vo=V —{y} = aUg1 pour certains o > 0.
D’aprés proposition (2.14), on a pour certains A > 0,
TUD(T) - AUR(T) + T(O),

donc Up(ry + T-10) C )\T_lUR(T) = a I\T7 V.

donc T (Vo) =T~V —y) D X taUpry + T71(0).

d’ou TV T ly+T7 1y > )\*laUD(T) +T 1y

ie T-'v > )\_lozUD(T) + Ty, qui est un voisinage de D(T).

Par conséquent, T' est continue.
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(b) Suit immeédiatement de (a).
(c) Découle de la continuité de 'opérateur linéaire QT', puisque ||T'|| = ||QT|| .
(d) On substitue T par T~! dans (c).

Exemple 3.1 Soit P un opérateur de projection linéaire. Si N ) 2 R(P
alors puisque HP 1H =1 (voir lezemple 2.5 ), P~ est continu (proposztwn 3.1)
et v(P) = 1; si non, si N(P) D R(P), alors |P7Y|| =0 et donc v(P) = oo ( voir

exemple 2.5), dans les deux cas, P est ouvert.

Proposition 3.2 On a :
(a) N(T) C N(QT) avec égalité si T(0) est relativement fermé dans R(T).
(b) Y(T') <~v(QT) avec égalité si T'(0) est relativement fermé dans R(T).

Preuve

(a)
N(T)={x : (z,0) € G(T)}
={z : TenT(0) # 0}
c{z : TznT(0) # 0}
= N(QT),
avec égalité lorsque T'(0) est fermé dans R(T).
(b)
Y(T) =sup{A : ||Tz|| > X d(z, N(T)) pourtout x € D(T)}
<sup{A : [|[Tz|| > A d(z, N(QT)) pour x € D(T)},
avec égalité lorsque 7'(0) est fermé dans R(T"). Le résultat découle mainte-
nant de I'égalité
[T]| = |QTx .
n
Exemple 3.2 Soit f une fonction linéaire discontinue définie par tout sur

un espace normé de dimension infini X et soit T = f~1. Alors T(0) est un hyper-

plan dense dans X et donc Qx = Ox,d’ou

N(T) ={0} # K = N(QT),
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et on a :
Y(T) = 0,7(QT) = cc.

Remarque 3.2 De la proposition 3.1 et 8.2 on vois que
T est ouverte = QT est ouvert.
L’inverse est faux, comme le montre [’exemple 3.2.

Proposition 3.3 Soit T une relation ouverte. Alors

R(T)NT(0) c TT-1(0)

avec égalité si T~1(0) est relativement fermé dans D(T) (par evemple si T

est injective).

Preuve Soit T' une relation ouverte, et soit {y,} une suite dans 7'(0) telle que
limy, =y € R(T). Supposons d’abord que T" est injectif. Par la continuité de T’

on a :

im |7~ (g — »)|| < lim || T|| [l — ]| = O,

donc HT‘lyH =0, dott y € N(T~1) = T(0) puisque T~ est & valeur unique.
Passons maintenant au cas général, Soit @ := Q7-1. On vois (4) du remarque 3.1,

donc que TQ ! est ouvert. par conséquent, d’aprés ce qui a été prouvé, nous avons
D(QT™ ") NN(QT~) = N(QT™)
En combinant avec la proposition 3.2 on obtient
R(T)NT(0) = D(T™) N N(T~1) € D@QT™) N N(QT1)
= N@QT ') =T(T1(0)).
]

Exemple 3.3 L’exemple suivant montre que linclusion dans la proposition 3.3
peut étre correcte. Soit P une projection linéaire dont ’espace nul est un sous-

espace propre dense du domaine de P. Alors P est ouvert et

R(P)n P(0) = {0} # PN(P) = R(P).
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Corollaire 3.1 Si T est ouverte et N(T') est fermé, Alors N(T') = N(QT)
et v(T) =~(QT).

Preuve combiner proposition 3.2 avec proposition 3.3 .

Proposition 3.4 Soit M un sous ensemble non vide de R(T') et soit v(T') < oc.
puis pour N C D(T) on a :

d(TN, M) > ~(T)d(N, T~ M).
Preuve Soit € > 0, choisissons m € M et x € N tel que

d(T(N),M) > d(Tz —m,0) —e. (3.1)
Maintenant, Tz — m = T(z — T~ 'm), d’ou

d(Tx —m,0) =d(Tx —m —T(0),0) =d(Tz,m+T(0))
= d(Tx, TT'm) = inf d(Tx,Th)
heT—1m
= inf d(Tx—h,0)= inf |T(z—h)| (voir proposition 2.9)
1 heT—1m
>~(T) inf d(x—h,T7(0))

heT—1m

=o(T) it d(a,h+T(0)
= (T)d(z, T"'m) > 4(T)d(x, T~ M) > 4(T)d(N, T~ M).
Donc d’aprés (3.1), on a
d(T(N), M) > ~(T)d(N,T"'M) — ¢.
[
Théoréme 3.1 Soient S € LR(Y,Z),T € LR(X,Y), alors

YST) 2 (S |r)HT) (000 excluc), (32)

avec ¥(ST) = oo, lorsque ¥(T) = oo (méme si (S |g(r)) = 0).

De plus on a limplication

S7H0) € R(T) = ¥(ST) = 7(S)/(T) (3.3)
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Preuve Soit € D(ST). Puisque ST = (S | R(T))T.
On suppose que S = S | R(T'). Supposons d’abord v(S),v(T) < co. On a de la
proposition 3.4.

|ST| = d(STz, ST(0)) > ~(S)d(Tx, S~*ST(0))
> y(S)y(T)d(x, T~1S™1ST(0))

( puisque S1ST(0) = T(0) + S~1(0) C R(T) = v(S)y(T)d(z, T~*S~1(0)))

D’ou l'inégalité (3.2) qui suit.

Suppose maintenant que S~1(0) C R(T) (ici , on ne suppose plus que

S =S| R(T)). Dans ce cas S~1ST(0) = T(0) N D(S) + S~1(0) € R(T) et donc
d(Tz,S~1ST(0)) > v(T)d(x, T~1S~1(0))

et donc , comme précédemment , on obtient
ISTX || > ~(S)y(T)d(x, STT~(0)).

d’ott découle 'implication (3.3).

Maintenant, soit (T) = co. Alors T~1(0) est dense dans D(T). Dot
d(z,T71(0)) = 0 pour tous x dans D(ST). Mais alors N(ST) est dense en D(ST)
ce qui signifie que v(ST') = oc.

Enfin, supposons que (S) = 00,v(T') < oo. De puis maintenant
d(Tx,S~1(0)) = 0, donc ¥(T)d(x, T~1S71(0)) = 0 (3.4), donc v(ST) = <
siy(T) # 0.

La preuve de I'implication (3.3) dans ce cas est suit de la méme maniére. m
Remarque 3.3 (1) Le théoréme 3.1 montre déja que l'inégalité
ISTz|| > ~(S)d(T, T(0) N D(S) + S71(0)),

vaut pour tous les x € D(ST).
(2) Si0.00 se produit sur le coté droit de théoréme 3.1(3.2), alors v(ST') = oc.
Cependant, le cas 00.0 ne fonctionne pas. Considérons f =S, f~1 =T ou

f: X — C est une fonction linéaire non bornée. Alors

Y =) =1 = |l =0

et

v(f) = oo. (puisque N(f) = X).
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Corollaire 3.2 Soit T € LR(X,Y) et S € LR(Y, Z), alors
1ST| < |SI||Ips)T || (0.0 exclu). (3.4)

avec ||ST|| = 0, lorsque ||S|| =0 (méme si HID(S)TH = 00). De plus , nous avons
limplication

T(0) € D(S) = [IST| < [ISIHT]l (3.5)

Preuve L’inégalité (3.4) découle (3.2) du théoréme (3.1).

Supposons maintenant que 7°(0) C D(S) . Alors pour z € D(ST) et y € Tx
On a , depuis x € T~1(D(S)) , que Tz C D(S) + T(0) = D(S) , donc
Ips)Tx =Tz N D(S) =Tz .Donc

ISTI < ISIT | pest) |
et (3.5) suit m

Remarque 3.4 (1) Il n’y a pas de conclusion si le coté droit de corollaire

3.2(5.4) est de 00.0 (woir remarque 3.3(2))

(2) nous donnerons plus tard un exemple d’une paire d’opérateurs linéaires ou-
verts dont le compositions n’est pas ouverte
1l existe donc des relations linéaires continues dont la composition est défi-
nies mais non continue .

(3) En considérant la restriction de T & un sous-espace unidimensionnel de
D(ST) , il résulte de (3.5) du corollaire 3.2 que
T(0) C D(S) = ||STz| < ||S||||Tx| est valable pour chaque x € D(ST).

3.2 Principe de la borne uniforme

Lemme 3.5 (Lemme de Baire [2]) Soit X un espace métrique complet, et (Ap)n>1

une famille dénombrable des fermés de X telles que

x- U

Alors il existe ng tel que int(Ay,) # 0.
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Théoréme 3.2 (Banach Steinhaus) Soit {Y, : « € A} une famille d’espace
normés , X un espace de Banach fize , et {T, : o € A} une famille de relations

linéaires telles que Ty, € LR(X,Y,) pour chacun oo € A . Supposons que
sup{||Toz| : a € A} <0 pour chaque x € X.

Alors
sup{||Tn| : a € A} < 0.

Preuve Considérons la séquence d’ensembles fermés

A, ={zx € X : ||Tazx| < n pour a € A} . Puisque X = U A, , selon le
théoréme de catégorie de Baire ,A,, contient un ensemble ouvert non vide pour
certains n € N . Soit B une boule de centre z et de rayon r , contenue dans A,

pour x ErBx .onax+ 2 € B et
[Taz|| = [[Ta(z + 2 = 2)|| < [|Ta(z + 2)[| + [Taz| < 2n
D’ou || To|| < 2n/r pour tout « € A m

Corollaire 3.3 Soit (T},) une suite de relations linéaires bornées dans LR(X,Y),

et soit X complet. Si T est une relation définit partout dans LR(X,Y) telle que

T7(0) D T,,(0) (n € N) et im || Tz — Tz|| = 0 pour tout v € X , Alors T est
n

borné.
Corollaire 3.4 Soit X un espace normé et soit W un sous-ensemble de X telque

sup |z'w| < oo (2" € X').
weWw

Alors W est borné.

Preuve Considérez W comme un sous-ensemble de X" et appliquez

le théoréme 3.2 ( Banach Steinhaus). =

Proposition 3.6 Si X = M+N ou MNN = {0} et M est fermé et a codimension

fini, alors la projection se définit sur X avec le rang M et le noyau N est bornée.

Preuve Soient {z1, ..., z,, } une base pour N et soit N; := sp{1, ..., Ti—1, Tit1,-..; Tn }.
Puisque chaque M + N; est fermé, il existe par le théoréme de Hahn Banach

un f; € X' tel que fl(xl) =1let fi(x) =0 pour z € M + N;.

On définit Qx = Z fi(z)x; (x € X). Alors @ est une projection bornée avec

une rang N et d’ espace nul M, et P =1 — Q est la projection requise. ®

30



Principe de la borne uniforme Relations linéaires continues

Corollaire 3.5 Si M est un sous-espace, a codimension fini, de D(T), fermé dans

D(T), et si T |pr est continu, alors T' est continu.

Preuve Soit P définie comme dans proposition 3.6, on a :

1Tz|] < | TPzl + [ T(I — P)x]|
ST [ [P+ NT I [HIT = P [l

ot || T |n|| < oo par la proposition 3.1(c). m

Proposition 3.7 Soient T un ouvert et injectif et S € LR(X,Y) un opérateur
linéaire satisfaisant || S| < y(T). Alors T + S est ouvert et injectif.

Preuve On a pour z € D(T + S)
(T + )zl = |T=|| - [|Sz|  (puisque S(0) = {0})
2 (D) =l = 1S ]l
= (y(T) = [[S1D) ]
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