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Résumeé

Ce travail porte sur les différentes méthodes numériques développées pour ré-
soudre 1’équation de Lyapunov-Sylvester de la forme AX + XB = C, qui joue un role
central dans l’analyse de la stabilité des systemes dynamiques linéaires. Parmi les ap-
proches étudiées, on distingue les méthodes directes basées sur la forme de Kronecker
et la vectorisation, les méthodes itératives telles que la méthode de l’algorithme de
Bartels-Stewart et la méthode de Smith, ainsi que les techniques basées sur les décom-
positions de Schur ou de Cholesky. Des variantes plus récentes exploitent les proprié-
tés de faible rang et la structure particuliere des matrices dans les grandes dimen-
sions. Ces méthodes sont essentielles dans divers domaines d’application, notamment
le controle optimal, I’analyse de stabilité, la réduction de modeéles, et le traitement de
I'image. Le choix de la méthode dépend généralement de la taille du probléeme, de la
nature des matrices et des contraintes de temps de calcul.
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Abstract

This work focuses on various numerical methods developed to solve the Lyapu-
nov-Sylvester equation of the form AX + XB = C, which plays a central role in the
stability analysis of linear dynamical systems. Among the studied approaches are di-
rect methods based on the Kronecker form and vectorization, iterative methods such
as the Bartels-Stewart algorithm and the Smith method, as well as techniques based
on Schur or Cholesky decompositions. More recent variants exploit low-rank proper-
ties and the specific structure of matrices in large-scale problems. These methods are
essential in several application fields, including optimal control, stability analysis, mo-
del reduction, and image processing. The choice of method generally depends on the
problem size, matrix structure, and computational constraints.
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Introduction

Les équations, sous leurs différentes formes, constituent la pierre angulaire des ma-
thématiques appliquées et de la modélisation scientifique. Parmi ces équations, on
trouve les équations algébriques, utilisées pour déterminer les racines des fonctions
[12], les équations différentielles ordinaires (EDO) qui modélisent I’évolution tempo-
relle de nombreux phénomeénes dynamiques [13], ainsi que les équations aux déri-
vées partielles (EDP), largement utilisées dans les domaines tels que la mécanique des
fluides ou la thermodynamique [11]. De plus, les systemes linéaires Gx = ¢ jouent un
role central dans les méthodes numériques appliquées en ingénierie [23].

Toutes ces équations exigent des techniques numériques précises et efficaces. L'équa-
tion de Lyapunov-Sylvester compte parmi les équations fondamentales en analyse nu-
meérique, en raison de ses nombreuses applications et de son importance théorique.
Elle se formule a l'laide de matrices. L’équation de Lyapunov-Sylvester trouve ses ra-
cines dans les travaux du mathématicien britannique James Sylvester, au XIX siecle,
qui a étudié I’équation Sylvester sous la forme AX + XB = C.

Par la suite, le mathématicien russe Aleksandr Lyapunov a formulé une équation
spécifique dédiée a I’analyse de la stabilité des systemes dynamiques, connue sous le
nom d’équation de Lyapunov [13]. L'intégration et ’harmonisation de ces deux ap-
proches théoriques ont conduit a I’émergence de I’équation de Lyapunov-Sylvester
telle qu’elle est reconnue aujourd’hui, et qui occupe une place centrale dans 1’étude
des systemes linéaires et leurs applications pratiques dans divers domaines des ma-
thématiques appliquées et de I'ingénierie [8, 16].

L’analyse matricielles constituent des outils fondamentaux dans plusieurs branches
des mathématiques appliquées et de I'ingénierie, ou I’équation de Lyapunov-Sylvester
se présente comme un exemple central de ce type d’équations, a la fois d’un point de
vue théorique et pratique [2, 16]. Cette équation apparait sous la forme :

AX+XB=C,

ou A € M,(R), Be M,,(R) et C € M,, ,,(R) sont des matrices données, et I'on cherche
a déterminer la matrice inconnue X € M, ,,(IR). Cette équation a suscité un grand inté-
rét au cours des dernieres décennies en raison de la diversité de ses applications dans
les domaines du contrdl optimal linéaire, les equations aux dérirée partielles [13], de
I’analyse de stabilité, de la théorie des systemes [16], ainsi que dans des applications
en physique et en ingénierie numérique [8].

D’un point de vue théorique, I’équation peut étre représentée comme un systéme
linéaire de grande taille en utilisant le produit de Kronecker et la vectorisation [23],
mais cette méthode devient coliteuse numériquement lorsqu’il s’agit de grandes ma-
trices, ce qui rend nécessaire le recours a des algorithmes efficaces exploitant la struc-
ture particuliére de ces équations [11].

La réduction de la complexité algorithmique et ’accélération des opérations de cal-
cul constituent I’'un des défis majeurs dans le traitement des matrices de grande dimen-
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sion. Ces dernieres années, plusieurs méthodes modernes ont été proposées pour rele-
ver ce défi, notamment en exploitant les structures particuliéres des matrices. Dans de
nombreuses situations pratiques, les matrices intervenant dans I’équation de Lyapunov-
Sylvester sont des matrices creuses, c’est-a-dire que la majorité de leurs éléments sont
nuls. Dans ce contexte, nous faisons appel a des méthodes numériques dites sparse, qui
ont été spécialement développées pour exploiter au mieux cette structure lorsqu’elle
est présente. Cette structure creuse représente un avantage qui peut étre exploité pour
améliorer 'efficacité numérique, accélérer les calculs et réduire la complexité algorith-
mique des méthodes de résolution [21]. A mesure que la taille des matrices augmente,
les algorithmes classiques deviennent inefficaces en raison des cotts élevés de stockage
et de calcul, tandis que la structure creuse permet d’éviter la manipulation explicite
de matrices denses, tout en maintenant une bonne précision numeérique.

Dans ce contexte, plusieurs méthodes numériques ont été proposées, variant selon
les principes mathématiques et les structures sur lesquelles elles s’appuient. Parmi les
méthodes les plus connues, on trouve ’algorithme Bartels-Stewart [2], qui repose sur la
transformation des matrices en forme triangulaire supérieure a l’aide de la décomposi-
tion de Schur, en appliquant les transformations de Householder [12], suivies de l’algo-
rithme QR pour l'extraction des valeurs propres et la structure de Hessenberg. Apres
cette transformation, I’équation résultante est résolue par élimination rétrograde, ce
qui rend l'algorithme efficace pour les matrices de petite ou moyenne taille [8].

En revanche, I’algorithme Jordan-Schur [3] repose sur une décomposition différente
consistant a transformer les matrices en forme de Jordan, ce qui permet de traiter les
cas particuliers comme les valeurs propres multiples ou non diagonalisables, et facilite
le traitement numérique dans certains contextes spécifiques [19].

En plus des avancées dans les algorithmes directs, ces dernieres années ont vu un
intérét croissant et un développement remarquable de 1'utilisation des méthodes ité-
ratives pour résoudre I’équation de Lyapunov-Sylvester, en raison de l'efficacité numé-
rique qu’elles offrent, particuliéerement dans le cas des matrices de grande dimension[18].
Cette démarche s’inscrit dans I’idée principale qui consiste a développer une approche
itérative pour résoudre 1’équation de Lyapunov-Sylvester sous la forme AX + XB = C,
en concevant une approche similaire aux méthodes classiques de Jacobi et de Gauss-
Seidel qui sont utilisées pour la résolution des systemes linéaires sous la forme Gx = c.
Cette approche repose sur la décomposition des matrices en parties triangulaires et ré-
siduelles, et sur I’exploitation de la structure résultante pour formuler des algorithmes
itératifs plus efficaces.

Ce travail vise a étudier les algorithmes numériques utilisés pour résoudre 1’équa-
tion de Lyapunov-Sylvester, en mettant l’accent sur 'aspect algorithmique et la pré-
cision numérique, tout en explorant les possibilités de développement de nouveaux
algorithmes itératifs mieux adaptés aux structures matricielles particulieres [15]. Il
s’agira également d’analyser les conditions nécessaires a la convergence de ces mé-
thodes [7], ainsi que d’évaluer leur performance en termes d’efficacité numérique et de
complexité de algoréthmique [1].



Equation de Lyapunov-Sylvester

Chapitre

n Introduction

L’équation de Lyapunov-Sylvester est une équation fondamentale dans I’analyse de
la stabilité des systemes linéaires et la conception des systémes de controle, en raison
de son importance dans des domaines tels que la théorie du controle, les équations
différentielles et l'optimisation [13, 2]. Dans ce chapitre, nous concentrons sur 1’étude
des méthodes de résolution de cette équation en nous basant sur le produit de Krone-
cker, qui permet de la transformer en un systéme linéaire classique via la technique de
vectorisation, facilitant ainsi son traitement numérique [19, 21]. Nous présentons les
aspects théoriques liés a la relation entre I’équation et le produit de Kronecker, ainsi
que les conditions d’existence et d’unicité de la solution basées sur 1’analyse spectrale
des matrices [7]. Nous évaluons également la performance numérique de certains al-
gorithmes, particulierement dans les cas ou des simplifications sont possibles, comme
pour les matrices (Triangulaires et Toeplitz, etc.) [2, 8, 3].

[} Les types de 'équation de Lyapunov-Sylvester

Soit K un corps commutatif, I’équation de Lyapunov-Sylvester est définie de la ma-

niére suivante :
n
E A;XB; =C,
i=1

ou A; et B; sont des matrices carrées de taille n x n et m x m, respectivement et X,C €
M (K).

Soient A € M, (K) et B € M,,(IK) deux matrices carrées de taille n x n et m x m, res-
pectivement, et X, C € M,,,,(K). Dans ce cas, ’équation de Sylvester prend la forme :

— L’équation de Sylvester définie comme suite
AX-XB=C. (1.1)
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— L’équation de Lyapunov est aussi définie par (si B= AT)

AX -XAT =C. (1.2)

— L’équation matricielle non linéaire du type

AX -XBT -XDXx =C,

appellé I’équation de Ricatti .
Le probleme est de déterminer les matrices d’inconnues X satisfant les équations pré-
cédentes.

m Relation entre I'équation de Lyapunov-Sylvester
et les systemes linéaires Gx =

L’équation de Lyapunov-Sylvester prend la forme (1.1) ou A, B et C sont des ma-
trices données et X est la matrice inconnue. Cette équation est liée aux systemes li-
néaires Gx = c en la transformant en une forme vectorielle en utilisant la vectorisation.
En utilisant le produit de Kronecker, cela permet de résoudre I'équation (1.1) par les
meéthodes classiques.

_] Produit de kronecker

Le produit de Kronecker est un outil clé dans la résolution de ’équation de Lyapunov-
Sylvester car il permet de transformer une équation matricielle en un systeme linéaire
classique, ce qui simplifie les calculs et facilite I'application des méthodes numériques.

@éﬁnition 1.1 [23] Soient A = (a; ;) 1<i<n et B =(b; j)1<i<p deux matrices de taille
. 1<j<m 1<j<q

mxn et p x q respectivement. Le produit de Kronecker ou produit tensoriel de A

et B noté A® B est la matrice de taille mp x ng est donnée par :

ClllB alnB
A®B= :
a,B ... a,,B

Exemple G

On considere les deux matrices A et B données par :

1 2
3 4 etB:(g :1)))
5 6

A=

Le produit de Kronecker est donné explicitement comme suit :



o1y L (01 (o 1 0 2
2 3 2 3 2 3 4 ¢
01 01 0 3 0 4
A®B=13-1, 5] 4{; 3|76 9 s 12|
01 01 0 5 0 6
51, 3 012 3 10 15 12 18

Propriétés 1.1. Soient A, B, C trois matrices de méme taille. On a les propriétés suivantes :

— Distributivité : Le produit de Kronecker est distributif par rapport da I'addition.
(0A+BB)C=a(AQC)+p(B®C),

A®(aB+pC)=a(A®B)+B(ARC).

— Associativité :
(A®B)®@ C=A®(B®C).

— Rang : Le rang du produit de Kronecker est le produit des rangs des matrices impli-
quées. C'est-a-dire, si A est une matrice de rang ry et B est une matrice de rang r,
alors le produit de Kronecker A ® B est une matrice de rang ry X r5.

— Transposition :
(A®B)T = AT @BT.

éfinition [23] Soient A une matrice de taille mxn, notée par A = [Ay,...,A,],
les colonnes de A. La vectorisation de A, notée vec(A), est un vecteur colonne de
taille mn x 1 et on écrit :

Transformation de I'équation de Lyapunov-Sylvester en un systeme li-
néaire Gx =c
La transformation de I’équation linéaire de Lyapunov-Sylvester de la forme (1.1) en
un systéme linéaire de la forme Gx = ¢, consiste a utiliser le produit de Kronecker et la
technique de vectorisation.
Nous illustrerons cela a I'aide d’un exemple pratique dans M, (IK). On considere les
matrices A, B et C données par :

A:(ﬂll ai2 B:(bll blz) c=[% 03).
ay ax)’ by byy)’ €2 C4

On cherche une matrice X donnée par:

X:(xl x3).
X2 X4

Comme solution de 1’équation (1.1), ce qui donne apres remplacement :



ap Xy +apxy — by Xy —byxz Ay xs+aix4—bioxy —byxs| _ [ ¢
1 X1 +dxXy — b1 Xy — by Xy a1X3+apx4 —b1oxy —boyXy €2 C4

Par identiocation, on obtient le systeme linéaire

(a11 —bi1)x1 +a1x —by1xz =¢;

—by1x4+ (a2 —bi1)xo +axx; = ¢,
—biax1 +(ayy —bop)x3 +a1px4 = c3
—b1pxp + a1 x3+(ax —byy)xy = cy.

Ce qui est donne sous forme matricielle par

ap; —bny ain ~by; 0 X c1

Ay ap—by 0 —byr [ |x2] _ |2

~by; 0 ap; — by aip X3 3

0 ~by, as App— by ) \ x4 C4
~——

G X c

Nous observons que la matrice de ce systeme est décomposée comme suit :
a1 Aaip _ 1 0 _ 1 0
(6121 ) bll (O 1) b21 (O 1

az2
_b 10 alr 412 _b 1 0\|
12 0 1 ar1 4dpo 22 0 1

La matrice G, est exprimée a I'aide du produit de Kronecker sous la forme :

G=(I,®A-BT®I,). (1.3)

Nous proposons maintenant une généralisation de cette transformation. Soient A =

(ai)1<i<m et B=(b;;)i<i<n . I, et I,, sont les matrices identité de tailles n x n et mx m,
1<j<m 1<j<n

respectivement. la fonction vec(X) transforme la matrice X de taille mxn en un vecteur
colonne de taille mn x 1. De la méme maniere, vec(C) transforme la matrice c de taille
m x n en un vecteur colonne de taille mn x 1, alors ’équation (1.1) se transforme en un
systéme linéaire standard sous la forme :

Gvec(X) = vec(C).

Dans ce cas, si la matriceG est inversible, alors I’équation admet une solution unique.

Exemple a

Soient les matrices suivantes :

210 1 2 4 8 X11 X12
A=10 3 1}, B:(O 3), C=|7 1l4flet X= X221 X2 |.
1 0 2 5 10 X31 X32

En utilisant l'opérateur de vectorisation pour réécrire les matrices X et C sous forme
vectorielle :



X11

X21
X

vec(X) = xi , vec(C)=

X22

X32

e U1 N v

—_
O =

La matrice G est définie comme suit :

G=(IL®A-BT®I,).

On utilise le produit de Kronecker pour trouver la matrice G :

1 1 0 0 0 O
0 2 1 0 0 O
G- 1 0 1 0 0 O
-2 0 0 -1 1 O
0 -2 0 0 0 1
0O 0 -2 1 0 -1

Nous avons :

G -vec(X) = vec(C).

Si G est inversible, alors :

vec(X) =G ! vec(C).

Apres calculs, la matrice X s’écrit sous la forme suivante :

2 34
X=(2 46].
3 18
Complexité algorithmique
éfinition [21] La complexité algorithmique est une mesure permettant

d’évaluer l'efficacité d’un algorithme en termes de temps d’exécution et d’espace
mémoire requis.

Objectif 1. L'objectif principal de la complexité algorithmique est de quantifier la difficulté
d’un probléme et d’anticiper les ressources nécessaires lorsque la taille des données d’entrée
augmente. Elle permet également de comparer différents algorithmes et d’optimiser les per-
formances en sélectionnant la méthode la plus efficace.

On s’intéresse a la complexité du calcul de la solution de I’équation (1.1) en utilisant
le produit de Kronecker[23].
— Les deux opérations , I, ® A et BT ® I,,, nécessitent O(n?m?) opérations.

— Leur addition n’affecte pas la complexité, et on a donc O(n?>m?) opérations.



— Linversion de la matrice G nécessite O((n2m?)3) opérations.

— La multiplication de G™! par le vecteur colonne vec(C) nécessite O(n’>m?) opéra-
tions.

— Laréorganisation des éléments pour obtenir la matrice X nécessite O(n>m?) opé-
rations.

Ainsi, la complexité totale de la résolution de I’équation de Sylvester en utilisant
le produit de Kronecker est généralement dominée par O((n?m?)?).

— L’équation de Lyapunov (1.2) sa complexité est dominée par O((1n2)3).

Probleme 1.1. Nous visons dans cette étude a déterminer si la matrice G est inversible
ou non. Cela se fait en calculant le déterminant de la matrice. De plus, certains types de
matrices sont directement inversibles en raison de leurs propriétés structurelles.

Les différentes méthodes de calcul du déterminant et analyse de leur complexité

1. Développement par les cofacteurs : Cette méthode repose sur la définition mathéma-
tique du déterminant, qui est calculé en développant le long de la premiére ligne ou

colonne :
n

det(G) = Z(—l)“j .Gy~ det(My;),
j=1
ol :
— Gy est I'élément situé a la premiere ligne et d la j colonne de la matrice G.

— M, est la sous-matrice obtenue en supprimant la premiere ligne et la j colonne
de la matrice G.

Cette méthode devient rapidement impraticable pour les matrices de grande dimen-
sions.

2. Elimination de Gauss :
Cette méthode consiste a transformer la matrice en une forme triangulaire supérieure,
ou le déterminant est donné par :

n

det(G) = | [uis

i=1
ot u;; sont les éléments diagonaux de la matrice triangulaire.

3. Décomposition LU :
Cette décomposition est efficace pour les matrices de grande taille, car elle consiste a
écrire la matrice G sous la forme d’un produit de deux matrices triangulaires, c’est-a-
dire :

n

n
det(G) = det(L) x det(U) = ]_[zl-i x I_[uii ,
i=1 i=1
ol :
— 1;; sont les éléments diagonaux de la matrice triangulaire inférieure L.

— u;; sont les éléments diagonaux de la matrice triangulaire supérieure U.

La matrice G est inversible si elle appartient a I'un des types suivants :

9



1. Matrice diagonale : Une matrice diagonale est inversible si et seulement si tous ses
éléments diagonaux sont non nuls.

2. Matrice orthogonale : Une matrice orthogonale vérifie GTG = I. Ces matrices sont
toujours inversibles, avec G ! =GT.

3. Matrice triangulaire : Une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est inver-
sible si et seulement si tous ses éléments diagonaux sont non nuls.

4. Matrice de permutation : Une matrice de permutation est obtenue en permutant les
lignes ou les colonnes de la matrice identité. Ces matrices sont toujours inversibles.

5. Matrice inversible par blocs : Si une matrice est partitionnée en blocs et que chaque
bloc est inversible, alors la matrice globale est inversible.

m Existence et unicité

éfinition [12]
Soit A est une matrice carrée d’ordre #, le spectre de A, noté spect(A), est défini
comme suite :

spect(A) ={A e C| det(A—-AIL,) =0}.

ou spect(A) est 'ensemble des valeurs propres de la matrice A.

Théoreme 1.1. [23, 19] L'équation matricielle (1.1) admet une solution unique si et seule-
ment si les spectres de A et —B sont disjoints, c’est-d-dire :

spect(A) Nspect(—B) = 0.

Preuve 1. [23,19]
En utilisant le produit de Kronecker, on obtient :

Gvec(X) = vec(C),

L’existence et 'unicité de vec(X) sont garanties si et seulement si la matrice G est inver-
sible, c’est-a-dire que son spectre ne contient pas zéro.

Il est connu que le spectre de la somme de produits de Kronecker suit la régle :

spect(G) = spect(In®A—BT®In) ={Ai—pj |V A; € spect(A) etVp;€spect(B)lie{l,...,n},je{l,..

En déduire que la matrice G est inversible si et seulement si :

A —pj =0, VA € spect(A),Vyj espect(B) iefl,...,n},je{l,...,m}.

Ce qui est équivalent a :
spect(A) Nspect(—B) = 0.

10
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[ Différentes techniques pour déterminer les valeurs propres

Le calcul des valeurs propres constitue I’'un des sujets fondamentaux de l’analyse
linéaire, en raison de son importance dans I’étude de la stabilité des systemes linéaires
et I’analyse de la structure spectrale des matrices. Au fil des décennies, plusieurs tech-
niques numériques et théoriques ont été développées afin de déterminer ces valeurs
avec précision ou d’estimer leur position dans le plan complexe. Ces méthodes varient
en termes de précision et de complexité, allant du calcul direct a ’aide du polynome
caractéristique a des estimations approximatives comme le théoréeme de Gershgorine.
Ces outils visent a faciliter I’étude du comportement des matrices, notamment lors-
qu’elles sont de grande dimension .

1.1 Polyndme Caractéristique

Le polyndme caractéristique est un outil fondamental en algebre linéaire permet-
tant de déterminer les valeurs propres d’une matrice carrée. Il est défini pour une
matrice A de taille n x n par I’équation suivante :

P(A) = det(A — AIL,) = 0.

<

ou :
— det(A - AI,) représente le déterminant de la matrice A — AI,,.

— A est une variable scalaire.

Propriétés 1.2.

1. Degré du polynome : Le polynéme caractéristique P(A) est toujours un polynome
de degré n, oui n est la taille de la matrice A.
2. Valeurs propres : Les racines du polynéme caractéristique.

Exemple e

Prenons la matrice suivante :

1 2 3
A=|0 2 4|
0 0 3

Le polyndme caractéristique est donné par :

1-A 2 3
P(A\)=det(A-Al)=det| 0 2-1 4 [
0 0 3-4

Ainsi, le polyndme caractéristique devient :

P(A)=(3-1)(A*=31+2),

Les racines sont : A ={1,2,3}.

11



1.2

Disque de Gershgorine

Le disque de Gershgorine est un outil important en analyse matricielle, offrant une
meéthode simple et efficace pour estimer la localisation des valeurs propres d’une ma-
trice carrée sans avoir a les calculer précisément. Il repose sur un théoréme puissant
qui délimite la répartition des valeurs propres dans le plan complexe, ce qui le rend
particulierement utile pour les matrices de grande taille et complexes, ou les méthodes
classiques de calcul des valeurs propres deviennent difficiles et cotteuses en termes de
calcul.

éfinition [7] Soit A une matrice carrée de taille n x 1, et a;; I’élément de

la matrice A a la i-eme ligne et j-éme colonne. Le disque de Gershgorine associé
a la ligne i de la matrice A est défini comme un disque dans le plan complexe,
de centre a;; (I’élément diagonal de la matrice) et de rayon égal a la somme des
valeurs absolues des éléments non diagonaux de la ligne i.

Propriétes 1.3.

1.

Localisation des Valeurs Propres : Les disques de Gershgorine fournissent une pre-
miere approximation des valeurs propres de la matrice. D’apres le théoréme de Gersh-
gorine, chaque disque contient au moins une valeur propre de la matrice A.

Cas d’une matrice contenant une ligne nulle (sauf l’'élément diagonal) :

Si une matrice A contient une ligne oii tous les éléments sont nuls sauf I'élément dia-
gonal a;;, alors le disque de Gershgorine correspondant a cette ligne se réduit au point
a;;, car son rayon est nul. En revanche, les autres disques conservent leurs rayons dé-
finis par la somme des valeurs absolues des éléments hors diagonale. Cela signifie que
a;; est nécessairement I'une des valeurs propres de la matrice.

Théoréeme 1.2. [7] Le théoréme de Gershgorine donne une localisation des valeurs propres
de la matrice A. Il indique que toute valeur propre de A se trouve dans au moins un des
disques de Gershgorine. Plus précisément :

— Soit la matrice A € M,,(IR) de taille n x n.

— Le disque de Gershgorine D; associé a la ligne i de la matrice A donné par :

n

D; = AECH/\_aiilSZlaijl :

j=i

Preuve 2. [7] Soientla matriceA € M, (R) , et A € R une valeur propre de A, c’est-a-dire
qu’il existe un vecteur propre v = (vy,vy,...,v,)" tel que :

Av = .

Cela implique que les composantes de Av sont :

n

a;;v; + Z&lij'l/]' = /\’l/i.

j#i

12



De cette équation, on obtient :

n
Zaijvj = (/\ — aii)vi.
j=i
En prenant les valeurs absolues des deux cotés, et en appliquant I’inégalité triangulaire,
on obtient :

n n
Za,-jvj < Zla”lh/]l

j=i j#i

Cela montre que :

n
A —aji| < Zlaij|~

j#i
. . . 4 n
Ainsi, A se trouve dans un disque centré en a;; de rayon Zj:ti |l

En utilise les disques de Gershgorine pour estimer I'emplacement des valeurs propres
d’une matrice carrée. On peux également utiliser cette théorie pour étudier la sépara-
tion des spectres de deux matrices qui ne partagent pas de valeurs propres. Lors de
I’étude de I'intersection des spectres spect(A) N spect(B).

Lorsqu’il n’y a pas d’intersection entre les spectres : Si chaque disque de Gersh-
gorine associé a la matrice A est distinct de ceux associés a la matrice B, alors :

ity |n| JpiB)|=0 ijef,...n)
i j

Ce qui implique que :
spect(A) Nspect(B) = 0.

Lorsque l'intersection est possible : Si certains disques de Gershgorine associés
aux matrices A et B se chevauchent, alors une intersection entre ces disques est pos-
sible, ce qui peut entrainer une intersection entre les spectres. Dans ce cas, si 'inter-
section entre les disques n’est pas vide, c’est-a-dire :

UDZ-(A) N UDj(B) 20 i,je{l,...nh.
i j

I1 n’est pas possible de conclure de maniére définitive qu’il existe une intersection
entre les valeurs propres des matrices A et B sur la base de ces informations seules,
car le chevauchement des disques ne garantit pas nécessairement l’intersection des
spectres.

Pour illustrer I'application du théoreme de Gershgorin, nous présentons deux exemples
concrets. Le premier montre une situation ou les disques associés a deux matrices ne
se chevauchent pas, indiquant une séparation claire des spectres. Le second met en
évidence un cas ou certains disques se chevauchent, rendant possible une intersection
entre les spectres des deux matrices.

13



Exemple °

Considérons les deux matrices triangulaires supérieures suivantes :

71 04 O 59 03 0
0 46 06| e B=|0 31 0.5].

0 0 22 0 0 1

A=

Les valeurs propres des matrices triangulaires supérieures A et B sont égales a leurs
éléments diagonaux :

— Pour la matrice A :
/\1 :7.1, /\2:4.6, /\3:2.2.

— Pour la matrice B :
llxl1:5.9, ]/12:3.1, ]/13:1.

Pour appliquer le théoreme de Gershgorin, nous construisons les disques associés a
chaque ligne de chacune des matrices :

Disques de Gershgorin pour la matrice A :

— Ligne 1 : Disque : |1 -7.1| < 0.4

— Ligne 2 : Disque : [A —4.6/ < 0.6

— Ligne 3 : Disque : |1 —2.2| < 0 (se réduit a un point)
Disques de Gershgorin pour la matrice B :

— Ligne 1 : Disque: [A -5.9/<0.3

— Ligne 2: Disque : [A-3.1| < 0.5

— Ligne 3 : Disque : |[A — 1| < 0 (se réduit a un point)

1.5

— Di(A)
1 — D;i(B)
% Valeurs propres A

I AYA vawAY
~0.5 2 w U Y w i

— 8

-1.5

Ficure 1.1 - Disques de Gershgorin pour les matrices A et B.
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Exemple °

Considérons les deux matrices triangulaires supérieures suivantes :

6 2 1 5 -1 0
A=10 4 -1| e B=|0 2 3

00 3 0 0 1

Les valeurs propres des matrices triangulaires supérieures A et B sont égales a leurs
éléments diagonaux :

— Pour la matrice A :
Ai=6, A, =4, A;3=3.

— Pour la matrice B :
]41:5, ’1/12:2, '1/13:1.

Pour appliquer le théoréeme de Gershgorin, nous construisons les disques associés
a chaque ligne de chacune des matrices.

Disques de Gershgorin pour la matrice A :

— Ligne 1 : Disque: |z—6| <3

— Ligne 2 : Disque : [z—4|< 1

— Ligne 3 : Disque : [z— 3| < 0 (se réduit a un point)
Disques de Gershgorin pour la matrice B :

— Ligne 1: Disque : [z—-5| <1

— Ligne 2: Disque: [z—-2|< 3

— Ligne 3 : Disque : |z— 1| < 0 (se réduit a un point)

4

— D;(A)
— D;(B)
x Valeurs propres A
x Valeurs propres B

3

10 11 12

Ficure 1.2 - Disques de Gershgorin pour les matrices A et B.
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Nouvelles méthodes pour calculer le
u produit matricielle

Le produit matriciel constitue une opération fondamentale en algebre linéaire, in-
tervenant dans de nombreux domaines scientifiques et techniques, tels que la résolu-
tion des systémes linéaires, I’analyse de données et les équations différentielles matri-
cielles. Bien que 'algorithme classique, de complexité O(n3), soit adapté aux matrices
de petite taille, il devient inefficace en pratique lorsqu’il s’agit de grandes matrices, ce
qui motive le recours a des algorithmes plus performants sur le plan du coGt compu-
tationnel.

, Algorithmes avancés de multiplication matricielle

— Algorithme de Strassen (1969) : Réduit la complexité a environ O(nlogz7) ~

O(n*81) en divisant les matrices en blocs et en utilisant des additions et soustrac-
tions astucieuses. Adapté aux grandes matrices, mais avec des constantes cachées
élevées qui peuvent limiter son efficacité pratique[22].

— Algorithme de Coppersmith-Winograd (1987) : Complexité théorique de O(n>37°),

mais peu utilisé en pratique a cause des constantes énormes|[5].

— Algorithme de Williams-Le Gall (2014) : Amélioration théorique a O(n%3729),
mais reste principalement d’intérét théorique[17].

, Optimisations pratiques pour les calculs modernes

— Découpage en blocs (Tiling) : Optimise l'utilisation du cache CPU en divisant
les matrices en sous-blocs pour réduire les défauts de cache[9].

— Parallélisation (CPU/GPU) : Utilisation d’OpenMP, CUDA (pour Nvidia), ou
ROCm (pour AMD) pour exploiter les cceurs multiples et les GPU[14].

— Bibliotheques optimisées : BLAS niveau 3 (GEMM) pour des opérations optimi-
sées. Intel MKL, OpenBLAS, cuBLAS (Nvidia), hipBLAS (AMD) : Implémenta-
tions ultra-rapides pour CPU/GPUJ6].

, Méthodes adaptées aux matrices creuses

— Format CSR/CSC : Stockage compressé adapté aux matrices avec beaucoup de
zéros[21].

— Algorithmes spécifiques : Méthodes itératives ou multiplication par blocs pour
éviter les calculs inutiles[21].

Lorsqu’on travaille avec des matrices de grande taille, on constate souvent que la
majorité de leurs éléments sont nuls. Ce type de matrices est appelé matrices creuses.

éfinition [21] [Matrice creuse| Une matrice creuse est une matrice conte-
nant un grand nombre d’éléments nuls, de sorte que les éléments non nuls repré-
sentent une faible proportion par rapport a la taille totale. Pour des raisons d’effi-
cacité en stockage et en calcul, ces matrices sont souvent représentées de maniere
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compacte en ne conservant que les éléments non nuls ainsi que leurs positions.

Ce type de matrices présente un grand intérét en calcul numérique, notamment
pour les systemes de grande dimension. En effet, les matrices creuses permettent de
réduire considérablement 'utilisation de la mémoire et d’accélérer les opérations algé-
briques telles que la multiplication matricielle ou la résolution de systémes linéaires.

Apres avoir défini les matrices creuses et souligné leur importance dans la réduc-
tion de la consommation mémoire ainsi que dans l'accélération des calculs numé-
riques, il est naturel de s’intéresser a leur représentation en programmation.

Dans le logiciel MATLAB, une structure de données dédiée, appelée sparse, per-
met de stocker efficacement les matrices creuses sans mémoriser les éléments nuls.

— Dans MATLAB, la commande sparse sert a créer ou convertir une matrice en
format creux.

— Cette représentation réduit significativement la consommation mémoire, surtout
pour les matrices comportant un grand nombre de zéros.

— Elle contribue aussi a accélérer les opérations numériques telles que la multipli-
cation matricielle ou la résolution de systémes linéaires.

— Elle est particulierement utile pour le traitement d’équations de grande dimen-
sion, comme les équations de Lyapunov ou de Sylvester.

Dans cet exemple, nous illustrons la différence entre la multiplication classique (dense)
et la multiplication optimisée (sparse) de matrices creuses, a I'aide d’un cas simple en
dimension 3x3. L'objectif est de réduire le nombre d’opérations inutiles et de comparer
les deux approches en termes d’efficacité.

Exemple o

Considérons les deux matrices creuses suivantes :

50 0 001
A=|0 0 2|, B=|0 3 ol
00 0 00 4

Multiplication dense (classique)
On applique la formule classique :

3

Ci,j = Zﬂi,k “bijs

k=1

On a besoin 27 opérations de multiplication et 18 opérations de addition pour trou-
ver la matrice C :

o

C=

o O
o O O
S L U

Multiplication optimisée (sparse)
On ne conserve que les éléments non nuls :

— Matrice A : lignes = [1, 2], colonnes = [1, 3], valeurs = [5, 2].
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— Matrice B : lignes = [1, 2, 3], colonnes = (3, 2, 3], valeurs = [1, 3, 4].

On multiplie uniquement les paires ou l'indice de colonne dans A correspond a
I'indice de ligne dans B.

— Ay,1 =5:0ncherche By ;jnonnuls = By 3=1
= C1’3 =5x%x1=5

— A3 =2:o0ncherche B3 i non nuls = B33 =4
= C2’3 =2x4=8

Résultat obtenu avec seulement deux multiplications :

0 05
C=[0 0 8jf.
0 0O

m Analyse des cas particuliers de I'équation de
Lyapunov-Sylvester

Dans certains cas particuliers, la résolution de cette équation peut étre simplifiée
grace a des propriétés spécifiques des matrices utilisées. La simplification des solu-
tions dépend de la structure particuliére des matrices, comme la présence d’éléments
nuls ou une distribution particuliere des éléments dans la matrice. Ces propriétés
contribuent a accélérer les calculs et facilitent la recherche des solutions. Cependant,
nous présentons certains cas particuliers qui facilitent la résolution de 1’équation de
Lyapunov-Sylvester, tels que les matrices diagonales, les matrices de Toeplitz tridiago-
nales et les matrices triangulaires supérieures et inférieures.

Nous allons examiner en détail chaque cas en expliquant ses propriétés et ses prin-
cipales applications.

, Cas des matrices diagonales A =D et B=D’

Considérons 1’équation matricielle suivante.

DX+ XD’ =C. (1.4)

N

ou:

— D e M,(R), D’ € M,,(R)sont des matrices diagonales données, et C € M, ,,(IR)
est une matrice donnée, X € M, ,,(IR) est la matrice inconnue a déterminer.

L’équation devient (1.4), On peut alors calculer chaque élément selon l'ordre sui-

vant :
Cij

X;j=—2_,
J dii+d;j

ie{l,...,n},je{l,...,m}.

a condition que d;; + d]f]- = 0.
Avec des matrices de taille 3 x 3, pour on peut généraliser a une taille n.
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7
dip 0 0 )\(x11 x12 x13) (X11 X12 x13\(dy; O O €11 €12 €13
0 d 0 |x91 x990 X3 |+|x97 x X 0 d; 0 |=]c c c
22 21 X220 X33 21 X2 X33 22 21 €22 €23,

Vs
0 0 dsz)\x31 x32 x33) \x31 x30 x33)L 0 0 dj; €31 €32 €33

DX XD’ C

L’algorithme utilisé pour résoudre le probleme (1.4) est le suivant :

function X=LyapSylvDiag(D, D’,C)
input :D,D’,C;
output :X;
n=length(D);
m=length(D’);
X=zeros(n,m);
for j=1 :m do
for i=1 :n do
| X(ij) = C(i) / (D(LA) + D'Gij);
end
end

© ® N G oA W N =

- =
- o

Exemple e

Soient les matrices suivantes :

1 0 0 4 0 O 10 6 14 X11 X12 X13
D=|0 2 O, D/: 0 5 0, C=112 14 32|et X= X21 Xp2 X231
0 0 3 0 0 6 14 24 27 X31 X372 X33
la solution d’équation (1.4) est :
21 2
X=|2 2 4|
2 3 3

[ Matrice de Toeplitz tridiagonale

éfinition [11] Soient A et B deux matrices tridiagonales de Toeplitz de taille
nxn de la forme suivante :

a 0o -~ 0 p g 0 -~ 0
c b --- 0 rpgq - 0
A=10 ¢ - 0, B=|0 r p - 0],
P b P -
000 ¢ a 000 r p

ou:

— ab,c,p,r,geR
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Les valeurs propres A, de A sont définies par :

k
Ak :a+2\/bccos(—n), k=1,2,...,n
n+1

Les vecteurs propres 0y de A sont définies par :

Vbe\ | jkmt
Or =||——] sin
b n+1]/]
j=12,.,n

Les valeurs propres py de B sont définies par :

ke
ﬂk—P+2WCOS(n+1)’ k=1,2,...,n

Les vecteurs propres v de B sont définies par :

j .
ka[(ﬂ) sin(Lnl)] .
1 n+ j=1,2,.,n

Les matrices A et B, admettent des décompositions spectrales de la forme :
A=UDUT et B=VD'VT,

ou:
— U et V sont respectivement les matrices formées des vecteurs propres de A et B,
— D =diag(Aq, Ay,..., A,) la matrice diagonale contenant les valeurs propres de A.
— D’ =diag(py, pa, ..., py) la matrice diagonale contenant les valeurs propres de B.

On substitue les décompositions de A et B dans I’équation originale :

UDUTX+XVD'VT =C,
On multiplie les deux cotés par UT a gauche et par V a droite :
vlwputxyv+ul(xvp'vhv=uTcy,
En utilisant UTU =T et VY =1, on obtient :
DWUTxv)+WwTxv)p' =UTcv,
On définit Y = UT XV, et I’équation devient :
DY+YD' =U'CV,
comme D et D’ sont diagonales, on peut résoudre ’équation élément par élément :

1] /\l+‘l/£] ’ ’ ’ ’

a condition que A; + p; = 0.
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Aprés avoir trouvé Y, on utilise la relation Y = UT XV pour calculer X : X = UY VT,
Exemple °

Soient Les matrices A, B et C sont définies comme suit :

210 320 1 00
1 2 1|, B=|2 3 2|, C=|0 1 0f.
01 2 0 2 3 0 01

Les valeurs propres A, de A sont données par :

A=

Ap = 2+2cos(l%), k=1,2,3

On obtient :
/\1:24—\/5, /\2:2, /\3:2—‘/5
La matrice de passage U associée a la matrice A est :

1 V21

2 2 2
U= g 0 _‘/75.

1 N2 1

2 2 2

Les valeurs propres py de B sont données par :

k
Hi :3+2cos(zn), k=1,2,3

On obtient :
]/11:34—\/5, ]/12:3, ‘1/13:3—\/5
La matrice de passage V associée a la matrice B est :

1 N2 1
oo
V=¥ o0 ¥
1 V2 1
2 2 2
On calcule UTCV :
1 00
ufcv=(o 1 ol
0 0 1
On résout 1’équation (1.4)et on obtient :
1
5+2v2 0 0
Y=o 1§ 0
1
0 0 )
On sait que V~! = VT, donc:
X=UYVT.
Apres calculs, on obtient :
1
54242 0 0
X=l 0 <+ 0
1
0 0 oV
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Cas des matrices triangulaires A =B" =L

L’équation matricielle a résoudre est :

LX+XLT =C. (1.5)

N

ou:

— L € M, (IR) est une matrice triangulaire inférieure connue, C € M,, ,,(IR) est une
matrice connue et X € M, ,,(IR) est la matrice inconnue a déterminer.

On peut alors calculer chaque élément selon 'ordre suivant :

i-1 j-1
;= SRR T S e (1 )
i +1jj

ou: Zii + l]] = 0.

La résolution se fait ligne par ligne : chaque ligne de X est calculée en utilisant
les valeurs déja obtenues des lignes précédentes. Pour mieux comprendre la méthode,
nous commencons par un cas simple avec une matrice de taille 3 x 3, avant de généra-
liser a une taille n.

i 0 0)\(x11 X12 X3 x11 x12 X3\ (ln L2 L3 €11 C12 (€13

Iy Ly 0 (|x21 X220 Xo3|+|x21 x20 x23|] O Lp Ips|=|ca1 22 c23)

I31 I3y I33)\x31 x30 x33) \x31 x3, x33/\ 0 0 I33 €31 €32 €33
LX xLT C

L'algorithme utilisé pour résoudre le probléme (1.5) est le suivant :

function X=LyapLowerMatrix(L,C)

input :L,C;

output :X;

n=Ilength(L);

X=zeros(n,n);

for j=1 :n do

for i=1 :n do
sommel =sum(L(i, 1 :i-1).* X(1 :i-1,j));
somme?2 = sum(X(i, 1 :j-1).* L(j, 1 3;j-1));
X(i, j) = (C(i, j) - sommel - somme?2) / (L(i, i) + L(j, j))

end

end

© ® N S U R W N R

-
(=}
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N

Cas des matrices triangulaires A=L et B=U

L’équation matricielle sous la forme :
LX+XU=C. (1.6)

est un cas particulier de I’équation de Sylvester AX + XB = C avec:
— L une matrice triangulaire inférieure et U une matrice triangulaire supérieure.

— C une matrice est donnée et X est la matrice inconnue .
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Considérons 1’équation matricielle (1.6) : La résolution se fait ligne par ligne :
chaque ligne de X est calculée en utilisant les valeurs déja obtenues des lignes pré-
cédentes. Pour mieux comprendre la méthode, nous commencons par un cas simple

avec une matrice de taille 3 x 3, avant de généraliser a une taille n.

Ly 0 0)\(x11 X2 X13) (%11 X12 X13)(411 Y12 Y13 11
Ly Ly 0 ||x21 X220 Xo3|+|x21 x20 x23|| O upy uxs|=|cy

31 lsp I33)\x31 x32 x33) \x31 X3, x33J\L 0 0 uz; €31

€12 (13
Crp C23),

€32 (33

LX XU

Les différents algorithmes pour résoudre le probleme (1.6) sont donnés :
— Sylvester pour les systemes LU (S-LUS).
— Meéthode Lyap de MATLAB (LMM).
— Sylvester—Produit de Kronecker pour les systemes LU (S-KPLUS).
— Sylvester—Produit de Kronecker pour les systemes LU (S-KPLUSS).

La premiere algorithme repose sur le développement de 1’équation (1.

6).

Algorithm 1: S-LUS

function X=S-LUS(L,U,C)
input :L,U,C;
output :X;
n=length(L);
X=zeros(n,n);
for j=1 :n do

for i=1 :n do

O© 00 NS U e W N =

end

end
disp(X)

—
= o

\ X(1,j)=(C(i,j)-L(i,1 :i-1)*X(1 :i-1,j)-X(1 :j-1,j)"*U(i,1 :j-1))/(L(1,1)+U(G,j));

Nous utilisons la fonction lyap de MATLAB pour résoudre des équations de Lya-

punov.

Algorithm 2: LMM

function X=LMM(L,U,C)
input :L,U,C;

output :X;

n=length(L);
X=zeros(n,n);
X=lyap(L,U,-C);

AN G R W N =

Transformation de I’équation de Lyaponuv-Sylvester vers un systéme linéaire Gx =

c a l'aide du produit de Kronecker, puis sa résolution x = G~ lc.
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Algorithm 3: S-KPLUS

function X=S-KPLUS(L,U,C)
input :L,U,C;

output :X;

n=length(L);

X=zeros(n,n);

I=eye(n,n);
G=kron(IL,L)+kron(U’,I);
c=reshape(C,[ |,1);
x=inv(G)*c;

Z=reshape(x,[ | n);

O 0 NN S U R W N =

—
(=]

La deuxieme algorithme repose sur la transformation de I’équation (1.3) en Gx = ¢

a ’aide du produit de Kronecker, puis la résolution de systéeme ligne par ligne.
Algorithm 4: S-KPLUSS

1 function X=S-KPLUSS(L,U,C)
2 input :L,U,C;
3 output :X;
4 n=length(L);
5 X=zeros(n,n);
6
7
8
9

I=eye(n,n);
G=kron(I,L)+kron(U’,1);
c=reshape(C,[],1);
x=zeros(n?,1);

10 for i=1 :n? do

11 s=G(i,1 :i-1)*x(1 :i-1);

12 x(1)=(c(i)-s)/G(i,i)

13 end

14 X=reshape(x,[],n);

Comparaison Numérique

D’apres les figures et le tableau ci-dessous, on compare les temps CPU pour diffé-
rentes méthodes de résolution de ’équation LX + XU = C. Les résultats montrent que
les méthodes S-LUS et LMM offrent de bonnes performances, avec une stabilité et une
rapidité remarquables, particulierement lorsque la taille de la matrice N augmente.
Cela est dt a la structure numérique efficace adoptée dans ces deux méthodes, qui
permet de traiter les grandes dimensions de maniére performante.

En revanche, les méthodes S-KPLUS et S-KPLUSS rencontrent des difficultés lorsque
la taille de la matrice devient grande, malgré l'utilisation d’une structure sparse dans
leur implémentation, dans le but d’optimiser les performances et de réduire l'utili-
sation de la mémoire. Les expériences ont montré que ces deux méthodes cessent de
fonctionner a partir de N = 400, en raison de la complexité croissante des calculs,
notamment lors de la formation de matrices de Kronecker de grande taille, qui de-
viennent denses a certains stades de l’algorithme, ce qui entraine une perte d’efficacité
de la structure sparse et une augmentation significative des besoins en calcul et en
mémoire.
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TaBLE 1.1 — Comparaison des temps CPU pour différentes méthodes de résolution de
LX+XU=C.
N  CPUs_rys CPUmm CPUs_gprys CPUs_kpruss

4 4.1x1073  3.3x107? 3.9x107% 3.61x107%

10  5.1x1073 3.5x107%2  6.13x107% 6.1x1073

50 4.5x107%2 3.9x1072 2.8x1073 2.1x107!
100 1.48x107! 5.1x1072 5.27x1072 2.81
200 5.1x107!  6.2x1072 2.1x1071 73.62
400 2.07 2.6x1071 12.89 2495.48
600 5.25 8.9x1071 / /
800 12.52 2.308 / /
1000 22.71 4.563 / /
1500 83.49 24.51 / /
2000 209.6 68.61 / /

Ainsi, les méthodes S-LUS et LMM s’averent les plus adaptées aux applications
nécessitant le traitement de matrices de grande dimension, grace a leur efficacité et
leur stabilité numeérique.
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Ficure 1.3 — Comparaison des temps CPU pour différentes méthodes de résolution de
I’équation LX + XU = C.
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FiGure 1.4 — Comparaison des temps CPU pour différentes méthodes de résolution de
I’équation LX + XU = C.
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Méthodes numeériques pour résouc

I’équation de Lyapunov-Sylvester

Chapitre

L’équation de Lyapunov-Sylvester est une équation matricielle qui ne possede pas
toujours de solution analytique explicite, en particulier lorsque les matrices sont de
grande taille ou difficiles a diagonaliser. Pour cette raison, plusieurs méthodes numé-
riques ont été développées en exploitant les propriétés des matrices et les techniques
d’analyse numérique [2].

Parmi ces méthodes, l'algorithme de Bartels-Stewart est I’'un des plus anciens et
des plus utilisés. Cependant, il peut rencontrer des difficultés numériques lorsque les
matrices possedent des valeurs propres répétées ou tres proches, ce qui peut entrainer
une instabilité numérique et une diminution de la précision de la solution.

Pour surmonter ces limitations, ’algorithme Jordan-Schur a été développé[3] . Il
repose sur la décomposition Jordan-Schur afin d’améliorer la stabilité numérique des
solutions, notamment lorsque les valeurs propres sont proches. Cette approche per-
met d’obtenir une précision accrue, rendant 1’algorithme plus fiable dans les cas ou la
méthode de Bartels-Stewart s’avere insuffisante.

[] Algorithme de Bartels-Stewart

L’algorithme de Bartels-Stewart est une méthode numérique utilisée pour résoudre
I’équation de Lyapunov-Sylvester sous la forme :

AX+XB=C.

ouAe M,(R), Be M,(R) et C e M, ,,(IR) sont des matrices données, et X € M,, ,,(R)
est la matrice inconnue. Cet algorithme repose sur la décomposition de Schur pour
transformer les matrices A et B en formes triangulaires supérieures (ou quasi-triangulaires
dans le cas réel), simplifiant ainsi I’équation en un systéme triangulaire résoluble par
substitution arriére (Backward Substitution). Grace a sa complexité optimale (O(rn?)) et

a son utilisation deS techniques avancées comme ’algorithme QR et la transformation

de Householder, il améliore la précision et la stabilité numérique, notamment dans les
cas ou les matrices possedent des valeurs propres répétées ou tres proches.
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éfinition [19] [Décomposition de Schur] La décomposition de Schur est
une méthode fondamentale en algebre linéaire numérique qui permet de trans-
former une matrice carrée en une forme triangulaire (ou quasi-triangulaire dans
le cas réel) en utilisant une matrice unitaire (ou orthogonale dans le cas réel).
Cette décomposition est particulierement utile pour simplifier les calculs matri-
ciels, notamment dans la résolution d’équations matricielles comme celles de Lya-
punov et Sylvester.

I1 existe une décomposition de Schur de la forme :

A=QTQ,
ou:
— (Q estune matrice unitaire (c’est-a-dire Q*Q =1, ou Q" est la conjuguée trans-
posée de Q),

— T est une matrice triangulaire supérieure (ou quasi-triangulaire dans le cas
réel), dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres de A.

Dans le cas réel, si A € R™", la décomposition de Schur réelle s’écrit :

A=QTQ",
ou:
— Q est une matrice orthogonale (c’est-a-dire QTQ =1),

— T est une matrice quasi-triangulaire supérieure.

Exemple e

Soit la matrice A définie par :

4 11
A=|1 4 1|
11 4

Les valeurs propres de A sont :
/\1:6, /\2:3, /\3:3.

La décomposition de Schur de A est donnée par :

A=QTQT.
1 1 1
T ol B L
Q=7§—$%,T:030
T 9 _2 00 3
V3 Ve



Exemple @

Soit la matrice A définie par :

0 1 O
A=|-2 -3 0].
0 0 4

Les valeurs propres de A sont :
/\1 :—1, /\2:—2, /\3:4.

La décomposition de Schur de A est donnée par :

A=QTQT.
ou :
4 L
\/% \15 -1 3 0
Q =]l —-— — 0 y T = O —2 O .
(\)ﬁ \(/)i 1 0 0 4
éfinition [12] [Décomposition QR] La décomposition QR est une factori-

sation d’une matrice A sous la forme :

A=QR,

ou Q est une matrice orthogonale et R est une matrice triangulaire supérieure.
Cette décomposition est un outil fondamental en algebre linéaire numérique, per-
mettant la résolution stable des systémes linéaires, le calcul des valeurs propres
et 'optimisation numérique.

I1 existe plusieurs méthodes pour la calculer :

1. Algorithme de Gram-Schmidt : basé sur I'orthonormalisation des colonnes
de A.

2. Transformation de Householder : plus stable numériquement et adaptée aux
grandes matrices.

3. Méthode de Givens : efficace pour les systemes creux.

éfinition [20] [Matrice de Hessenberg | Une matrice de Hessenberg est une
matrice carrée ayant une structure particuliere qui facilite les calculs numériques,
notamment pour le calcul des valeurs propres. Cette structure permet de réduire
la complexité computationnelle lors de 'application d’algorithmes numériques,
tels que l'algorithme QR.

Les matrices de Hessenberg peuvent étre classées en deux types principaux.

Le premier type est la matrice de Hessenberg supérieure, qui prend la forme sui-
vante :
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hiy by s hig o hyy

hor hap has hoy - by,

| 0 hzp h3z hzy - by
Hu=10 0 hys hay oyl
0 0 0 0 - h,

Le second type est la matrice de Hessenberg inférieure, qui prend la forme sui-
vante :

hll h12 0 0

oS O O O

hnl hn2 hn3 hn4 hnn

éfinition [10][Méthode de Householder] Soit x un vecteur colonne arbi-
traire de dimension m et f = ||x|| ou || - || désigne la norme euclidienne.
Définissons le vecteur unitaire e; comme suit :

Si x n’est pas colinéaire a fe;, alors on définit le vecteur u comme :
u=x-pey,
et son vecteur normalisé associé :

D= u
[Jull

La matrice de Householder associée est alors donnée par :
Hy=1- 2va,

ou H; est une matrice orthogonale symétrique utilisée pour transformer une ma-
trice en une forme triangulaire tout en préservant sa stabilité numérique.
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Exemple e

Soit la matrice A définie par :

A=

110
1 0 1},
011

Nous appliquons l'algorithme de Householder pour transformer A en une matrice tri-
angulaire supérieure R, tout en construisant la matrice orthogonale Q telle que :

A=0QR,

La premiere colonne de la matrice A :

A 8

B=llxll=V12+12+02 = V2,

Calcul de g :

Calcul du vecteur u :
1-v2
u=x-pe = 1
0

Puis, et sa vecteur unitaire :

u 1

1-v2
vV ——=———| 1
Wl ™ Va_ava| o

La matrice de Householder associée est donnée par :

Vio_E
T 2 2
H =1-2vv" = _g _g ol
0 0 1
Application de la premiere transformation :
2 V2
V2 2 v
AV =HA=| o _¥2 ¥z
2 72
0 1 1

On considére maintenant la deuxiéme colonne de A1), a partir de la sous-matrice
2 x 1 suivante :
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Calcul de B’

B = Il = \/(—%Z 122 \/ET: \E

Calcul du vecteur u’ :

= 2 2 |.
1 1

V2 3(1) v2_ 3

La matrice de Householder correspondante est :

Hy=1-20vT=1,- 2%
Ce qui donne la matrice H; suivante :
1 0 0
0 1 2V2+4V3
H; = 3 18+4v6 |-
2V2 + 443 1
18 +4V6 3

Le produit final donne la matrice triangulaire R :

V2
R=HAY =] 0
0

o Sols
Sl SIS

La matrice orthogonale Q est obtenue par le produit :

V2 _N6 V3

2 6 3
o=m=| % %

0 Y6 ¥

3 3

Résolution par la méthode Bartels-Stewart

On utilise la décomposition de Schur pour transformer les matrices A et B en
formes triangulaires supérieures :

A=UDUT, B=vD'VT
ou :

— U et V sont des matrices orthogonales (UTU =1 et VTV =1),

— D une matrice triangulaire inférieure, et D’ une matrice triangulaire supérieure.

32



Les matrices D et D’ ont la structure suivante :

dy, O o --- 0 d{l d{z d{3 d{m
dyp dyp O -+ 0 0 dyy dy - dy,
D=|ds1 d3 dsz - 0| p'=[0 0 di - d3,
dnl an dn3 tee dnn 0 0 0 U di’ﬂm

On substitue la décomposition de Schur dans 1’équation d’origine AX + XB=C:

UDUTX+XvD'VT =,

On multiplie I’équation par UT a gauche et par V a droite :

vlwbpuTx)yv+uT(xvp'vhyv=uTcv,

On simplifie I'expression en utilisant UTU =T et VIV =1

DWUTxv)+WwTxv)p'=UTcv,
On définit Y = UTXV et C = UTCV, ce qui donne I’équation :

DY+YD =C,

La matrice Y est calculée élément par élément.
Aprés avoir calculé Y, on retrouve X en utilisant la relation: X = UY VT,

Complexité algorithmique

— Dans la méthode Bartels-Stewart, la décomposition de Schur des matrices A et B
est calculée en utilisant ’algorithme QR, qui nécessite une complexité de O(n®)
pour chaque matrice[2].

— Comme l’équation de Sylvester implique deux matrices (A et B), la complexité
totale de la décomposition de Schur dans ce cas est de O(n®).

— En revanche, pour I’équation de Lyapunov, ou une seule matrice A est décompo-
sée, la complexité de la décomposition de Schur est de O(n?®).

— Apres avoir transformé les matrices A et B en une forme quasi triangulaire su-
périeure, I’équation de Sylvester AX + XB = C est convertie en un systéme trian-
gulaire en multipliant les matrices pour changer de base, et cette étape nécessite
une complexité de O(n?®).

— Dans le cas de ’équation de Lyapunov AX + XAT = C, lorsque A est sous forme
quasi triangulaire supérieure de Schur, AT est également quasi triangulaire, et
I’équation est convertie en un systéme triangulaire en utilisant la multiplication
de matrices, ce qui nécessite une complexité de O(n?).

Avantages et inconvénients
Avantages

— Haute précision numérique : La méthode repose sur la décomposition de Schur, ce
qui la rend stable numériquement lorsqu’on traite des matrices dont les valeurs
propres ne sont pas trop proches.
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— Efficacité computationnelle : Comparée a d’autres méthodes directes, elle a une
complexité de O(n®), ce qui est raisonnable pour des matrices de taille moyenne.

Inconvénients

— Sensibilité aux valeurs propres proches ou répétées : Si les valeurs propres de la
matrice sont tres proches, cela peut entrainer des erreurs numériques ou néces-
siter des ajustements supplémentaires.

— Inefficace pour les matrices a grand taille : En raison de sa complexité computa-
tionnelle, cette méthode devient impraticable pour des matrices de grande taille,
car elle consomme beaucoup de mémoire et de temps de calcul.

— Dépendance a la décomposition de Schur : La décomposition de Schur est elle-
méme colteuse en calcul, ce qui la rend moins adaptée aux approches itératives
ou approximatives nécessitant une rapidité accrue.

Remarque 2.1. La méthode classique de Bartels-Stewart présente des limitations notables
lorsqu’elle est appliquée a des matrices possédant des valeurs propres rapprochées ou mul-
tiples, conduisant a des instabilités numériques et a une perte de précision. Pour pallier ces
inconvénients, la méthode Jordan-Schur a été proposée, reposant sur une décomposition de
Jordan-Schur plutét que sur la décomposition de Schur traditionnelle. Cette approche amé-
liore significativement la gestion des valeurs propres proches et renforce la stabilité numeé-
rique, offrant ainsi une solution plus robuste pour la résolution des équations de Lyapunov
et de Sylvester avec une précision accrue.

I} Algorithme de Jordan-Schur

éfinition [3, 1] Lalgorithme de Jordan-Schur est une méthode numérique
avancée pour résoudre les équations de Lyapunov et de Sylvester. Il repose sur la
décomposition Jordan-Schur, une décomposition combinant Schur et les blocs de
Jordan, permettant une gestion efficace des matrices a valeurs propres multiples
ou rapprochées. Cette approche améliore la stabilité numérique et réduit les er-
reurs d’arrondi, offrant ainsi des solutions plus précises et robustes, notamment
dans les cas ou les méthodes classiques comme Bartels-Stewart sont inefficaces.
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éfinition [18]

[ Blocs de Jordan] Bloc de Jordan est une sous-matrice carrée associée a une va-
leur propre d’une matrice carrée. Il représente la structure de la matrice lors-
qu’elle est mise sous forme de Jordan, qui est une forme canonique simplifiant
I’étude des matrices tout en conservant leurs valeurs propres.

La matrice de Jordan est composée de blocs de Jordan J;(1), ou chaque bloc repré-
sente une valeur propre A avec une certaine multiplicité. La forme générale d’une
matrice de Jordan est :

Jik, (A1) 0 0 0
0 Ji(A2) 0 0
] = 0 0 ]k3(/\3) 0
: : : - 0
0 0 0 0 ]km(/\m)

ou chaque bloc de Jordan Jx(A) est de la forme :

A1 0 0
oA 1 ... 0
Ji(M)={0 0 A ... 0
0 00 A

Dans chaque bloc de Jordan :
— La diagonale principale contient uniquement la valeur propre A.
— La diagonale juste au-dessus de la principale contient des 1.

— Toutes les autres entrées sont nulles.

Le nombre k représente la taille du bloc de Jordan, qui est lié a la multiplicité
des valeurs propres :

— Si la valeur propre A est répétée k fois mais possede moins de vecteurs
propres que k, alors elle forme un bloc de Jordan de taille k.

— Lorsque chaque valeur propre a un nombre suffisant de vecteurs propres,
les blocs sont de taille 1 et la matrice est diagonalisable.

éfinition [15] [Décomposition Jordan-Schur| La décomposition Jordan-
Schur est une généralisation de la décomposition de Schur, permettant de trans-
former toute matrice carrée A en une matrice quasi-triangulaire | prenant expli-
citement en compte la structure de Jordan, a I'aide d’une matrice orthogonale ou
unitaire U, selon la relation :

A=UJU",

ou U* désigne la matrice adjointe de U. La matrice ] est quasi-triangulaire su-
périeure, avec les valeurs propres de A sur sa diagonale principale, ainsi que des
blocs de Jordan, représentant les valeurs propres multiples ou tres proches.

Cette décomposition est particulierement utilisée pour améliorer la précision nu-
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mérique lors de la résolution des équations matricielles, telles que ’équation de
Lyapunov-Sylvester, en permettant une meilleure prise en compte de la structure
spectrale de la matrice.

Dans le cas réel ou A € M, (RR), la décomposition prend la forme suivante :

A=UJUT,

ou U est une matrice orthogonale. Etant donné que A et J sont similaires, elles
posseédent les mémes valeurs propres. L'intégration des blocs de Jordan permet
d’améliorer la stabilité et la précision numérique, en particulier pour les matrices
ayant des valeurs propres proches.

Exemple g

Soit A une matrice carrée 3 x 3 donnée par :

4 1 2
0 3 1|

1 0 4

A=

UTAU =].
Calcul des valeurs propres :
les racines de polynome caractéristique : det(A — AI) = 0.

— Ay = 3 (multiplicité algébrique = 2)
— A, =5 (multiplicité algébrique = 1)

Forme de Jordan :
Bloc de Jordan pour A; =3

— Un seul bloc de taille 2 x 2

Bloc de Jordan pour A, =5:

— Bloc1x1
J2(5) = [5].

310

J=10 3 0

0 05

Matrice de passage U :
4 L L
V2 Ve V3
go|l-L+ L1 L
Tl V2 Ve V3

0o -2 L
V6 V3
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Résolution par la méthode Jordan-Schur

L’équation de Sylvester s’écrit sous la forme :

AX+XB=C.

On applique la décomposition Jordan-Schur aux matrices A et B :

A=UDUT, B=vD'VT,
ou:
— U et V sont des matrices orthogonales (UTU =T et VTV =1).
— D et D’ sont des matrices quasi-triangulaires (formes Jordan-Schur de A et B).

Les matrices D et D’ ont la structure suivante :

d; 0 0 - 0 di, dy, diz - dp,

dyp dyp O -+ 0 0 dyy dy - dy,
D=|ds1 d3 d33 - O p'=|0 0 djy - dj,/|.

dnl an dn3 Tt dnn 0 0 0 U d;nm

ou les blocs d;; et d/. sont soit des valeurs propres simples, soit des blocs de Jordan.
On multiplie ’équation originale & gauche par U et a droite par V :

uT(Ax+XxB)yv =UTcv,
En utilisant les décompositions Jordan-Schur de A et B, on obtient :
vlwpuTx+xvp'vhyv=uTcv,
Puisque UTU =1 et VIV =, on simplifie :
DWUTxv)+WwTxv)D' =UTCv,
On définit :
X' =u'xv, c’=u'cv,
Ainsi, I’équation devient :
DX'+X'D'=C/,
Apres avoir résolu pour X’, on obtient la solution finale de X en utilisant :

xX=Ux'vT,
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Complexité algorithmique

— L’analyse Jordan-Schur des matrices A et B nécessite une complexité algorith-
mique de O(n3) pour chaque matrice, ce qui rend la complexité totale de cette
étape O(n?).

— La réduction d’une matrice a sa forme de Jordan est une opération numérique-
ment instable et plus colteuse que la décomposition de Schur, pouvant atteindre
une complexité de O(n*) dans certains cas.

— Lorsqu’on exprime A et B sous forme Jordan-Schur, ’équation de Sylvester AX +
XB = C est transformée en un systeme triangulaire ou quasi-triangulaire via des
multiplications matricielles avec une complexité de O(n?).

— Si le systeme obtenu est entierement triangulaire, il peut étre résolu par sub-
stitution arriére avec une complexité de O(n?), tandis qu’en présence de blocs
de Jordan, la résolution devient plus complexe et peut nécessiter des opérations
supplémentaires.

— Lorsque seule la décomposition Jordan-Schur est utilisée sans calcul explicite
de la forme de Jordan, la complexité globale reste O(n3), tandis que si la forme
de Jordan est explicitement calculée, la complexité peut s’élever a O(n*) dans
certains cas.

Avantages et inconvénients
Avantages :
— Plus efficace que l'algorithme de Bartels-Stewart lorsque les valeurs propres ne
sont pas distinctes.

— Contrairement a Bartels-Stewart, qui ne résout que I’équation de Lyapunov, Ial-
gorithme Jordan-Schur peut résoudre les équations de Lyapunov et de Sylvester.

— Plus performant avec les matrices difficiles a triangulariser.

— Réduit certaines erreurs numériques pour des valeurs propres proches.

Ionvénients :

— Neécessite des calculs supplémentaires, augmentant le temps d’exécution par rap-
port a Bartels-Stewart.

— Moins couramment utilisée en pratique par rapport a Bartels-Stewart, en raison
de sa complexité.
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Approche itérative avancée pour la résolution
de I'équation de Lyapunov-Sylvester

@eﬁnltlon 2.8 [21, 4] Dans ce travail, nous proposons une nouvelle méthode
basée sur une décomposition triangulaire itérative pour résoudre 1’équation de
Lyapunov-Sylvester AX+XB = C. L'idée principale est de décomposer les matrices
A et B en une somme de matrices triangulaires (inférieure ou supérieure) et de
matrices résiduelles, puis d’exploiter cette structure pour concevoir un processus
itératif adapté a la résolution du systeme résultant. Cette méthode se distingue
par sa facilité d’implémentation, son efficacité numérique et sa capacité a traiter
des matrices de grande taille, garantissant ainsi une convergence rapide et une
grande précision dans les résultats.

Pour résoudre I’équation de Lyapunov-Sylvester :
AX+XB=C,

nous décomposons A et B en une somme de matrices triangulaires et de termes rési-
duels. Plus précisément :
A=L+E, B=U+F,

ou:

— L est la partie triangulaire inférieure de A, définie comme suit pour tous 7,j €
{1,...,n}:
ajj, sii>j
L=< . )
0, sinon.

— E est la partie complémentaire (strictement triangulaire supérieure) de A, définie
comme suit pour tous i,j €{1,...,n}:

p ai]', sii< j,
1 .
] 0, sinon.

— U est la partie triangulaire supérieure de B, définie comme suit pour tous i,j €
{1,...,n}:
ﬁij' sii< j,

Uijj = .
J 0, sinon.

— F est la partie complémentaire (strictement triangulaire inférieure) de B, définie
comme suit pour tous i,j € {1,...,n}:

fl] _ ﬁ,’j, Sii >j,

0, sinon.
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En substituant les décompositions de A et B dans I’équation originale, il vient :
(L+E)X+X(U+F)=_C.

En réorganisant les termes pour isoler les parties principales associées aux matrices
triangulaires, il vient :

LX+XU=C—-EX-XF.

Puis on réorganise pour faire apparaitre un schéma itératif de point fixe :
LX) xk Dy = ¢~ Ex® - X O F,
ou :

— X&) . estimation de la solution a 'itération k

— X&+1): estimation de la solution a I'itération k+1
1. Initialisation : X(?) = donnée

2. Résolution du systéme triangulaire

3. Test de convergence : |XK+1) — x| < €.

Convergence de la méthode itérative

Preuve 3. [2, 21] Considérons I’équation itérative :
x4 x Dy = ¢ - px® - xWF, (1)

Nous procédons a une analyse spectrale de U'opérateur d’itération. En vectorisant I’équa-
tion (1) a l'aide du produit de Kronecker, on obtient :

I®L+UT®I)-vec(X* ) = vec(C) = (IQE + FT @1) - vec(X™).
En isolant vec(X**1)), on a :
vec( X)) = —(IQL+UTQI) ' IQE+FT @I)-vec(X®)+ I@L+UT @) - vec(C).
La matrice d’itération G est définie par :
G=-(IQL+UT®I)'I®QE+FI®I).
Ainsi, le schéma peut s’écrire sous la forme :
vec(X) = Gvec(X®)+ (I@L+ UT @)™ - vec(C).

(I®L+UT®I)™!-vec(C)=terme constant
La convergence de la méthode dépend du rayon spectral p(G) de la matrice G.

Condition nécessaire et suffisante de convergence : la méthode converge si et seule-
ment si :

p(G)=p(I®L+UT ) ' I®E+FT®I))<1.

Une estimation pratique du taux de convergence peut étre donnée par :

p(G) ~ max|,(G).

40



ot A;(G) désignent les valeurs propres de G.
D’un autre coté, la convergence peut également étre garantie si la condition ||Gl|| < 1 est
satisfaite, c’est-a-dire si la norme de la matrice G est strictement inférieure da 1.

Par conséquent, deux critéres peuvent étre utilisés pour assurer la convergence de la
méthode :

— Soit le rayon spectral p(G) est strictement inférieur a 1,

— Soit la norme matricielle ||G|| est strictement inférieure a 1.

Preuve 4. [21] Considérons I’équation itérative :
LxkD  xk Dy = ¢~ Ex® - xOF,

On définit un opérateur G par :

G(X®y=T(C-EX® - xKF),

Par conséquent, on peut écrire :

X®D = 1(c-EX® - x®F),

D’apreés le théoréme du point fixe :
X+ = g(x %),

On étudie la différentielle de G :

dG(X)[AX] = -T(EAX + AXF),
Ce qui donne en notation de Kronecker :

dG=-To(E®I+I®F").
La convergence est assurée si le rayon spectral de dG est strictement inférieur a 1 :
p(dG) < 1.

Condition Suffisante de Convergence :
Une majoration pratique consiste d estimer la norme subordonnée de dG :

ldGIl < ITI- (IEN+IE]l) < 1.
L'opérateur T est donné par :
T=(LI+IUT)},
et on peut estimer sa norme par :
ITI<NLI+I®UT)™.

Si L et U sont strictement diagonalement dominantes, on a :

1
min; (|L;;| = X Lijl)’

Ainsi,||T|| Peut étre majorée.

1

L7 < . .
min; (|Uji| = 2 1Ujjl)

U=t <

i,jefl,...,n}
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Les différents algorithmes pour résoudre le probleme AX + XB = C sont donnés :
— Meéthode itérative de Sylvester (IMS).
— Méthode Lyap de MATLAB (LMM).
— Sylvester—Produit de Kronecker (S-KPI).
— Sylvester—Produit de Kronecker (S-KPL).

Algorithm 5: IMS

1 functionIMS

2 input :A,B,C;

3 output :X;

4 n=length(A);

5 X=zeros(n,n);

6 X0=zeros(n,n);

7 L=tril(A);U=triu(A);

s E=A-L; F=A-U;

9 S=zeros(n,n);

10 nmax=200;

1 for j=1:n do

12 for i=1 :n do

13 X(1,j)=(C(i,j)+S(i,j)-L(i,1 :i-1)*X(1 :i-1,j)-X(i,1 ;j-1)*U(1 :3j-
L)/ (L(5,1)+U())));

14 end

15 end

16 if max(max(abs(X-X0)))<tol then

17 ‘ break end

18 end

19 X0=X;

20 S=-E*X0-X0*F;

21 end disp(X)

Algorithm 6: LMM

function X=LMM(A,B,C)
input :A,B,C;

output :X;

n=length(A);
X=zeros(n,n);
X=lyap(A,B,-C);

AN G s W N =
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Algorithm 7: S-KPI

function X=S-KPI(A,B,C)
input :A,B,C;

output :X;

n=length(A);
X=zeros(n,n);

I=eye(n,n);
G=kron(IL,L)+kron(U’,I);
c=reshape(C,[ |,1);
x=inv(G)*c;
Z=reshape(x,[ | n);

O 0 NN S U R W N =

—
(=]

Algorithm 8: S-KPL

function X=S-KPL(A,B,C)
input :A,B,C;

output :X;

n=length(A);
E=triu(A,1);L=tril(A);
U=triu(B); F=tril(B,-1);

I= eye(n);
G=kron(I,L)+kron(U’,1);
M=kron(I,E)+kron(F’,I);
c=reshape(C,[],1);
nmax=200;tol=0.0001 ;x0 = zeros(n*n,1);
x=zeros(n*n,1);

for k=1 :nmax do

O 00 NN U R W N -

bd pd pd e
@»W N = o

14 b=c-M*x0; x=G;

15 if max(abs(x-x0))<tol then
16 break

17 end

18 end

19 x0=x;

20 end

21 end

22 Y=reshape(x,[]n);

23 T1l=toc

Comparaison Numérique

D’apres les figures et le tableau ci-dessous, on compare les temps CPU pour diffé-
rentes méthodes de résolution de I’équation AX + XB = C, en considérant plusieurs va-
leurs de la tolérance numérique. Les résultats montrent que les méthodes IM S et LMM
sont nettement plus rapides et plus stables, en particulier pour les grandes tailles de
matrices.

En ce qui concerne la méthode S-KPL, elle présente des limites de performance lorsque
la taille de la matrice N augmente, avec des temps d’exécution tres élevés ou une ab-
sence de convergence a partir de N > 150.
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TaBLE 2.1 — Comparaison des temps CPU pour différentes méthodes de résolution de

AX+XB=C.
N tol =102 tol=10"% tol=10° CPUpym | CPUs_kpr
CPUrpms CPUs_gpr | CPUpys  CPUs_gpr | CPUpys  CPUs_kpp

20 | 1.2x1072  1.4x107% | 2.3x10°2  2.9x107% | 3.4x1072 3.8x10°%* | 1.9x1072 | 1.4x1072
40 | 2.4x1072 9.3x107* | 4.2x1072  1.4x1073 | 0.1035 2x1073 2.6x107% | 1.2x107!
80 | 4.9x1072 2.4x1073 | 1.09x107! 1.3x1072 | 3.6x107! 1.3x107%2 | 3.2x1072 4.14
100 | 6.8x1072  4.2x107* | 1.5x107}  1.7x1072 | 5.1x107! 2.5x1072 | 4.6x1072 15.89
150 | 1.8x107!  1.5x107% | 3.5x107!  6.4x107°2 | 8.6x10°! 9.3x107%2 | 7.1x1072 /
200 | 4.9x107!  3.6x1072 | 5.6x107!  1.5x107! 1.50 2.1x107! | 14.4x1072 /
400 2.23 12.5 3.71 11.02 5.67 7.201 1.01 /
700 6.04 / 9.61 / 13.93 / 2.97 /
900 10.94 / 21.14 / 30.32 / 5.12 /
1000 | 16.65 / 29.76 / 42.63 / 7.002 /

Il convient également de noter que la structure creuse (sparse) a été utilisée dans I'im-
plémentation de la méthode S-KPI, dans le but de réduire l'utilisation de la mémoire
et d’optimiser les performances. Toutefois, cette méthode cesse de fonctionner a partir
de N =400, ce qui reflete ses limites face aux grandes dimensions.
Ainsi, les méthodes IMS et LMM apparaissent comme les plus appropriées pour les
applications de grande dimension, en raison de leur efficacité et de leur stabilité nu-

mérique.
16 —0— CPUIMS
—— CPULMM
14 —— CPUs_KpI
——CPUs.kpL
12
~
& 10
8,
g 8
= 6
4
2
0 = o! ry
20 40 80 100 N150 200 400

Ficure 2.1 — Comparaison des temps CPU pour différentes méthodes de résolution de
’équation AX + XB = C, avec tol = 1072,

44




16 —0— CPUIMS
—— CPULMM
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N

Ficure 2.2 — Comparaison des temps CPU pour différentes méthodes de résolution de
I’équation AX + XB = C, avec tol = 1074,

16 —— CPUIMS
—— CPULMM
14 —— CPUs_KpI
—— CPUs kpL
12
~
£ 10
g 8
(]
= 6
4
2
0 —0
20 40 80100 150 20?\] 400

Ficure 2.3 — Comparaison des temps CPU pour différentes méthodes de résolution de
’équation AX + XB = C, avec tol = 1075,
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Conclusion

Ce mémoire a d’abord établi les fondements théoriques de I’équation de Lyapunov-
Sylvester, en analysant les conditions d’existence et d’unicité des solutions a travers
les propriétés spectrales et le produit de Kronecker. Cette analyse a mis en évidence
des cas particuliers (matrices diagonales, matrices de Toeplitz, etc.) permettant des
résolutions exactes ou simplifiées grace a la structure des matrices impliquées.

Par la suite, ce travail a exploré les méthodes numériques pour résoudre I’équa-
tion de Lyapunov-Sylvester, en mettant I’accent sur leur efficacité et leur stabilité. Les
meéthodes classiques (Bartels-Stewart, Jordan-Schur) ont été analysées, révélant leurs
limites face aux matrices de grande taille.

Nous développons une approche itérative, basée sur la décomposition triangu-
laire, pour améliorer les performances computationnelles. Les tests numériques ont
confirmé sa rapidité et sa précision, notamment pour des systemes de grande dimen-
sion.

Cette étude contribue ainsi au domaine du calcul matriciel et ouvre des perspec-
tives prometteuses pour des applications en controle optimal et en modélisation des
systemes dynamiques. Des travaux futurs pourraient étendre cette méthode a des cas
plus complexes, notamment les équations matricielles non linéaires. .
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