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Notations

les ensembles

e R L’ensemble des nombres réels.
e R’ L'ensemble des nombres réels positifs non nuls.
e N L’ensemble des entiers naturels.

e N* ’ensemble des entiers naturels non nuls.

Pespaces

e L2([a, b]) L'espace de Lebesgue (fonction de carré intégrable au sens de Lebesgue).

les Symboles
e (.|.) Le produit scalaire.
o Z—Z La dérivée partielle par rapport a y d’'une fonction (z,y) — u(x,y).
e )\ Valeur propre.

e ([y] Les conditions aux limites.

les polynomes et les fonctions

P,(x) Les polynomes de Legendre d’ordre n.

H, Les polynémes de Hermite d’ordre n.

L,, Les polynémes de Laguerre d’ordre n.

e r(z) La fonction de poids.



Abstract

We introduce a theoretical study of some boundary problems, more precisely, some
boundary problems related to second order differential equations and the Sturm — Liou-
ville eigenvalue problem and we study the main properties of the differential operator,
the eigenvalues and the eigenfunctions of the Sturm-Liouville problem. We then verified

the obtained properties in some equations of the mathematical physics.
Résumé

On introduit une étude théorique de certains problemes aux limites, plus précisément,
certains problemes aux limites liées a des équations différentielle du second ordre et
introduit le probleme des valeurs propres de Sturm-Liouville et on étudie les propriétés
principales de l'opérateur différentiel, les valeurs propres et les fonctions propres du
probléme de Sturm-Liouville. On a ensuite vérifié les propriétés obtenues dans certaines

équations de la physique mathématique.
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Introduction

Ce mémoire est une étude théorique de certains probléemes aux limites, plus précisé-
ment, certains problémes aux limites liées a des équations différentielle du second ordre
et les problemes de Strum-Liouville. Il est composé d’une introduction, de trois chapitres
et d’'une conclusion.

Dans le 1%" chapitre nous avons cités les concepts fondamentaux liés aux équations
différentielles, notamment le Wronskien et son lien a I'unicité des solutions.

Dans le 2™ chapitre nous avons décrits la classes des problémes aux limites liés aux
équations différentielles du second ordre, nous avons montrés sur des exemples leurs
aspects centrifuge quand a l'existence et 'unicité des solutions. Nous avons montrés
quelles sont les conditions de leur unicité, et nous avons étudiés un cas particulier en
ajoutant une conditions sur les données de '’équation différentielle.

Dans le 3%™¢ chapitre nous avons étudiés les différents aspects des équations de

Sturm-Liouville du point de vue de 'existence de I'unicité et de la forme de la solution.

Etude théorique de certains problémes aux limites



Chapitre 1

Rappel et Notions de base

1.1 Définitions et Notions de base

1.1.1 Notions de base

Equation différentielle : Une équation différentielle est une équation dont la ou
les inconnues sont des fonctions, elle se présente sous la forme d’une relation entre ces

fonctions inconnues et leurs dérivées successives.

1.1.2 Définition de ’équation différentielle

On appelle équation différentielle toute équation de la forme :

F(z,y,y,y",....y™) =0. (1.1)

Exemple 1.1.
() +z=1 (1.2)
yW 4 sin(zy’) = e%y". (1.3)



y? + 2% = 3z. (1.4)

Les équations (1.2),(1.3) sont des équations différentielles(Vérifier la définition), et
I’équation (1.4) est une équation mais non différentielle car ne contient pas les dérivées

par rapport a la variable x.

1.1.3 Les types des équations différentielles

Les équations différentielles sont classées en deux types :
1)Equation différentielle ordinaire.

2)Equation différentielle partielle.

1) Equation différentielle ordinaire

Définition 1.1. une équation différentielle ordinaire est une équation différentielle dont la
ou les fonctions inconnues ne dépendent que d’une seule variable, elle se présente sous la
forme d’une relation entre ces fonctions inconnues et leurs dérivées successives.

Il est écrit sous la forme

y' = flz,y).
y' = f(z.y,9).
y " = fle,yy Yy ).
Exemple 1.2. L’équation (1.2) c’est une équation différentielle ordinaire, car y dépend de
un seul variable x.
2) Equation aux dérivées partielle

Définition 1.2. Une équation aux dérivées partielles est une équation contenant en plus

de la variable dépendante (u ci-dessous) et les variables indépendantes (X,y,. .. ci-dessous)

9



une ou plusieurs dérivées partielles. Cette équation est ainsi de la forme :

e @@ 0*u  0*u O*u _0
x’y"”’u’f)x’8y"”’6x2’8x8y’8y2"” =0.

Exemple 1.3. L’équation de Laplace est une équation différentielle aux dérivées partielle

de base trés importante :
Pu  *u  O*u
+ =

0.
0x? + oy? 022

ou u : R® — R désigne la fonction inconnue.

1.1.4 Les équations différentielles linéaires

Définition 1.3. Soit I un intervalle de R et = € I, on dit que 'équation (1.1) est linéaire

si est seulement si elle soumise sous la forme

po(@)y™ + pr ()" + .+ pai1y (@) + pul)y = f(x). (1.5)
Tel que f et po,p1, - .., pn sont des fonction connu définie sur Uintervalle 1.
Exemple 1.4.
(In(z))y’ +y = 0. (1.6)
vy +1y°+2=0. 1.7)

L’équation (1.6) est une équation différentielle linéaire, mais l'équation (1.7) une équation

différentielle non linéaire.
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1) Equation différentielle homogéne

Définition 1.4. On dit que l'équation (1.5) est homogéne si f(z) =0

po(x)y(") +p1($)y(”_1) + it P (@)Y + pu(x)y = 0. (1.8)

2) Equation différentielle non homogeéne

Définition 1.5. On dit que Uéquation (1.5) est non homogeéne si f(x) # 0

po(2)y™ + pi1(@)y" T A pai(2)Y + pa(2)y = fl2). (1.9)

D’apres la définition(1.5) on remarque que I’équation (1.6) est une équation diffé-

rentielle homogene et (1.2) est une équation différentielle non homogéne.

1.1.5 Ordre et degré de I’équation différentielle
1) L’ordre d’une équation différentielle

Définition 1.6. Une équation différentielle est d’ordre k si elle contient les dérivées jusqu’a

Uordre k .

par exemple I’équation (1.2) c’est une équations différentielles ordinaire d’ordre (1)

2) Le degré d’une équation différentielle

Définition 1.7. Le degré de l'équation différentielle est déterminé par la puissance de la
dérivée d’ordre supérieur, Par exemple :si U'équation différentielle est d’ordre(3) alors le

degré de U'équation est déterminé par la puissance de cette différentielle.

Exemple 1.5. L’équation (1.2) c’est une équations différentielles ordinaire de degré 5.

11



1.2 Les équations différentielles linéaires d’ordre 2

Définition 1.8. L’équation différentielle linéaire d’ordre 2 d’un seule variable x est une

équation de la forme :

a(z)y"(x) + b(z)y (z) + c(x)y(z) = f(=). (1.10)

tel que a,b,c et f sont des fonctions continues sur Uintervalle I (I C R).

Remarque 1.1. Si les coefficients a,b et ¢ sont constants dans U'équation (1.10), ’équation

a coefficients constants.

1.2.1 Solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2

La représentation de la solution générale d’'une équation différentielle linéaire ho-
mogene du second ordre comme une combinaison linéaire de deux solutions dont le
Wronskien n’est pas zéro est intimement lié au concept d'indépendance linéaire de deux
fonctions.

Nous référerons a la propriété fondamentale suivante des systemes d’équations li-

néaires homogenes. Considérez le systéme suivent

ax+apy =0
(1)
a1 T + a0y =0
soit A = ajjasy — agia12 le déterminant correspondant des coefficients. Alors = = 0,
y = 0 est la seule solution du systeme (1) si et seulement si A # 0. De plus, la systeme

(1) a des solutions non nulles si et seulement si A = 0.

Deux fonctions f et g sont dites linéairement dépendantes d’un intervalle 7 s’il existe

12



deux constantes k; et ko, non nulles, telles que
kif(z) + kaog(z). (2)

pour tout x dans /.
Les fonctions f et g sont dites linéairement indépendantes sur un intervalle [ s’ils
ne sont pas linéairement dépendants c’est-a-dire I’équation (2) vaut pour tout = dans /

seulement si k; = ky =0

Définition 1.9. Soient y; et y, deux solutions sur I de U'équation différentielle homogéne
de Uéquation (1.10). Le Wronskien de la famille de (y;,y2) est la fonction W définie sur I

par:

Vo e I, W(y(x), y2(x)) = = y1(2)ys(2) — i (2)y2(z). (3)

Théoreme 1.1. Si f et g sont des fonctions différentiables sur un intervalle ouvert I et si
W (f,g)(zo) # 0 pour un point x, de I, alors f et g sont linéairement indépendants sur I.

De plus, si f et g linéairement dépendent sur I, alors W (f, g)(xz) = 0 pour tout = dans I.
Démonstration. Voir [11] page 148. O]

Théoreme 1.2. (Théoréeme d’Abel)) Si y, et y, sont des solutions de U'équation différen-

tielle

Lyl =y" + p(x)y + q(z)y = 0.

ou p et g sont continus sur un intervalle ouvert I , alors le Wronskien W (y1,y2)(x) est

donné par

W (y1,y2)(x) = cexp [— /p(x)dx].

13



ou c est une certaine constante qui dépend de y; et y,, mais pas de x. Plus loin, W (yy, y2)(z)

est soit nul pour tout x dans I (si ¢ = 0), soit n’est jamais nul dans I (si ¢ # 0).
Démonstration. Voir [11] page 149. ]

Théoréme 1.3. [9]
Pour le Wronskien défini en (3), on définit Uidentité d’Abel

W (g1, 90)(x) = W (z0) exp [— / :p(t)dt} o€

Ainsi, si le Wronskian est nul en un certain xy € J, alors il est nul pour tout x € J.

Théoreme 1.4. Si W (y;(x), y2(x)) # 0 sur Uintervalle I alors la solution général de l'équa-

tion (1.10) sous la forme :

y(z) = ciyi(z) + caya(z). (1.11)
Démonstration. Voir référence [1] page 62. O

Nous pouvons maintenant résumer les faits sur les ensembles fondamentaux de so-
lutions, le Wronskians, et I'indépendance linéaire de la maniere suivante. Soient deux

y1 et yo des solutions de I'’équation

Y +p(t)yq(t)y = 0.

ol p et ¢ sont continues sur un intervalle ouvert /. Puis les quatre résultats suivantes

sont équivalents
1. Les fonctions y; et y, sont un ensemble fondamental de solutions sur /.
2. Les fonctions y; et y, sont linéairement indépendantes sur /.
3. W(y1,y2)(zo) # 0 pour un certain x, dans /.

4. W(y1,y2)(z) # 0 pour tout = dans /.

14



1) Equations différentielles a coefficients constants

Soient a, b et c des constantes dans '’équation (1.10), L’équation devient de la forme :
ay' () + by (&) + ey(x) = f(x). (1.12)

L’équation homogene :
ay”(x) + by (z) + cy(x) = 0. (1.13)

Nous avons juste besoin de connaitre deux solutions y; et y, linéairement indépendant

de probléme (1.13) pour calculer la solution général de le probléme.

Définition 1.10. Toute solution de U'équation (1.12) écrit sous la forme :

Y=1Yp + Yn-
telle que : yj, solution de équation homogeéne (1.13) et y, est une solution particuliére de
(1.12).

Théoreme 1.5. [9] Il existe exactement deux solutions y; et ys de (1.13) qui sont linéai-
rement indépendants (essentiellement différents) dans J, c’est-a-dire qu’il y a n’existe pas

de constante c telle que 1y, = cy, pour tout x € J.

La forme de la solution général :

y(r) = c1yi (@) + caya ().

Tel que ¢; et ¢, deux constantes. on choisit la fonction y(x) = €™ comme solution de

I'’équation (1.13). On remplace y(z) dans '’équation (1.13) :

a(e™)" 4+ b(e™) + c(e™) = (ar® + br + c)e™. (1.14)

15



On dit que €"” c’est une solution de I'équation (1.13) si

ar? +br +c¢=0. (1.15)

Cette équation est appelée ’équation caractéristique associée a I'équation (1.13). On a

trois cas :

e Le premier cas : b? — 4ac > 0

Dans ce cas I’équation (1.15) admet deux racines réelles différentes r; et r, tel que

—b+ V/b? — 4ac —b—Vb% — 4dac
m = ,T9g = .
2a 2a

donc y () = e™* et ya(x) = €™* (y1,y2) est un systeme fondamental de solutions
de (1.13) sur [ car

W(e”z, ergm) _ (7,2 . rl)e(rl+rg)r
Donc la solution général dans ce car sous la forme :

y(x) = c1e™* + coe™”.

Tel que ¢, et ¢, deux constantes réelles.

e Le Deuxiéme cas :b*> — dac =0

Dans ce cas I'équation (1.15) admet un racine double

—b

7’1:7“2:—2a

16



donc on a un seul solution

_bx

y1(x) = ez®.

o . , . L. —b
Par l'utilisation de la méthode de variation des constante on trouve y; = e2.” et
—b
Yo = TE2:”,
utilisons le Wronskien pour vérifier que y; et y» sont linéairement indépendant.

soitx € [

—b —b
€2’ ez’

W (y1(2), ya(x)) = —ea® A0 Vr el

—b by by b
3. €% €2a (1 — %q})

Donc y; et y, sont linéairement indépendant.

Dans ce cas la solution général est :
—b
y(x) = (c1 + cow)ea”.
e Le troisiéme cas :b?> — 4ac < 0 Dans ce cas '’équation (1.15) admet deux racines

complexes différentes r; et r, tel que :
p q

—b+i\/—(b? — 4ac) —b— i/ —(b? — dac)
e 2a = 2a ‘

On suppose que la solution complexe sous la forme

y(x) = u(x) + iv(z).

donc on a le résultat suivante : y(z) c’est une solution complexe pour ’équation

(1.13), donc u(z) et v(z) sont aussi des solutions pour 'équation (1.13). D’apres

17



le résultat Précédent on trouve

y1(z) = e7? cos(Bx), yo(z) = e7a? sin(fx).

Tel que :
—(b? — 4ac)

b= 2a

Y1 et yo sont deux solution réelles alors la solution général dans ce cas s’écrit sous

la forme :

y(x) = 657%(01 cos(fBz) + cosin(fz)).
Tel que ¢y, ¢, deux constantes réelles.

Pour trouver une solution générale de I'’équation (1.13) en utilisant la méthode de

variation des constantes.

Méthode de variation des constantes :

L’équation homogene :

si une solution y;(z) de (1.13) est connue alors nous pouvons utiliser la variation
des constantes pour trouver la deuxieme solution de (1.13).

Voir [9] page 9.

L’équation non homogene :

Si {y1,y2} est une base de solutions de 'équation homogene (1.13), on cherche une

solution particuliére sous la forme y, = ¢1(x)y1(x) + c2(z)y2(x), mais cette fois ¢;(x) et

18



¢o(x) sont deux fonctions vérifiant :

Ay + chys =0

T
o+ gy = 12

En utilisant la méthode de Cramer pour résoudre le systeme (.5).

d+K ,  C3 / d+L
/Wyb Wyh

tel que K, L deux constantes réelles.

Exemple 1.6. Résoudre l'équation suivante, sur lUintervalle | — 7; +5]

1
cos(z)’

y'+y =

Les solutions de Uéquation homogéne y" + y = 0 sont y,(z) = ¢ cos(z) + cosin(x) ou
c1,c0 €R.

On cherche une solution particuliére de 'équation avec second membre sous la forme :
yp(z) = c1(z) cos(x) + co(x) sin(x).
ot cette fois ¢y (x), co(x) sont des fonctions a trouver et qui vérifient (S) :

iy +cayp =0 cycosz + dysina =0
(S) donc 1

/o B g(:L‘) T / .

1Y + Gy = Y C;SINT + CycosT =

COsS T

19



En multipliant la premieére ligne par sin x et la seconde par cos x, on obtient

¢y cosxsinz + dy(sinz)? =0
donc par somme ¢y =1
—c, coszsinx + cy(cosx)? =1

Ainsi c3(x) = z et la premiére ligne des équations devient c(r) = — donc
c1(z) = In(cos x).
On vérifie pour se rassurer que y,(z) = In(cos ) cosz + x sin x est une solution de 'équa-

tion. Ainsi les fonctions solutions sont de la forme :
c1 08T + cosinx + In(cos x) cos x + xsin x.
quels que soient c¢1,c5 € R.

2) Equations différentielles a coefficients non constants

L’équation (1.10) est une équation différentielle linéaire, du deuxieme ordre, a co-
efficients variables(non constants) avec second membre.
ol a(x),b(z) et c(x) sont des fonctions continues de la variables = sur I € R et f(x) le
second membre.
Va € I tel que a(x) # 0 en multipliant '’équation (1.10) par 1L

a(z)

y" + A(z)y' + B(x)y = F(x). (1.16)

Tel que :

Remarque 1.2. Les solutions de lUéquation (1.10) sont équivalentes aux solutions de

Uéquation (1.16)

20



L’existence et 'unicité des solutions

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz garantit I'existence et 'unicité de la solution.

Théoreme 1.6. Soient A, B et I trois fonctions continues sur un intervalle I de R a valeurs
dans K = (R ou C).Soit (E) Uéquation différentielle y" + A(x)y + B(x)y = F(x).
Pour tout x( € 1,il existe une solution y et une seule de (F) sur I vérifiant de plus y(xo) = 4o

et o/ (o) =

21



Chapitre 2

Etude théorique de certains problémes

aux limites linéaires

2.1 Exemples

La théorie de I'existence et de I'unicité de solutions des problemes aux limites est
beaucoup plus difficile que celle des problémes aux limites initiale.

Le moindre changement dans les valeur aux limites d'un problémes aux limites peut
extraire des changements tres signification dans le comportement des solutions.

Contrairement aux problémes initiaux ou l'existence et I'unicité de la solution sont
assurées par le théoreme de Cauchy, 'existence et 'unicité des solutions des problemes
aux limites peuvent changer pour une méme équation différentielle :

Si on considere le probleme aux limites




ce probleme possede une et une seule solution

( ) esinx
T) = )
Y sin 3

mais si on change les conditions aux limites et on prend comme conditions

alors le probleme n’a aucune solution

et si on prend comme conditions aux limites

,

y'+y=0
y(0) =0
y(m) =0

alors le probléeme possede une infinité de solution y(z) = csinx ou ¢ est une constant
arbitraire.

Ceci montre la différence flagrante entre probleme initial et probleme aux limites.

2.2 Etude théorique de probléeme du seconde ordre

On considére ’équation différentielle linéaire d’ordre 2

po(@)y" (@) + pi(@)y' () + po(2)y(x) = f(z) v € J = [a,f]. @))

23



ol po(z), p1(x), p2(x) et f(z) sont continues sur J.

On suppose aussi qu'on a les condition aux limits de la forme suivante :

Uyl = aoy(a) + ary' (@) + boy(B) + bry'(B) = A
blyl = coy(a) +cry' () +doy(B) + diy'(B) = B

(2)

ou a;, b;,¢;,d;,i = 0,1 ou A, B sont des constants données.

Par la suit on va supposes que ces deux condition sont indépendants c’est a dire
Ve € R (ag, ay, by, by) # c(co, c1,dg, dy).

Le Probleme aux limites (1) (2) est dit Probléme linéaire non homogéene a deux point

alors que le Probleme homogéene

po(2)y"(z) + p1(2)y () + pa(x)y(x) =0 x € J

lly] = Laly] =0 (3)

est dit Probléme aux limites homogene a deux point.

Les condition (2) sont assez générales et incluent en particulier :

i) Les 1¢" condition aux limites

ylo) = A, y(P) = B. (4)

i) Les 2¢™¢ condition aux limites

yla) =A (B =B
y(a) =A yB) =B

(5)
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iii) Les condition aux limites séparée connu sous le nom de condition Sturm-Liouville

apy(a) + a1y’ (a) =A

(6)
doy(B) + dvy'(B) =B
ouai+al#0etdi+di#0.
iv) Les condition aux limites périodique
y(o) = y(B),y'(a) =y (B). (7)

Le Probléme (1)(2) est dit régulier si o et § sont finis et la fonction py # 0 pour tout
x e J.

Sia = —¢ et/ou f = oo et/ou py = 0 pour au moins un = € J alors le Probleme
(1)(2) est dit singulier.
On ne consideére ici que les Problemes aux limites régulier.

Il est claire que la solution triviale est solution aux probléme (3), mais il apparait a
partir des exemples précédent que ce probléme aux limits homogéne peut avoir d’autre

solutions non triviale.

Théoreme 2.1. soient y; et y» deux solutions linéairement indépendantes aux probléme

(3) alors le probleme (3) ne posséde que la solution triviale si et seulement si

. Uly] Gilye) 40

2 [yl] 2 [yQ]

Démonstration. Tout solution a I'équation (3)peut s’écrire sous la forme :

y(x) = ay(z) + caya ().
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y(x) est solution du probléme (3) si et seulement si

Uleyr + coya] = arla[ya] + cala[ya] =0 (8)

boleryn + eaya] = crlo[yn] + calalya] =0

se system (8) ne possede que la solution triviale si et seulement si A £ 0.
Il est claire que le théoreme précédant ne dépend pas du choix des solution y; et y-
donc on peut toujours choisir y; et y, solution du probleme (3) satisfaisant aux condition

initiales

L]
Corollaire 2.1. Le Probleme (3) posséde une infinité de solutions si et seulement si A = 0.

Exemple 2.1. Considérons le probléme suivant :

y//_y/_4x3y: 0

L’équation précédent admet deux solutions y, et y tel que :
2 L. 2
y1(x) = cosh(z® — 1), ya(x) = 5 sinh(z” — 1).

ona

1 0
A= #0
cosh(3) 5 sinh(3)

donc le Probléme précédent admet un seule solution y(x) = 0.
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Exemple 2.2. Considérons le probleme suivant :

y'+2y +5y =0

y(0) = y(5) = 0

L’équation précédent admet deux solutions y; et y- tel que :
y1(z) = e *cos(2x), ya(x) = e * sin(2x)

et les deux solutions sont linéairement indépendantes

Donc

1 0
A= =0
2 0

—€

[VE]

Le Probléme précédent admet une infinité de solutions sous la forme :
y(z) = ce " sin(2x)
Théoreme 2.2. Le Probléeme aux limites non homogene (1)(2) posséde une unique solution

si et seulement si le Probléme aux limites homogéne (3) ne posséde que la solution triviale.

Démonstration. soient y; et y, deux solutions linéairement indépendantes du I'équation
différentielle (3) et z(x) solution particulier de (1), alors la solution générale de (1)
s’écrit

y(x) = cryr + coya + 2(x).

y(x) est solution du probleme (1), (2) si et seulement si

Ulein + coyp + 2] = crli[pn] + colafye] + G]2] = A ©)
loleryn + eayp + 2] = crlo[yn] + calolyo] + 6o[2] =B

27



le system non homogene (9) possede une unique solution si et seulement si A # 0 c’est
a dire si et seulement si le system homogene (8) ne possede que la solution trivial. A
partir du théoreme 2.1, A # 0 équivaut au probleme aux limites (3) ne possedent que

la solution trivial. O]

Exemple 2.3. Considérons le probléme suivant :

y'+2y + 5y =4e”"

y(0) = 0,y(3) =1

L’équation homogéne admet deux solutions

y1(z) = e " cos(2x), ya(x) = e “ sin(2x).

Et la solution particuliére
yp =€ "

Donc la solution général sous la forme :

y(x) = cre” " cos(2x) + coe” sin(2x) + e °.

Alors d’apres les conditions de ce Probléeme on a

Cl+1:O

jus jus
—c1ez +ez =0
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Nous avons trouvé une contradiction

01:—1

61:1

Donc le Probléeme n’admet pas une solution.

Exemple 2.4. Considérons le probléme suivant :

xy’ —y — 423y = 1+ 4a*

L’équation homogéne admet deux solutions linéairement indépendantes
2 1 : 2
y1(x) = cosh(z® — 1), ya(x) = 5 sinh(z” — 1).

Et la solution particuliére

z(x) = —x.

Alors d’apres les conditions de ce Probléeme on a

01—120

¢pcosh(3) + 3epsinh(3) —2 =1

1 0
A= #0
cosh(3) 1 sinh(3)
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Donc le systeme admet une seule solution tel que

2(3 — cosh(3))
sinh(3) )

(Ch 02) = (17

la solution unique sous la forme :

(3 — cosh(3))

y(x) = cosh(x? — 1) + Snh(3)

sinh(z? — 1) — .

2.3 Etude d’un cas particulier

Considérons le probleme suivant :

”

y' = a(x)y +b(z)y + f(v)

a1y (0) + B1y(0) = ¢; (2.1)

(1 (1) +0wy(l) = dy

Tel que «, 51,71, d1, 1, dy et sont des nombres réel, a(z), b(x) et f(x) sont des fonctions
continues.

On écrit le probléme sous une forme équivalent :

1)En multipliant la premiére ligne de le Probléme par e~ tel que A(x) = / a(s)ds

0
2)On pose (e~ A@y/) = e=A@) (y" — a(x)y)

Dans ce cas on suppose que a; > 0,7, > 0

Donc
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maintenant on pose :

g(x) = —e O f(z)  q(z) = e @b(z) p(z) = A

Le probleme précédent a une nouvelle écriture :

(

(—=p(2)y") + q(z)y = g(x)
a1y’ (0) + B1y(0) = ¢ (2.2)

%pmy'm +ay(l) = d

On pose que :

C 0%
: . I R 1

N ANy AN e

De la méme maniere pour la deuxieme condition

o) d

1%2_1_52 /712_’_52 p’}é}2+52

Donc
yp()y' (1) + oy(l) = d.
Avec
=Dy T = T 22— et o=

2 ’ 2 ’ 2
% + 02 ,/”(; + 02 ,/Z% + 62
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Onaa’®+ 2 =1et~%+ 6% =1doncil existe 6, € [0;7[ et §; € [0; 7| tel que :

a =sinfy, B = —cos by

v =sinf;,) = — cos b,

Le probleme (2.1) a une nouvelle écriture :

(

(—p(2)y) + q(x)y = g(x)

y'(0) sin 6y — y(0) cos By = ¢ (2.3)

p(D)y/ (1) sin b, — y(l) cos 6, = d

\

L’étude de l'existence et de 'unicité pour (2.1) équivaut a l'existence et 'unicité pour
(2.3).
Théoreme 2.3. On a l’équivalence suivante :

1. Le probléme (2.3) posséde une unique solution pour tout couple (c¢,d) € R et

g € C°([0,1)).

2. Le probléeme
)

(—p(x)y') + q(z)y =0
y'(0) sin 6y — y(0) cos By = 0 (2.4)

p(D)y'(1)sin @, — y(1) cos, =0

\

ne posséde que la solution triviale.

Théoreme 2.4. Si ¢(z) > 0 pour tout = € [a,b] et Oy = 6, = 0 alors le probléme (2.4)

admet la solution triviale comme solution unique.
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Démonstration. En utilisant les conditions du théoreme précédentes :

(=p(x)y) +q(z)y =0 2.5

On démonter que la solution triviale est la solution unique du probléme (2.5).

On suppose que :
1. y est une solution
2. y a valeur positive au point c.(c € [0,!] car y(0) = y(I) = 0)
3. y admet un maximum en c tel que y(c) = M.

donc

Je €]0,1[: y(c) = M et y'(c) =0 et y"(c) <0.

d’apres les hypothéses précédentes on a :

—p(e)y"(c) — p'(e)y' () + q(c)y(c) = 0.

C’est une contradiction,donc y < 0 sur [0, []. On suppose que y a valeur négatif au point

¢ de méme maniere nous prouvons que y > 0 donc y = 0. O]
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Chapitre 3

Probleme de Sturm-Liouville et

quelques applications

3.1 Définition et Propriétés générales

Définition 3.1. La théorie de Sturm-Liouville linéaire s’intéresse au cas particulier des

équations différentielles ordinaires du second ordre linéaires de la forme :
(r(@)y'(x))" + (a(z) + Ap(x))y(z) =0 x € [a,b]. (3.1)

Tel que r(x), p(z) et q(x) sont des fonctions continues définies sur Uintervalle [a, b], et X une

constante réel.

Beaucoup d’équations différentielles linéaires ordinaires du second ordre sont équi-
valentes a I'’équation de Sturm Liouville.
En particulier :

aj(x),as(x) et as(x) sont des fonctions définies sur lintervalle [a,b] tel que

as(x)

ay(x)

aj(x) # 0 pour tout = € la,bl, et une fonction intégrable sur l'intervalle [a, b],
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et si nous pouvons définir :

Donc I'’équation différentielle ordinaire :

a1 (z)y" () + az(2)y'(x) + (az(x) + Ny(z) =0 x € [a,b]. (3.2)

Remarque 3.1. Léquation (3.2) est équivalente a U'équation de Sturm Liouville (3.1).

Les étapes pour trouver I’équation équivalente :

—~
3
—~
8
~—
QQ\
—
s
~—
~
I
ﬁ\
—
s
~—
@\
—
8
~—
+
=
—
8
~—
Q\
—~
8
~—

" Ozz([L‘) / Oég(:U) T’(ZL‘) o
)y (@) + S (@) + () + A D () = 0
1 ()

.o ) . (s Q
En multipliant '’équation précédente par

(@)

on obtient donc I’équation suivante :

ar()y"(x) + ao(x)y'(x) + (as(z) + Ny(x) = 0.

Donc y une solution pour ’équation (3.2)

Remarque 3.2. Si y est une solution de U'équation (3.2) alors c’est une solution de l'équa-

tion de Sturm Liouville (3.1).

Définition 3.2. Le probléme de Sturm Liouville est I’équation Sturm Liouville avec Uajout

de conditions aux limites sur Uintervalle |a, b|.
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Donc on a le probléme suivant :

(

(r(z)y'(z)) + (q(z) + Ap(z))y(x) =0 z € [a, 0]

(SLH) { kyy(a) + kayf/(a) = 0 (ky1, ko) € (R*)? (3.3)

| Ly(b) + by (b) = 0 (lh,12) € (R¥)?

oll ki, ka, 1 et o sont des constantes satisfaisant
K24+ k3>0; 3+13>0.

Les solutions non nulles du probleme (SLH) (si elles existent) sont appelées fonctions
propres,et dans ce cas la valeur X pour laquelle une telle solution existe est la valeur propre

correspondante a cette solution.

Remarque 3.3. La fonction nulle y = 0 est clairement une solution de tout probléeme de

Sturm-Liouville homogeéne.

Notons que les solutions de ce probleme apparaissent comme valeurs propres et

vecteurs propres de I'opérateur linéaire :

1 \
y — Ly = m[(r(w)y’)’ +q(z)y] ou p(z) # 0 sur [a,b].
L'un des résultats principaux de cette théorie est de trouver une base orthonormée de
espace vectoriel L2([a, b]), des fonctions de carré intégrable sur I'intervalle [a, b],muni
du produit scalaire (f,g) / f(z)g(z)dzx. Une base composée de vecteurs propres

correspondant a des valeurs propres distinctes formant une suite strictement croissante.
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Propriétés de valeurs propres et de fonctions propres

Nous commencons par illustrer les notions de valeurs propres et de fonctions propres

par le problemes de Sturm-Liouville.

Exemple 3.1. Considérons le probléme aux limites de type Dirichlet :

(P (1) " (x) + Ay(z) =0, 0<z<m

Pour déterminer les valeurs et les fonctions propres du probléme (P;) on procéde comme
suit :

Le premiercas : A=10:

la solution générale de Uéquation (1) est donnée par :

y(x) =z + ey, 2 €R.

En tenant compte des conditions aux bords on trouve y = 0.
Comme la seule solution du probléme (P,) est la solution nulle alors y = 0. n’est pas valeur
propre de ce probléme.

Le Deuxiéme cas : A < 0:

la solution générale de U'équation (1) est donnée par :

y(z) = crexp(V—Az) + coexp(—V —Az) ¢1,¢c2 € R.
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Ensuite, les conditions aux bords (2), donnent :

Cl1 = —Co

s exp(—v/ ) — exp(v ) ) =0

Par suite, le probléme (P;) admet uniquement la solution nulle y = 0.
Par conséquent, A\ < 0 n’est pas une valeur propre de ce probléme.

Le troisieme cas : A > 0:

la solution générale de Uéquation (1) est donnée par :
y(x) = ¢1 cos(VAz) + casin(VAz) ¢, ¢ €R.

D’apres les conditions aux bords (2), on aura ¢; = 0 et ¢, sin(\/Xw) =0.
Donc le probléme (P,) admet des solutions non nulles si, et seulement si sin(v/Arr) = 0 ce
qui est vraie Si :

A=n? neN-.

D’oui, les valeurs propres du probléme (P;) sont )\, = n% n € N* et les fonctions propres

correspondantes sont définies par :
yn(z) = ksin(nz), k €R
Définition 3.3. ) est appelé valeur propre du probléme de Sturm Liouville si l'équation :
(r(z)y'(z)) + (q(z) + Ap(x))y(z) = 0.

admet une solution y # 0 (autrement dit : admet une solution non triviale qui satisfait les

conditions aux limites).
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La solution y = y(z) est ainsi appelé fonction propre correspondante a la valeur propre \.

Définition 3.4. Supposons que r : [a,b] — R est continue et r(t) > 0,mais pas identique-
ment nul,sur [a, b]. Nous définissons le produit interne en respectant a la fonction de poids

r des fonctions continues f et g sur [a,b] par :

b
(9= [ rf@ar

On dit que f et g sont orthogonaux par rapport a la fonction de poids r sur Uintervalle [a, b]

si est seulement si :
b
()= [ i fOg(0)dt =0
Théoreme 3.1. Considérons le probleme de Sturm Liouville suivant :

.

(r(2)y' ()" + (q(x) + Ap(x))y(x) = 0z € [a,b]

(SLH) S kyy(a) + kay/'(a) = 0 (k1, ks) € (R*)?

| hy(b) + ly'(b) = 0 (lh,12) € (R7)?

Tel que r(x),p(x) et q(x) sont des fonctions continues sur lintervalle [a,b] et r(z) > 0,
p(x) > 0 et p(a) = p(b) donc les valeurs propres correspondante au probléme sont toutes
reelles et toute paire de fonctions propres associée a des valeurs propres distinctes sont

orthogonales dans L2([a, b]).

Démonstration.

A) On démontre que les valeurs propres sont toutes réelles.
Soit Ly = (ry')’ + qy I'opérateur de dérivation de Sturm-Liouville.

On pose A = a +if3,(, ) € R? une valeur propre complexe et y = u(z) + iv(z) la
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fonction propre correspondante au probleme (SLH).
(r(2)y'(x))" + (a(z) + Ap(2))y(x) = 0 & (r(z)(u(z) +iv(z))) + (g() + (a +iB)p(z))(u(z) +iv(z)) =0
& Lu+ p(z)(au(z) — Bu(z)) +i| Lv + p(x)(av(z) + Bu(z))| =0

Lu + p(x)(au(z) — fv(x)) =0 ()
=

Lv + p(z)(av(z) + Pu(z)) =0 (2)

En multipliant '’équation (1) par v(x) et 'équation (2) par (—u(x)).

Donc d’une part, on a :

/ v(a)Lu — u(z) Ludr = / { — p(z)o(z)(au(z) = fu(z)) + p(r)u(r)(av(z) + fu(z))
=5 [ po)e) + 02(a)

D’autre part, en intégrant par parties, on aura :

b
/ v(x)Lu — u(z)Lvdr = r(z)(v(2)u (z) — u(x)v'(x)) |°

=0

b
Par suite, comme l'intégrale / p(z)(u*(x) +v*(x)) ne peut pas sannuler alors
B =0.

On conclut donc que A est réelle.

B) On démontre que les fonctions propres associée a des valeurs propres distinctes

sont orthogonales dans L2(a, b).

Soient y, et y,, deux fonctions propres associées aux valeurs propres ), et \,, respecti-
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vement, avec \,, # \,,.Par conséquent.

—LYm = Anq(2)Ym, (1.2)

En multipliant (1.1) par y,,, et (1.2) par y,, en intégrant sur [a, b], puis en prenant la

différence entre les deux équations ainsi obtenues, on trouve :

[ () = L) = O = M) [ () do

Puisque v, et y,, satisfont les conditions aux limites, on déduire que :

b

Mais \,, # A, Alors (y,,, ym,) = 0. O

Proposition 3.1. L’ensemble de toutes les valeurs propres d’un probléeme de Sturm Liouville
régulier forme une famille d’éléments strictement monotone non bornée. Nous désignons
cette série par :

A<M <...< <A1 <....

En particulier; il existe une infinité de valeurs propres, et lim )\, = 4oc.
n—r+o0o

Démonstration. Voir [12] page 210.
Pour voir des exemples qui montrent que les propriétés ci-dessus ne sont pas toujours

valables pour des problemes de Sturm Liouville singuliers voir [9] page 151. O
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3.2 Probleme Sturm Liouville et applications

Nous sommes intéressés a étudier certaines des applications physiques de '’équation

Sturm Liouville dans un espace de dimension 1.

3.2.1 L’équation de la chaleur

Considérons le probleme suivant :

r 2
%(x,t):k%(x,t)7 O<z<l t>0 (1)
w(0,t) = u(l,t) =0 t>0 (2)

\u(m,()):f(a:), 0<zx<l 3)

Tel que u(z,t) est la température sur le point x et le tempe t,et k est une constante
physique positive.

Utilisons la méthode de séparation des variables, on cherche toute les solutions non
triviales sous la forme :

u(z,t) = X(x)T(t)

Injectons u(x,t) dans 'équation (1) on a :

X(2)T'(t) = kX" (2)T(t)

divisons par 7'(¢) X (z) on a :
X"(z) _T'(t)
X(z) Tt
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Tel que A € R. Cette écriture est équivalent a :

T'(t) — kXT(t) =0 (4)

X"(z) —AX(z) =0 (5)

Utilisons les condition aux limits :

Remarquons que :

car T'(t) # 0.
D’apres (4) et (5) on a:

C’est un cas particulier de probleme de Sturm Liouville,on trouve trois cas selon le signe
de \.

Le premier cas : A > 0 :

Dans ce cas, 7'(t) en croissance de facon exponentielle au voisinage de I'infini ce qui
rend u(z,t) en croissance de facon exponentielle, Ce n’est pas acceptable en physique.

Le Deuxiétme cas : A =0

Ona:

X"(z) = 0.
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Donc

X(z) = ¢ + com.
Utilisons les conditions aux limits pour déterminer ¢y, c,.
X0)=c = X(z) = cx
X(Z):CQZ:0:>CQZO

Donc pour A = 0 il n'y a pas de solutions sauf la solution triviale.

Le troisieme cas : A < 0 :

On pose A = —? donc on a I’équation suivante :
X"(x) +~vX(z) = 0.

Sa solution est :

X(z) = Acos(yz) + Bsin(yz).

Utilisons les condition aux limits

A=0

Acos(yl) + Bsin(yl) =0
donc

Bsin(vyl) =0
sin(yl) =0
vyl =nm

7:? telque n € Z
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Donc la forme de X (x) est :

Xn(z) = B, sin(nl—ﬂx).

De ce qui précede, nous avons
T'(t) +¥*T(t) = 0.

Sa solution est :

T(t) = Ce ™"

Remplacons la valeur de v on a :
T (t) = Cpe FCFt,

Donc

up(z,t) = Xp ()T (t)

=B, sin(nl—ﬁgv)C'ne_k(T

=K, sin(nl—ﬂx)e_k(nli)%

Tel que K, représente toutes les constantes.
On sait que la somme des solutions est aussi une solution donc la solution de '’équation

(1) s’écrit sous la forme :

+oo +oo
u(w,t) = Zun(x, t) = Z K, Sin(nl—wx)e_k(%)%.
n=1 n=1
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D’apres la condition (3) on a :

u(z,0) = ZK” sin(?:v) =flz) O<z<l1

Cette derniere série de fonctions n’est autre que la série de Fourier impaire de la donnée

initiale f(x) sur I'intervalle [0,!]. Les coefficients de Fourier sont donnés par :
9 [l
K, = 7/ f(zx) Sin(?x)dm n>1.
0

Remarque 3.4. Les étapes détaillées dans [9] page 241.

3.2.2 L’équation des ondes

L’équation de d’Alembert (parfois appelée équation d’onde ou équation des ondes)
est 'équation générale qui décrit la propagation d'une onde, qui peut étre représentée
par une grandeur scalaire ou vectorielle.

Considérons le probléme suivant :

( 0%u ,0%u

w(x,t):c @(x,t), O<z<l t>0 (6)
u(0,t) = u(l,t) =0 t>0 (7)
u(z,0) = f(x), 0<z<l (8)
ou
\a(x,O):O O0<z<l (9

Avec c le carré de la vitesse de propagation de la déformation et [ € R
Utilisons la méthode de séparation des variables, on cherche toute les solutions non

triviales sous la forme :

u(z,t) = X(x)T(t)
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Injectons u(x,t) dans 'équation (1) on a :

X" (2)T(t) = X (2)T"(t).

divisons par 7'(¢) X (z) on a :

X//(.I) B T//(t)

X) ~erm 10

On pose j1 = —\2.

Tel que € Ret A > 0.

L’écriture (10) est équivalente a :

X"z)+ XMX(z)=0 (11)

T'(t) + ENT() =0 (12)

Utilisons les condition aux limits :

Remarquons que :

car 7'(t) > 0.
D’aprés (11) et (12) on a :



C’est un cas particulier de probleme de Sturm Liouville. et sa solution est de la forme :
X(z) = ¢y cos(Az) + cosin(Ax).
Utilisons les condition aux limits
cp =0
c1 cos(yl) + cosin(yl) =0
donc

cosin(Al) =0
sin(Al) =0
AN =nm

)\:nl—7T telque ne€ Z

Donc la forme de X (x) est :

Xn(x) = ¢y Sin(nlx).

De ce qui précede, nous avons
T'(t) + ANT(t) = 0.

Sa solution est :

T(t) = af cos(At) + U, sin(\t).

Remplacons la valeur de yon a :
T.(t) = al, cos(%t) + b, sin(?t).
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Donc

un(z,t) = X, (2)T,(t)

nm

= ¢, sin(Tx)[a cos( ) + b, sm(Tt)]

I
£) + by sm(”l”t)]

nl—ﬂx)[an cos(nl

= sin(

Tel que K, représente toutes les constantes.
On sait que la somme des solutions est aussi une solution donc la solution de I'’équation

(6) s’écrit sous la forme :
<= nm nm
x,t) ;u (x,t) Zsm x)|a, cos( l ) + by, sin( l )].

D’apreés les conditions (8) et (9) on a :

—+00

u(z,0) = Zan sin(nl—ﬂx) =flz) O<z<l

n=1

Zb sin ):O 0<z<l.

Donc en que déduire que :

b, =0 VneN.

La solution sous la forme :

. nmw
Zan cos( —t sm(T:c)
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Cette derniere série de fonctions n’est autre que la série de Fourier de la donnée initiale

f(z) sur l'intervalle [0, []. Les coefficients de Fourier sont donnés par :

an = %/Ol f(x) sin(nl—ﬂx)dx.

Remarque 3.5. Les étapes détaillées dans [9] page 249.

3.2.3 L’équation de Laplace

L’équation de Laplace est une équation aux dérivées partielles du second ordre, dont
le nom est un hommage au physicien mathématicien Pierre-Simon de Laplace.

Introduite pour les besoins de la mécanique newtonienne, I’équation de Laplace ap-
parait dans de nombreuses autres branches de la physique théorique : astronomie, élec-
trostatique, mécanique des fluides, propagation de la chaleur, diffusion, mouvement

brownien, mécanique quantique. Considérons le probleme suivant :

!82 82

a—g(x,t):—k:z&—;;(x,t), O<az<l t>0 (13)
u(0,t) =u(l,t) =0 t>0 (14)
\u(x,()):f(x), 0<z<l (15)

Tel que | € R’ et k une constante physique.
Utilisons la méthode de séparation des variables, on cherche toute les solutions non
triviales sous la forme :

u(z,t) = X(x)T(t).

Injectons u(x,t) dans 'équation (13) on a :

X(2)T"(t) = —k*X"(2)T(t).
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divisons par 7'(¢) X (z) on a :

T//(t) L X//(:C)

k2T (t) X(z)

Tel que i € R. Cette écriture est équivalent a :

X"(z)+pX(z)=0 (16)

T"(t) — WkT(t) =0 (17)

Utilisons les condition aux limits :

Remarquons que :

car T'(t) > 0

D’apres (16) et (17) on a:

X"x)+pX(z)=0 (18)
X0)=X(1)=0 (19)
C’est un cas particulier de probleme de Sturm Liouville, on trouve trois cas selon le
signe de p.

Le premier cas : ;4 < 0 :
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On pose i = —\? Donc la forme de 'équation est :

X"(z) — AX(z) = 0.

La solution de cette équation est :

X(z) = c1e™ + cpe™.

D’apres la condition (19) on a :

X(O):Cl+02:oz>01:—02.

X)) =ci(eM—e™) = ¢, =c, =0.

Donc pour < 0 il n'y a pas de solutions sauf la solution triviale

Le Deuxiéme cas : A =0

Ona:

X"(x) =0.

Donc

X(z) =01+ o
Utilisons la condition aux limits (19) pour déterminer c;, c;.
X(O) =C = X(l’) = Cok
X(Z)ZCQZ:0:>CQZO

Donc pour ¢ = 0 il n'y a pas de solutions sauf la solution triviale.

Le troisieme cas : > 0 :
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On pose i = \? donc on a 'équation suivante :
X"(z)+vX(z) =0
Sa solution est :
X(x) = Acos(Ax) + Bsin(Azx)
Utilisons les condition aux limits

A:

Acos(Al) + Bsin(Al) =0
donc

Bsin(Al) =0
sin(Al) =0
A = nm

A:nl—ﬂ telque ne Z

Donc la forme de X (x) est :

Xn(z) = B, sin(nlm).

De ce qui précede, nous avons
T"(t) — Nk*T(t) = 0.

Sa solution est :

T(t) = cre™ + dye ™ M.
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Remplacons la valeur de A on a :

Donc

up(z,t) = X, (2)T,(t)

nm
1

=B, sin(mx)[cnek( 4 d,e FY

l

= sin(@—ﬂx)[anek(%)t + be FY

Tel que a,, et a, sont des constantes.
On sait que la somme des solutions est aussi une solution donc la solution de I'’équation

(13) s’écrit sous la forme :
+o0 +oo ni
u(x,t) = up(z,t) = sin(—x)[a,e" Tt 4+ b, e FET.
(z,t) ; (z,t) ; ( i i ]

D’apres la condition (15) on a :

+o00
u(z,0) = Z(an + by) sin(nl—ﬂx) =flz) O<z<l

Cette derniere série de fonctions n’est autre que la série de Fourier de la donnée initiale

f(z) sur I'intervalle [0, []. Les coefficients de Fourier sont donnés par :

9 [l
Ay + by, = 7/ f(x) sin(nTﬂx)dx :
0

Remarque 3.6. Les étapes détaillées dans [9] page 265.
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3.2.4 L’équation de Legendre

On rappelle 'équation de Legendre

& d
(1—$2)d—az—2x£+)\y:0, l<z<l (3.4)

Avec )\ un entier naturel.

On pose r(z) = 1 — 2% et p(x) = 1 donc ’équation s’écrit sous la forme :
r(z)y” —r'(x)y + Ay = 0.

Donc I’équation de Legendre c’est un cas particulier de probleme de Sturm Liouville.
On remarque que les coefficients sont analytiques sur l'intervalle | — 1, 1], on pose que

la solution de I’équation (3.4) de la forme :

+oo
u(z) = Z cpa®.
k=0

Injectons u(x) dans I'équation (3.4) on obtient :

+
8

{(k’ +2)(k + 1epgo + (N — K> — k:)ck] zF =0.

b
Il
o

Donc
- E(k+1)—A
Tk D(k+2

Cl.
)
Pour tout n € N,on pose A = n(n + 1) on obtient :

Ck(k+1) —n(n+1)
T TR Dk +2)

C(k=n)(k+n+1)

 (k+1)(k+2)

Ck

Ck
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Donc pour ¢q et ¢; des constant on obtient :

oot 1) oo =1 +1)
2 o] 0 3 al 1
. n(n—?)(n+1)(n+3)c . (71—3)(77,—1)(7’L—|—2)(77,—i-4)C
4 1 0 5 5l 1

Donc la solution de I'’équation de Legendre sous la forme :

_n(TQL'-i— 1>x2 +1 b {x— n(n — 13)'(71—1— 1)$3+

w(z) =co|l —
= couop(x) + cruq ()

De sorte que uy(x) et uy(z) sont des solutions linéairement indépendantes et conver-

gents pour -1 <z <1

1 1
1

n=1 uo(x)zl—x2—§x4+... u(x) ==

Une des solutions sous forme de polynome

™ + ayox™ 2+ g+ pour tout n € N*.

. . . .. 2n)!
Il s’agit d’'une solution pour toute valeur de a,, si nous choisissons a, = ﬁ on
n!

obtient la solution que I'on note P,(x) sont appelés les polynémes de Legendre d’ordre

n.
3]
1 <& (—DF2n—2k)! _
Pn<x):2_”22”k!(n—k)!(n—2k)!x *o

k=0

C’est donc la solution de I'’équation de Legendre qui est finie pour —1 < = < 1.

Et on remarque que toutes les fonctions propres sont réelles et les valeurs propres
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A, = n(n + 1) sont toutes réelles.

St N pairs

—
o3
I
I
o3

5 St N ovmpairs

Remarque 3.7. Pour tout n dans N on peut trouvée une formule équivalente pour P,

- n! 2n—2k
(@ =1)" = (—1)kmfc

3

Et car

n n—2 sin pars
2n—2<{—} —1—1) =

2
n—1 sin impairs

On a les puissances de x dans la deuxiéme somme de U'équation (21) sont inférieures a n.

En dérivant les deux cotés de U'équation (21), nous trouvons

d* d" k n! 2n—2k
- — 1" _ 1) 4"
@ 0= g ) Kn— k)"

B (2n — 2k)! I
=) D e i 2

k=0

Et par comparaison avec (20), nous obtenons lexpression de polynomes de Legendre.

1 d°
n(T) = o

(* = 1)"]

Remarque 3.8. Les étapes détaillées dans [9] page 47.
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3.2.5 L’équation de Hermite

On rappelle 'équation de Hermite

d? d
dz? dx

L’équation de Hermite (3.5) peut se représenter par un probleme de Sturm-Liouville :

%[e_”CQZ—i] +2ne "y =0 Yz €R.

Tel que :

Les solution de I'’équation (3.5) s’appelle les polynémes de Hermite H,,.

o d

H,=(-1)"
=l )edx”

)

Théoreme 3.2. la famille de des polynomes de Hermite est orthogonal dans szxz (R).

Démonstration. Pour tout prouver, il suffit de prouver que pour m < n
<Hm, H’I’l>6712 =0:
Soitm <n,Ona:
+00
(Hppy Hy) 2 = / H,,(2)H,(z)e ™ dz

+0o0o
:(—1)"/Hm(x)%e_x2dx
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Utilisant I'intégration par partie n fois

+oo
dr 2
— (_1)2n el —x
(Hpy Hy) o2 = (—1) / [dwnHm(x)}e dx.

Et remarquant que pour tout polynome p on a :

lim p(z)e ™ = 0.
|z|—o00

on obtient

(Hp, Hy), 2 =0

Par conséquent,nous concluons 'orthogonalité H,, | H, pour tout m # n.

Remarque 3.9. Les étapes détaillées dans [9] page 60.

3.2.6 L’équation de Laguerre

On rappelle I'équation de Laguerre

d? d
xd—xz—(l—x)ﬁjtnyzo O<z <400 neN.

(3.6)

L’équation de Laguerre (3.6) peut se représenter par un probléme de Sturm-Liouville :

d d
%[xe’l’d—i] +ne "y =0.

Pour tout x dans ]0, +ool.

Tel que :
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Les solution de I’équation (3.6) s’appelle les polynémes de Laguerre L,,.

e’ d" n_—zx
L,= n‘dm”[x e "].

Théoréme 3.3. la famille de des polynémes de Laguerre est orthonormée dans L?_, (0, o)

c’est-a-dire :

ra 0 si m#n
(Lo L) / e~ L (2) L (2)d =
0

1 stm=n

Démonstration. Pour tout prouver on définit la fonction génératrice de L, (z) et L,,(x)

par : t N
exf(_l_;t) _ ;%Ln(x)t”
et ( )
() _ § m
. _1 L= mz::OLm(x)s
Ainsi
S e L@ ()™ = e exlp(_l? .exf(_l%:j).

n,m=0
Ainsi / e Ly, (x)L,,(z)dx est le coefficient de t"s™ dans le développement en série de

0

o

exp(=2) exp(=Ls
]:/6_ p(T5) p(l,s)dm

1—t  1-—s

0
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Mais

0
e (o
= — s exXp| —Z
(1—1)(1—s) 14+ =+ =)
B 1 1
(I-t)(1—s)1+ &+ =
1
1 — st
— Sntn
n=0

Ainsi le coefficient de s"t" est 1 sin = m et 0 sin # m.

Remarque 3.10. Les étapes détaillées dans [9] page 61.
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Conclusion générale

Nous avons étudié quelques propriétés et définitions principales du probléeme de
Sturm-Liouville.

Nous avons cloturé ce mémoire avec quelques équations tirées de la physique qui
expriment certains phénomenes naturels.

Certaines questions dans ce domaine restent sans réponse. Par exemple, la théorie
de Sturm-Liouville est-elle extensible pour les équations différentielles d’ordre supérieur
ou méme généralisée a n’importe quel ordre, et pourrait-elle étre utile en mécanique

quantique(équation de Schrodinger).
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.1 Annexe

(a) Charles Francois Sturm (b) Joseph Liouville (c) Pierre-Simon Laplace
(1803-1855) (1809-1882) (1749-1827)

(d) Adrien Marie Legendre  (e) Charles Hermite (f) Edmond Laguerre
(1752-1833) (1822-1901) (1834-1886)
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