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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a 1’équation d’Euler-Lagrange associée a certains pro-
blémes de minimisation en calcul des variations. La condition nécessaire d’existence de solu-
tion en calcul des variations est donnée par les deux formes de I’équation d’Euler-Lagrange :
forte et faible. Quelques applications dans la minimisation de fonctionnelles intégrales sont

présentées dans ce mémoire.
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L’espace Euclidien de dimension N.

Un ouvert boré¢ de fronti¢re lipschitzenne de RY (N > 1).
Un espace vectoriel normé

Le dual topologique de F

(I’espace des formes linéares continues sur E).

La frontiére de 2.

L’ensemble des elements dans E son image est finie
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Presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue ).
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La convergence faible.

Borne supérieure essentielle d’une fonction mesurable u sur 2,
sup-ess(u) = inf {C' > 0 ; |u(z)] < C p.p. xz€Q}.
Q

L’exposant conjugué de I'exposant p pour 1 < p < 4o00.

L’exposant critique de Sobolev. pour 1 < p < N.



W (Q)

W (@)

L’espace des fonctions infiniment différentiables sur 2.

L’espace des fonctions infiniment différentiables sur €2 et s’anulle sur 0f).
L’espace des fonctions continues a support compact dans €2.

L’espace des fonctions indéfiniments différentiables & support compact
dans €.

L’espace des distributions sur €.

L’espace de Lebesgue,

u:Q%Rmesurable;/|u|p<+oo , si 1<p<+o0,
Lp(Q) = Q

{u : 2 — R mesurable ; sup-ess(u) < oo} , si p=+oo.
Q

L’espace de Sobolev,

WhP(Q) ={u e LP(Q) ; Vue LP(Q)}.
La ferméture de D(Q2) dans W'?(Q).
WoP(Q) ~ {ue W = 4 =0 sur 90} .



Introduction

Le calcul des variations a été créé comme un outil pour calculer les minimiseurs (ou
maximiseurs) de certaines grandeurs mathématiques. C’est au 18 éme siécle que mathé-
maticiens et physiciens, tels que Maupertuis, d’Alembert, Euler et Lagrange, postulent des
principes variationnels pour calculer des grandeurs physiques et mécaniques : calcul de sur-
faces minimales, équilibre et stabilité de systémes comportant des énergies de surface et
de volume ... etc. La formulation mathématique de ces principes a conduit au calcul des
variations.

Euler introduit que pour les extremums, la dérivée s’annule, et cette dérivée a été appelé la
"premiére variation". Dans ce qu’on va présenter en calcul des variations, on s’intéressera
a minimiser des fonctions "fonctionnelles" définies sur des espace de dimension infinie et
non pas sur les espaces de dimension finis, et c’est la différence principale entre le calcul
des variations et la théorie de I'optimisation. qui a le méme objectif, & savoir trouver des
extrémaux.

Il est bien connu que I’équation d’Euler-Lagrange joue un réle important dans les pro-

blémes de minimisation du calcul des variations de type

P)  wf{ F(y) = / fyy) dv yeCa ), ya) =a et y(b) =5 ¢,

ol plus géneralement

(2) inf {F(u) = /f(:v,u(m), Vu(z)) de : uwe WP (Q) »,

et dans la théorie de la régularité pour les minimiseurs.
Ce mémoire, est composé de trois chapitres. Le premier chapitre est entiérement consacré

a l’exposer des définitions et outils de bases nécessaires pour la suite de ce travail. On rappelle
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TABLE DES MATIERES 9

tout d’abord quelques outils d’analyse convexe, ensuite des résultats de base sur les espaces
de Lebesgue LP(Q) et de Sobolev W?(Q).

Dans le deuxéme chapitre on s’intéressera a I’équation d’Euler-Lagrange associe au pro-
blémes (P), (£?). On commence par la position de deux problémes classiques en calcule des
variations. Une étude générale de ces problémes et 1'existence de solutions ont été abordés.

L’objectif du troisiéme chapitre est de présenter les résultats principal de 1’équation

d’Euler-Lagrange eu calcul des variations et quelques applications.
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Chapitre 1

Rappels et outils de base

1.1 Fonction et ensemble convexe
Définition 1.1 . Q C RY est convexe si Vr,y € Q, YA € [0,1], alors Az + (1 — N)y) € Q

Définition 1.2 . Soit Q C RY un conveze. Alors f: Qs R est dite convexe si
Va,y € Q, VA € [0,1]
On a :

Oz + 1= Ny) <Af(2) + (1 =2 f(y)

f est strictement convexe c’est a dire :

Oz 4+ (1 =XNy) <Af(z) + (1 =) f(y)

On dite que f(x) est une fonction concave si —f(x) est convexe

1.2 Différentiabilité et sous-différentiel

Soit (E, || . ||) un espace vectoriel normé

f:E —|—00,+00|, x €domf, ue FEetteR.
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Différentiabilité et sous-différentiel 11

Définition 1.3 (La dérivée directionnelle)

On dit que f admet une dérivée dans une dérection u si :

o)t 110 = 1)

t—0 t ’

existe (éventuellement +o00 ou — 00).

Définition 1.4 (La dérivée au sens de Gdteaur)
On suppose que f'(x,.) existe
On dit que f est Gateauz différentiable en x s’il existe ¢ € E’
telle que
Vue E (p;u)prp = f'(x,u)

qu’on notera ¢ = V f(x)

Définition 1.5 (Sous-différentiel)
Soit la fonction f est convexe

On dit que f est sous-différentiel en x, noté Of(x) et donné par
f(x) ={p e E'"Vye £ (py—a)+ f(z) < f(y)}

Proposition 1.1 Si f est convexe et Gateaux différentiable en x, alors f est sous-différentiel

en x, et on a
Of(x) ={Vf(2)}
Preuve. Voir [7], Proposition 5.3,p.23 m
Proposition 1.2 i f € CY(RY) alors f est conveze si et seulement si
Corollaire 1
f@) = fly+ <Vfly)sz—y> Va,y € E
Ou < .;. > est le produit scalaire.

Proposition 1.3 (La dérivation en chaine)
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Espaces de Lebesgue 12

Soient h : RN — R et g:R™ — RY deuz fonctions différentiables.
Ecrivons f=hog.

D’apres la régle de dérivation des fonctions composées nous avons

f'(@) = (hog)(z) =N (g(x)).g'(x).

Donc
a  (of of  of
de  \ Oz, Oxs’ 7 Oz,
Tel que
s (o
dg dg1” 0g2” 7 Ogn
Et
91 01 . . . O9n
Bxl 8332 8$m
992 992 . . . g2
o0z Oxo O0Tm
g'(x) =
dgn  Ogn . . . Ogn
oz Oxzo 0Tm

1.3 Espaces de Lebesgue

Définition 1.6 On définit l’espace de Lebesgue LP(§2) par

Pour 1 <p< +c

LP(Q) = Cu:Q — R mesurable : /\u(az)\p dr < o0 p,
Q

munt de la norme

B =

I WAl
Q

Pour p = 400, l'espace de Lebesque L>2(Q2) défini par

L>*(Q) = {u : Q@ — R mesurable;  sup-ess(u) < oo} ,
Q

munt de la norme

lu||pe = sup;zess(u(x)).
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Espaces de Lebesgue 13

LP(QQ) est un espace de Banach pour 1 < p < +o0 et cas particulier de Hilbert pour p = 2

muni du produit scalaire

< fi9>12= /f(x)g(a:) dz.

Lemme 1 (Inégalité de Holder généralisée)
Soient p,q € [1,+00] et r € [1,+00] avec * = }—17 + %.
Siu e LP(Q) et v e LYNQ), alors uv € L'(Q), et on a

[uv (e <l wlue - [ 0 fla -

Définition 1.7 (Fonction de Carathéodory)
Soit f:Q xR —R. On dit que f est de Carathéodory si

(1) f(-,s): Q2 — R mesurable pour tout s € R.

(2) f(z,-) : R —= R continue pour presque par tout x € §).

Lemme 2 (Fatou)

Soit { fu}n C LY Q) une suite de fonctions positives. Alors

/ liminf f,, de < liminf / fn dx
Q

n—-+oo n—-+o0o
Q

Proposition 1.4 (La formule de Green)

Soit u,v € HY(Q), tel que, pour 1 <i < N
/%.v dr = —/u.V@ da:+/um9i do
xT; Z;
Q Q 89

Ou 9= (9q,...,9n)" est vecteur, et do la mesure euclidienne sur S

Définition 1.8 (Convergence forte, convergence faible dans L?)
Soient p € [1,4+o00[, {fu}n CLP(Q) et f € LP(Q).
e On dit que f, converge fortement vers f dans LP(Q)) et on note f, — f dans LP(Q) si
lim [[f, = fl[L» = 0.

n—-+oo

e On dit que f, converge faiblement vers f dans 1P(2) et on note f, — f dans 1LP() si
lim [(fa=f)-9 =0, Vpel’(Q).

n—-+o0o Q
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Lemme fondamental en calcul des variations 14

e On dit que f, converge x faible vers f dans L>°(Q) et on note f, *f dans L>=(Q) si
lim [(fo—f)-¢ =0,  VpeLY(Q).

n—-+4o0o Q

Théoréme 1.1 (La convergence dominée de Lebesgue)

Soit p € [1,400], et soient {f,}n C LP(Q) et f € LP(Q), on suppose que
fo— f p.p. dans § et qu’il existe g € LP(Q2) telle que pour tout n € N ona :
|ful < g p.p. dans Q. Alors f, — f dans LP(Q2).

1.4 Lemme fondamental en calcul des variations

On donnera le lemme essentiel et trés important en calcul des variations

Lemme 3 Soient Q = [a,b] C R, et f une fonction continue telle que :

Pour toute fonction g € C3°(12)

f est identiquement nulle ( f =0) sur l'intervalle ouvert €2
Preuve. Soit g€ C§°(R)
D’une part on suppos que :

g(x) = —2* + (a + b)x — ab

Il est cleair que la fonction g est continue, grace a la continuité de polynéme ( car g est un
polynome )

Alors on peut ecrire g sur la forme suivante
g(x)=(x—a)(b—x) >0 dans Q =|a,b.
Soit
h(z) = f(z)g(x) € Co(Q)

Par densité de Cg°(§2) dans Co(92), il existe h, € C3°(2) tel que : {h,} converge uniforme

vers h
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Distributions 15

Comme

Alors
hgl/f(x)hn(x) dx = /f(x)h(x) de =0

Ou on a utilisé le théoréme convergence dominé de Lebesge dans 1’équation précedent. Par

conséquent,

[ Fagta) az =0

Q
D’ou :

f(x)=0 Vo € )
Cette Resultant trés important en calcul des variations. m

On peut généralisé ce lemme dans 'espace LiOC(Q)

Lemme 4 Soient 2 un ensemble ouvert dans RY, et la fonction f € L}, (Q)

Telle que
/ f(x)g(x) dz =0 Vg € CP(Q).
Q

Alors
f =0 presque partout x € )

Preuve. Voire ([)]) m

1.5 Distributions

Définition 1.9 On désigne par D(QY) (par fois C5°(2)) Uespace des fonctions de classe C™
sur Q a support compact, un élément de D(Q)) est appelé fonction test.
Toute forme linéaire continue T sur D(S2) est appelée une distribution sur S et on note
T: D) — R
v = (T @)

D(Q) est un sous-espace dense dans LP(S2) pour tout 1 < p < +o0.
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Espaces de Sobolev 16

Définition 1.10 (Dérivées au sens des distributions)
Soient n € N*, k € {l.n}, a € N* et T € D'(Q2). On appelle dérivé partielle de T par

oT
rapport a la k-iéme variable et on la note —, la distribution définie par :

3x k
or 9

<a_17€790>:_< ’8$k>7 VQOG’D“Z)

Par récurrence, on définit la dérivée partielle de T d’ordre o par :
(DT, ) = (=1)°UT, D), V€ D(Q).

Définition 1.11 (Distribution réguliére)
On dit que T est une distribution réguliére sur €2, s’il existe une fonction f localement
intégrable telle que

soit la fonction test ¢ sur ) on a :

(T:g) = / (fo)(@) du Vo e

1.6 Espaces de Sobolev

Définition 1.12 Soit 1 < p < +oo. On définit l’espace de Sobolev WP par
WP(Q)={uel?; |Vule (L")},

munt de la norme

1 .
)l +IVullfz)r st 1< p<+oo,

|ullwrr@) = .
max {||u||pe, ||VullLe} si p=+oc0.

L’espace WHP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < +o00. De plus pour p = 2 l’espace
WH2(Q) noté HY(Q) est de Hilbert muni du produit scalaire

<u, v >H)=< U,V >12(0) + < Vu, Vo >12(q) .
L’espace WYP(Q) est séparable pour 1 < p < 400 et réflexif pour 1 < p < +oo.

Définition 1.13 Soit 1 < p < +o0. On note WyP(Q) la ferméture de D(Q) dans WP(Q).

De plus, si Q) est Lipschitzien, alors

WP (Q) = fue W' w=0 sur 9Q}.
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Théoréme d’existence en calcul des variations 17

Théoréme 1.2 (Inégalité de Poincaré)
Soient Q un ouvert Lipschitzien de RN borné au moins dans une direction et p € [1, +o0].

Alors il eziste une constante positive C' = C(§2,p), tel que :
HuHLp(Q) <C- ||VU/HLP(Q) 3 Vue Wé’p(Q).
Définition 1.14 (Convergence faible, convergence forte dans w!?(Q))
Soient p € [1,4+00[, {fu}n CW'P(Q) et f € wP(Q).

e On dit que f, converge fortement vers f dans w'P(2) et on note f, — f dans w'P(2) si
fuo—f dans LP(Q) et Vf, = Vf dans (LF(Q))".

e On dit que f, converge faiblement vers f dans w'P(Q2) et on note f, — f dans whP(Q) si
fo—f dans ILP(Q) et Vf,—=Vf dans (LP(Q))".

Théoréme 1.3 (Injections de Sobolev)

Soient Q0 un ouvert borné et Lipschitzien de RN, N > 1 et p* = NN_Z:' Alors

e Si1 < p < N alors linjection WHP(Q) — L(Q) est compacte pour q¢ € [1,p*), et
continue pour ¢ = p*. En particulier linjection WHP(Q)) < LP(Q) est compacte pour
tout p € [1,4+00).

e Sip= N alors Uinjection W'P(Q) < LI(Q) est compacte et continue pour q € [1,400).

e Sip> N alors linjection WHP(Q2) < C(Q) est compacte et continue.

Exemple 1 Soit Q un ouvert borné et Lipschitzien de RY .
1. Si N = 3, les injections Hy(Q) — L*(Q) et H{(Q) < L5(Q) sont compactes et conti-
nues respectivement.
2. Si N = 2, linjection H}(Q) < L*(Q) est compacte et continue.

3. Si N =1, linjection H}(Q) — C(Q) est compacte et continue.

1.7 Théoréme d’existence en calcul des variations

Soit la fonction

F: W'(Q) —] — 00, 4+00], p €)1, +o0|
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Théoréme d’existence en calcul des variations 18

Définition 1.15 On dit que F est semi-continue inférieurement (séquentiellement), en

abrégé s.c.i., pour la topologie faible de WHP(Q) si
liminf F'(u,) > F(u)
pour tout u, — u.

Proposition 1.5 Soit F' est s.c.i. ( séquentiellement ), et vérifiant la condition de coercivité
F(u) = a |l ullwie,

pour a > 0 et pour tout u € WHP(Q)

Alors  inf  F(u) admet un minimum.
ueWLr(Q)

Preuve.
Soit {u,} une suite minimisante telle que

lim F'(u,,) = inf F(u) < +00

n

Alors

a | un lwie< Fu,) <C pour C' >0

Donc on peut trouver une sous-suite prés {uy,, } tel que

Up, =T dansWHP

Donc

lim F(u,, ) = il;lf F(u) > F(u)

n

D’ou le résultat. m
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Chapitre 2

Equation d’Euler-Lagrange

2.1 Position du probléme

On exprere deux probléme classiques de I’équation d’Euler-Lagrange (voir [10][11])
Probléme 1 Considérons deux point A(a,y(a)) et B(b,y(b)),

Question : .

ds
Montrer que la courbe la plus courte reliant A et B est une W
ligne droite.

Y(a)

La distance ds entre deux point trés proches sur cette courbe

est donné par :

ds* = da? + dy?

Alors
ds = +/dx?+ dy?

dy 2
T +(dx>

La longueur totale de la courbe enter A et B est égale a

B b N
Lz/ds=/“1+(—y) dx
dx
A a

Il nous faut donc trouver une relation entre y et x dans l'intégrale de telle sorte que la

longueur L de la courbe considérée soit minimale
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Position du probléme 20

Alors on peut écrire
b
L= [ 1) ds, (2.1)

fW) =1+ (y)?

Autrement, il suffit de resoudre le probléme minimisent suivant :

b

imcf/\/l—l—(y’)2 dx
yec!

Probléme 2 (Surface minimale)

Question : _—]
dx

Trouver la courbe convexe fermée de longueur | qui entoure la

v
=

plus grande surface hachureé possible.

Sans perte de généralité on suppose que la courbe passe par

I'origine et qu’elle est symétrique par rapporte a ’axe des x
avec les condition aux limite  y(0) = y(4) =0

L’¢élément de la surface hachurée est égale a

dA = ydx

On a

ds* = da? + dy?
Alors

dr = \/ds? — dy?
Donc l

A—Z/2 1-— d—yst (2.2)
- y dS ) .
0

ol

N dy
fly,v) =y 1—(5)

Dans ce probléme, il fait donc encore une fois trouver une relation entre y et s, dans 'intégrale

de telle sorte que la surface A fermée par la courbe de longueur 1 soit minimale.
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Etude générale 21

Alors on peut écrire le probléme minimisent suivant

yeCl

1
inf Q/f(y,y’) ds,
0

2.2 Etude générale

Dans les deux problémes considérés, une question de minimiser une grandeur physique
(géométrique) mise sous la forme d’une intégrale faisant intervenir la fonction y(z) et sa
dérivée par rapporte & x selon une fonction f(x,y,7’). Cette minimisation passe par un
choix convenable de la fonction y(z).

De fagon générale le calcul des variations vise & minimiser des fonctionnelles du type :

ﬂw:/}m%ym@

avec F'(y) est une fonctionnelle qui dépend du probléme de minimisation physique ou géo-
métrique définie par :

b

P) i F@%:/f@wwvw:yec%mmxmwzaetmwzﬁ

a

Ou plus géneralement

(2) in ﬂ@:/}@@@yﬂ@uxmuewwm),

Q

Pour p €]1, +o0], on

f: OQxRxRY¥ — R
(,6,§) — fl2,¢8)

Un théoréme d’existence de ce type de probléme est donnée par

Théoréme 2.1 ([/]) Soit f € C*(Q2 x R x RY) vérifiant
(H1) f(z,.,.) est convexe pour tout x € 2
(H2)  f(@,¢,8) Za L, V(x,(,§) € QX RXRY, a >0, p>1
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Etude générale 22

(H3) 36 > 0 telle que

| fe(, G ] fe(2. CE) IS BIEPT V(2,(,§) € A x RxRY

N 0, e}
oufgza—éetfgza—g

Alors le probleme () admet un minimum dans Wy* ()

Démonstration.
Pour démontrer 'existence on procéde par deux étapes :
17¢ étape : (semi-continuité)
Pour cela, il reste & démontrer que

(up, = u dans WHP(Q)) = <lim inf F(u,) > F(ﬂ))

n—o0

On suppose que f € C*(2 x R x RY), comme f est convexe pour tout = € €2, alors :

v

f(z,up,, Vuy,) f(z,u,Vu) + <%(x,ﬂ, V), u, — ﬂ>

> f(2, 7, Va) + fu(2, T, V) (uy — 0) + (fe(r,q, V), Vu, — V)

(2.3)

D’aprés '’hypothése (H3) et comme 1 € WHP(Q)

On obtient :

1 1
fulz, @, V), fe(x,w,Vu) e L9 tq —+ - =1
p g

Maintenant on va montrons que :
fulz,w, V) (u, —u) et {fe(x,u, V), Vu, — Va) dans L'(Q),

alors

/|fu(x,ﬂ,Vﬂ)(un—ﬂ)| dx§/|fu(x,ﬂ,Vﬂ) [
Q Q

On applique 'ingalité de Holder, on trouve :

=
3=

| fulz, @, Vu)(u, — ) | do < | fu|? dx | u, — [P dx
/ [rere)

Q

Comme

u, —u dans WP(Q)
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Alors
/ | fulz, @, Vu)(u, — 1) | do < oo
Q

Donc

fulz, @, Va)(u, —u) € LY(Q)

De méme maniére, nous prouvons que :
(fe(x,w, Vu, Vu, — V) € L1(Q)
Par conséquent, on peut intégrer (2.3) on obtient :

F(u,) > F(u) + / [fu(un — ) + (fe; Vu, — V)] dx

0
Alors
liminf F(u,) > F(u) + lim inf/ [fu(un — ) + (fe; Vu, — V)] dz

n—oo n—0o0

Q

D’aprés lemme de Fatou on trouve :

n—00 n—00
Q Q

liminf/[fu(un—ﬂ)+ (fe: Vi, — V)] do > /liminf fultn — ) + (fe: Vup — V)] da

Donc

lim inf F(u,) > F(u)

n—oo
2me gtape : (La compacité)

Soit {u,} une suite minimisante, c¢’est-a-dire :
F(u,) —m tq m=inf {F(u):ue Wy}

On a: m < oo car pour tout les cas m < F(u) < 00
D’autre part :

En utilisant (H2) et l'ingalité de poincaré on obtient :
| un lw1»<C avec  C=C(,p)

ou C' est une constante indépendante de n,

alors la suite {u,} est borné.
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Donc, on peut extraire une sous-suite {uy,, } qui converge faiblement vers @
Alors

liminf F(u,,) > F(u) >m

k—o0
Donc

m = liminf F(u,) > F(u) > m

n—oo

D’ou le probéme (&) admet une solution. ¢

Remarque 2.1 Le théoréeme d’existence rest vrai pour le probleme (P)

2.2.1 La forme forte de I’équation d’Euler-Lagrange

Théoréme 2.2 Soient f € C1(Q2 x R X R) et

(P)  infd F(y) = / f@yy) de g eCh(lab)yla) =a et y(b) =B b =m,

Siy € C%([a,b]), est solution du probléeme (P)

Alors 7 est un solution de I’équation différentielle suivant

of d (9f\
o s () =" 24

Définition 2.1 L’équation d’Fuler-Lagrange est une équation différentielle linéaire de la
4 (ofy _of
de \oy' ) 0Oy

On suppose que f € C*([a,b] x R x R)

formule suivant :

Démonstration.

On pose  y.(z) = y(z) + en(x) tel que n(x) € CH(Q)

On considére la fonction G définie par :
G(€) = Flye(z)]
Remarque. Si 0 minimise G(¢). Alors y minimise F(y) c-a4-d :

G(0) = F(y) < F(y.) = G(e)
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Comme 0 est un minimum absolu de G, alors G'(0) = 0

D’autre part :

b
@) = 4 [ fewd) i
b

9 /
- \/&f(xayeaye) dx

Alors

b
d
% |e:0 /f(xayeuyé) dx =0

Comme f est une fonction continue, alors on peut écrire la derniére équation sous la forme

suivant : ,
a /
a_f(xv Ye, yg) |e:0 dr =20
€

D’aprés la dérivée en chaine on obtient :

b
ofde  Of dy. Of dy!
et i | dr =
/[8$d6+0y6 de+0yé de | 0

a

b

of dye  Of dy.
< dr = 2.
t”%¢+M¢ r=0 (25)
Ona  y(r) =y(r) +en(r) et y(z)=1y(z)+en(z)
Alors
dye _ dy, _
Wy et e — i)
On romplace dans (2.5) on obtient :
[[of  of
" = 2.
/{ay5"+ay;"} |emo dz =0 (2.6)
D’aprés I'intégration par partie on a :
b of of b b o/ b i [of
3" = o [ | (/W) i o]
b
f
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Comme 7n(a) =n(b) =0 alors

of
oy

()], =0

Donc I'équation précédent s’écris sous la forme suivant :

b b
af | B d [0f
oy = / e {ayg} o

Donc I'équation (2.6) devient :

b

0 d 1o
[ (2 2[5 s a0

a

Pour e=0 ona y.=yety. =y

D’ou
b

a/@_zjj_% [%DU(@ dx =0

D’aprés le lemme fondamental du calcul des variation (lemme 3), on peut simplifier I’écriture

en écrivant simplement 1’équation sous la forme

of _d (9 _,
5 (o7) -
¢

Exemple 2.1 On considére le probléme suivant

inf /[y'2 +1)dxr : y€C'0,1),y(0) =y(1) =0

D’une part, on a

vy € C'(0,1) F(y) > 1.

Et comme F(0) =1, alors 0 est une solution.

Donc le probléme
1

inf /[y'2 +1]dx = y€Cy(0,1) ¢,
0

admet un minimum.
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D’autre part

L’équation d’Euler-Lagrange associe a ce probleme est :

y' =0
On va résoudre cette équation, on obtient :
y =C,
alors
y(x) =Cx +Fk C. keR.

En utilisant les condition aux limites, on trouve :
C=0.

Donc 0 est une solution de l’équation d’FEuler-Lagrange

L’exemple suivant nous donne que ’équation d’Euler-Lagrange est une condition nécessaire

d’existence de solution de probléme (P)

Exemple 2.2 Le probleme considéré est

1

in /e—y% y € CH[0,1]) et y(1) = y(0) = 0

0

L’équation d’Euler-Lagrange associe€ a ce probléme est :
2?/2 . y// -0
y(1) =y(0) =0

Par contre le probleme (P) n’admet pas de solution, en effet :
Soit y, =n(z —3)* -2

2
On a

alors
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Comme

e—n2(2x—1)2 < 8—(21’—1)2

En utilisant le théoréme de Lebesgue on trouve
lim F(y,) =0

1l vient alors que

0 < inf F(y) < F(ya),

et en passant a la limite, on obtient
inf F(y) = 0.
Supposons qu’il existe § est solution, ¢’est-a-dire

vy F(F)=minF(y) =0

alors
1
/e_y/2 @) dz =0,
0
donc
e—y’2 @) —
contradiction.

D’ou le probléeme considéré n’admet pas un minimum

2.2.2 La forme faible de I’équation d’Euler-Lagrange
On considére le probléme & :
inf {F(u) :ue WyP(Q)}

ou

F(u) = /f(x,u(x),Vu(:v)) dx.

Avec

f: OQxRxRY¥ — R

(2,6,6) — [f(z,(,8)
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est une fonction de Carathéodory vérifiant pour presque tout x € €2,
V(u, &) e R x RY
| [z, ¢, &) [<BlE
pour 5>0p>1
On pose :
L(u, ¢) = /{fu(x, u(@), Vu(z)) () + (fe(z, u(z), Vu(z)); Vo) } dv (2.7)
Q
Ou
0: 0 —RY mesurable ¢ € D(Q)
Avec
_of _of

La condition nécessaire d’existence de minimum de (&), est donée par :

Théoréme 2.3 Soit u est solution de &2
Si
| fulz,u, V) |[< on(z) + B(Ju [P+ €77

| fe(@,u, Vu) |< as(a) + B(lu [PH+ 1€ P71
1,1 _
Avec  aq, a9 € LI(Q), tel que st =1
Alors w est une solution de

(Ey) L(@, ) =0 Vo€ WiP(Q,RY)

Démonstration.

Notez d’abord qu’en raison de la condition de croissance sur f
Pour tout ¢ € Ret Vo € WHP(Q)

F(u + €p) est bien définie

Puis que @ est un minimum de (&), alors :

F(u+ ep) > F(u)
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Pour tout ¢ € Wy(Q)
Nous avons donc, si la limite existe, on obtient :
F(u — F(u
L(@, ) = lim L) F@ _,
e—0 €
En effet, montrons que
F(u — F(u
L@, ) = lim L8+ €0) = F(@) (2.8)
e—0 €

Nous trouvons que :

F(i+ep) — F(a)

€

A=

a |

SR

B dz

On remarque que :
1

B = /ft(x,ﬂ + tep, Vu + teVy) dt
0

Telle que :
fi = %f(m,ﬂ, Vu)
Alors : 1
Flatep) - F@) _ / / fol, @+ tep, Va + teVp) dtdx
€
0
On pose :

fi=u+tep, fo =Vu+1teVyp

Nous calculons maintenant f; tel que

ol 0 di 01 d

i@, fi, f2) = ofidt " of di

Alors
ft(x7 fla f2) = fu(x7 flva)EQO + <f§(l’,f1, fQ);€v§0>

Nous mettons :

/fu z, f1, fa)ep + (fe(, f1, f2); V)] dt
0

[f(z,u+ep, Vu+eVy) — f(x,u, Vu)] de
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Donc

F(i + ep) — F() :/9@76) o

€
Q

Si nous pouvons montrer qu'’il existe v € L! tel que :

pour tout e suffisament petit
[9(z,€) [<7(x)  ppref (2.9)
Nous trouvons
| ful@, fr, f2)i0) | < | fula fr, f2) (] o

< @)+ B AP+ 1L P el

< (@) @ | +8(u+ e P+ | Va+ Ve P71 | ¢
Et
| (fe(z, f1, f2); Vo) | < | fel, f1, f2) [| Vo |

< laa@+ B AP+ 1L PV
< oa(2) | Ve [ +8(lT+e 7 + | Va+ Ve 7)) | Ve |

Comme u, p € WHP(Q, R), alors :
arlella+e P el| Vit Ve 7 ¢ le LY(Q)
ar | Vol |a+e I Vel | Va+ Ve | Ve e L1(Q)
En intégrant sur ¢ on obtient
Yw) = ar(@) | @ | +as(z) [ Vo [ +8(|T+¢ P71+ | Va+ Ve [T (| Ve |+ ¢ |)

Avec v e LY(Q)
Car :
ar| e la+e P el | Va+ Ve 7 ¢ le LY(Q)

a | Vo |, [T+ 7 Ve || Va+ Ve |7 Ve e LY(Q)
Nous appliquant le théoréme de convergence domine de Lebesgue, trouvons :

(Ey) L(u,p) =0 Voe W

La condition suffisante de minimum donné par :
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Théoréme 2.4 Siw vérifier (Ey) et (u,§) = f(x,.,.) est convexe pour x € Q@ p.p

Alors w est un minimiseur de

inf /fu(x,u(a:),Vu(x)) dx

uEWé'p

Preuve.

D’aprés les hypothéses sur f, nous déduisons que, pour presque tout z € 2
f(x,u,Vu) > f(z,u,Va) + (fe(z,uw, Vu); V(u —a)) + fu(z, 7, Va)(u —u)

Donc

Yu € W(l)’p , nous avons d’aprés 'intégration et attrayant a (Ey) on a :
/f(x,u, Vu) dx > /f(x,ﬂ, V) dx
Q Q

D’ou la resultant. m

Définition 2.2 On dit que u € Wé’p, est une solution faible de I’équation d’Euler-Lagrange

St

/{(fu/(:p,ﬂ(m), Viu(x)), Vo(z)) + fulz,a(x), Vu(z))v(z)} de=0 Vv e Wé’p(Q) (2.10)
Q

2.3 Résolution du probléme
Dans cette section, on va résoudre les deux problémes classiques

Solution 1 (Probléme 1) L’équation d’Euler-Lagrange forte représentant la condition pour
que la fonctionnelle L est extrémale est donné par (2.4)
On remarque que f ne dépend pas de y, alors

af _
8y_

4 (91N
de \oy' )

0

L’équation ci-dessus devient
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ce qui veut dire que g—?f, est un constant par rapport a x,
ou encore

of .y _ .

o V1+@)R
alors

k
/ _
V==
D’aprés [integration on trouve
k
ly(z)| = +C

VIR
C’est un résultat trés important, puisqu’il indique que la courbe qui minimise Lly(x)| entre
AetB est effectivement une ligne droite.
Remarque :

I’équation d’Euler-Lagrange ci-dessus est le condition pour que la fonctionnelle ait une
valeur extrémale. Dans notre cas cela donne une valeur minimale de la distance, puisque la
distance maximale entre deux points est une valeur infinie.

La valeur de k est définie par les condition auz limites de probléeme

k

ly(a)| = ﬁ“ +C
k
ly(b)| = ﬁ(ﬂr C
alors
2 k2 2
(y(0) —y(a))" = ;=50 ~a)
Donc

|k =

le signe de k depend de y(z). D’ou

) =020y (2.11)

En remplacant dans lexpression de Ly(x)] on obtient

L=/ (b—a)?+ (y(b) - y(a))?

UNIVERSITE DE MEDEA 2017-2018 KH. MOHAMED



Reésolution du probléme 34

Solution 2 (Probléme 2) On remarque que F(y,y") ne dépend pas de s.

Dans ce cas, on multiplie I’équation (2.4) par y' on obtient

oF d (O0F
I = =) =0. 2.12
Yoy Vs (ay/) 0 (2.12)
On a
d ( ,0F\ dy OF N ,d (OF
s \V oy ) ds Oy Vs oy )’
alors

(O _d (OFY OF
Vs dy' ) ds y@y' y@y”

en remplacant dans (2.12)

OF (0P, 0P
Y oy ds yay’ Y oy
Ou encore
oF oF d oF
gy = (). 2.13
Y5+ (V) 21
La différentielle totale de F s’écrit
oF OF OF
dF "= —ds+ —dy + —dy
(5,9,9) = 5-ds + oWt 5
comme F' ne dépend pas de s
Alors
ar _or, or,
ds Oy ay’y ’
d’apres (2.13)
aF _d ( OF
ds  ds \7 Y’
Par identification
OF
F=y—+k
alors
oF
F—y— =k 2.14
Yoy (2.14)
Ona
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en remplagant dans (2.14) on obtient
Wi-y +yy (1—y" )2 =k,
alors
y=k(1-y")z,
en élevant les deux mombres au carré et ce que donne
273
-]
'] { ’
Ou encore
d
ds = i
=)
Donc
|s| = karcsin(=)
alors
y(s) = ksin(7)
comme y(L) =0 alors sin (&) =0
alors
l l
ok o’
donc
[ 2
y(s) = 5 sin(=1). (2.15)
En dérivant (2.15) on obtient :
2
dy = cos(%)ds
Comme
(ds)? = (dy)* + (dz)?,
alors
. ,27s
|dx| = sm(T)ds,
d’aprés 'intégral on trouve :
[ [ 2ms
- = —). 2.16
#(s) ~ 5o =~ cos() (2.16)
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En élevant au carré les équation (2.15),(2.16) puis en les additionnant, on obtient

Lo, o P
— 42 = 7 2.17
(@ 27r) 4 472 ( )
ceci est effectivement est l’équation d’un cercle de rayon —2; et de centre (—2;, 0).

Cette équation représente la courbe qui mazimise

!
3
/
A=2 [ty ds
0
2
donc A= i—
7/
On va vérifie que la surface A est maximale,
si la surface était minimale ne devrait pas trouver une valeur plus petit que A,
1l suffit de trouver un seul cas ot on pourrait avoir une surface délimité par une courbe de
longueur [,
et qui soit de valeur inférieure a la surface d’un cercle de périmétre [.

Alors la surface hauchuré est égale a

AP,
Acarré = 1 <E

Donc la surface A du cercle de périmétre | est la surface mazximale qu’on puisse faconner a

l'aide d’une courbe de longueur |
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Chapitre 3

Applications

On va baser dans cette chapitre sur [3] [4] [5] [3] [0]

3.1 Reésultats principal de I’équation d’Euler-Lagrange

3.1.1 Cas classique

Théoréme 3.1 . Soient f € C*([a,b] x R x R) et y € C'([a, b))

On consider le probléme (P) suivante :

yeC*([a,b])

(P) inf {F(y)/f(x7y,y’) dr tq yla)=a et y(b)ﬁ} =m

i| Siy € C*([a,b]) un minimum absolu de (P) alors
() { i [fy (@,7.9)] = fy(=.3,y),  x€lal
yla) =, 7(b) =45
On notée [ = f(x,y,y’), fy=% fy=355
ii| Siy vérifier (E) et f une fonction convexe pour tout x € [a,b], alors Y est un minimum

de (P).

iii] (la fonction f et strictement convexe) = (alors le minimume J est unique).

Démonstration.
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1¢" etape : Comme ¥ est un minimum absolu de (P). Alors pour tout v € C} et Vh € R,
on a:
F(y) < F(y + hv)
Comme 7 € C?([a,b]) et la fonctionnelle F' ne depende pas de h alors :

d
Z%F@+hmuﬂ:m

Donc
b

/[fy/(%?(ﬂf)@'(ﬂf))v'(ﬂ?) + fy(2,9(x), 7 (2))o(x)] dz =0

a

On integre par partie est on obtient :

Utilisons alors le lemme fondamentale du calcul des variation pour obtenir :

d
@) = e nY) Ve (31)

Donc ¥ minimise 1’équation d’Euler-Lagraange
2°m¢ etape : Soit ¥ est une solution de (3.1), avec y(a) = a et (b)) =p
Et comme f(z,.,.) est convexe, continu.

Alors pour tout y € C'([a,b]) tq y(a) =a ,y(b) = B, et d’aprés le theoreme (1.1)

on trouve :

,) + (f,<5(7,_, @,)7 (07 Yy — gv y, - y/))
) of of of o
)+((a_x>_y7a_y,>7(oay_yvy_y)>
)+ L@ g Yy =1+ fy (V' = 7)

IV
=
8

<
<

flx,y,y)

\Y
=
K

<
<

%
=
B3

<
<

En intégrant,

Pz P+ [ {33 - istes) -7 o

a

En combinant (3.1) avec I'inégalité ci-dessus, on a :

F(y) > F(7)

Donc 7 est un minimum de (P)
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3¢ etape : Soient y;,ys deux solution de (P) et m la valeur du minimum.

On pose y3 = 341 + 39» telle que y3 € C'([a,b]), avec y3(a) = o,  y3(b) = j

De plus, par convexité de f on a :

Fls) < 5F0) + 5 (02)

Par conséquent

b

/ Bf(x,yl,yi) + %f(x7y27yé> - f(I

a

1 1
) ¥ + 2Y2: Y1+ )| dr =0 (3.2)

La fonction f est strictement convexe, déduit que y; = y»
D’ot 'unicité de solution.
Donc

(7 minimise (P) ) < (¥ est une solution de I’équation d’Euler-Lagrange) 4

Remarque 3.1 La condition ii est une condition suffisante d’existence de solution de (P).

3.1.2 Cas général

Théoréme 3.2  Soient Q C RN un ouvert borné Lipschitzien, f € C*(Q x R x RY)
satisfaisant pour p > 1.

Ona:
fulz,y, V), | fu(z,u, Vu) |< B+ |u [P~ + | Vu [P B>0 (3.3)

Siuw e WH2(Q) minimise (22) tel que :

(2) inf ¢ F(u) = /f(x,u(m),Vu(x)) dr tq ue Wy (Q)

Q
alors u satisfait [’équation d’Euler-Lagrange faible.

Si f € C? etw € C*(Q) alors T vérifier I’équation suivant :

(z,w, V)] = fu(z,u, Vu), x €}

||Mz
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Démonstration.
Nous allons maintenant démontrée ce théoréme pour p = 2
Soit p € Wy?(Q) et o € R, on a alors que v = + ap € W'2(Q) et v — ug € Wy*(Q)

Par conséquent, comme u réalise le minimum de &

Alors on a :
F(u+ ap) > F(u)
Et donc
d
—F () |amo= HY(Q
LP() =0 Ve € HYQ)
d

o) a0 =0
= / {fule,u(z), Vu(z))p(x) + (fuw (z,ulz), Vu(e)); Ve(z)) } de

Donc w satisfait ’équation d’Euler-Lagrange faible. D’aprés le lemme fondamentalle on

obtient :
(fw(z, u(z), Vu(z)); Vo(z)) + fulz,u(z), Va(z))p(z) =0
D’autre part,
(fu(z,u(z), Vu(z)); Vo(z)) = —(Vfw(z,u(z), Vu()); ¢(z))
= _vfu’ (‘7:7 ﬂ(l’), Vﬂ($))g0($)

Comme € € RY alors le variable x est un vecteur
Soit
uw: Q=R et Vu:Q—RY avec N> 1

Alors on a un systéme d’équation associe.

Plus précisément, I’équation d’Euler-Lagrange donnée par :

gy’
> o [ (2, VO)] = fu(e, 7, V)
i=1

Donc .
Z % [fu(z, 7, VT)] = div|[f.(z, 3, V)]

Ce la forme forte de I’équation d’Euler-Lagrange. ¢
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Corollaire 2 Soit
f:OxRxRY 5 R,
est un fonction de C?(Q2 x R x RY).

Siu € C*(Q) est un minimum de

3) inf mei/ﬂ%mmvm@ymmuewym)

Q

Alors w vérifie

> o e 0, V)] = a5, V) (3.4)

Preuve.

Soit u € C?(Q) est un solution de (), alors
F@) < F(u) Yue WyP(Q)
Comme C%(Q) € W5P(9Q), alors
int ()P (1) < nf(DF(u),

alors

F(u) < 1é12f(Q)F(u)

Donc u satisfait 'équation (3.4) m

3.2 L’intégrale de Dirichlet

On va étudier la fonctionnelle de Dirichlet.

Théoréme 3.3 Soit ) un ouvert borné de lipschitzien, on conidere le probléme de Dirichlet,
1
(Zp) inf ¢ F(u) = / {§|Vu(x)|2 —g(@)u(z)| dv : wuwe HNQ)

Si g € L2(Q), alors (Pp) admet une solution unique u € H(Q) qui vérifier 'équation
suivant :

/(Vﬂ(m); Vou(z)) de = /g(x)v(x) dx Vv € Hy(Q)

Q Q
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Démonstration.

On procédent de la méme maniere que le théoréme (2.1) de chapitre 2 pour démontre

que le probléme (£2p) admet un solution.

Nous montrons maintenant que, u satisfait (?p) alors Ve € R, Vv € H}(9Q),

ona U + ev € H}

Comme @ est le minimum de (#p), on doit avoir
F(u+ ev) > F(u),

alors

d
—F(u+ ev)|e=g =0
de

On va calculer maintenant

Fu+ev) = /B|Vﬂ+ewy2—f(ﬂ+ ev)] dx
Q
1
= /[§(|Vﬂ|2+e|V1}|2+26]VﬂHVv\)—fﬂ—l— efv} dx
Q
Alors
d 0 9 9
&F U+ ev) % |3 |Vu| + €| Voul” + 2¢|Va||Vo|) — fu+ efo
Q
/ Vol + [Vl V| - fo] d
Q
Comme
4 P+ ev)|co = 0
de u €V )|e=0 =
Donc
/ (Vi(z): Vo(z)) do = / F@)o(a) da
Q Q
D’ou

Toute solution de (Zp) est un solution de (3.5)
Il reste & montrer que (Zp) admet une solution unique.
Unicité

Soit w,v € H}, deux solution de (£p) Alrs ona

F(u)=F(@®)=m
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On pose W=1u+ 30 est un minimum de (Pp)
par la convexité de F' , nous trouvuns :

F@) + 2F(@) = m

m < F(w) < 5

DO | —

Comme F' est strictement convexe, on a
F(u)— F(w)=0

Alors
F(u) = F(v)
Donc w=7v

D’ou la solution est unique. ¢

3.3 Au dela de I’équation classique d’Euler-Lagrange

Dans cette partie on presentera un résultat axiliaire obtenu récement par G. Bonfanti

et M. Mazzola (voir [8]).Ce travail est basée sur les deux résultats de M. Degiovanni, M.

Marzocchi (voir [0]) et A. Cellina (voir [3]) obtenus dans le cas de fonctionnelle ne vérifions

pas les conditions de croissances polynomiales classiques.
Soit © un ouvert borné de RV

On considére le probléme

(2) inf ¢ F'(u) = /f(a:,u(x),Vu(a:)) dr = u e WyP(Q)
tel que
f(@,u(x), Vu(z)) = L(Vu(z)) + g(z, u(z)),

u — g(x,u) est une fonction concave p.p.x € 2,

L : RN — R est convexe, differentiable
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Hypothése :
Soit g : 2 Xx R — R est Carathéodory

De plus

e Sip < N, alors 3oy € (LP")(Q)etf; € (L) (Q) tq
19(z,u)| < ar (@) + Ba(z)|ul” ppx€QVueR
e Sip=N, alors Ir > 1,3ay € L" (Q)et Sy € (L®)(NQ) tq
9(z,w)| < as(z) + Bo(2)|u]”  ppaeQVueR
e Sip> N, alors Jaz € L' (N)etB3 : R — R tq
lg(z,u)| < as(x) + Bs(u)  ppaeQVueR

Théoréme 3.4 Si L € CYQ) et si g satisfait I’hypothese A, alors ’équation d’Euler-
Lagrange associée au probleme () vérifier.

c’est-a-dire si u est un minimiseur pour (), alors il existe une sélection o(x) tq :

/ (L(Va()); Vi(e)) dz = — / o(2)(x) di Vi € C(Q),

Q Q
avec o(z) € dg(x, u)
Ou
9g(x,&) ={y € R: g(z,u) < g(z,&) + (y;u — &)}
Remarque 3.2 Nous observons que [’hypothese A est suffisante pour prouver notre résultat

principal, mais elle ne garantit pas existence d’un minimum pour le probléme (£?) dans le

cas p > N
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