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Résumé

Dans ce travail ,on va étudier la stabilisation de l’équation des ondes avec un
feedback interne non linéaire localement distribué dissipatif .

Pour ce la nous avons divisé le travail en quatre chapitres :
Dans le premier chapitre, nous avons invoqué les concepts et les règles de la

base, des théories et des corollaires et conclusions et d’autres, avec leurs références
individuelle et tout ce dont nous aurons besoin plus tard.

Dans le deuxième chapitre, nous avons prouvé l’existence et l’unicité de la solu-
tion .

En utilisant le théorème de (Carathéodory) pour prouver l’existence de la solu-
tion et en utilisant la méthode de (Faedo-Galerkin) [trouver une solution approchée
et on fait des estimations et passage à la limite pour montrer que la solution appro-
chée converge vers la solution exacte et on fait une vérification des données frontière
et initiale] pour obtenir une solution régulière et faible et on prouver l’unicité de
chaque un de ces deux solutions.

Dans le troisième chapitre, nous prouvons aussi l’existence et l’unicité de la
solution, mais en utilisant la méthode de semi-groupe.

Cette méthode dépend à démontrer que l’opérateur linéaire A est monotone et
surjectif.

Pour ce la on écrivons notre problème sous la forme
d

dt
U +AU = 0.

U0 =

[
u0

u1

]
, dans V × L2(Ω) ou H2(Ω) ∩ V × V .

puis on utilisons le théorème de ( Hille-Yozida ) pour prouver l’existence et l’unicité
de la solution régulière et faible.

Dans le dernier chapitre, nous démontrons le théorème qui prouve la stabilité
uniforme de notre problème puis la stabilité exponentielle et la stabilité polynômiale
des solutions .

Mots-clés : Stabilisation , Semi-groupe , Feedback interne , Multiplicateur .
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Notation

∂iu Dérivée partielle de u par rapport à la variable xi.
∇u = (∂1u, ..., ∂nu) Gradient de u.

div(P ) =
n∑
i=1

∂iPi Divergence de P ∈ Rn.

∆u =
n∑
i=1

∂2
iiu Laplacien de u.

∇Γu Gradient tangentiel de u sur Γ.
divTP Divergence tangentiel de P .
∆Γu L’opérateur de Laplace-Beltrami appliqué

à u (laplacienne tangentiel de u).
∂αu = ∂α1

1 ...∂αnn u Pour α = (α1, ..., αn) ∈ Nn.
n(x) La normale sortante au domaine Ω.
ν Vecteur normale unitaire sortant de Γ.
∂νu Dérivée de u dans la direction de ν.
‖.‖X Norme de l’espace de Banach X.
X ′ L’espace dual de X.
< ., . >X′,X Crochet de dualité entre l’espace de Banach X et son dual X ′.
(u, v)X = u.v Le produit scalaire sur X.
Rn L’espace de dimension fini n.
R+ = [0,+∞[.
D(Ω) L’espace des fonctions de Ω dans R et indéfiniment

dérivable et à support compact.
D′(Ω) L’espace dual de D(Ω) i.e : l’espace de distribution.
L1
loc(R) L’espace des fonctions mesurables localement intégrables.
E(Ω) L’espace des fonctions indéfiniment dérivables quelconques.
E ′(Ω) L’espace des distributions à support compact .
S(Rn) L’espace de Schwartz (l’espace des fonctions à décroissances

rapides ).
S ′(Rn) L’espace dual de S(Rn) i.e : l’espace des distributions tempérées.
Lp(0, T,X) L’ensemble des fonctions mesurable par rapport à la mesure

de Lebesgue sur ]0, T [ et à valeur dans X.
continue
↪→ ou ↪→ L’injection continue .

compact
↪→ L’injection compact.
≡ Equivalente ou identique.
Hm(Ω) L’espace de Sobolev d’ordre entier.
H1

0 (Ω) L’espace des fonctions dans H1(Ω) nulle sur les bord.
H−1(Ω) Le dual de H1

0 (Ω).
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σ(E,E ′) La topologie faible.
σ(E ′, E) La topologie faible * .
Hess(u) = ∇(∇(u)) La matrice Hessienne de u.
xn → x Signifiée que xn converge vers x fortement.
xn ⇀ x Signifiée que xn converge vers x faiblement.
xn

∗
⇀ x Signifiée que xn converge vers x faiblement étoile.

H L’espace de l’énergie.
E(t) L’énergie associée à la solution u.
Ω L’adhérence de Ω.
dΓ = dσ La mesure surfacique.
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Introduction générale

Note historique
Un ensemble riche de résultats est actuellement disponible sur l’équation d’onde en l’absence

de terme de limite ∆Γu ; par exemple voir ([14]) et ses références.
La condition de Cauchy-Ventcel sur Γ1 se pose lors de la modélisation de la vibration du

corps avec une couche frontière fine de haute rigidité.
D’abord un tel système a été étudié par Lemrabet ([15]) et par la suite par Lemrabet et

Teniou ([16]), dans ([16]) les auteurs prouvent l’existence et les résultats de la régularité pour
le cas où le feedback g est linéaire.

Bey ([17]) et Hemmina ([18],[19]) ont étudié la stabilisation frontière pour les systèmes
isotropes linéaires élasto-dynamiques et l’équation d’ondes avec conditions Ventcel.

Dans ([18]) l’auteur a montré dans les conditions aux limites dynamiques et sur les domaines
en forme d’étoile que le système d’élasticité avec les conditions de Ventcel est exponentiellement
stable.

([18]) fournit également un contre-exemple démontrant que si a ≡ 0 alors l’énergie de ce
système ne se désintègre jamais exponentiellement même si le feedback dissipative est appliquée
à l’ensemble du frontière tout entier.

Ensuite ,les conditions aux limites dynamiques de Ventcel ont été étudier par Khemmoudj
et Medjden ([20]).

Ces résultats ont été récemment étendus par Cavalcanti, Khemmoudj et Medjden ([21]) aux
opérateurs linéaires A et AT avec des coefficients variables (mais toujours pour les domaines
en forme d’étoile).

en employant les nouvelles estimations d’énergie combinées avec des méthodes géométriques
riemanniennes dues à Lasiecka , Triggiani et Yao (e.g. voir [22]).

Un autre travail récent ([23]) établit des taux de décroissance exponentielle de solutions à
une Équation d’onde semi-linéaire de Cauchy-Ventcel,sans restrictions sur la géométrie, mais
avec un terme de feedback linéaire qui est efficace dans un voisinage de la frontière entière.

Ce travail est consacré à l’étude de taux de décroissance forte de l’énergie associe à la solu-
tions de l’équation d’onde avec les conditions aux limites de Cauchy-Ventcel et notre problème
s’écrit sous la forme suivante :

utt −∆u+ a(x)g(ut) = 0 sur Ω×]0,+∞[.
∂νu−∆Γ1u = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
u = 0 sur Γ0×]0,+∞[.
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω.

où Ω est un domaine borné de Rn (n ≥ 2) ayant une frontière régulière Γ = ∂Ω, tel que
Γ = Γ0 ∪ Γ1 avec Γ0 et Γ1 étant fermé et disjoint.

Si a(x) = 0 alors la stabilité exponentielle uniforme ne tient jamais même si le feedback de
friction linéaire est appliqué à la frontière entière du domaine .

9



On noté par∇T ou∇Γ le gradient tangentiel sur Γet par ∆Γ l’opérateur de Laplace-Beltrami
(laplacienne tangentiel) sur Γ et par ∂ν le Dérivée normale où ν représente le champ normal
sortant de Γ.

Dans ce travail nous avons adopté sur les articles suivants ([24],[25] et [26]).
L’objectif principal de ce travail est :
i) pour prouver que l’effet localisé du feedback dissipative non linéaire a(x)g(ut) est suffi-

samment forte pour garantir la stabilité exponentielle du système.
ii) affaiblir considérablement les hypothèses standard sur le support de feedback.

Effectivement, la majorité des résultats dans cette direction traiter avec domaines en forme
d’étoile.

Soit f : Ω → R une fonction régulier et strictement convexe dont la construction sera
clarifiée en prochaine,on définir w1 comme étant un voisinage de Γ1 et subdiviser la frontière
Γ0 en deux parties :

Γ∗0 = {x ∈ Γ0 | ∂νf > 0} et Γ∗1 = {x ∈ Γ0 | ∂νf ≤ 0}.

Donc, soit w0 un voisinage de Γ∗0.
Nous prouvons que si a(x) ≥ a0 > 0 sur le sous-ensemble ouvert w = w0 ∪w1 et si g est une

fonction croissante monotone satisfaisant k|s| ≤ |g(s)| ≤ K|s| pour tout |s| ≥ 1, alors l’énergie
du système décroit uniformément au taux quantifié par la solution à une certaine ODE non
linéaire dépendante de l’amortissement.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Définition de la stabilisation de l’équation des
ondes
Définition 1.1.0.1. La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-
action (feedback), elle consiste donc à garantir la décroissance de l’énergie des so-
lutions vers 0 de façon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le problème de stabilisation auquel on s’intéresse revient à
déterminer le comportement asymptotique de l’énergie que l’on note E(t) (c’est la
norme des solutions dans l’espace de l’énergie), après on va étudier sa limite afin
de déterminer si cette limite est nulle ou pas.

Il existe plusieurs degrés de stabilité que l’on peut étudier.
Le premier degré consiste à analyser simplement la décroissance de l’énergie des

solutions vers zéro , c’est ce que l’on appelle la stabilisation forte i.e :
lim
t→+∞

E(t) = 0.
Pour le second, on s’intéresse à la décroissance de l’énergie la plus rapide c’est

à dire , lorsque celle-ci tend vers 0 de manière exponentielle i.e :
E(t) ≤ Ce−δt, ∀t > 0 ,où C et δ sont des constantes positives avec C qui dépend
des données initiales.

Quant au troisième, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la dé-
croissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :
E(t) ≤ C

tα
, ∀t > 0.

Où C et α sont des constantes positives avec C qui dépend des données initiales.

1.2 L’espace des distributions
En analyse mathématique, une distribution (également appelée fonction généra-

lisée ) est un objet qui généralise la notion de fonction et de mesure.
La théorie des distributions étend la notion de dérivée à toutes les fonctions loca-

lement intégrables et au-delà, et est utilisée pour formuler des solutions à certaines
équations aux dérivées partielles.

Elles sont importantes en physique et en ingénierie où beaucoup de problèmes
discontinus conduisent naturellement à des équations différentielles dont les solu-
tions sont des distributions plutôt que des fonctions ordinaires.
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1.2.1 Espace des fonctions tests

Définition 1.2.1.1. Soit Ω un ouvert non vide de R.

D(Ω) := {f ∈ C∞(Ω, telle que : supp (f) est compact}.

Avec :
supp (f) = {x ∈ R, tel que : f(x) 6= 0}.

1.2.2 Distribution

Définition 1.2.2.1. (voir [3] p 24-25) Une distribution sur un ouvert Ω de R est
une forme linéaire continue sur l’espace D(Ω).

Les distributions forment un espace vectoriel dit espace des distributions
noté D′(Ω).i.e :

T : D(Ω) → C
ϕ → T (ϕ) =< T, ϕ > .

est linéaire et continue.
Donc :D′(Ω) est un espace dual de l’espace D(Ω), et alors :
Une distribution T est donc une application de D(Ω) dans C faisant correspondre

à une fonction test ϕ un nombre complexe noté < T, ϕ >.
— Linéarité :∀ϕ1, ϕ2 ∈ D(Ω),∀λ ∈ C :< T, λϕ1+ϕ2 >= λ < T, ϕ1 > + < T, ϕ2 > .
— Continuité : Si ϕk → ϕ dans D alors < T, ϕk >→< T, ϕ > dans C.
Remarque 1.2.2.1. La condition de continuité peut être remplacée par une majo-
ration :
∀K (compact) et ∀ϕ ∈ D(Ω) de support dans K, Il existe une constants CK et un
entier m ∈ N tels que :

|T (ϕ)| ≤ CK sup
|α|≤m

sup
t∈Ω
|∂αϕ(t)|, ∀α ∈ Nn.

1.2.3 Dérivation des distributions

Définition 1.2.3.1. La dérivée T ′ d’une distribution T de D′ est la distribution
définie par :

∀ϕ ∈ D(Ω), < T ′, ϕ >= − < T, ϕ′ > . (1.1)

De même on pourra définir les dérivées successives suivantes :

∀ϕ ∈ D(Ω), < ∂αT, ϕ >= (−1)|α| < T, ∂αϕ >, α ∈ Nn. (1.2)

Avec |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

Et pour plus de précision (voir [3] p 33-37).

1.2.4 Topologie sur D′(Ω)

Définition 1.2.4.1. (Voir[3] p 71) Une suite de distribution (Tn)n∈N converge dans
D′(Ω) vers T lorsque la suite de nombres complexes < Tn, ϕ > converge dans C vers
< T, ϕ > pour toute ϕ ∈ D(Ω) i.e :

limTn = T ⇔ lim < Tn, ϕ >=< T, ϕ >, ∀ϕ ∈ D(Ω). (1.3)
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1.2.5 Distribution tempérée

Définition 1.2.5.1. On appelle l’espace de Schwartz l’espace des fonctions à dé-
croissances rapides et on le note S(Rn) i.e :

S(Rn) = {f ∈ C∞ / sup
x∈Rn
|xαDβf(x)| < +∞}. (1.4)

Définition 1.2.5.2. On appelle distribution tempérée toutes formes linéaires conti-
nues sur S(Rn) et on le note S ′(Rn) ,(i.e : le dual topologique de S(Rn)).
i) - Linéaire :(évident).
ii) - Continue : ∀(ϕk)k ⊂ S : ϕk → 0 dans S , alors : T (ϕk)→ 0 dans C.

1.3 Les espaces Lp(Ω)

On considère Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de dµ, la fonction f sera
considérée de Ω dans R ou C .

Soit 1 ≤ p ≤ +∞.

1.3.1 Définition de l’espace Lp(Ω)

Définition 1.3.1.1. On appelle Lp = Lpµ(Ω,C) l’espace des fonctions mesurables
f : Ω→ C telles que µ(|f |p) < +∞ ,où µ est une mesure de Lebesgue sur Ω i.e :

Lp(Ω) =


f : Ω→ C,mesurable telle que

∫
Ω

|f |p dµ < +∞ si p ∈ [1,+∞[.

f : Ω→ C,mesurable telle que sup ess|f(x)| < +∞ si p = +∞.
(1.5)

On associée à Lp la norme suivantes :

‖f‖p =


[∫

Ω
|f(x)|p dµ

] 1
p si 1 ≤ p < +∞.

inf{c > 0/ |f | ≤ c, µ.pp− Ω} si p = +∞.
(1.6)

Notation 1.3.1.1. On dit que p et p′ sont deux exposants conjuguées pour tout p
et p′ ∈ [1; +∞] ssi :

1
p

+ 1
p′

= 1, et on notera dans toute la suite p′ le conjuguée de p.

1.3.2 Inégalité de Hölder

Théorème 1.3.2.1. Soient f ∈ Lp et g ∈ Lp′ ,où 1 ≤ p ≤ +∞, alors :f.g ∈ L1

et on a ∫
|fg| dµ ≤‖ f ‖p . ‖ g ‖p′ . (1.7)

Démonstration : (voir [1] p 56).

1.3.3 L’inégalité de Young

Théorème 1.3.3.1. Soient p, p′ ∈]1,+∞[ tel que 1
p

+ 1
p′

= 1 alors :

ab ≤ 1

p
ap +

1

p′
bp
′ ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0. (1.8)

Démonstration :( voir [1] p 56).
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1.3.4 Inégalité de Jensen

Théorème 1.3.4.1 (Inégalité de Jensen). Soit (X; τ ;µ) un espace mesuré et
f : I → R une fonction µ-mesurable positive sur X. Soit χ : I → R une fonction
concave sur un intervalle I ⊂ R alors

χ(
1

µ

∫
X

f dµ) ≤ 1

µ

∫
X

χ(f) dµ. (1.9)

Démonstration (Voir [10] ).
propriété 1.3.4.1. :
i) - La densité : D(Ω)est dense dans Lp(Ω) pour tout p 6= +∞.
iv) - Dual :(Lp)′ = Lp

′ pour tout p ∈ [1,+∞[ mais L1 ⊂ (L∞)′.

Pour plus de précision (voir [1]).
Théorème 1.3.4.2. Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne
dénombrable.

Démonstration (Voir[1] p 86).

1.3.5 Espace des fonctions à valeurs vectorielles

Définition 1.3.5.1. :
1. Soit X un espace de Banach et T > 0 .

On note Lp(0, T,X), ∀p ∈ [1,+∞[ l’ensemble des fonctions mesurable par
rapport à la mesure de Lebesgue sur ]0, T [ et à valeur dans X ,telle que x→ ‖u‖pX
est intégrable sur ]0, T [.
On associe à X la norme :

‖u‖Lp(0,T ;X) =


[∫ T

0
‖u(x)‖pX dx

] 1
p si p ∈ [1,+∞[.

sup ess‖u(x)‖X < +∞ si p = +∞.
(1.10)

On a (X, ‖.‖Lp(0,T,X)) est un espace de Banach.
2. L’espace des distributions sur ]a; b[ à valeurs dans X est noté D′(a, b;X), et on

a
D′(a, b;X) = L(D(a, b);X),

où L(D(a, b);X) désigne l’ensemble de toutes les applications linéaires et conti-
nues de D(a; b) dans X.

3. L’espace de SobolevW 1,p(a, b;X) est constitué de toutes les (classes de) fonctions
u ∈ Lp(a, b;X) telles que u′ existe au sens des distributions et u′ ∈ Lp(a, b;X),
et on le munit de la norme suivante :

‖u‖W 1,p(a,b;X) =


[∫

Ω

‖u(x)‖pX + ‖u′(x)‖pX dx
] 1
p

si p ∈ [1,+∞[.

sup ess(‖u(x)‖X + ‖u′(x)‖pX) < +∞ si p = +∞.

14



Proposition 1.3.5.1. Soient X et Y deux espaces de Banach sur le corps
K = R(ou C), alors

1. C([a, b];X) est dense dans Lp(a, b;X), et on a l’injection continue

C([a, b];X) ↪→ Lp(a, b;X), pour 1 ≤ p < +∞.

2. Lp(a, b;X) est séparable, si X est séparable et 1 ≤ p < +∞.
3. si X ↪→ Y , alors Lp(a, b;X) ↪→ Lq(a, b;Y ) ,pour 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞.
4. pour 1 ≤ p ≤ +∞ ,alors :

Lp(a, b;X) ↪→ D′(a, b;X).

1.3.6 Lemme de Aubin – Lions

Théorème 1.3.6.1. Soient X0, X etX1 trois espaces de Banach
avec X0 ⊆ X ⊆ X1.

On suppose que ∀p, p′ ∈ [1,+∞], X0

compact
↪→ X et X

continue
↪→ X1.

Soit
W = {u, v ∈ Lp0([0, T ];X0) , v′ =

dv

dt
∈ Lp1([0, T ];X1)}.

avec p0, p1 ∈]1,+∞[ on considère W muni de la norme

‖v‖Lp0 ([0,T ];X0) + ‖v′‖Lp1 ([0,T ];X1).

alors, W est de Banach et on a l’injection de W
compact
↪→ Lp0([0, T ];X0) est compacte.

Démonstration (Voir [6]).
Lemme 1.3.6.1. Soient H et V deux espaces de Banach tels que H ↪→ V, si
u ∈ L1(0, T ;H)et u′ ∈ L1(0, T ;V ) alors

u ∈ C0([0, T ];V ).

Démonstration (Voir [11]).
Proposition 1.3.6.1. Soit u ∈ L2(a, b;X) alors il existe f ∈ H−1(a, b;X) unique
tel que

< f, θξ >=<< u′, θ >, ξ >, ∀θ ∈ D(a, b), ∀ξ ∈ X.

Démonstration (Voir [12]).
Corollaire 1.3.6.1. L’application

u ∈ L2(a, b;X)→ u′ ∈ H−1(a, b;X)

est linéaire et continue.
Démonstration (Voir [12]).
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1.4 Les espaces de Sobolev

1.4.1 Définitions

Soient Ω un ouvert de Rn , m ∈ N et p ∈ [1,+∞[.
Définition 1.4.1.1. (voir [2], p 44) L’espace de Sobolev est :

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) telle que : Dαu ∈ Lp(Ω) ∀α ∈ Nn, |α| ≤ m, au sens faible}.
(1.11)

On associée à Wm,p(Ω) la norme suivante :

‖ u ‖Wm,p(Ω)=


∑
|α|≤m

(‖ Dαu ‖pLp(Ω))
1
p si 1 ≤ p < +∞.

max
|α|≤m

‖ Dαu ‖L∞(Ω) si p = +∞.
(1.12)

Dans le cas de l’espace entier, on peut caractériser les espaces de Sobolev grâce
à la transformation de Fourier .
Définition 1.4.1.2.

∀s ∈ R, Hs(Rn) = {u ∈ S ′(Rn), telle que ξ → (1 + |ξ|2)
s
2 û(ξ) ∈ L2(Rn)}.

(1.13)

avec û(ξ) =

∫
Rn

e−ixξu(x) dx est la transformer de Fourier de u ∈ L1(Rn) .

1.4.2 L’inégalité de Poincaré

Théorème 1.4.2.1. Soit Ω un ouvert de Rn borné dans une direction et
p ∈ [1,+∞[.

Alors ∃ c = c(p,Ω) > 0 telle que :

‖ u ‖Lp(Ω)≤ c ‖ ∇u ‖Lp(Ω), ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) = D(Ω)

W 1,p

. (1.14)

1.5 Théories de trace
Soit Ω un ouvert borné de l’espace euclidien Rn avec une frontière ∂Ω de classe

C1(Ω) .
Si u est une fonction de classe C1 (ou simplement continue) sur l’adhérence Ω̄

de Ω, sa restriction est bien définie et continue sur ∂Ω.
Si de plus u est la solution d’une équation aux dérivées partielles donnée, elle

est en général une formulation faible, qui appartient donc à un certain espace de
Sobolev.

Les fonctions d’un tel espace ne sont généralement pas continues et ils sont
définies seulement sur Ω (et même seulement à égalité près presque partout), donc
leur restriction à ∂Ω n’a aucun sens.

Il vient que la restriction simple d’une fonction ne peut pas être utilisée pour
définir clairement une solution générale d’une équation aux dérivées partielles avec
des conditions aux limites de Ω données.

On peut contourner cette difficulté en considérant que tout élément u d’un es-
pace de Sobolev peut être mal défini en tant que fonction, mais peut toutefois être
approché par une suite (un) de fonctions de classe C1 définies sur l’adhérence de Ω.
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Alors, la restriction u/∂Ω de u sur ∂Ω est définie comme la limite de la suite des
restrictions un/∂Ω.

Munissons D(Ω̄) de la topologie induite par celle de H1(Ω) donc il existe une
constante positive C telle que

‖γ0u‖H 1
2 (Γ)
≤ C‖ u‖H1(Ω), ∀u ∈ D(Ω̄).

Démonstration (Voir [8]).
donc l’application γ0 : D(Ω̄)→ H

1
2 (Γ) est continue.

D(Ω̄) étant dense dansH1(Ω), cette application se prolonge donc par continuité à
une application linéaire et continue que l’on note encore γ0 et on a :

γ0 : H1(Ω) → H
1
2 (Γ).

u → u|Γ.

γ0 est appelée fonction trace.
On considère

H0(Ω) = {u ∈ L2(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)} et H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}.

Proposition 1.5.0.1. L’application linéaire :

γ1 : D(Ω̄)→ H−
1
2 (Γ).

définie par :

u→ γ1u =
∂u

∂ν
|Γ.

se prolonge par continuité à une unique application linéaire et continue :

γ1 : H1(Ω)→ H−
1
2 (Γ).

Démonstration (Voir [9]).
Proposition 1.5.0.2. L’application linéaire :

γ : D(Ω̄)→ H−
1
2 (Γ)×H−

3
2 (Γ).

définie par :
u→ γu = (γ0u, γ1u).

se prolonge par continuité à une unique application linéaire et continue qu’on conti-
nue à noter γ telle que :

γ : H0(Ω)→ H−
1
2 (Γ)×H−

3
2 (Γ).

u→ γu = (γ0u, γ1u).

Démonstration (Voir [9]).
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1.5.1 Formule de Green dans les espaces de Sobolev

Théorème 1.5.1.1. Soit Ω un ouvert bornée de classe C1 et Γ son bord.
Soit F une fonction de C1(Ω̄) à valeurs dans Rn (un champ de vecteurs).
Alors : ∫

Ω

div(F (x)) dx =

∫
Γ

F (x).n(x) dΓ. (1.15)

Théorème 1.5.1.2 (intégration par parties en dimension n). Soit Ω un ouvert
borné de frontière ∂Ω de classe C1 par morceaux.

Alors si u et v sont des fonctions de H1(Ω), on a :∫
Ω

(∂xiu)v dx = −
∫
Ω

(∂xiv)u dx+

∫
∂Ω

uvni dσ, i = 1, ..., n. (1.16)

où ni est la i ème composante de la normale sortante au domaine Ω.
Théorème 1.5.1.3 (Formule de Green dans H2). Soient Ω un ouvert borné de
frontière ∂Ω de classe C1(Ω) par morceaux, u ∈ H2(Ω) et v ∈ H1(Ω).

Alors : ∫
Ω

(∆u)v dx = −
∫

Ω

∇u.∇v dx+

∫
∂Ω

(∂nu)v dσ. (1.17)

Où dσ est la mesure surfacique .

1.6 Gradient tangentiel et laplacien tangentiel
Définition 1.6.0.1. Soit Ω un ouvert borné de classe C1 et de frontière Γ .

Si f ∈ C1(Γ) nous définissons son gradient tangentiel ( noté ∇τ ou ∇Γ ) par

∇τf = ∇f̃ − ∂ν f̃ν. (1.18)

Où f̃ est un prolongement de f dans un voisinage de Γ.
Si P ∈ C1(Γ,Rn) et si P̃ est un prolongement de P dans un voisinage de Γ alors

la divergence tangentiel de P est donnée par :

divτ (P ) = div(P̃ )− P̃ ′ν.ν. (1.19)

avec P̃ ′ = (∂jP̃i) .
Lorsque Ω est de classe C2 nous pouvons définir l’opérateur de Laplace-Beltrami

, noté ∆τ , sur Γ par :

∆τu = divτ (∇τu), u ∈ C2(Γ). (1.20)

Pour plus de précision (voir [4]).

1.7 La topologie faible et faible *

1.7.1 La topologie faible σ(E,E ′)

Soient X un ensemble et (Yi,Oi)i∈I une famille d’espaces topologiques et ϕi :
X → Yi une famille d’applications.
Définition 1.7.1.1. La topologie faible σ(E,E ′) est la topologie moins fine sur E
rendant continue toutes les application (ϕf )f∈E′.
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Proposition 1.7.1.1. Soit (xn)n∈N une suite de E. On a les propriétés suivantes :
(i) xn ⇀ x ssi f(xn)→ f(x) pour tout f ∈ E ′.
(ii) xn → x ⇒ xn ⇀ x.
(iii) Si xn ⇀ x alors (xn)n∈N est bornée dans E et ‖x‖E ≤ lim inf ‖xn‖E.
(iv) ϕn → ϕ dans E ′ et xn ⇀ x ⇒ ϕn(xn)→ ϕ(x).

Démonstration (voir [1] p 36).

1.7.2 La topologie faible * σ(E ′, E)

Définition 1.7.2.1 (Topologie faible *). C’est la topologie moins fine sur E ′ rendant
continues toutes les applications (ϕx)x∈E.
Théorème 1.7.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur
linéaire continu de E dans F .

Alors T est continu sur E muni de la topologie faible et sur F muni de la topologie
faible *.

La réciproque est également vraie.
Proposition 1.7.2.1. Soit (fn)n∈N une suite de E ′. On a les propriétés suivantes :

(i) fn
∗
⇀ f faible * ssi fn(x)→ f(x) pour tout x ∈ E.

(ii) fn → f ⇒ fn
∗
⇀ f faible * .

(iii) Si fn
∗
⇀ f faible * alors (fn)n∈N est bornée dans E ′ et ‖f‖E′ ≤ lim inf ‖fn‖E′.

(iv) xn → x et fn
∗
⇀ f faible * ⇒ fn(xn)→ f(x).

Lemme 1.7.2.1. Soit E un espace de Banach séparable et (fn)n∈N une suite bornée
de E ′.

Alors il existe une sous -suite (fnk)k∈N de (fn) et f ∈ E ′ telle que

fnk
∗
⇀ f dans E ′.

1.8 Opérateurs maximaux monotones et opérateurs
dissipatifs et théorème De Hille-Yosida

1.8.1 Opérateurs maximaux monotones et opérateurs dissi-
patifs

Définition 1.8.1.1. Soient H un espace de Hilbert et A : D(A) ⊂ H → H un
opérateur linéaire non borné .

On dit que :
A est monotone si :

(Av, v) ≥ 0 ∀v ∈ D(A). (1.21)

A est maximal monotone si de plus R(I + A) = Im(I + A) = H i.e :

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) , tel que u+ Au = f. (1.22)
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Définition 1.8.1.2. Soit H un espace de Hilbert réel.
Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur linéaire.
On dit que A est dissipatif ssi

< Az, z >≤ 0 ∀z ∈ D(A). (1.23)

Dans le cas où H est de Hilbert complexe alors :

A est dissipatif ⇔ Re < Az, z >≤ 0 ∀z ∈ D(A). (1.24)

Si A est maximal et dissipatif on dit alors que A est m-dissipatif.
Proposition 1.8.1.1. Soit A un opérateur maximal monotone .

Alors :
1. D(A) est dense dans H.
2. A est fermé .
3. pour tout λ > 0 , (I+λA)est bijectif de D(A) sur H ,(I+λA)−1 est un opérateur

borné et ‖(I + λA)−1‖L(H) ≤ 1.
Démonstration(Voir [1] p 101).

1.8.2 Théorème De Hille-Yosida

Théorème 1.8.2.1. Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de
Hilbert H.

Alors pour tout u0 ∈ D(A) il existe une fonction

u ∈ C1([o,+∞[;H)
⋂

C([o,+∞[;D(A)). (1.25)

unique telle que {
du
dt

+ Au = 0, sur [o,+∞[.
u(0) = u0 (donnée initiale). (1.26)

De plus on a

|u(t)| ≤ |u0| et |du
dt

(t)| = |Au(t)| ≤ |Au0| ∀t ≥ 0. (1.27)

Démonstration (voir [1] p 105 ).
Théorème 1.8.2.2. Soient X un espace de Banach et A : D(A) ⊂ X → X un
opérateur non borné .

On a l’équivalence :
1. A est m-dissipatif à domaine dense dans X.
2. A est le générateur infinitésimal d’un semi groupe de contraction.

1.9 Théorème de Carathéodory
Soient Ω ouvert borné de Rn et I ⊂ R et f : I × Ω→ Rn une fonction .
On considère le problème de Cauchy suivant :

(P)

{
x′(t) = f(t, x(t)) .
x(t0) = ξ.
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Définition 1.9.0.1. f est dite de Carathéodory sur Ω si :
1. Pour presque tout t ∈ I, la fonction x→ f(t, x) est continue de Ω dans R = Rn.
2. ∀x ∈ Ω, la fonction t→ f(t, x) est mesurable au sens de Lebesgue sur I.
3. ∀(t0, ξ) ∈ I×Ω il existe r > 0, δ > 0 et une fonction h : [t0, t0+δ]→ R intégrable

au sens de Lebesgue telle que : B(ξ, r) ⊂ Ω , [t0, t0 + δ] ∈ I et

‖f(t, x)‖ ≤ h(t),

∀x ∈ B(ξ, r) et pour presque tout t ∈ [t0, t0 + δ].

Définition 1.9.0.2. On dit que la fonction x : [t0, t0 + δ] → Ω est une solution
de Carathéodory pour le problème (P ), si x est absolument continue sur [t0, t0 + δ],
x(t0) = ξ et x′(t) = f(t, x(t)), ∀t ∈ [t0, t0 + δ].
Théorème 1.9.0.1 (De Caratheodory). Si f vérifie les conditions de Carathéodory
alors, ∀(t0, ξ) ∈ I × Ω, il existe δ > 0 avec [t0, t0 + δ] ∈ I tel que le problème (P )
admet au moins une solution de Carathéodory définie sur [t0, t0 + δ].

Démonstration (Voir [7]).
Corollaire 1.9.0.1. Soit Ω = [0, T [×B avec T > 0 et

B = {x ∈ Rn, |x| ≤ b} = B(0, b) (la boule fermé de Rn),

b > 0 et soit
f : Ω→ Rn.

vérifie les conditions de Carathéodory sur Ω.
Supposons que x(t) est une solution du problème (P) avec |x0| ≤ b et quelque

soit l’intervalle I de R sur lequel x(t) est définie, on a

|x(t)| ≤M, ∀t ∈ I.

M étant une constante indépendante de l’intervalle I et telle que M < b, alors x(t)
possède un prolongement à tout l’intervalle I.

Démonstration (Voir [7]).
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Chapitre 2

L’existence et l’unicité de la solution
par la méthode de Faedo-Galerkin

La méthode de Faedo-Galerkin consiste à réaliser les quatre étapes suivantes :
— Recherche de solution "approchée".
— On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.
— On passe à la limite, grâce à des propriétés de compacité (dans les termes non

linéaires).
— Faire une vérification des conditions aux limites et initiales.

2.1 Position du problème
Soient Ω ⊂ Rn un ouvert connexe et borné et ∂Ω = Γ sa frontière , elle se

décompose en deux parties Γ0 et Γ1 non vides, fermées et disjointes
avec mes(Ω) < +∞.

On considère le problème suivant :
utt −∆u+ a(x)g(ut) = 0 sur Ω×]0,+∞[.
∂νu−∆Γ1u = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
u = 0 sur Γ0×]0,+∞[.
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω.

(2.1)

Où ∂νu est la dérivée normale de u et ∆Γ1u est laplacien tangentiel de u .
Avec les hypothèses suivantes :

(H.1) La fonction g : R→ R satisfait les conditions suivantes :
1. g ∈ C0(R) est monotone croissante.
2. g(s)s > 0 avec s 6= 0 .
3. il existe h et k deux constantes positives telles que :

h.s ≤ |g(s)| ≤ k.s, |s| > 1.

4. g ∈ C1(R).
5. ∃M > 0 vérifie :

|g′(s)| ≤M(1 + |s|p−1), |s| > 1.

avec {
1 < p ≤ n

n−4
si n > 4.

p > 1 si n ≤ 4.
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(H.2) a ∈ L+∞(Ω) est une fonction non négative telle que

a(x) ≥ a0 > 0 p.p sur un sous-ensembles de Ω.

Soit E(t) l’énergie associée au problème (2.1) qui est donnée par :

E(t) =
1

2

{∫
Ω

[|ut|2 + |∇u|2] dx+

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ

}
. (2.2)

On considère maintenant les espaces :

H1
Γ0

(Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u/Γ0 = 0}.

V = {v ∈ H1
Γ0

(Ω), tel que : v/Γ1 ∈ H1(Γ1)}.

Munis respectivement des produits scalaires :

(u, v)H1
Γ0

(Ω) =

∫
Ω

∇u.∇v dx et (u, v)V =

∫
Ω

∇u.∇v dx+

∫
Γ1

∇Tu.∇Tv dΓ.

Et les normes :
‖v‖2

H1
Γ0

(Ω) =

∫
Ω

|∇v|2 dx.

Et
‖v‖2

V =

∫
Ω

|∇v|2 dx+

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ = ‖∇v‖2
L2(Ω) + ‖∇Tu‖2

L2(Γ1).

H1
Γ0

(Ω) et V sont des espaces de Hilbert.
Notation 2.1.0.1. supposons que :

u′ = ut, QT = Ω×]0, T [,

et ‖v‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|v(x)|2 dx et ‖v‖2
Γ =

∫
Γ

|v(x)|2 dΓ

et (u, v)Ω =

∫
Ω

u(x)v(x) dx et (u, v)Γ =

∫
Γ

u(x)v(x) dΓ.

Les normes ‖u‖H1
0
et ‖∇u‖L2 sont équivalentes.

Théorème 2.1.0.1. Supposons que les hypothèses (H.1) et (H.2) sont vérifiées.
1. {u0, u1} ∈ H2(Ω) ∩ V × V et satisfaisant la condition

∂νu
0 −∆Γ1u

0 = 0 p.p sur Γ1.

Alors il existe une solution régulière unique du problème (2.1) telle que :

u ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ V) ∩W 1,∞(R+;V).

2. {u0, u1} ∈ V ×L2(Ω),alors il existe une solution faible unique du problème (2.1)
telle que :

u ∈ C(R+;V) ∩ C1(R+;L2(Ω)).
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2.2 La régularité de la solution.

2.2.1 L’existence.

Solution approchée.

On multiplie l’équation (2.1) par v ∈ C1(Ω) et on intègre sur Ω et on applique la
formule de green (1.17) et comme Γ = Γ0∪Γ1 et u = 0 sur Γ0×]0,+∞, [ on obtient :
∀t ∈]0,+∞[,∫

Ω

u′′(t, x)v(t, x) dx +

∫
Ω

∇u(t, x).∇v(t, x) dx

−
∫

Γ1

∂u

∂ν
(t, x)v(t, x) dΓ +

∫
Ω

a(x)g(u′(t, x))v(t, x) dx = 0.

Comme on utilise la méthode de Galerkin , on considère l’espace

W = {w,w ∈ H2(Ω) ∩ V ; ∂νu−∆Γ1u = 0 sur : Γ1}.

c’est un espace de Hilbert séparable, car c’est un sous-espace d’un espace séparable
et dense dans H2(Ω) ∩ V et aussi dense dans V .

D’après le théorème (1.3.4.2) et le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
il existe une suite orthonormée {wj}j∈N c’est une base hilbertienne de W ayant les
propriétés suivantes :

wi ∈ W, ∀i;
∀m, w1, w2, ..., wm : sont linéairements indépendants.
Vm = vect{w1, w2, ..., wm} est dense dans W.

En particulier

∀u0 ∈ H2(Ω) ∩ V ⇒ ∃(u0
m)m∈N∗ , u

0
m =

m∑
k=1

αkmwk → u0 l’orsque m→ +∞.

∀u1 ∈ V ⇒ ∃(u1
m)m∈N∗ , u

1
m =

m∑
k=1

βkmwk → u1 l’orsque m→ +∞.

Et on considère le problème approché (P.A) suivant :

(P.A)



um(t) ∈ Vm ⇔ um(t) =
m∑
i=1

him(t)wi.

(u′′m(t), v) + (∇um(t),∇v)−
∫

Γ1

∂um
∂ν

(t)v(t, x) dΓ +

∫
Ω

a(x)g(u′m(t))v(t, x) dx = 0.

um(0) = u0
m → u0 dans H2(Ω) ∩ V .

u′m(0) = u1
m → u1 dans V .

La convergence des deux suites um(0) et u′m(0) car W est dense dans H2(Ω) ∩ V et
aussi dense dans V .

On a (wi)i∈N sont des éléments de la base donc :(wi, wj) =

{
0 si i 6= j.
1 si i = j.

Si on prend v = wj, j = 1, 2, ...,m dans (P.A) on a alors

(u′′m(t), wj) + (∇um(t),∇wj)−
∫

Γ1

∂um
∂ν

(t)wj dΓ +

∫
Ω

a(x)g(u′m(t))wj dx = 0.
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pour tout :j = 1, 2, ...,m.
Donc on a

(u′′m(t), wj) = (
m∑
i=1

h′′im(t)wi, wj) =
m∑
i=1

h′′im(t)(wi, wj) = h′′jm(t), j = 1, 2, ...,m

donc on a le système suivant :

[
h′′jm(t)

]
1≤j≤m︸ ︷︷ ︸

Z′′(t)

+ [(∇wi,∇wj)] 1≤i≤m
1≤j≤m︸ ︷︷ ︸

A

[hjm(t)]1≤j≤m︸ ︷︷ ︸
Z(t)

−G(Z(t)) +H(Z ′(t)) = 0.

avec : Z(0) = Z0 = [hjm(0)]1≤j≤m et Z ′(0) = Z1 =
[
h′jm(0)

]
1≤j≤m.

On pose : B =
[
w1 w2 · · · wm

]
donc :

H(Z ′(t)) =

[∫
Ω

a(x)g(B.Z ′(t))wj dx

]
1≤j≤m

etG(Z(t)) =

[∫
Γ1

∂ν(B.Z(t))wj dΓ

]
1≤j≤m

.

Alors on obtient le système d’équation ordinaire suivant :{
Z ′′(t) + AZ(t)−G(Z(t)) +H(Z ′(t)) = 0
Z(0) = Z0 ; Z ′(0) = Z1.

(2.3)

On fait un changement de variables suivant :

Y1(t) = Z(t), Y2(t) = Z ′(t), alors : Y (t) =

[
Y1(t)
Y2(t)

]
et Y ′(t) =

[
Z ′(t)
Z ′′(t)

]
et Y 0 =

[
Z0

Z1

]
, donc le système (2.3) devait :

 Y ′(t) =

[
0 I
A 0

]
Y (t) +

[
0

G(Y1(t))−H(Y2(t))

]
.

Y (0) = Y 0.
(2.4)

On utilise le théorème de Caratheodory (1.9.0.1) pour montrer que le problème (2.4)
admet une solution locale.
Soit

h : [0, T ]× R2m → R2m. (2.5)

(t, y) → h(t, y) =

[
0

G(y1)−H(y2)

]
︸ ︷︷ ︸

M(y)

+

[
0 I
A 0

]
y︸ ︷︷ ︸

N(y)

.

avec y = (y1; y2) = (ξ1, ξ2, ..., ξm; ξm+1, ..., ξ2m) ∈ Rm × Rm.
Vérification des conditions (1.9.0.1) de Caratheodory :
1. La fonction h est mesurable par rapport à t ∈ [0, T ] pour y ∈ R2m fixé car elle

ne dépend pas de t donc elle est constante ceci implique qu’elle est continue ,
alors elle est mesurable.

2. ∀t ∈ [0, T ] la fonction h en fonction de y est continue car elle est somme de deux
fonctions continues .
En effet :
La fonction N : R2m → R2m est linéaire car N(λy) = λN(y) et
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N(λy + γz) = λN(y) + γN(z) comme on a dans un espace de dimension fini("
2m") ceci équivalent qu’elle est continue donc :

N est continue. (2.6)

Donc on pose (yk)k∈N = (ξ1k, ξ2k, ..., ξmk; ξ(m+1)k, ..., ξ(2m)k) une suite de R2m telle
que :

yk = (y1k; y2k)→ y = (y1; y2) dans R2m.

et on montre que

M(yk)→M(y) i.e : H(y2k)→ H(y2) et G(y1k)→ G(y1) dans Rm.

On a B.y2k → B.y2 donc :pour presque tout x ∈ Ω on a :

fn(x) = a(x)g(B.y2k)wj → f(x) = a(x)g(B.y2)wj dans R,

car g est continue et a bornée.
On a (yk)k∈N est convergente donc elle est bornée alors

∃M > 0 telle que : ‖yk‖R2m ≤M.

donc ‖y2k‖Rm ≤ ‖yk‖R2m ≤M .
Si x ∈ Ω telle que |B(x).y2k| ≤ 1 d’après la continuité de g :

∃c > 0 telle que |g(B(x).y2k)| ≤ c.

Si |B(x).y2k| > 1 de l’hypothèse (H.1) on a :

g(B(x).y2k)| ≤ |B(x).y2k| = K|
m∑
j=1

wj(x).ξ(j+m)k| ≤ K
m∑
j=1

|wj(x)||ξ(j+m)k|.

≤MK
m∑
j=1

|wj(x)|.

D’où :

|a(x)g(B(x).y2k)wj(x)| ≤ |a(x)g(B(x).y2k)wj(x)||a(x)||g(B(x).y2k)||wj(x)|

≤ ‖a‖L∞
(
c+MK

m∑
j=1

|wj(x)|

)
|wj(x)|.

D’après le théorème de convergence dominée on obtient :∫
Ω

a(x)g(B.y2k)wj dx→
∫

Ω

a(x)g(B.y2)wj dx.

C’est à dire :
H(y2k)→ H(y2) dans : Rm. (2.7)

De plus (wj)j∈N ⊂ W ⊂ H2(Ω) tel espace est complet donc :

By1k =
m∑
j=1

ξjkwj ∈ H2(Ω)→ By1 =
m∑
j=1

ξjwj dans H2(Ω).
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Grâce à la continuité de l’application trace γ1 alors :

γ1(By1k)→ γ1(By1) dans H
1
2 (Γ).

(wj)j∈N ⊂ H2(Ω) donc (γ0wj)j∈N ⊂ H
3
2 (Γ) et on a :

H
3
2 (Γ) ↪→ L2(Γ).

et comme H
1
2 (Γ) ↪→ L2(Γ) alors :

γ1(By1k)γ0wj → γ1(By1)γ0wj dans L1(Γ), ∀j = 1, 2, ...,m.

donc ∫
Γ1

γ1(By1k)γ0wj dΓ→
∫

Γ1

γ1(By1)γ0wj dΓ ∀j = 1, 2, ...,m.

C’est à dire :
G(y1k)→ G(y1) dans Rm. (2.8)

Donc d’après (2.6),(2.7) et(2.8) on a pour tout t ∈ [0, T ] l’application h est
continue.

3. Soit K ⊂ [0;T ]×R2m un ensemble compact, il existe une fonction réelle mK(t),
intégrable telle que

‖h(t, y)‖R2m ≤ mK(t), ∀(t, y) ∈ K.

En effet
‖h(t, y)‖R2m ≤ ‖G(y1)‖Rm + ‖H(y2)‖Rm + ‖N(y)‖R2m .

Comme G,H sont continues sur Rm et N continue sur R2m donc elles sont
continues sur tout compact K∗ = K1×K2 ⊂ R2m et donc grâce au théorème de
Hahn-Banach, ∃MK > 0 tel que :

‖h(t, y)‖R2m ≤ ‖G(y1)‖Rm + ‖H(y2)‖Rm + ‖N(y)‖R2m ≤Mk.

Pour tout (t, y) ∈ [0, T ]×K∗ on prend mK(t) = Mk.
De 1,2 et 3 on a l’existence de la solution locale dans [0, tm[ avec 0 < tm < T ,donc la
fonction Y (t) est absolument continue et dérivable presque partout sur [0; tm[, alors
Z(t) et Z ′(t) sont absolument continues sur [0; tm[ et Z ′′(t) existe presque partout
sur [0; tm[.

Maintenant pour montrer que :
1-Premièrement que pour tout m ∈ N, tm = T .
2-Deuxièmement, que ces approximations convergent vers la solution du problème
(2.1).
Pour ce la, nous avons besoin de deux estimations à priori et passage à la limite,
La première estimation à priori pour démonter le premier point, et la deuxième
estimation à priori et le passage à la limite pour démontrer le second point.

Estimation à priori

Première estimation :
La première estimation à priori nous permettra d’étendre la solution obtenue à tout
l’intervalle [0;T ] = R+ ,i.e : T = +∞.
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Le théorème de Carathéodory nous donne : um(t) et u′m(t) sont absolument continues
et par conséquent u′′m(t) existent presque partout.
On multiple le problème (P.A) par u′m(t) on obtient :

(u′′m(t), u′m(t)) + (∇um(t),∇u′m(t))− (∂νum(t), u′m(t))Γ1 + (a(x)g(u′m(t), u′m(t)) = 0.
(2.9)

Et comme (wj)j∈N est une base de W lequel dense dans L2(Ω) donc c’est une base
de L2(Ω) , d’après (P.A) on a :

(u′′m(t), wi) = (
m∑
j=1

h′′jm(t)wj, wi) =
m∑
j=1

h′′jm(t)(wj, wi) = h′′im(t)

= −(∇um(t),∇wj) + (∂νum(t), wj)Γ1 − (a(x)g(u′m(t), wj).

D’où h′′im(t) ∈ L2(0, tm) alors :

∫ tm

0

‖u′′m(t)‖2
L2(Ω) dt =

∫ tm

0

∥∥∥∥∥
m∑
j=1

h′′jm(t)wj

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)

dt.

≤
∫ tm

0

m∑
j=1

‖h′′jm(t)wj‖2
L2(Ω) dt.

≤
m∑
j=1

‖wj‖2
L2(Ω)

∫ tm

0

|h′′jm(t)|2 dt < +∞.

Ceci implique que
u′′m ∈ L2(0, tm;L2(Ω)). (2.10)

On conclure ∫
Ω

u′′m(t, x)u′m(t, x) dx ∈ L1(0, tm) ⊂ D′(0, tm). (2.11)

Car u′m(t) est absolument continue sur [0, tm[.
Soit θ ∈ D(0, tm) ,on utilise (2.10) et théorème de Fubini on a :

< (u′′m(t), u′m(t)), θ >D′,D = <

∫
Ω

u′′m(t, x)u′m(t, x) dx, θ >D′,D .

=

∫ tm

0

∫
Ω

u′′m(t, x)u′m(t, x)θ(t) dx dt.

=

∫
Ω

∫ tm

0

1

2

d

dt
(u′m(t, x))2θ(t) dt dx.

(par partie on a) =
1

2

∫
Ω

[(u′m(t, x))2θ(t)
]t=tm
t=0︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ tm

0

(u′m(t, x))2θ′(t) dt

 dx,

car θ ∈ D(0, tm).

= −1

2

∫ tm

0

∫
Ω

(u′m(t, x))2 dx θ′(t) dt.

= −1

2
< ‖u′m(t)‖2

L2(Ω), θ
′ >.

d’après la définition de dérivée d’une distribution on a :

= <
1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

L2(Ω), θ >D′,D .
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On en déduit que :

(u′′m(t), u′m(t)) =
1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) dans D′(0, tm). (2.12)

De la même procédure on a :

(∇um(t),∇u′m(t)) =
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

L2(Ω) dans D′(0, tm). (2.13)

Comme (wj)j∈N ∈ W donc elle vérifier :

∂νwj = ∆Γ1wj, sur Γ1.

On multiple par hjm et en sommant sur j on trouve :

∂νum = ∆Γ1um, sur Γ1.

Donc

−
∫

Γ1

∂νum(t, x)u′m(t, x) dΓ = −
∫

Γ1

∆Γ1um(t, x)u′m(t, x) dΓ.

= −
∫

Γ1

∇Γ1um(t, x)∇Γ1u
′
m(t, x) dΓ.

d’après les arguments de (2.13) et (2.12) on a :

−
∫

Γ1

∂νum(t, x)u′m(t, x) dΓ =
1

2

d

dt
‖∇Γ1um(t)‖2

Γ1
. (2.14)

En remplaçant, par (2.12), (2.13) et (2.14) dans (2.9), on obtient :

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

L2(Ω)+
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

L2(Ω)+
1

2

d

dt
‖∇Γ1um(t)‖2

Γ1
+

∫
Ω

a(x)g(u′m(t, x))u′m(t, x) dx = 0.

(2.15)

D’après l’hypothèse (H.1) on a
∫

Ω

a(x)g(u′m(t, x))u′m(t, x) dx ≥ 0 et alors :

1

2

d

dt
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇um(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇Γ1um(t)‖2

Γ1
≤ 0 (2.16)

En utilisant le corollaire (1.9.0.1), on peut étendre la solution um à tout R+, ∀m ∈ N,
de plus :
De (2.16) on a 1

2
d
dt
‖u′m(t)‖2

L2(Ω) ≤ 0 ce qui donne ‖u′m(t)‖2
L2(Ω) est décroissante et

alors
∀t ∈ R+, ‖u′m(t)‖2

L2(Ω) ≤ ‖u′m(0)‖2
L2(Ω) ≤ C.

Alors

(u′m)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+;L2(Ω)). (2.17)

De la même façon on trouve que

(∇um)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+; [L2(Ω)]n). (2.18)

Et

(∇Γ1um)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+; [L2(Γ1)]n). (2.19)
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De (2.18) et (2.19) on a

(um)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+;V). (2.20)

Seconde estimation à priori :
Dans le problème (P.A)on va dériver l’équation au sens faible mais Comme um et
u′m sont continue sur [0, T ] alors la dérivée au sens faible est la même que la dérivée
au sens classique donc on remplace v par wj on trouve :

(u′′′m(t), wj)+(∇u′m(t),∇wj)− (∂νu
′
m(t), wj)+(a(x)g′(u′m(t))u′′m(t), wj) = 0. (2.21)

On multiplie (2.21) par h′′′jm(t) et on fait la somme sur j on obtient :

(u′′′m(t), u′′m(t))+(∇u′m(t),∇u′′m(t))−(∂νu
′
m(t), u′′m(t))+(a(x)g′(u′m(t))u′′m(t), u′′m(t)) = 0.

On fait la même procédure de (2.12) on trouve :

1

2

d

dt
‖u′′m(t)‖2

L2(Ω)+
1

2

d

dt
‖∇u′m(t)‖2

L2(Ω)+
1

2

d

dt
‖∇Γ1u

′
m(t)‖2

Γ1
+

∫
Ω

a(x)g′(u′m(t, x))|u′′m(t, x)|2 dx = 0.

(2.22)
D’après l’inégalité de Young les hypothèses (H.1) et (H.2) on a a(x)g′(u′m(t, x))|u′′m(t, x)|2 ≥
0 et pour p.p t > 0 on décompose Ω en deux telle que Ω = Ω0 ∪ Ω1 sachant que :

Ω0 = {x ∈ Ω; |u′m(t, x)| ≤ 1} et Ω1 = {x ∈ Ω; |u′m(t, x)| > 1}. (2.23)

Donc∫
Ω

|a(x)g′(u′m(t, x))|u′′m(t, x)|2| dx ≤ ‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω0

|g′(u′m(t, x))||u′′m(t, x)|2 dx

≤ (M +M1)‖a‖L∞(Ω)‖u′′m(t, x)‖2
Ω

+‖a‖L∞(Ω)M‖u′m(t, x)‖p−1
Lp(Ω)‖u

′′
m(t, x)‖2

L2p(Ω)

comme H2(Ω) ↪→ Lp(Ω) et H2(Ω) ↪→ L2p(Ω)on a :
≤ (M +M1)‖a‖L∞(Ω)‖u′′m(t, x)‖2

Ω

+ ‖a‖L∞(Ω)MM2M3‖u′m(t, x)‖p−1
H2(Ω)‖u

′′
m(t, x)‖2

H2(Ω).

D’où
∫

Ω

|a(x)g′(u′m(t, x))|u′′m(t, x)|2| dx ≤ c <∞ donc on a :

1

2

d

dt
‖u′′m(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇u′m(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇Γ1u

′
m(t)‖2

Γ1
≤ 0.

Donc ‖u′′m(t)‖2
L2(Ω),‖∇u′m(t)‖2

L2(Ω) et ‖∇Γ1u
′
m(t)‖2

Γ1
sont décroissantes et alors ∀t > 0,

‖u′′m(t)‖2
L2(Ω)+‖∇u′m(t)‖2

L2(Ω)+‖∇Γ1u
′
m(t)‖2

Γ1
≤ ‖u′′m(0)‖2

L2(Ω)+‖∇u′m(0)‖2
L2(Ω)+‖∇Γ1u

′
m(0)‖2

Γ1
.

(2.24)
Maintenant on va estimer ‖u′′m(0)‖2

L2(Ω) et pour ce la dans (2.1) on pose t = 0 et on
multiple par u′′m(0) on obtient :

‖u′′m(0)‖2
L2(Ω) − (∆um(0), u′′m(0)) +

∫
Ω

a(x)g(u′m(0, x))u′′m(0, x) dx = 0.
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Alors d’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz

‖u′′m(0)‖2
L2(Ω) ≤ ‖∆um(0)‖L2(Ω)‖u′′m(0)‖L2(Ω) +

∫
Ω

a(x)g(u′m(0, x))u′′m(0, x) dx

≤ ‖um(0)‖H2(Ω)‖u′′m(0)‖L2(Ω) + ‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω

|g(u′m(0, x))||u′′m(0, x)| dx.

Comme u′m(0)→ u1 dans V donc u′m(0) bornée dans V et comme um(0)→ u0 dans
H2(Ω) donc um(0) bornée dans H2(Ω) donc d’après l’hypothèse (H.1)

|g(u′m(0, x))| ≤ K|u′m(0, x)|, ∀x ∈ Ω1,

Alors :

‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω1

|g(u′m(0, x))||u′′m(0, x)| dx ≤ K‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω

|u′m(0, x)||u′′m(0, x)| dx

≤ K‖a‖L∞(Ω)‖u′m(0, x)‖L2(Ω)‖u′′m(0, x)‖L2(Ω)

≤ K1‖a‖L∞(Ω)‖u′m(0, x)‖V‖u′′m(0, x)‖L2(Ω).

Et comme g est continue alors ∃c2 > 0 telle que :|g(u′m(0, x))| ≤ c2 ∀x ∈ Ω0 donc

‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω0

|g(u′m(0, x))||u′′m(0, x)| dx ≤ c2‖a‖L∞(Ω)[

∫
Ω

|u′′m(0, x)|2 dx]
1
2 .

Alors
‖u′′m(0)‖2

L2(Ω) ≤ [c+ (c1 + c2)‖a‖L∞(Ω)]‖u′′m(0)‖L2(Ω).

On divise sur‖u′′m(0)‖L2(Ω) on a

‖u′′m(0)‖L2(Ω) ≤ c+ (c1 + c2)‖a‖L∞(Ω) <∞. (2.25)

D’où (u′′m(0))m∈N bornée dans L2(Ω) .
On suivre les mêmes étapes on trouve (∇u′m(0))m∈N bornée dans (L2(Ω))n et

(∇Γ1u
′
m(0))m∈N bornée dans (L2(Γ1))n alors il existe L > 0,

‖u′′m(t)‖2
L2(Ω)+‖∇u′m(t)‖2

L2(Ω)+‖∇Γ1u
′
m(t)‖2

Γ1
≤ ‖u′′m(0)‖2

L2(Ω)+‖∇u′m(0)‖2
L2(Ω)+‖∇Γ1u

′
m(0)‖2

Γ1
< L.

On utilise les mêmes arguments que la première estimation on obtient

(u′′m)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+;L2(Ω)). (2.26)

De la même façon on trouve que

(∇u′m)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+; [L2(Ω)]n). (2.27)

Et

(∇Γ1u
′
m)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+; [L2(Γ1)]n). (2.28)

De (2.27) et (2.28) on a

(u′m)m∈N est bornée et elle appartient à L∞(R+;V). (2.29)
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Passage à la limite

On multiplie le problème approché (P.A) par θ ∈ D(0, T ), on pose v = wj et on
intègre sur [0;T ], il en résulte :∫ T

0

(u′′k(t), wj)θ(t) dt +

∫ T

0

(∇uk(t), wj)θ(t) dt−
∫ T

0

∫
Γ1

∂uk(t, x)wj dΓ θ(t) dt

+

∫ T

0

(a(x)g(u′k(t))wj)θ(t) dt = 0.

(2.30)
Initialement, on identifie L2(Ω) à son dual, on aura

L∞(0, T ;V) ≡ [L1(0, T ;V ′]′ et L∞(0, T ;L2(Ω)) ≡ [L1(0, T ;L2(Ω)]′.

Et on a les injections suivantes :

D(0;T ;L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)) ≡ [L2(0, T ;L2(Ω))]′ ↪→ D′(0;T ;L2(Ω)).

De plus, L1(0, T ;V ′) et L1(0, T ;L2(Ω)) sont séparables.
On applique le lemme (1.7.2.1) sur (2.20) et (2.29) on obtient

uk
∗
⇀ u dans L∞(0, T ;V) et u′k

∗
⇀ u′ dans L∞(0, T ;V). (2.31)

De (2.31) et on a u ∈ W 1,∞(R+;V) et de (2.26) on a

(u′′m)m∈N est bornée et elle appartient à L1(R+;L2(Ω)).

Donc on applique le lemme (1.7.2.1) on obtient

u′′k
∗
⇀ u′′ dans L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.32)

On a V ↪→ H1(Ω)
compact
↪→ L2(Ω).

De (2.31) et en vertu du théorème de Aubin- Lions, on peut extraire une sous-suite
de (u′k) qu’on continu toujours à noter (u′k), à fin que

u′k → u′ dans L2(0, T ;L2(Ω)) = L2(QT ).

Et alors
u′k → u′ p.p sur QT .

De la continuité de la fonction g et (H.2) , il s’ensuit que

a(x)g(u′k)→ a(x)g(u′) p.p sur QT . (2.33)

De plus, pour tout m ∈ N on pose Ω = Ωk1 ∪ Ωk2 sachant que :

Ωk1 = {x ∈ Ω; |u′k(t, x)| ≤ 1} et Ωk2 = {x ∈ Ω; |u′k(t, x)| > 1}.

‖a(x)g(u′k)‖2
L2(Qt)

≤
∫ T

0

[
‖a(x)‖2

L∞(Ω)

∫
Ωk1

|g(u′k(t, x))|2 dx
]
dt

+

[
‖a(x)‖2

L∞(Ω)

∫
Ωk2

|g(u′k(t, x))|2 dx
]
dt

≤
∫ T

0

[
‖a(x)‖2

L∞(Ω)C
2

∫
Ωk1

|u′k(t, x)|2 dx+ ‖a(x)‖2
L∞(Ω)M

2 mes(Ω)

]
dt

≤ ‖a(x)‖2
L∞(Ω)C

2

∫ T

0

‖u′k(t, x)‖2
L2(Ω)dt+ ‖a(x)‖2

L∞(Ω)M
2 mes(Ω)T

≤ ‖a(x)‖2
L∞(Ω)C

2M1 + ‖a(x)‖2
L∞(Ω)M

2 mes(Ω)T = C1.
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Donc :
‖a(x)g(u′k)‖2

L2(Qt)
≤ C1. (2.34)

De (2.33), (2.34) et du lemme de Lions on a

a(x)g(u′k) ⇀ a(x)g(u′) sur L2(QT ).

Comme wj ∈ H2(Ω) ∩ V ↪→ L2(Ω), pour θ ∈ D(0, T ) ↪→ L2(0, T ) alors∫ T

0

(a(x)g(u′k(t))wj)θ(t) dt→
∫ T

0

(a(x)g(u′(t))wj)θ(t) dt. (2.35)

Grâce à
u′′k

∗
⇀ u′′ dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

Alors
< u′′k, ϕ >→< u′′, ϕ >, ∀ϕ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)).

Ce qui donne ∫ T

0

(u′′k(t), ϕ(t)) dt→
∫ T

0

(u′′(t), ϕ(t)) dt.

Comme wjθ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) pour ϕ = wjθ on a∫ T

0

(u′′k(t), wj)θ(t) dt→
∫ T

0

(u′′(t), wj)θ(t) dt. (2.36)

De (2.31) on a

∇uk
∗
⇀ ∇u dans L∞(0, T ; [L2(Ω)]n).

Alors
< ∇uk, ϕ >→< ∇u, ϕ >, ∀ϕ ∈ L1(0, T ; [L2(Ω)]n).

Comme ∇wjθ ∈ L1(0, T ; [L2(Ω)]n) pour ϕ = ∇wjθ on a∫ T

0

(∇uk(t), wj)θ(t) dt→
∫ T

0

(∇u(t), wj)θ(t) dt. (2.37)

Comme ∂uk = ∆Γ1uk sur p.p Γ1 il s’ensuit que

−
∫ T

0

∫
Γ1

∂uk(t, x)wj dΓ θ(t) dt = −
∫ T

0

∫
Γ1

∆Γ1uk(t, x)wj dΓ θ(t) dt.

= −
∫ T

0

∫
Γ1

∇Γ1uk(t, x).∇Γ1wj dΓ θ(t) dt.

(2.38)
De (2.31) on a

∇Γ1uk
∗
⇀ ∇Γ1u dans L∞(0, T ; [L2(Γ1)]n).

En particulier∫ T

0

(∇Γ1uk(t),∇Γ1wj)Γ1θ(t) dt→
∫ T

0

(∇Γ1u(t),∇Γ1wj)Γ1θ(t) dt ∀j = 1, 2, ...,m.

(2.39)
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Tenant en compte les convergences (2.35), (2.36), (2.37), (2.38) et (2.39) on peut
passer à la limite dans l’équation (2.30) quand k → +∞ et on obtient∫ T

0

(u′′(t), wj)θ(t) dt +

∫ T

0

(∇u(t), wj)θ(t) dt−
∫ T

0

(∇Γ1u(t),∇Γ1wj)Γ1θ(t) dt

+

∫ T

0

(a(x)g(u′(t))wj)θ(t) dt = 0.

Pour tout les wj ∈ W = {w ∈ H2(Ω) ∩ V | ∂w = ∆Γ1w dans Γ1}, on a
∀θ ∈ D(0, T ) et ∀v ∈ W∫ T

0

(u′′(t), v)θ(t) dt +

∫ T

0

(∇u(t), v)θ(t) dt−
∫ T

0

(∇Γ1u(t),∇Γ1v)Γ1θ(t) dt

+

∫ T

0

(a(x)g(u′(t))v)θ(t) dt = 0.

En particulier, pour v = ϕ ∈ D(Ω) on a

< u′′, ϕθ >D′×D + < −∆u, ϕθ >D′(Qt)×D(Qt) + < a(x)g(u′), ϕθ >= 0.

Donc

< u′′ −∆u+ a(x)g(u′), ϕθ >D′×D= 0, ∀(θ, ϕ) ∈ D(0, T )×D(Ω).

Et comme l’espace {ϕθ, ϕ ∈ D(0, T ), θ ∈ D(Ω)} est dense dans D(QT ), alors

u′′ −∆u+ a(x)g(u′) = 0, dans D′(QT ). (2.40)

Maintenant, comme u′′, a(x)g(u′) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) on a

∆u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)).

Alors
∆u(t) ∈ L2(Ω), p.p t ∈]0, T [.

Donc
u′′ −∆u+ a(x)g(u′) = 0, dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

De plus p.p t ∈]0, T [ on a

∆u(t) = u′′(t) + a(x)g(u′(t)), dans L2(Ω).

Il s’ensuit de la régularité des problèmes elliptiques que p.p t ≥ 0,

‖u(t)‖H2(Ω) ≤ C∗‖∆u(t)‖L2(Ω).

Donc on a

‖∆u(t)‖L2(Ω) = ‖u′′(t) + a(x)g(u′(t))‖L2(Ω) ≤ ‖u′′(t)‖L2(Ω) + ‖a(x)g(u′(t))‖L2(Ω).

Ce qui prouve que
u(t) ∈ H2(Ω), p.p t ≥ 0

Comme ‖u‖H2(Ω)∩V = ‖u‖H2(Ω) +‖u‖V et u ∈ H2(Ω) de plus comme u ∈ L∞(R+;V)
alors ‖u‖V <∞ donc ‖u‖H2(Ω)∩V ≤ c <∞ alors

sup
t≥0

ess‖u‖H2(Ω)∩V <∞

Donc u ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ V).
De ce qui précède, on aura

u ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ V) ∩W 1,∞(R+;V).
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Vérifications des conditions aux limites et conditions initiales

Par passage à la limite, on a l’équation∫ T

0

(u′′(t), wj)θ(t) dt +

∫ T

0

(∇u(t), wj)θ(t) dt−
∫ T

0

(∇Γ1u(t),∇Γ1wj)Γ1θ(t) dt

+

∫ T

0

(a(x)g(u′(t))wj)θ(t) dt = 0.

Et on a
u′′ = ∆u(t, x)− a(x)g(u′(t, x)), p.p (x, t) ∈ Ω×]0, T [.

On remplace u′′ dans l’équation ci-dessus, il s’ensuit que∫ T

0

((∆u(t, x) −a(x)g(u′(t, x))), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇u(t), wj)θ(t) dt

−
∫ T

0

(∇Γ1u(t),∇Γ1wj)Γ1θ(t) dt+

∫ T

0

(a(x)g(u′(t))wj)θ(t) dt = 0.

Donc∫ T

0

(∆u(t, x), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇u(t), wj)θ(t) dt+

∫ T

0

(∇Γ1u(t),∇Γ1wj)Γ1θ(t) dt = 0.

On applique le théorème de Green, on a∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(t, x)γ0wj θ(t) dΓ dt+

∫ T

0

(∇Γ1u(t),∇Γ1wj)Γ1θ(t) dt = 0.

Avec ∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(t, x)γ0wj θ(t) dΓ dt−
∫ T

0

∫
Γ1

∆Γ1u(t, x)γ0wj θ(t) dΓ dt = 0.

C’est à dire ∀j ∈ N, ∀θ ∈ D(0, T ),∫ T

0

∫
Γ1

[∂νu(t, x)γ0wj −∆Γ1u(t, x)γ0wj] θ(t) dΓ dt = 0. (2.41)

On remarque que (γ0wj)j∈N est dense dans L2(Γ1).
En fait, l’application

γ0 : H1
Γ0

(Ω)→ H
1
2 (Γ1).

Avec
H

1
2 (Γ1) = {u ∈ H

1
2 (Γ); u|Γ0 = 0}.

est surjective.
Maintenant, si u ∈ H 1

2 (Γ1) alors u ∈ H 1
2 (Γ), grâce à la surjectivité de l’application

γ0 : H1(Ω)→ H
1
2 (Γ).

il existe v ∈ H 1
2 (Ω) tel que γ0v = u p.p sur Γ.

Comme u ∈ H 1
2 (Γ1) alors

u = 0 p.p sur Γ0 , pour tout v ∈ H1
Γ0

(Ω).
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Puisque la base (wj)j∈N est dense dans H1
Γ0
, grâce à la continuité et la surjectivité

de l’application
γ0 : H1

Γ0
(Ω)→ H

1
2 (Γ1).

Il s’ensuit que (γ0wj)j∈N est dense dans L2(Γ1).
Donc de (2.41) on obtient

∂νu−∆Γ1u = 0 sur D′(0, T ;L2(Γ1)).

Donc de la régularité de la fonction u

∂νu = ∆Γ0u sur L2(0, T ;L2(Γ1)).

Et du problème approché on a aussi

um(0)→ u0 dans H2(Ω) ∩ V , et u′m(0)→ u1 dans V .
Dans cette section, on montre que u0 = u(0), et : u1 = u′(0).
Premièrement on a u, u′ ∈ L1(0, T ;V) et u′′ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), alors du lemme
(1.3.6.1) on a

u ∈ C0([0, T ];V), et : u′ ∈ C0([0, T ];L2(Ω)).

Par conséquent , on peut parler de u(0);u(T );u′(0) et u′(T )
Soit θ ∈ C1([0, T ]) avec θ(0) = 1 et θ(T ) = 0 comme :

uk
∗
⇀ u dans L∞(0, T ;V).

Et grâce à l’injection : L∞(0, T ;V) ↪→ L∞(0, T ;L2(Ω)).
On aura

< u′k, ϕ >→< u′, ϕ >, ∀ϕ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)).

Ce qui donne∫ T

0

(u′k(t), ϕ(t)) dt→
∫ T

0

(u′(t), ϕ(t)) dt, ∀ϕ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)).

Comme wjθ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) et en particulier pour ϕ = wjθ on a∫ T

0

(u′k(t), wj)θ(t) dt→
∫ T

0

(u′(t), wj)θ(t) dt, ∀j ∈ N.

Par intégration par parties et de la convergence (2.31) on a

[θ(t)(uk(t), wj)]
T
0 −

∫ T

0

(uk(t), wj)θ
′(t) dt→ [θ(t)(u(t), wj)]

T
0 −

∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t) dt.

Alors

−(uk(0), wj)−
∫ T

0

(uk(t), wj)θ
′(t) dt→ −(u(0), wj)−

∫ T

0

(u(t), wj)θ
′(t) dt.

Ce qui donne −(uk(0), wj)→ −(u(0), wj), ∀j ∈ N.
De la densité de (wj)j∈N dans L2(Ω), on a

uk(0)→ u(0), dans L2(Ω).

De plus, du problème approché on a

uk(0)→ u(0), dans H2(Ω) ∩ V .
Ce qui implique que

uk(0) ⇀ u(0), dans L2(Ω).

De l’unicité de la limite faible, on obtient que u(0) = u0.
De manière analogue, on montre que

u′(0) = u1.
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2.2.2 L’unicité

Pour démontrer que la solution u est unique on pose w = u − v et on montre
que w = 0 i.e : u = v.
On a w solution de problème (2.1) donc

wtt −∆w + a(x)g(ut)− a(x)g(vt) = 0 sur Ω×]0,+∞[.
∂νw −∆Γ1w = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
w = 0 sur Γ0×]0,+∞[.
w(x, 0) = u0 − u0 = wt(x, 0) = u1 − u1 = 0 x ∈ Ω.

(2.42)

En multipliant l’équation de (2.42) par w′(t) et on applique le théorème de Green,
on aura

(w′′(t), w′(t))+(∇w(t),∇w′(t))−
∫

Γ1

∂νw(t), w′(t) dΓ+(a(x)g(u′(t))−a(x)g(v′(t)), w′(t)) = 0.

On fait la même procédure que (2.12),(2.13) et (2.14) on obtient :

1

2

d

dt
‖w′(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇w(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇Γ1w(t)‖2

Γ1

+

∫
Ω

[a(x)g(u′(t))− a(x)g(v′(t))][u′(t, x)− v′(t, x)] dx = 0.

(2.43)
D’après les hypothèses (H.1) et (H.2) on a∫

Ω

[a(x)g(u′(t))− a(x)g(v′(t))][u′(t, x)− v′(t, x)] dx ≥ 0.

Ce qui donne :

1

2

d

dt
‖w′(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇w(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇Γ1w(t)‖2

Γ1
≤ 0.

Donc
1
2
d
dt
‖w′(t)‖2

L2(Ω) +1
2
d
dt
‖∇w(t)‖2

L2(Ω) + 1
2
d
dt
‖∇Γ1w(t)‖2

Γ1

≤ 1
2
d
dt
‖w′(0)‖2

L2(Ω) + 1
2
d
dt
‖∇w(0)‖2

L2(Ω) + 1
2
d
dt
‖∇Γ1w(0)‖2

Γ1
= 0, ∀t ∈]0, T ].

Car
w(x, 0) = wt(x, 0) = 0.

Ceci implique que :
w(t) = 0, sur V p.p t ∈ [0, T ].

La démonstration est achevée.
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2.3 Solution faible
D’après la densité de H2(Ω) ∩ V dans V et V dans L2(Ω) on a

(u0
k, u

1
k)→ (u0, u1) dans V × L2(Ω).

Et pour chaque k ∈ N il existe une solution régulière uk du problème :
u′′k −∆uk + a(x)g(u′k) = 0 sur Ω×]0,+∞[.
∂νuk −∆Γ1uk = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
uk = 0 sur Γ0×]0,+∞[.
uk(x, 0) = u0(x) et u′k(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω.

(2.44)

Soit s ∈ N .
On considère zks = uk − us.
En utilisant les mêmes arguments employés pour montrer l’unicité de la solution

régulière, on obtient

‖z′ks(t)‖2
L2(Ω) +‖∇zks(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇Γ1zks(t)‖2
Γ1

≤ ‖z′ks(0)‖2
L2(Ω) + ‖∇zks(0)‖2

L2(Ω) + ‖∇Γ1zks(0)‖2
Γ1
, ∀t ∈]0, T ].

(2.45)
Comme le membre à droite converge vers 0, car (u0

k) converge dans V et (u1
k) converge

dans L2(Ω), on aura (uk) une suite de Cauchy dans C0(R+;V) et (u′k) une suite de
Cauchy dans C0(R+;L2(Ω)).

D’où, il existe u ∈ C0(R+;V) et u′ ∈ C0(R+;L2(Ω)) tel que

uk → u dans C0(R+;V). (2.46)
u′k → u′ dans C0(R+;L2(Ω)). (2.47)

Supposant que Ω = Ωk1 ∪ Ωk2 sachant que :

Ωk1 = {x ∈ Ω; |u′k(t, x)| ≤ 1} et Ωk2 = {x ∈ Ω; |u′k(t, x)| > 1}.

‖a(x)g(u′k)‖2
L2(Qt)

=

∫ T

0

∫
Ω

|a(x)g(u′k(t, x))|2 dx dt

=

∫ T

0

[∫
Ωk1

|a(x)g(u′k(t, x))|2 dx+

∫
Ωk2

|a(x)g(u′k(t, x))|2 dx
]
dt

≤ ‖a(x)‖2
L∞(Ω)C

2

∫ T

0

‖u′k(t, x)‖2
L2(Ω)dt+ ‖a(x)‖2

L∞(Ω)M
2 mes(Ω)T

≤ ‖a(x)‖2
L∞(Ω)C

2M1 + ‖a(x)‖2
L∞(Ω)M

2 mes(Ω)T = M1.

Donc
(a(x)g(u′k)) est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.48)

Et on a également
u′k → u′ dans L2(0, T ;L2(Ω)).

De la continuité de g on a

a(x)g(u′k)→ a(x)g(u′k) p.p sur Ω× [0, T ]. (2.49)
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De (2.48), (2.49) et du lemme de Lions, il existe une sous-suite de (a(x)g(u′k))k qu’on
continue à noter de la même façon telle que :

a(x)g(u′k)→ a(x)g(u′k) dans L2(0, T ;L2(Ω)). (2.50)

On considère θ ∈ D(0, T ) et ϕ ∈ D(Ω)

< u′′k −∆uk + a(x)g(u′k), θϕ >D′(QT ),D(QT )= 0, ∀θ ∈ D(0, T ), ∀ϕ ∈ D(Ω). (2.51)

On sait que

< u′′, θϕ >= − < u′, θ′ϕ >, ∀θ ∈ D(0, T ), ∀ϕ ∈ D(Ω).

De (2.48) on obtient

− < u′k, θ
′ϕ >= − < u′, θ′ϕ >=< u′′, θϕ > .

Et on a

< u′′k, θϕ >D′(QT ),D(QT )→ < u′′, θϕ >D′(QT ),D(QT ), ∀θ ∈ D(0, T ), ∀ϕ ∈ D(Ω).
(2.52)

D’où

< −∆uk, θϕ >D′(QT ),D(QT )→ < −∆u, θϕ >D′(QT ),D(QT ), ∀θ ∈ D(0, T ), ∀ϕ ∈ D(Ω).
(2.53)

De ce qui précède dans (2.50), (2.52) et de (2.53) , après passage à la limite dans
(2.51), on obtient

< u′′ −∆u+ a(x)g(u′), θϕ >D′(QT ),D(QT )= 0, ∀θ ∈ D(0, T ), ∀ϕ ∈ D(Ω).

Cependant D(Ω)⊗D(0, T ) est dense dans D(Ω×]0, T [ ) donc

< u′′ −∆u+ a(x)g(u′), ψ >D′(QT ),D(QT )= 0, ∀ψ ∈ D(QT )).

Alors
u′′ −∆u+ a(x)g(u′) = 0, dans D′(QT ). (2.54)

On a u ∈ L∞(0, T ;V) donc −∆u ∈ L∞(0, T ;V ′) et comme

a(x)g(u′) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), donc u′′ ∈ L∞(0, T ;V ′).

Donc
u′′ −∆u+ a(x)g(u′) = 0, dans L∞(0, T ;V ′).

Et de (2.46) et (2.47) on a

u ∈ C0(R+;V) et u′ ∈ C0(R+;L2(Ω)).

Alors
u ∈ C0(R+;V) ∩ C1(R+;L2(Ω)).
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2.3.1 Vérifications

De (2.44) on a : ∂νuk −∆Γ1uk = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
Soit

∆Γ1 : H1(Γ1)→ H−1(Γ1).

définit par

< −∆Γ1f, h >H−1(Γ1),H1(Γ1)=

∫
Γ1

∇Γ1f.∇Γ1h dΓ, ∀f, h ∈ H1(Γ1).

Donc d’après (2.46) on a

∇Γ1uk → ∇Γ1u dans C0(R+; [L2(Γ1)]n).

Si h ∈ L1(0, T ;H1(Γ1)) on a∫ T

0

< −∆Γ1uk(t), h(t) >H−1(Γ1),H1(Γ1) dt→
∫ T

0

< −∆Γ1u(t), h(t) >H−1(Γ1),H1(Γ1) dt.

Donc
∆Γ1uk

∗
⇀ ∆Γ1u dans L∞(0, T ;H1(Γ1)).

En outre, d’après ce qui précède on a

∂νuk = ∆Γ1uk dans L2(0, T ;L2(Γ1)) ↪→ L2(0, T ;H−1(Γ1)).

D’où
< ∂νuk, ϕ >→< ∆Γ1u, ϕ > dans L2(0, T ;H−1(Γ1)).

De plus , comme

u′k → u dans C0([0, T ];L2(Ω)) ↪→ L2(0, T ;L2(Ω)).

De la proposition (1.3.6.1) et du corollaire (1.3.6.1), on a

u′′k → u′′, dans H−1(0, T ;L2(Ω)). (2.55)

Comme uk satisfait l’équation :

∆uk = u′′k + a(x)g(u′k), dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

De (2.49), (2.54) et (2.55), on aura

∆uk = u′′k + a(x)g(u′k)→ u′′k + a(x)g(u′) = ∆u.

On a
∆uk ⇀ ∆u, dans H−1(0, T ;L2(Ω)).

Et du fait que

uk → u, dans C0([0, T ];V) ↪→ H−1(0, T ;H1(Ω)).

On obtient : uk ⇀ u dans H−1(0, T ;H1(Ω)) où

H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}.
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De la continuité de l’application trace

γ1 : H−1(0, T ;H1(Ω))→ H−1(0, T ;H−
1
2 (Γ1)).

Et du théorème (1.7.2.1), on a

γ1(uk) ⇀ γ1(u) dans H−1(0, T ;H−1(Γ1)).

Donc

∂νuk ⇀ ∂νu dans H−1(0, T ;H−
1
2 (Γ1)) ↪→ H−1(0, T ;H−1(Γ1)). (2.56)

Ainsi, de (2.55), (2.56) et de l’unicité de la limite faible *, on obtient

∂νu = ∆Γ1u dans H−1(0, T ;H−1(Γ1)).

Comme
∆Γ1u ∈ L2(0, T ;H−1(Γ1)).

Donc
∂νu−∆Γ1u = 0 p.p sur Γ1 × R∗+.

De (2.44),(2.47) et (2.48) on a

uk(0) → u0 = u(0) dans V .
u′k(0) → u1 = u′(0) dans L2(Ω).

D’où
u0 = u(0) et u1 = u′(0).

2.3.2 L’unicité

On considère le problème (2.42) avec w = u− v.
wtt −∆w + a(x)g(ut)− a(x)g(vt) = 0 sur Ω×]0,+∞[.
∂νw −∆Γ1w = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
w = 0 sur Γ0×]0,+∞[.
w(x, 0) = wt(x, 0) = 0 x ∈ Ω.

(2.57)

On prend

1

2

d

dt
‖w′(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇w(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇Γ1w(t)‖2

Γ1

+

∫
Ω

[a(x)g(u′(t))− a(x)g(v′(t))][u′(t, x)− v′(t, x)] dx = 0.

(2.58)
Et on intègre sur t de 0 à s on obtient

1

2
(‖w′(s)‖2

L2(Ω)+ ‖∇w(s)‖2
L2(Ω) + ‖∇Γ1w(s)‖2

Γ1
)

≤ −
∫ s

0

∫
Ω

a(x)[g(u′(t))− g(v′(t))][u′(t, x)− v′(t, x)] dx dt ≤ 0.

alors w = 0 d’où l’unicité.
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Chapitre 3

L’existence et l’unicité de la solution
par la méthode des semi- groupes

3.1 Position du problème
On considère le problème (2.1) et les hypothèses (H.1) et (H.2) et les mêmes

notations et normes que (chapitre 2).

3.2 Théorème d’existence et d’unicité
Théorème 3.2.0.1. Supposons que les hypothèses (H.1)et(H.2) sont vérifiées.
1. Pour tout condition initial {u0, u1} ∈ H2(Ω)∩V ×V,et satisfaisant la condition

∂νu
0 −∆Γ1u

0 = 0 p.p sur Γ1.

Alors il existe une solution régulière unique du problème (2.1) telle que :

u ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ V) ∩W 1,∞(R+;V).

2. Si {u0, u1} ∈ V × L2(Ω).
Alors il existe une solution faible unique du problème (2.1) telle que :

u ∈ C(R+;V) ∩ C1(R+;L2(Ω)).

Pour démontrer ce théorème
tout d’abord on a

Siot v ∈ V , ‖v‖L2(Ω) ≤ (‖v‖2
L2(Ω) + ‖∇v‖2

L2(Ω))
1
2 = ‖v‖H1(Ω) ≤ c‖∇v‖L2(Ω)

≤ c1(‖∇v‖2
L2(Ω) + ‖∇Γ1v‖2

Γ1
)

1
2 ≤ c2‖v‖V .

Donc on a l’injections continues et les densités suivants :

V ↪→ L2(Ω) ≡ (L2(Ω))′ ↪→ V ′.

On définit l’espace de L’énergie comme suite

H = V × L2(Ω),

est un espace de Hilbert et de Banach menu de la norme suivante

‖U‖H = ‖u1‖V + ‖u2‖L2(Ω), ∀U = (u1;u2) ∈ H.
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Et le produit scalaire suivant

(U, Ũ)H = (u1, ũ1)V + (u2, ũ2)L2(Ω).

=

∫
Ω

∇u1.∇ũ1 dx+

∫
Γ1

∇Γ1u1∇Γ1ũ1 dΓ +

∫
Ω

u2ũ2 dx.

On définit l’opérateur linéaire A : V → V ′ tel que l’élément de dual Af ∈ V ′ donné
par

< Af, v >V ′,V= (Af)(v) =

∫
Ω

∇f.∇v dx+

∫
Γ1

∇Γ1f∇Γ1v dΓ, ∀v ∈ V .

A est continu .
En effet :
Soit A1 : V × V → R telle que A1(f, v) =

∫
Ω

∇f.∇v dx+

∫
Γ1

∇Γ1f∇Γ1v dΓ.

|A1(f, v)| = |
∫

Ω

∇f.∇v dx+

∫
Γ1

∇Γ1f∇Γ1v dΓ|

≤ |
∫

Ω

∇f.∇v dx|+ |
∫

Γ1

∇Γ1f∇Γ1v dΓ|

on applique l’inégalité de Cauchy-Schwartz
≤ ‖∇f‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω) + ‖∇Γ1f‖Γ1‖∇Γ1v‖Γ1

≤ [‖∇f‖L2(Ω) + ‖∇Γ1f‖Γ1 ]‖v‖V
≤ 2

1
2 [ ‖∇f‖2

L2(Ω) + ‖∇Γ1f‖2
Γ1

]
1
2‖v‖V

≤ C‖f‖V‖v‖V .

On considère le problème :
d2u

dt2
+ Au+B

du

dt
= 0.

u(0) = u0;
du

dt
(0) = u1.

(3.1)

Où B : V → V ′ est un opérateur définie par

< Bu, v >V ′,V= (Bu)(v) =

∫
Ω

a(x)g(u(x))v(x) dx, pour prèsque partout x ∈ Ω.

On a B est continu .
En effet :
Soit B1 : V × V → R telle que B1(f, v) =

∫
Ω

a(x)g(u(x))v(x) dx.

On pose

Ω = Ω0∪Ω1 telle que Ω0 = {x ∈ Ω; |v(x)| ≤ 1} et Ω1 = {x ∈ Ω; |v(x)| > 1}.
(3.2)

Donc d’après l’hypothèse (H.1) et (H.2) on a
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Soient v, w ∈ V

|B1(v, w)| ≤
∫

Ω

|a(x)||g(v(x))||w(x)| dx

≤
∫

Ω0

c|a(x)||w(x)| dx+

∫
Ω1

|a(x)|c1|v(x)||w(x)| dx

≤ c‖a‖L∞
∫

Ω

|w(x)| dx+ c1‖a‖L∞
∫

Ω

|v(x)||w(x)| dx.

comme L2 ↪→ L1 et Hölder on a

|B1(v, w)| ≤ c2‖a‖L∞‖w‖L2(Ω) + c3‖a‖L∞‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)

comme V s’injecte et dense dans L2 donc v ∈ L2 alors

≤ c2‖a‖L∞‖w‖L2(Ω)

‖v‖L2(Ω)

‖v‖L2(Ω)

+ c3‖a‖L∞‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)

≤ c4‖a‖L∞‖w‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) + c5‖a‖L∞‖v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)

comme V s’injecte dans L2 alors
≤ k1‖a‖L∞‖w‖V‖v‖V + k2‖a‖L∞‖v‖V‖w‖V
≤ K‖v‖V‖w‖V .

Donc soit le problème :

d

dt

[
v
h

]
+

[
0 −I
A B

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
v
h

]
=

[
0
0

]
, dans

V
×

L2(Ω)
.

Avec D(A) = {(v, h) ∈ H : h ∈ V et Av +Bh ∈ L2(Ω)}.
Pour montrer que A génère un semi groupe sur H il faut montrer que A est

maximal monotone.
A est monotone

En effet :
Soit U = (v, h) ∈ D(A) alors :

(AU,U)H =

([
−h

Av +Bh

]
,

[
v
h

])
H

= (−h, v)V + (Av +Bh, h)L2(Ω).

= (−h, v)V + (Av, h)V ′,V + (Bh, h)V ′,V .

= (−h, v)V +

∫
Ω

∇v.∇h dx+

∫
Γ1

∇Γ1v∇Γ1h dΓ + (Bh, h)V ′,V .

= (−h, v)V + (h, v)V + (Bh, h)V ′,V .

=

∫
Ω

a(x)g(h(x))h(x) dx ≥ 0.

A est maximal monotone i.e : de plus qu’il est monotone on a : R(I +A) = H i.e :
I +A est surjectif.
En effet :

On va montrer que (I +A) est bijectif i.e : (I +A) est inversible.
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D’abord on a A et B ne sont pas nuls.
On pose (I +A)V = 0 et on montre que V = 0.
Soit V un vecteur alors

(I +A)V = V +AV ⇒ −A.V = V.

Comme −A 6= I ceci implique que V = 0.
Alors (I +A) est inversible et alors elle est surjectif donc A est maximal monotone.

On va montrer que H2(Ω) ∩ V × V ⊂ D(A) donc :
Soit (u, v) ∈ H2(Ω) ∩ V × V donc u ∈ V et ∆u ∈ L2(Ω) car u ∈ H2(Ω) donc

pour tout θ ∈ D(Ω) ⊂ L2(Ω) on a

< ∆u, θ >D′,D= −
∫

Ω

∇u.∇θ dx =< −Au, θ >D′,D .

Donc
∆u = −Au dans D′(Ω).

Puisque ∆u ∈ L2(Ω) alors

∆u = −Au dans L2(Ω).

Alors −Au ∈ L2(Ω) donc Au ∈ L2(Ω).
Soit v ∈ V ⊂ L2(Ω) on a :∫

Ω

|Bv(x)|2 dx =

∫
Ω

|a(x)g(v(x))|2 dx

≤
∫

Ω

|a(x)|2|g(v(x))|2 dx

≤ ‖a(x)‖L∞
∫

Ω

|g(v(x))|2 dx.

Donc d’après l’hypothèse (H.1) et (3.2) on a∫
Ω

|Bv(x)|2 dx ≤ ‖a(x)‖L∞
(∫

Ω0

|g(v(x))|2 dx+

∫
Ω1

|g(v(x))|2 dx
)

≤ ‖a(x)‖L∞
(
Mmes(Ω) +K

∫
Ω

|v(x)|2 dx
)
<∞.

D’où Bv ∈ L2(Ω) et v ∈ V donc Au+Bv ∈ L2(Ω) alors (u, v) ∈ D(A) implique

H2(Ω) ∩ V × V ⊂ D(A).
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3.3 Démonstration du théorème (3.2.0.1)
On a le problème suivant :

d

dt

[
u
ut

]
+

[
0 −I
A B

]
︸ ︷︷ ︸

A

[
u
ut

]
=

[
0
0

]
.

[
u(0)
ut(0)

]
=

[
u0

u1

]
dans V × L2(Ω) ou H2(Ω) ∩ V × V .

comme A est maximal monotone alors on applique le théorème de Hille-Yosida :

3.3.1 La régularité de la solution

1)- Soit U0 = (u0, u1) ∈ H2(Ω)∩V ×V ⊂ D(A) alors il existe une solution régulière
unique U = (u, ut) ∈ D(A) telle que

U = (u, ut) ∈ C1(R+;H)
⋂

C(R+;D(A)).

Satisfait
‖U(t)‖H ≤ ‖U0‖H et ‖dU

dt
‖H ≤ ‖AU0‖H, ∀t > 0. (3.3)

Alors ∥∥∥∥[ututt
]∥∥∥∥
H
≤

∥∥∥∥[ −u1

Au0 +Bu1

]∥∥∥∥
H

= ‖u1‖V + ‖An0 +Bu1‖L2(Ω).

Donc
‖ut‖V + ‖utt‖L2(Ω) ≤ ‖u1‖V + ‖Au0 +Bu1‖L2(Ω), ∀t ≥ 0.

Comme H2(Ω) ∩ V × V ⊂ D(A) alors (u0, u1) ∈ D(A)

D’après (3.3) et comme (u0, u1) ∈ D(A) on a

‖u‖V + ‖ut‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖V + ‖u1‖L2(Ω) , ∀t ≥ 0.

Donc
‖u‖V ≤ ‖u0‖V + ‖u1‖L2(Ω) ∀t ≥ 0.

Alors
sup
t≥0

ess‖u‖V ≤ sup
t≥0

ess(‖u0‖V + ‖u1‖L2(Ω)) < +∞.

On obtient
u ∈ L∞(R+;V).

De même , on a

‖ut‖V + ‖utt‖L2(Ω) ≤ ‖u1‖V + ‖Au0 +Bu1‖L2(Ω) ∀t ≥ 0.

Donc

‖ut‖V ≤ ‖ut‖V + ‖utt‖L2(Ω) ≤ ‖u1‖V + ‖Au0 +Bu1‖L2(Ω) ∀t ≥ 0.
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Alors
sup
t≥0

ess‖ut‖V ≤ sup
t≥0

ess(‖u1‖V + ‖Au0 +Bu1‖L2(Ω)) < +∞.

On obtient ut ∈ L∞(R+;V).
D’où

u ∈ W 1,∞(R+;V). (3.4)

Comme
‖u‖H2(Ω) = ‖u‖L2(Ω) + ‖u′‖L2(Ω) + ‖u′′‖L2(Ω).

D’après (3.3) on a

‖u‖H2(Ω) = ‖u‖L2(Ω) + ‖u′‖L2(Ω) + ‖u′′‖L2(Ω)

≤ c1‖u‖V + ‖u′‖L2(Ω) + ‖u′′‖L2(Ω) + ‖u‖V
≤ (c1 + 1)‖u‖V + (c1 + 1)‖u′‖L2(Ω) + ‖u′′‖L2(Ω) + ‖u‖V
≤ c2(‖u0‖V + ‖u1‖L2(Ω)) + ‖u1‖V + ‖Au0 +Bu1‖L2(Ω) <∞.

Alors
sup
t≥0

ess‖u‖H2(Ω) <∞.

D’après ce qui précède on a u ∈ L∞(R+;H2(Ω)) et u ∈ L∞(R+;V).
Et comme

u ∈ L∞(R+;H2(Ω)∩V)⇔ sup
t≥0

ess‖u‖H2(Ω)∩V = sup
t≥0

ess
(
‖u‖H2(Ω) + ‖u‖V

)
<∞.

Alors
u ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ V). (3.5)

De (3.4) et (3.5) on a

u ∈ L∞(R+;H2(Ω) ∩ V)
⋂

W 1,∞(R+;V).

La solution régulière satisfait les conditions frontière car :
Soit u ∈ V t.q : Au = f ∈ L2(Ω).
Pour v ∈ V on a :

< Au, v >V ′,V =

∫
Ω

∇u.∇v dx+

∫
Γ1

∇Γ1u.∇Γ1v dΓ.

= −
∫

Ω

∆uv dx+

∫
Γ1

∂νuv dΓ−
∫

Ω

∆Γ1uv dΓ.

=

∫
Ω

fv dx.

Comme
−∆u = f dans L2(Ω).

Alors ∫
Γ1

(∂νu−∆Γ1u)v dΓ = 0, ∀v ∈ V .

Et on a
v|Γ1 ∈ H1(Γ1) ↪→ L2(Γ1).

Alors
∂νu = ∆Γ1u, dans L2(Γ1).

Donc
∂νu = ∆Γ1u, p.p sur Γ1.
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3.3.2 Solution faible

En montrant que D(A) = H.
Pour cela on va montrer que D(A) est fermé, donc on pose (un, vn)n∈N ∈ D(A)
une suite telle que un → u et vn → v et on montre que (u, v) ∈ D(A) .
Soit (un, vn) ∈ D(A) alors un ∈ V ↪→ L2(Ω) lors un → u dans L2(Ω) donc
u ∈ L2(Ω) et grâce à la complétude de V alors u ∈ V .
Et comme vn ∈ L2(Ω) alors v ∈ L2(Ω) donc (u, v) ∈ V × L2(Ω).
Aun +Bvn ∈ L2(Ω) et comme A et B sont continus alors

(Aun +Bvn)→ (Au+Bv).

Donc (Au+Bv) ∈ L2(Ω) car
comme A et B sont continus donc

Aun → Au et Bvn → Bv.

Alors
(Aun +Bvn)→ (Au+Bv).

Et comme L2(Ω) est complet alors (Au+Bv) ∈ L2(Ω).
Et comme Bv ∈ L2(Ω) ↪→ V ′ donc d’après la définition de B on a v ∈ V alors
(u, v) ∈ D(A) donc il s’ensuit que D(A) est un fermé i.e : D(A) = D(A).

Et comme A est maximal monotone on utilise la proposition (1.8.1.1) on obtient

D(A) = D(A) = H.

On applique le théorème de Hille-Yosida .
2)- Soit U0 = (u0, u1) ∈ H = V × L2(Ω) = D(A) alors il existe une solution unique

U = (u, ut) telle que

U = (u, ut) ∈ C1([0,+∞[;H)
⋂

C([0,+∞[;D(A)).

Alors

U = (u, ut) ∈ C1([0,+∞[;H) et U = (u, ut) ∈ C([0,+∞[;D(A)).

Donc
U = (u, ut) ∈ C([0,+∞[;D(A)).

U = (u, ut) ∈ C0([0,+∞[;H = V × L2(Ω)).

Donc
u ∈ C0(R+;V) et ut ∈ C0(R+;L2(Ω)).

Alors
u ∈ C0(R+;V) ∩ C1(R+;L2(Ω)).

Et pour 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞

u ∈ C0(R+;V) ↪→ Lp(R+;V) ↪→ Lq(R+;L2(Ω)).

Car V ↪→ L2(Ω).

Alors
Lq(R+;L2(Ω)) ↪→ D′(R+;L2(Ω)).

Donc
u ∈ D′(R+;L2(Ω).

La démonstration est achevée.
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Chapitre 4

Stabilisation

Dans ce chapitre, on s’intéresse à étudier la stabilisation de l’équation des ondes
avec un feedback interne localement distribué et des conditions de type Cauchy-
Ventcel, lesquelles servent à modéliser des phénomènes physiques comme les proces-
sus de diffusion et la propagation d’ondes mais aussi des problèmes de mécanique
comme l’élasticité imposent des conditions au bord qui se caractérisent par la pré-
sence d’opérateurs tangentiels de même ordre que l’opérateur principal et qu’on
justifie par des méthodes asymptotiques à partir de problèmes de transmission,
pour modéliser les processus de diffusion on introduit la condition au bord :

∂νu−∆Tu = 0, sur : Γ = ∂Ω.

La stabilisation interne consiste à trouver un contrôle g : R→ K où
K = R(ou C) tel que l’énergie E(t) associée à la solution du problème (4.1) ci-
dessous décroisse vers zéro quand t tend vers à (+∞) et sa pour tous u0, u1 pris

dans des espaces convenables , où E(t) = 1
2

∥∥∥∥( u(t)
ut(t)

)∥∥∥∥2

H
∀t ≥ 0.

Soient Ω ⊂ Rn un ouvert connexe et borné et ∂Ω = Γ sa frontière ,elle se
décompose en deux parties Γ0 et Γ1 non vides, fermées et disjointes avec
mes(Ω) et mes(QT ) < +∞ et soit

f : Ω→ R

une fonction régulière qui sera construite ultérieurement.
Soit w1 un voisinage de Γ1 contenu dans Ω et on subdivise la frontière Γ0 en

deux parties :

Γ∗0 = {x ∈ Γ0 | ∂νf > 0} et Γ∗1 = {x ∈ Γ0 | ∂νf ≤ 0}.

Maintenant, soit w0 un voisinage de Γ∗0 contenu dans Ω tel que w0 ∩ w1 = ∅ et on
pose w = w0 ∪ w1.

Nous étudier les propriétés de stabilité de la fonction u(x, t) qui résout les pro-
blèmes de Cauchy-Ventcel amorti, On considère le problème suivant :

utt −∆u+ a(x)g(ut) = 0 sur Ω×]0,+∞[
∂νu−∆Γ1u = 0 sur Γ1×]0,+∞[
u = 0 sur Γ0×]0,+∞[
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) x ∈ Ω.

(4.1)

Avec les hypothèses suivantes :
(H.1) La fonction de feedback g : R→ R satisfait les conditions suivantes :

49



1. g ∈ C0(R) est monotone croissante.
2. g(s)s > 0 avec s 6= 0 .
3. Il existe k et K deux constantes positives telles que :

k.s ≤ |g(s)| ≤ K.s, |s| > 1.

(H.2) a ∈ L+∞(Ω) est une fonction non négative telle que

a(x) ≥ a0 > 0 p.p sur w = w0 ∪ w1. (4.2)

Si u est une solution faible unique de (4.1) alors soit E(t) l’énergie associée au
problème (4.1) qui est donnée par :

E(t) =
1

2

{∫
Ω

[|ut|2 + |∇u|2] dx+

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ

}
. (4.3)

pour chaque solution de (4.1), l’identité suivante est vérifiée.

E(t2)− E(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(ut)ut dx dt, ∀t1 > t2 ≥ 0. (4.4)

Avant de donner le résultat principal de ce chapitre, on définit les fonctions auxi-
liaires suivantes :

Soit h : R → R une fonction concave strictement croissante, avec h(0) = 0 et
telle que

h(g(s)s) ≥ s2 + g2(s), |s| ≤ 1. (4.5)

La fonction h peut être construite étant donné que g est continue et que la condition
(4.5) est vérifiée.

Ensuite, on définit

r(s) = h

(
s

mes(QT )

)
. (4.6)

pour chaque T > 0 ; comme r est monotone croissante alors cI + r est inversible
pour toute constante c ≥ 0.
Soit L une constante positive. On pose

p(s) = (cI + r)−1(Ls). (4.7)

p est positive, continue et strictement croissante, avec p(0) = 0.
Finalement, on définit

q(s) = s− (I + p)−1(s). (4.8)
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4.1 Stabilité uniforme
On va énoncer maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 4.1.0.1. On suppose que les hypothèses (H.1) et (H.2) sont satisfaites
et que (4.5) est vérifiée. Soit u la solution faible du problème (4.1), alors il existe
T0 > 0 suffisamment grand tel que pour chaque T > T0 l’énergie E(t) définie dans
(4.3) satisfait la relation suivante :

E(t) ≤ S

(
t

T
− 1

)
, ∀t > T. (4.9)

et S(t) est solution de l’équation de l’équation différentielle ordinaire donnée par :{
dS
dt

(t) + q(S(t)) = 0
S(0) = E(0).

(4.10)

avec q définie par (4.8).
De plus, S(t) est monotone décroissante et lim

t→+∞
S(t) = 0.

et Les constantes L et c données dans (4.7) dépendent respectivement de E(0) ;
‖a‖L∞(Ω) ; mes(Ω) ;T et de ‖a‖L∞(Ω) ; K ; k ; mes(QT ).

4.1.1 Preuve du théorème (4.1.0.1)

Les identités du multiplicateur

On départ avec l’identité suivante :
Lemme 4.1.1.1. soit q un champ de vecteur régulière sur Ω de classe [C1(Ω)]n .

Alors pour tout solution régulière u de (4.1) on a l’identité suivante :∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(q.∇Tu) dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0

(q.ν)|∂νu|2 dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

(q.ν)
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt

=

[∫
Ω

utq.∇u dx
]T

0

+

∫ T

0

∫
Ω

∇u.∇q.∇u dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

(div q)(u2
t − |∇u|2) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)(q.∇u) dx dt. (4.11)

Démonstration

On multiplie la première equation dans (4.1) par (q.∇u) dans L2(QT ) et on
utilise les formules de Green et divergence et les identités suivantes :

∇u = ∂νuν +∇Tu et q.∇u = (q.ν)∂νu+ q.∇Tu et |∇u|2 = (∂νu)2|∇Tu|2.

Pour obtenir le résultat souhaité, ce qui est fait mot à mot comme dans Lions
(voir [5],Lemme 3.7 (p 40) et Lemme 1.3 (p 139)).
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Lemme 4.1.1.2. Soit u une solution fiable du problème (4.1) et ξ ∈ C1(Ω).
Alors :

0 =

[∫
Ω

utξu dx

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

ξ
[
|∇u|2 − |ut|2

]
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

u(∇u.∇ξ) dx dt−
∫ T

0

∫
Γ1

∂νuξu dΓ dt+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)ξu dx dt. (4.12)

Démonstration
On multiplie l’équation de (4.1) par ξ(x) u(x, t) dans L2(QT ) et on intègre par
partie.

Substitution q = ∇f dans (4.11) où f : Ω → R est une fonction régulière et
ξ = α > 0 dans (4.12) et en combinant les résultats obtenus, nous en déduisons∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(∇f.∇Tu) dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0

(∇f.ν)|∂νu|2 dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

(∇f.ν)
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt+ α

∫ T

0

∫
Γ1

∂νuu dΓ dt

=

[∫
Ω

ut(∇f.∇u) dx

]T
0

+ α

[∫
Ω

ut u dx

]T
0

+
1

2

∫ T

0

∫
Ω

∆f(u2
t − |∇u|2) dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

∇u.Hess(f).∇u dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

[
|∇u|2 − |ut|2

]
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)(∇f.∇u) dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)u dx dt. (4.13)

Invoquer la condition aux limites et la formule de Green pour obtenir

α

∫ T

0

∫
Γ1

∂νuu dΓ dt = −α
∫ T

0

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ dt. (4.14)

Substitution (4.14) dans (4.13) nous en déduisons∫ T

0

∫
Ω

∇u.Hess(f).∇u dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

∆f

2

[
|u2
t | − |∇u|2

]
dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

α
[
|∇u|2 − u2

t

]
dx dt+ α

∫ T

0

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ dt+

[∫
Ω

ut(∇f.∇u) dx

]T
0

+α

[∫
Ω

ut u dx

]T
0

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)(∇f.∇u) dx dt+ α

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)u dx dt

=

∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(∇Tf.∇Tu) dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0

∂νf(∂νu)2 dΓ dt

1

2

∫ T

0

∫
Γ1

∂νf
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt. (4.15)
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Analyse des termes aux limites

On rappelle que w = w0 ∪w1 est un voisinage ouvert de Γ1 ∪ Γ∗0 ,maintenant on
va définir deux "Sous-colliers" wε et w ε

2
sachant que

w ε
2
⊂ wε ⊂ w.

Donc : soit ε > 0 est inférieur à "l’épaisseur" de w plus précisément : choisissez-le
pour que

ε < inf dist ((Ω \ w) , (Γ1 ∪ Γ∗0)) .

Maintenant on définie wε pour être un voisinage régulière dans Ω de Γ1 ∪ Γ∗0 avec
"l’épaisseur" plus que ε

2
mais moins que ε :

ε

2
< inf dist((Ω \ wε) , (Γ1 ∪ Γ∗0)) et sup

x∈wε
dist(x, Γ1 ∪ Γ∗0) < ε.

Et par la suite définir w ε
2
⊂ wε comme n’importe quel autre voisinage régulière de

Γ1 ∪ Γ∗0 avec
sup
x∈w ε

2

dist(x, Γ1 ∪ Γ∗0) <
ε

2
.

Laissez-nous également présenter V := Ω \ wε.
Maintenant construit une coupure ψ ∈ C∞(Ω) sachant que

ψ = 0 dans V.
ψ = 1 dans Γ1 et ψ = 1 dans Γ0 ∩ w ε

2
.

0 ≤ ψ ≤ 1.
(4.16)

On peut écrire les conditions aux limites comme∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(∇Tf.∇Tu) dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

∂νf(∂νu)2 dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

∂νf
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt =

∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(∇Tf.∇Tu) dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0∩w ε

2

∂νf(∂νu)2 dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0\w ε

2

∂νf(∂νu)2 dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

∂νf
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt. (4.17)

Ajuster q = ψ∇f dans l’identité (4.11) on obtient∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(∇f.∇Tu) dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0∩w ε

2

(∇f.ν)|∂νu|2 dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0\w ε

2

ψ(∇f.ν)|∂νu|2 dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

(∇f.ν)
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt

=

[∫
wε

ut ψ∇f.∇u dx
]T

0

+

∫ T

0

∫
wε

ψ∇u.Hess(f).∇u dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
wε

ψ∆f(u2
t − |∇u|2) dx dt+

∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇u)(∇f.∇u) dx dt
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+

∫ T

0

∫
wε

a(x)g(ut) ψ (∇f.∇u) dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇f)(u2
t − |∇u|2) dx dt.

(4.18)
Substitution (4.18) dans (4.17) devient∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(∇Tf.∇Tu) dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0

∂νf(∂νu)2 dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

∂νf
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt =

1

2

∫ T

0

∫
Γ0\w ε

2

(1−ψ)∂νf(∂νu)2 dΓ dt

+

[∫
wε

ψ ut ∇f.∇u dx
]T

0

+

∫ T

0

∫
wε

ψ ∇u.Hess(f).∇u dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
wε

ψ ∆f(u2
t − |∇u|2) dx dt+

∫ T

0

∫
wε

a(x)g(ut)ψ (∇f.∇u) dx dt∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇u)(∇f.∇u) dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇f)(u2
t − |∇u|2) dx dt. (4.19)

Comme
∂νf ≤ 0 dans Γ0 \ w ε

2
(où 0 ≤ ψ ≤ 1). (4.20)

Puis en combinant (4.19) et (4.20) nous en déduisons∫ T

0

∫
Γ1

∂νu(∇Tf.∇Tu) dΓ dt+
1

2

∫ T

0

∫
Γ0

∂νf(∂νu)2 dΓ dt

+
1

2

∫ T

0

∫
Γ1

∂νf
[
|ut|2 − |∇Tu|2 + |∂νu|2

]
dΓ dt

≤
[∫

wε

ψ ut ∇f.∇u dx
]T

0

+

∫ T

0

∫
wε

ψ ∇u.Hess(f).∇u dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
wε

ψ ∆f(u2
t − |∇u|2) dx dt+

∫ T

0

∫
wε

a(x)g(ut)ψ (∇f.∇u) dx dt∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇u)(∇f.∇u) dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇f)(u2
t − |∇u|2) dx dt. (4.21)

Substitution (4.21) dans (4.15) on obtient∫ T

0

∫
Ω

∇u.Hess(f).∇u dx dt+
∫ T

0

∫
Ω

∆f

2

[
u2
t − |∇u|2

]
dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

α
[
|∇u|2 − u2

t

]
dx dt

+α

∫ T

0

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ dt ≤
[∫

Ω

ut (∇f.∇u) dx

]T
0

− α
[∫

Ω

ut u dx

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut) (∇f.∇u) dx dt− α
∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut) u dx dt

+

[∫
wε

ψ ut (∇f.∇u) dx

]T
0

+

∫ T

0

∫
wε

ψ ∇u.Hess(f).∇u dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
wε

ψ ∆f (u2
t − |∇u|2) dx dt+

1

2

∫ T

0

∫
wε

a(x)g(ut) ψ (∇f.∇u) dx dt
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+

∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇u)(∇f.∇u) dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇u)(u2
t − |∇u|2) dx dt. (4.22)

Rappeler que V = Ω \ wε En supposant, pour un moment, qu’il existe C > 0 et
α > 0 convenablement choisi tel que

C

[∫ T

0

∫
V

(
u2
t + |∇u|2

)
dx dt

]
≤
∫ T

0

∫
V

(
∆f

2
− α

)
u2
t dx dt

+

∫ T

0

∫
V

[
∇u.Hess(f).∇u+

(
α− ∆f

2

)
|∇u|2

]
dx dt. (4.23)

Posons C̄ = min{C, α} on déduit

C̄

[∫ T

0

∫
V

(u2
t + |∇u|2) dx dt+

∫ T

0

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ dt

]

≤ C̃

∫ T

0

∫
wε

(u2
t + |∇u|2) dx dt−

[∫
Ω

ut (∇f.∇u) dx

]T
0

− α
[∫

Ω

ut u dx

]T
0

−
∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)(∇f.∇u) dx dt−α
∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)u dx dt+

[∫
Ω

ψ ut ∇f.∇u dx
]T

0

+

∫ T

0

∫
wε

ψ ∇u.Hess(f).∇u dx dt

+
1

2

∫ T

0

∫
wε

ψ ∆f(u2
t − |∇u|2) dx dt+

∫ T

0

∫
wε

a(x)g(ut) ψ(∇f.∇u) dx dt∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇u)(∇f.∇u) dx dt+
1

2

∫ T

0

∫
wε

(∇ψ.∇f)(u2
t − |∇u|2) dx dt. (4.24)

Où C̃ = C̃(f) .
De (4.24) on déduit∫ T

0

E(t) dt ≤ C

[∫ T

0

∫
wε

(u2
t − |∇u|2) dx dt

]
−C

[∫
Ω

ut(∇f.∇u) dx

]T
0

−C
[∫

Ω

ut u dx

]T
0

−C[

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)(∇f.∇u) dx dt− C
∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)u dx dt

+C

[∫
wε

ψ ut(∇f.∇u) dx

]T
0

+ C

∫ T

0

∫
wε

a(x)g(ut) ψ(∇f.∇u) dx dt.

L’inégalité (4.25) sera contrôlée via une procédure standard, nous le répéterons plus

tard. L’idée principale est d’écrire
∫ T

0

∫
wε

|∇u|2 dx dt en termes d’amortissement

∫ T

0

∫
Ω

a(x)(u2
t + g(ut)

2) dx dt.

Dans ce but, nous allons construire une autre coupure. Notez que∫ T

0

∫
wε

u2
t dx dt ≤ a−1

0

∫ T

0

∫
wε

a(x)u2
t dx dt.

Puisque wε est contenu à l’intérieur de la zone dissipative.
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Preuve de l’inégalité(4.23)

On considère la fonction f : Ω→ R sachant que :

f(x1, x2, ..., xn) =


1
2
{(x1 − x1,0)2 + ...+ (xn − xn,0)2} dans Ω \ wε.
f est régulière dans Ω.
∂νf > 0 dans Γ∗0.
∂νf ≤ 0 dans Γ0 \ Γ∗0.

(4.25)
Où (x1,0, x2,0, ..., xn,0) est un point fixe dans Rn ,de (4.23) et (4.25) on déduire que[

1− n

2
+ α

]
> 0, [n− α] > 0.

On choisit α ∈ (n−2
2
, n) on conclure l’assertion (4.23).

L’exemple exceptionnel d’une telle fonction est

f(x) =
1

2
|x− x0|2, x ∈ Rn.

Dans ce cas ,notons que

∇f(x) = (x1 − x1,0, ..., xn − xn,0) = x− x0.

Donc
∂νf(x) =< ∇f(x), ν(x) > > 0, ∀x ∈ Γ∗0.

∂νf(x) =< ∇f(x), ν(x) > ≤ 0, ∀x ∈ Γ0 \ Γ∗0.

Et on note

X = C

[∫
Ω

ut∇f.∇u dx
]T

0

+ C

[∫
Ω

ut u dx

]T
0

+ C

[∫
wε

ψ ut∇f.∇u dx
]T

0

. (4.26)

Nous allons ensuite estimer quelques termes de (4.25).
Pour plus de commodité définir :

R := max
x∈Ω
|∇f(x)|. (4.27)

Estimation de I1 :=

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut)(∇f.∇u) dx dt.

On prend (4.27) et on utilise ab ≤ a2

4δ
+ δb2 où δ > 0 ,on obtient

|I1| ≤
‖a‖L∞(Ω)R

2

δ

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(ut)|2 dx dt+ 2δ

∫ T

0

E(t) dt. (4.28)

Estimation de I2 :=

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut) u dx dt.

De même, nous déduisons

|I2| ≤
‖a‖L∞(Ω)λ

−1
1

16δ

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(ut)|2 dx dt+ 2δ

∫ T

0

E(t) dt. (4.29)

Avec λ une constante positive qui provient du fait que les deux norme ‖.‖H1(Ω) et
‖∇.‖L2(Ω) sont équivalentes dans H1

Γ0
(Ω).
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Estimation de I3 :=

∫ T

0

∫
wε

a(x)g(ut) ψ (∇f.∇u) dx dt

Analogique

|I1| ≤
‖a‖L∞(Ω)λ

−1
1

16δ

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(ut)|2 dx dt+ 2δ

∫ T

0

E(t) dt. (4.30)

On choisit δ suffisamment petit et on injecte (4.26), (4.28) et (4.29) dans (4.25) on
déduit∫ T

0

E(t) dt ≤ |X |+C1

∫ T

0

∫
Ω

a(x)(g(ut))
2 dx dt+C1

∫ T

0

∫
wε

[|∇u|2 + a(x)u2
t ] dx dt.

(4.31)
Où C1 := C1{C, ‖a‖L∞(Ω), λ

−1
1 , R, a−1

0 , n}.

Il reste à estimer la quantité
∫ T

0

∫
wε

|∇u|2 dx dt en termes d’amortissement

∫ T

0

∫
Ω

[a(x)(|g(ut)|2 + |ut|2)] dx dt.

Dans ce but,en construisant une autre fonction de coupure régulière.
D’abord, soit η̃ : R→ R donné par

η̃(s) =


1 si s ≤ 0.
(s− 1)2 si s ∈ [1

2
, 1].

0 si s > 1.
(4.32)

et elle est définir en ]0, 1
2
[ de tel façon η̃ est une fonction décroissante de classe C1

Pour ε > 0 on pose η̃ε(s) := η̃(s/ε).
Donc : on définie ηε : Ω→ R comme suite

ηε(x) =


1 si x ∈ wε.
η̃ε(d(x, Ω \ V )) si x ∈ w \ wε.
0 sinon .

(4.33)

Il est facile de vérifier qu’il y a une constante M > 0 telle que

|∇ηε(x)|2

ηε(x)
=
|η̃′ε(d(x, Ω \ V ))|2

η̃ε(d(x, Ω \ V ))
≤ M

ε2
. (4.34)

Remarque 4.1.1.1. On peut remplacer ηε par une autre fonction régulière d’en-
semble d’arrivée [0, 1] ,telle que elle égale à 1 dans wε et 0 sinon

Comme ηε égale à 1 dans wε et est supporté sur w ,alors on prend ξ = ηε dans
l’identité (4.12) on déduire∫ T

0

∫
wε

ηε|∇u|2 dx dt = −
[∫

w

ut u ηε dx

]T
0

+

∫ T

0

∫
w

ηε|ut|2 dx dt

−
∫ T

0

∫
w

u(∇u.∇ηε) dx dt−
∫ T

0

∫
w

a(x)g(ut)u ηε dx dt

+

∫ T

0

∫
Γ1

∂νu ηε︸︷︷︸
=1

u dΓ dt. (4.35)
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Maintenant on va estimer les termes de (4.35)

Estimation de K1 :=

∫ T

0

∫
w

ηε|ut|2 dx dt.

De (4.2), comme ηε ≤ 1 et wε ⊂ w,en déduire

K1 ≤ a−1
0

∫ T

0

∫
Ω

a(x)u2
t dx dt. (4.36)

Estimation de K2 := −
∫ T

0

∫
w

a(x)g(ut)u ηε dx dt.

L’estimation ab ≤ 1
4β
a2 + βb2 et l’inégalité de Poincaré on trouve :

|K2| ≤
‖a‖L∞(Ω)λ

−1
1

4β

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(ut)|2 dx dt+ 2β

∫ T

0

E(t) dt. (4.37)

Où la constante β > 0.

Estimation de K3 :=

∫ T

0

∫
w

u (∇u.∇ηε) dx dt.

On considère (4.34) nous donne

|K3| ≤
1

2

∫ T

0

[∫
w

ηε|∇u|2 dx dt+

∫
w

|∇ηε|2

ηε
|u|2 dx

]
dt

≤ 1

2

∫ T

0

[∫
w

ηε|∇u|2 dx dt+
M

ε2

∫
w

|u|2 dx
]
dt. (4.38)

Estimation de K4 :=

∫ T

0

∫
w

∂νu u dΓ dt.

D’après les conditions aux limites sur Γ1 on a

|K4| ≤ −
∫ T

0

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ dt ≤ 0. (4.39)

On va combiner (4.35)– (4.39) on obtient l’inégalité suivante

1

2

∫ T

0

∫
wε

ηε|∇u|2 dx dt ≤ |Y|+
‖a‖L∞(Ω)λ

−1
1

4β

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(ut)|2 dx dt

+ 2β

∫ T

0

E(t) dt+
M

2ε2

∫
w

|u|2 dx dt

+ a−1
0

∫ T

0

∫
Ω

a(x)u2
t dx dt. (4.40)

Où

Y := −
[∫

w

ut u ηε dx

]T
0

. (4.41)

On va combiner (4.31)et (4.40) on trouve d’une part que

1

2

∫ T

0

∫
wε

|∇u|2 dx dt ≤ 1

2

∫ T

0

∫
w

ηε|∇u|2 dx dt.

On choisie β assez petit ,en déduire∫ T

0

E(t) dt ≤ |X |+ C1|Y|

+ C2

∫ T

0

∫
Ω

[a(x)|g(ut)|2 + a(x)|ut|2] dx dt

+
MC2

ε2

∫ T

0

∫
w

|u|2 dx dt (4.42)
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Où C2 := C2{C1, λ
−1
1 , ‖a‖L∞(Ω), a

−1
0 }

D’autre part ,de (4.26) , (4.41) et (4.4) on a

|X |+ 2C2|Y| ≤ C(E(0) + E(T ))

= C

[
2E(T ) +

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(ut) ut dx dt

]
. (4.43)

Où la constante C dépend deR (de(4.27)) et C > 0 , alors de (4.42) et (4.43) on
déduit

TE(T ) ≤
∫ T

0

E(t) dt

≤ CE(T ) + C

[∫ T

0

∫
Ω

[a(x)|g(ut)|2 + a(x) |ut|2] dx dt

]
+ C

∫ T

0

∫
w

|u|2 dx dt. (4.44)

avec C := C{a0, λ1, R, ‖a‖L∞(Ω), n,
M
ε2
} > 0.

Lemme 4.1.1.3. Sous l’hypothèse du Théorème (4.1.0.1) et pour tout T > T0,
avec T0 suffisamment grand, il existe une constante positive C(T0, E(0)) telle que si
(u, ut) est un solution faible de (4.1) nous avons :∫ T

0

∫
Ω

|u|2 dx dt ≤ C(T0, E(0))

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)(g2(ut) + u2
t ) dx dt

)
. (4.45)

Preuve

Nous discutons par l’argument standard de unicité-compacité (Lemme de Aubin-
Lions et théorème de Holmgren).

Pour la simplicité dénote u′ := ut.
Supposons que (4.45) est faux et que {uk(0), u′k(0)} être une suite de données

initiales où les solutions correspondantes {uk}k∈N de (4.1), avec Ek(0) supposé uni-
formément borné en k vérifie :

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)(g2(u′k) + u′2k ) dx dt∫ T

0

‖uk(t)‖L2(Ω) dt

. (4.46)

Depuis Ek(t) ≤ Ek(0) ≤ L, où L est une constante positive, on obtient sur une
sous-suite ré-indexé à nouveau par {uk}

uk ⇀ u faible dans H1(QT ). (4.47)
uk ⇀ u faible * dans L∞(0, T ;V). (4.48)
u′k ⇀ u′ faible * dans L∞(0, T ;L2(Ω)). (4.49)

En utilisant les résultats standard de la compacité , nous déduisons également que

uk → u′ fort dans L2(0, T ;L2(Ω)). (4.50)

À ce point, nous allons diviser notre preuve en deux cas, à savoir, u 6= 0 et u = 0.
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Première cas u 6= 0 .
On observe que de(4.46) et (4.50) on a

lim
k→+∞

{∫ T

0

∫
Ω

a(x)(g2(u′k) + u′2k ) dx dt

}
= 0. (4.51)

En passant à la limite de l’équation, quand k → +∞, on obtient :
utt −∆u = 0 sur Ω×]0,+∞[.
∂νu−∆Γ1u = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
u = 0 sur Γ0×]0,+∞[.
ut = 0 sur w×]0,+∞[.

(4.52)

Et on dérive l’équation de (4.52) au sens de distribution par rapport à t et posons
ut = v on obtient {

vtt −∆v = 0 sur Ω×]0,+∞[.
v = 0 sur w×]0,+∞[.

(4.53)

Ensuite , à partir des résultats standard d’unicité , nous déduisons v = ut ≡ 0 on
Ω.

Par conséquent revenant à (4.52) nous obtenons le problème elliptique suivant
∆u = 0 sur Ω.
∂νu−∆Γ1u = 0 sur Γ1.
u = 0 sur Γ0.

(4.54)

Ce qui implique que
∫

Ω

|∇u|2 dx +

∫
Γ1

|∇Tu|2 dΓ = 0 et alors u ≡ 0 donc contra-

diction.
Deuxième cas u = 0 .

On suppose

ck :=

[∫ T

0

∫
Ω

|uk|2 dx dt
] 1

2

et ūk :=
1

ck
uk.

On obtient∫ T

0

∫
Ω

|ūk|2 dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

|uk|2

c2
k

dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

|uk|2 dx dt = 1. (4.55)

Posons
Ēk(t) =

Ek(t)

c2
k

. (4.56)

Rappelant (4.44) pour T assez grand , nous obtenons,

E(T ) ≤ C̄

[∫ T

0

∫
Ω

[a(x)g(ut)
2 + a(x) u2

t ] dx dt+

∫ T

0

∫
Ω

|u|2 dx dt
]
.

Puisque l’énergie est décroissante, il s’ensuit

Ēk(t) ≤ C̃


∫ T

0

∫
Ω

a(x)(g2(u′k) + u′2k ) dx dt∫ T

0

∫
Ω

|uk(t)|2 dt
+ 1

 . (4.57)
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De (4.46) et (4.57), nous concluons qu’il existe une constante positive M̂ telle que

Ēk(t) ≤ M̂, ∀t ∈ [0, T ] et ∀k ∈ N.

Par conséquent, pour une sous-suite {uk}, nous obtenons

ūk ⇀ ū faible * dans L∞(0, T ;V). (4.58)
ū′k ⇀ ū′ faible * dans L∞(0, T ;L2(Ω)). (4.59)
ūk → ū fort dans L2(0, T ;L2(Ω)). (4.60)

De puis, à partir de (4.46), il s’ensuit également

lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g2(u′k)

c2
k

dx dt = 0, lim
k→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|ū′k|2 dx dt = 0. (4.61)

De plus, uk satisfait l’équation

ū′′k −∆ūk + a(x)
g(ū′k)

ck
= 0 dans Ω×]0, T [.

Passage à la limite lorsque k → +∞ et d’après les convergences ci-dessus, on obtient
ū′′ −∆ū = 0 sur Ω×]0,+∞[.
∂ν ū−∆Γ1ū = 0 sur Γ1×]0,+∞[.
ū = 0 sur Γ0×]0,+∞[.
ū′ = 0 sur w×]0,+∞[.

(4.62)

Et on dérive l’équation de (4.62) au sens de distribution par rapport à t et posons
ū′ = v on obtient {

vtt −∆v = 0 sur Ω×]0,+∞[.
v = 0 sur w×]0,+∞[.

(4.63)

En appliquant, encore, les résultats d’unicité concluent v = ūt = 0. Retour à (4.62)
on obtenir le problème elliptique ]0, T [ suivant

∆ū = 0 sur Ω.
∂ν ū−∆Γ1ū = 0 sur Γ1.
ū = 0 sur Γ0.

(4.64)

Nous en déduisant que ū = 0, ce qu’est une contradiction en vue de (4.55) et (4.60).
Ce étape conclut la preuve de Lemme.
Les inégalités (4.44) et (4.45) conduisent au résultat suivant.
Proposition 4.1.1.1. Pour T > 0 suffisamment grand la solution u du problème
(4.1) satisfait

E(T ) ≤ C

[∫ T

0

∫
Ω

a(x)(g2(ut) + u2
t ) dx dt

]
. (4.65)

avec C une constante positive qui dépend de T0, E(0), f , λ1,R,n, ‖a‖L∞(Ω) et M
ε2
.
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4.1.2 Conclusion du théorème (4.1.0.1)

Pour terminer la preuve du théorème (4.1.0.1), nous invoquons le résultat suivant
dû à Lasiecka et Tataru (voir[13]).
Lemme 4.1.2.1. (Voir [13]) Soit p une fonction positive, croissante telle que
p(0) = 0.

Comme p est croissante, on peut définir la fonction croissante
q(x) = x− (I + p)−1(x).

On considère la suite {sm} positive qui satisfait :

sm+1 + p(sm+1) ≤ sm. (4.66)

Alors sm ≤ S(m) avec S(t) solution de l’équation (4.10) avec S(0) = s0.
De plus S(t) est monotone et décroissante avec lim

t→+∞
S(t) = 0.

Démonstration
Faisant la preuve par récurrence sur m.
Pour m = 0, de (4.66) on obtient que

(I + p)(s1) ≤ s0. (4.67)

Comme (I + p)−1 est croissante, on a

s1 ≤ (I + p)−1(s0) = s0 − s0 + (I + p)−1(s0) = s0 − q(s0). (4.68)

D’un autre côté, comme q est une fonction positive , la solution S(t) de l’équation
(4.10) est monotone décroissante, c’est-à-dire

S(t) ≤ S(τ), ∀t ≥ τ ≥ 0. (4.69)

Intégrant (4.10) de 0 à 1, on obtient S(1)− S(0) +

∫ 1

0

q(S(τ)) dτ = 0.

Comme q est croissante, de (4.69) et de l’hypothèse S(0) = s0, on aura

S(1) = S(0)−
∫ 1

0

q(S(τ)) dτ = S(0)−
∫ 1

0

q(S(0)) dτ

= S(0)− q(S(0)) = (I − q)(S(0)) = (I + p)−1(S(0)) = (I + p)−1(s0)

= s0 − q(s0) ≥ s1.

Donc S(1) ≥ s1.
Supposant que ce résultat soit vrais pour m, c’est-à-dire S(m) ≥ sm , pour m + 1
de (4.66), on a

(I + p)(sm+1) ≤ sm. (4.70)

Comme (I + p)−1 est croissante, on aura

sm+1 ≤ sm − p(sm). (4.71)

Maintenant, intégrant (4.10) de m à m+ 1, on obtient

S(m+ 1)− S(m) +

∫ m+1

m

q(S(τ)) dτ = 0.
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Comme q est croissante, de (4.69) et de l’hypothèse on aura

S(m+ 1) = S(m)−
∫ m+1

m

q(S(τ)) dτ = S(m)− q(S(m)) = (I − q)(S(m))

= (I + p)−1(S(m)) ≥ sm = sm − q(sm) ≥ s1. (4.72)

Des relations (4.71) et (4.72), on déduit que

S(m+ 1) ≥ sm+1.

Ce qui prouve l’inégalité.
Pour terminer la preuve du lemme, il reste à prouver qui si p(x) > 0 pour x > 0
alors lim

x→+∞
S(t) = 0.

Donc, de (4.10), pour chaque T̄ > 0 , on a S(T̄ )− S(0) +

∫ T̄

0

q(S(τ)) dτ = 0.

Et grâce à (4.69), on a S(T̄ ) ≤ S(0)−
∫ T̄

0

q(S(T̄ )) dτ.

Donc
S(T̄ ) ≤ S(0)− T̄ q(S(T̄ )). (4.73)

Grâce à (4.69) on a que S(t) est une fonction monotone décroissante et bornée
inférieurement par 0, puis S(m) ≥ sm, pour m ∈ N et les nombres sm sont positifs.
Soit C = inf{S(t); t ≥ 0}. On remarque que C = lim

t→+∞
S(t). On va montrer que

C = 0.
En faisant un raisonnement par l’absurde, supposons que C > 0.

De (4.73) on obtient

S(T̄ ) ≤ S(0)− T̄ q(C), ∀T̄ > 0. (4.74)

Comme p(x) > 0 pour x > 0, on obtient que q(C) > 0.
Maintenant, s’il existe x0 telle que q(x0) ≤ 0, on aura

x0 − (I + p)−1(x0) ≤ 0⇔ x0 ≤ (I + p)−1(x0)⇔ (I + p)(x0) ≤ x0.

Donc p(x0) ≤ 0, ce qui est absurde.
Soit T̄ ∈ N telle que S(0) < T̄q(C), de (4.74) on a S(T̄ ) < 0 ce qui est absurde,
donc lim

t→+∞
S(t) = 0.

Dans ce qui suit nous procéderons exactement comme dans l’ouvrage de Lasiecka
et Tataru [Voir le lemme (3.2) et le lemme (3.3) de ([13] )].

Rappeler que : QT = Ω×]0, T [.
Définissez maintenant :

Q0
T = {(t, x) ∈ QT | |ut| ≤ 1 p.p sur Ω} et Q1

T = QT −Q0
T .

En utilisant le point 3) de l’hypothèse (H.1), on obtient∫
Q1
T

a(x)(g2(ut) + u2
t ) dQ ≤

∫
Q1
T

a(x)(k−1g(ut)ut +Kg(ut)ut) dQ

= (k−1 +K)

∫
Q1
T

a(x)(g(ut)ut) dQ. (4.75)
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D’un autre côté, de (4.5) et du fait que h est concave et strictement croissante avec
h(0) = 0, on remarque que

h

(
a(x)

1 + ‖a‖L∞(Ω)

g(ut)ut)

)
≤ h(a(x)g(ut)ut).

On obtient∫
Q0
T

a(x)(g2(ut) + u2
t ) dQ ≤ (1 + ‖a‖L∞(Ω))

∫
Q0
T

a(x)

1 + ‖a‖L∞(Ω)

g(ut)ut) dQ

≤ (1 + ‖a‖L∞(Ω))

∫
Q0
T

h

(
a(x)

1 + ‖a‖L∞(Ω)

g(ut)ut)

)
dQ

≤ (1 + ‖a‖L∞(Ω))

∫
Q0
T

h(a(x)g(ut)ut) dQ. (4.76)

En appliquant l’inégalité de Jensen, il s’ensuit que

(1 + ‖a‖L∞(Ω))

∫
Q0
T

h(a(x)g(ut)ut) dQ

≤ (1 + ‖a‖L∞(Ω))mes(QT )h

(
1

mes(QT )

∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

)
≤ (1 + ‖a‖L∞(Ω))mes(QT )r

(∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

)
. (4.77)

De (4.75), (4.76) et (4.77), on obtient∫
QT

a(x) (g2(ut) + u2
t ) dQ ≤ (k−1 +K)

∫
QT

a(x)(g(ut)ut) dQ

+(1 + ‖a‖L∞(Ω))mes(QT )r

(∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

)
. (4.78)

De (4.78) et de la proposition (4.1.1.1) on obtient

E(T ) ≤ (1 + ‖a‖L∞(Ω))C
k−1 +K

1 + ‖a‖L∞(Ω)

∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

+(1 + ‖a‖L∞(Ω))mes(QT )Cr

(∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

)
. (4.79)

Posons

L = (C(1 + ‖a‖L∞(Ω))mes(QT ))−1 et c =
k−1 +K

1 + ‖a‖L∞(Ω)mes(QT )
.

En appliquant p à chaque terme de (4.79), on obtient :

p(E(T )) ≤ p

(
1

L
(cI + r)

∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

)
= (cI + p)−1L

(
1

L
(cI + r)

)∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

=

∫
QT

a(x)g(ut)ut dQ

= E(0)− E(T ). (4.80)
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Maintenant, on remplace T par m(T + 1) et 0 par mT dans (4.80) on obtient

E(m(T + 1)) + p(E(m(T + 1))) ≤ E(mT ), pour m = 0, 1, ...,+∞.

En appliquant le lemme (4.1.2.1) avec sm = E(mT ), on obtient

E(m(T )) ≤ S(m), pour m = 0, 1, ...,+∞.

Finalement, on utilise la dissipation de E(T ), donnée par la relation (4.4) et le fait
que S(T ) est monotone décroissante, posons t = mT + τ avec 0 ≤ τ ≤ T , on
obtient

E(T ) ≤ E(mT ) ≤ S(m) = S(
t− τ
T

) ≤ S(
t

T
− 1), pour t ≥ T.

Ainsi, la preuve du théorème (4.1.0.1) est complète.

4.2 Stabilisation exponentielle et polynômiale
D’après ce qui précède, on a une stabilité uniforme du problème (4.1). Dans ce

qui suit, on va mettre des conditions sur g pour avoir d’autres types de stabilisation.
Théorème 4.2.0.1. On suppose que g satisfait l’hypothèse (H.1), si de plus g
satisfait la condition suivante :

k|s| ≤ |g(s)| ≤ K|s|, ∀s ∈ R.

Alors ∃M = M(k,K,L,mes(QT ), c) > 0telle que

E(t) ≤ E(0)exp(−Mt). (4.81)

Démonstration :
Pour

h(s) =
2

min{k, 1
K
}
s, ∀s ∈ R.

h vérifie bien la condition (4.5).
D’après (4.6) on aura

r(s) =
2

min{k, 1
K
}mes(QT )

s, ∀s ∈ R.

D’après(4.7)

p(s) = (cI + r)−1(Ls) =
Lmin{k, 1

K
}mes(QT )

2 + cmin{k, 1
K
}mes(QT )

s, ∀s ∈ R.

Maintenant, d’après (4.8), on a

q(s) = s− (I + p)−1(s) =
Lmin{k, 1

K
}mes(QT )

2 + (c+ L) min{k, 1
K
}mes(QT )

s, ∀s ∈ R.

On remplace dans le problème (4.10) q par l’expression si-dessus, et on pose

M =
Lmin{k, 1

K
}mes(QT )

2 + (c+ L) min{k, 1
K
}mes(QT )

.

On trouve :
S(t) = E(0)e−Mt, ∀t ∈ R.
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Théorème 4.2.0.2. On suppose que g satisfait l’hypothèse (H.1), si de plus il existe
k,K > 0 tels que

|g(s)| ≤ K|s|, ∀s ∈ R.

|g(s)| ≥ K|s|p, pour |s| ≤ 1, et p ≥ 1.

Alors
E(t) ≤ Ce−αt, pour p = 1.

E(t) ≤ Ct
2

1−p , pour p > 1.

Où les deux constante C > 0 et α > 0 dépendent en générale de E(0).

Démonstration :

Pour

h(s) = k−
2

1+p (1 +K2)sm, ∀s ∈ R avec m =
2

1 + p
≤ 1.

De (4.6) on a

r(s) = (mes(QT ))−mk−
2

1+p (1 +K2)sm, ∀s ∈ R.

De (4.7) on a
p(s) = (cI + r)−1(s), ∀s ∈ R.

Donc
cp+Msm = Ks, ∀s ∈ R.

Où M = (mes(QT ))−mk−
2

1+p (1 +K2) Maintenant, de (4.8), on a

q(s) = s− (I + p)−1(s), ∀s ∈ R.

Pour s suffisamment petit, on a

p(s) ∼ αs
1
m donc q(s) ∼ αs

1
m .

On remplace dans (4.10) et on résout, alors

S(t) =


(
p−1

2
αt+ (E(0))

1−p
2

) 2
1−p pour p > 1.

E(0)e−αt pour p = 1.
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Conclusion
Après l’étude de la décroissance de l’énergie qui associe à la solution de l’équation

des ondes on a prouvé la stabilité uniforme qu’elle nous donne une stabilité forte
puis grâce à les hypothèses faites sur le feedback et certains changements ont été
démontré la stabilité polynomiale et la stabilité exponentielle.

La stabilisation exponentielle implique la stabilité forte dans le cas où on ne
peut pas montrer la stabilité forte car pour montrons la stabilité forte il faut que
lim
t→+∞

E(t) = 0 et comme E(t) est expo-stable alors E(t) ≤ Ce−αt et on passe à la

limite lorsque t tend vers à (+∞) on trouve le résultat , mais la réciproque de sa
n’est pas vrai
i.e : la stabilité forte n’implique pas la stabilité exponentielle.

Ce sont les types de la stabilité de la solution d’équation des ondes les plus
courantes .
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