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Résumé

Dans ce travail ,on va étudier la stabilisation de l’équation des ondes avec un
feedback interne non linéaire localement distribué dissipatif .

Pour ce la nous avons divisé le travail en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, nous avons invoqué les concepts et les régles de la
base, des théories et des corollaires et conclusions et d’autres, avec leurs références
individuelle et tout ce dont nous aurons besoin plus tard.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons prouvé l'existence et 1'unicité de la solu-
tion .

En utilisant le théoréme de (Carathéodory) pour prouver I'existence de la solu-
tion et en utilisant la méthode de (Faedo-Galerkin) [trouver une solution approchée
et on fait des estimations et passage a la limite pour montrer que la solution appro-
chée converge vers la solution exacte et on fait une vérification des données frontiére
et initiale] pour obtenir une solution réguliére et faible et on prouver 'unicité de
chaque un de ces deux solutions.

Dans le troisiéme chapitre, nous prouvons aussi l'existence et 'unicité de la
solution, mais en utilisant la méthode de semi-groupe.

Cette méthode dépend a démontrer que 'opérateur linéaire A est monotone et
surjectif.

Pour ce la on écrivons notre probléme sous la forme

d
EU+AU =0.
0
Uy = {Zl} , dans V x L*(Q) ou H*(Q)NV x V.

puis on utilisons le théoréme de ( Hille-Yozida ) pour prouver I’existence et 'unicité
de la solution réguliére et faible.

Dans le dernier chapitre, nous démontrons le théoréme qui prouve la stabilité
uniforme de notre probléme puis la stabilité exponentielle et la stabilité polynomiale
des solutions .

Mots-clés : Stabilisation , Semi-groupe , Feedback interne , Multiplicateur .
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Notation

&- U

Vu = (O, ..., Opu)

div(P) =Y 0P,
=1

1=
n

_ 2

Au = g o;u
i=1

Vru
diUTP
Apu

0% = O ...0%"u
v
d,u

I x

S'(R™)
LP(0,T, X)

continue

ou “—

compact

H™(Q)
HI(Q)
HA(Q)

Dérivée partielle de u par rapport a la variable x;.
Gradient de u.

Divergence de P € R"™.

Laplacien de u.

Gradient tangentiel de u sur I'.

Divergence tangentiel de P.

L’opérateur de Laplace-Beltrami appliqué

a u (laplacienne tangentiel de u).

Pour a = (o, ..., av,) € N™.

La normale sortante au domaine (2.

Vecteur normale unitaire sortant de I'.

Dérivée de u dans la direction de v.

Norme de I'espace de Banach X.

L’espace dual de X.

Crochet de dualité entre I'espace de Banach X et son dual X'.
Le produit scalaire sur X.

L’espace de dimension fini n.

0, +o00].

L’espace des fonctions de €2 dans R et indéfiniment
dérivable et a support compact.

L’espace dual de D(€2) i.e : I'espace de distribution.
L’espace des fonctions mesurables localement intégrables.
L’espace des fonctions indéfiniment dérivables quelconques.
L’espace des distributions a support compact .

L’espace de Schwartz (I’espace des fonctions & décroissances
rapides ).

L’espace dual de S(R™) i.e : I'espace des distributions tempérées.
L’ensemble des fonctions mesurable par rapport a la mesure
de Lebesgue sur |0, T et a valeur dans X.

L’injection continue .

L’injection compact.

Equivalente ou identique.

L’espace de Sobolev d’ordre entier.

L’espace des fonctions dans H*(£2) nulle sur les bord.

Le dual de HJ(9).



o(E,E)
o(E' E)
Hess(u) = V(V(u))
Ty — T

La topologie faible.

La topologie faible * .

La matrice Hessienne de u.

Signifiée que z,, converge vers x fortement.
Signifiée que x,, converge vers x faiblement.
Signifiée que z,, converge vers z faiblement étoile.
L’espace de I'énergie.

L’énergie associée a la solution w.

L’adhérence de €.

La mesure surfacique.
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Introduction générale

Note historique

Un ensemble riche de résultats est actuellement disponible sur 1’équation d’onde en 1’absence
de terme de limite Apu; par exemple voir ([14]) et ses références.

La condition de Cauchy-Ventcel sur I'; se pose lors de la modélisation de la vibration du
corps avec une couche frontiére fine de haute rigidité.

D’abord un tel systéme a été étudié par Lemrabet ([15]) et par la suite par Lemrabet et
Teniou ([16]), dans ([16]) les auteurs prouvent 'existence et les résultats de la régularité pour
le cas ou le feedback g est linéaire.

Bey ([17]) et Hemmina ([18],[19]) ont étudié la stabilisation frontiére pour les systémes
isotropes linéaires élasto-dynamiques et I’équation d’ondes avec conditions Ventcel.

Dans ([18]) 'auteur a montré dans les conditions aux limites dynamiques et sur les domaines
en forme d’étoile que le systéme d’élasticité avec les conditions de Ventcel est exponentiellement
stable.

([18]) fournit également un contre-exemple démontrant que si a = 0 alors ’énergie de ce
systéme ne se désintégre jamais exponentiellement méme si le feedback dissipative est appliquée
a I’ensemble du frontiére tout entier.

Ensuite ,les conditions aux limites dynamiques de Ventcel ont été étudier par Khemmoudj
et Medjden (]|20]).

Ces résultats ont été récemment étendus par Cavalcanti, Khemmoudj et Medjden ([21]) aux
opérateurs linéaires A et Ar avec des coefficients variables (mais toujours pour les domaines
en forme d’étoile).

en employant les nouvelles estimations d’énergie combinées avec des méthodes géométriques
riemanniennes dues a Lasiecka , Triggiani et Yao (e.g. voir [22]).

Un autre travail récent ([|23|) établit des taux de décroissance exponentielle de solutions a
une Equation d’onde semi-linéaire de Cauchy-Ventcel sans restrictions sur la géométrie, mais
avec un terme de feedback linéaire qui est efficace dans un voisinage de la frontiére entiére.

Ce travail est consacré a I’étude de taux de décroissance forte de I’énergie associe a la solu-
tions de 1’équation d’onde avec les conditions aux limites de Cauchy-Ventcel et notre probléme
s’écrit sous la forme suivante :

uy — Au+ a(x)g(u,) =0 sur  Q2x]0, 4+o0].
Oyu — Ap,u=0 sur Ty x]0, 400/
u=0 sur T'x]0, 4o0].
w(x,0) = u’(z), u(z,0) = u'(x) x € (.

ou  est un domaine borné de R™ (n > 2) ayant une frontiére réguliere I' = 09, tel que
I'=TgUT; avec 'y et I'y étant fermé et disjoint.

Si a(x) = 0 alors la stabilité exponentielle uniforme ne tient jamais méme si le feedback de
friction linéaire est appliqué a la frontiére entiére du domaine .



On noté par V7 ou Vr le gradient tangentiel sur I'et par A 'opérateur de Laplace-Beltrami
(laplacienne tangentiel) sur I' et par 0, le Dérivée normale ou v représente le champ normal
sortant de I.

Dans ce travail nous avons adopté sur les articles suivants ([24],[25] et [26]).

L’objectif principal de ce travail est :

i) pour prouver que l'effet localisé du feedback dissipative non linéaire a(z)g(u;) est suffi-
samment forte pour garantir la stabilité exponentielle du systéme.

ii) affaiblir considérablement les hypothéses standard sur le support de feedback.

Effectivement, la majorité des résultats dans cette direction traiter avec domaines en forme
d’étoile.

Soit f : @ — R une fonction régulier et strictement convexe dont la construction sera
clarifiée en prochaine,on définir w; comme étant un voisinage de I'y et subdiviser la frontiére
I'y en deux parties :

ng{xEFO | 8Vf>0} et F*{:{ZL‘EFO | 8,,f§0}

Donc, soit wy un voisinage de ;.

Nous prouvons que si a(z) > ag > 0 sur le sous-ensemble ouvert w = wyUw; et si g est une
fonction croissante monotone satisfaisant k|s| < |g(s)| < K|s| pour tout |s| > 1, alors I’énergie
du systéme décroit uniformément au taux quantifié par la solution & une certaine ODE non
linéaire dépendante de 'amortissement.

10



Chapitre 1
Préliminaire

1.1 Définition de la stabilisation de I’équation des
ondes

Définition 1.1.0.1. La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-
action (feedback), elle consiste donc a garantir la décroissance de l’énergie des so-
lutions vers 0 de facon plus ou moins rapide par un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le probleme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a
déterminer le comportement asymptotique de l’énergie que l'on note E(t) (c’est la
norme des solutions dans [’espace de l'énergie), aprés on va étudier sa limite afin
de déterminer si cette limite est nulle ou pas.

1l existe plusieurs degrés de stabilité que [’on peut étudier.

Le premier degré consiste a analyser simplement la décroissance de [’énergie des
solutions vers zéro , c’est ce que l’on appelle la stabilisation forte i.e :
lim E(t) =0.

t——+o00
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de [’énergie la plus rapide c’est

a dire , lorsque celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle i.e :
BE(t) <Ce™ Vt>0 ,ouC etd sont des constantes positives avec C qui dépend
des données initiales.

Quant au troisieme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la dé-
croissance des solutions n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :
Et)<<, vt>o.

Ou C' et a sont des constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.

1.2 L’espace des distributions

En analyse mathématique, une distribution (également appelée fonction généra-
lisée ) est un objet qui généralise la notion de fonction et de mesure.

La théorie des distributions étend la notion de dérivée a toutes les fonctions loca-
lement intégrables et au-dela, et est utilisée pour formuler des solutions & certaines
équations aux dérivées partielles.

Elles sont importantes en physique et en ingénierie ot beaucoup de problémes
discontinus conduisent naturellement a des équations différentielles dont les solu-
tions sont des distributions plutot que des fonctions ordinaires.

11



1.2.1 Espace des fonctions tests

Définition 1.2.1.1. Soit Q un ouvert non vide de R.

D(Q) :={f €C>®(Q, telle que : supp (f) est compact}.

Avec :

supp (f) ={xz € R, tel que : f(x)# 0}.

1.2.2 Distribution

Définition 1.2.2.1. (voir [3] p 24-25) Une distribution sur un ouvert Q de R est
une forme linéaire continue sur ’espace D(S).

Les distributions forment un espace vectoriel dit espace des distributions
noté D'(2).i.e :

T: D) — C
o — T(p)=<T,p>.

est linéaire et continue.

Donc :D'(Q) est un espace dual de l’espace D(2), et alors :

Une distribution T est donc une application de D(S2) dans C faisant correspondre
a une fonction test p un nombre complexe noté < T, p >.
— Linéarité Ny, p2 € D(Q2),VA € C:< T Ap1+ps >= A< T, 01 >+ <T,p9 >.
— Continuité : St pr — @ dans D alors <T, pp >—<T,p > dans C.

Remarque 1.2.2.1. La condition de continuité peut étre remplacée par une majo-
ration :

VK (compact) et Vo € D(Q) de support dans K, Il existe une constants C et un
entier m € N tels que :

IT(¢)| < Ck sup sup |0%p(t)], Vo €N"

|a|<m teQ

1.2.3 Dérivation des distributions

Définition 1.2.3.1. La dérivée T' d’une distribution T de D' est la distribution
définie par :
Voe DQ), <T o>=—-—<T,¢ >. (1.1)

De méme on pourra définir les dérivées successives suivantes :

Vo e D(Q), <8T,o>= (-1 <T, 0% > «ocN" (1.2)

Avec |a| = a1 + ag + ... + .

Et pour plus de précision (voir [3] p 33-37).

1.2.4 Topologie sur D'(Q)

Définition 1.2.4.1. (Voir/3] p 71) Une suite de distribution (T,,)nen converge dans
D'(Q2) vers T lorsque la suite de nombres complexes < T,,, o > converge dans C vers
< T, > pour toute p € D(Q) i.e :

Im7, =T < lim<T,¢>=<T,p> VYoe D). (1.3)

12



1.2.5 Distribution tempérée

Définition 1.2.5.1. On appelle ’espace de Schwartz ’espace des fonctions a dé-
croissances rapides et on le note S(R™) i.e :

S(R") ={feC>® /sup |[z*D"f(x)] < +oo}. (1.4)

z€R™

Définition 1.2.5.2. On appelle distribution tempérée toutes formes linéaires conti-
nues sur S(R™) et on le note S'(R™) ,(i.e : le dual topologique de S(R™)).

i) - Linéaire :(évident).

i1) - Continue : ¥(or)r €S :pr — 0 dans S, alors : T(pr) — 0 dans C.

1.3 Les espaces LP(()

On considére 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de dpu, la fonction f sera
considérée de 2 dans R ou C .
Soit 1 < p < 4o0.

1.3.1 Définition de ’espace LP((2)

Définition 1.3.1.1. On appelle LP = L1(Q,C) lespace des fonctions mesurables
f:Q — C telles que u(|f|P) < 400 ,0u p est une mesure de Lebesque sur ) i.e :

f:Q — C,mesurable telle que / |fIPdp < +o00 sip € [1,4o00].
Q

LP(Q) =
f:Q — C, mesurable telle que supess|f(x)| < +oo si p = ~+o0.
(1.5)
On associée a LP la norme suivantes :
[fgz’f(af)‘pd#}; si 1<p<+o0.
11y = (1.6)

inf{c >0/ |f|<e¢, pupp—Q} si p=+oo.
Notation 1.3.1.1. On dit que p et p' sont deux exposants conjuguées pour tout p

et p’ € [1;400] ssi :

% + z% =1, et on notera dans toute la suite p' le conjuguée de p.

1.3.2 Inégalité de Holder

Théoréme 1.3.2.1. Soient f € LP et g € L” ,ou 1 < p < 400, alors :f.g € L'
et on a

/ Fald <l £l -1 glly - (L.7)

Démonstration : (voir [1| p 56).

1.3.3 L’inégalité de Young
Théoréme 1.3.3.1. Soient p,p’ €]1, +o0[ tel que % + % =1 alors :
1

1
ab < —a” + = b7 Va > 0, Vb > 0. (1.8)
p P

Démonstration :( voir [1] p 56).

13



1.3.4 Inégalité de Jensen

Théoréme 1.3.4.1 (Inégalité de Jensen). Soit (X;7;u) un espace mesuré et
f I — R une fonction p-mesurable positive sur X. Soit x : I — R une fonction
concave sur un intervalle I C R alors

x(%/xfdu) < %/Xx(f) dp. (1.9)

Démonstration (Voir [10] ).

propriété 1.3.4.1. :
i) - La densité : D(Q)est dense dans LP(€2) pour tout p # +0o0.
w) - Dual :(LP)" = L pour tout p € [1,+oo] mais L* C (L*>)".
Pour plus de précision (voir [1]).
Théoréme 1.3.4.2. Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne
dénombrable.

Démonstration (Voir[1] p 86).

1.3.5 Espace des fonctions a valeurs vectorielles

Définition 1.3.5.1. :

1. Soit X un espace de Banach et T > 0 .
On note L*(0,T, X), Vp € [1,+o0[ l'ensemble des fonctions mesurable par
rapport & la mesure de Lebesgue sur]0,T[ et a valeur dans X ,telle que x — ||ul|%
est intégrable sur |0, T7.
On associe a X la norme :

T ) de]” si pe i ool
(1.10)

|ul| Lo 0,7;x) =

supess|u(z)||x <400 si  p=4o0.

On a (X, ||.||r0,1,x)) est un espace de Banach.

2. L’espace des distributions sur ]a;b[ a valeurs dans X est noté D'(a,b; X), et on
a

D'(a,b; X) = L(D(a, b); X),

ot L(D(a,b); X) désigne l’ensemble de toutes les applications linéaires et conti-
nues de D(a;b) dans X.

3. L’espace de Sobolev WP (a,b; X) est constitué de toutes les (classes de) fonctions

u € LP(a,b; X) telles que v’ existe au sens des distributions et u' € LP(a,b; X),
et on le munit de la norme suivante :

P
A ) A U Y T si pellrodl

sup ess(|[u(z)||x + [lu'(2)[[x) <+o0 si  p=+oo,

14



Proposition 1.3.5.1. Soient X etY deux espaces de Banach sur le corps
K =R(ou C), alors

1. C([a,b]; X) est dense dans LP(a,b; X), et on a l'injection continue
C(la,b]; X) < LP(a,b; X), pour 1 <p < +o0.

2. LP(a,b; X) est séparable, si X est séparable et 1 < p < +o0.
3. st X =Y, alors L*(a,b; X) — L%(a,b;Y) ,pour 1 < q <p < +4o0.
4. pour 1 < p < 400 ,alors :

LP(a,b; X) < D'(a,b; X).

1.3.6 Lemme de Aubin — Lions

Théoréme 1.3.6.1. Soient Xy, X etX; trois espaces de Banach
avec Xog C X C X;.
On suppose que Vp,p' € [1,+o0], Xy compact ., continue X,
Soit
W ={u,v e L”([0,T]; Xo) ,v = % e L ([0, T]; X1)}.

avec pg, p1 €)1, +00[ on considére W muni de la norme

vl zeo (fo,17;30) + 10" 1| o1 (f0,77:1) -

compact

alors, W est de Banach et on a linjection de W —— LP°([0,T]; Xo) est compacte.
Démonstration (Voir [6]).

Lemme 1.3.6.1. Soient H et V deux espaces de Banach tels que H — V, si
uwe LY0,T; H)et v € LY0,T;V) alors

u € C°[0,T]; V).
Démonstration (Voir [11]).
Proposition 1.3.6.1. Soit u € L?*(a,b; X) alors il existe f € H '(a,b; X) unique

tel que
< f,06 >=<<u',0 >, >, V0 € D(a,b), V¢ € X.

Démonstration (Voir [12]).

Corollaire 1.3.6.1. L’application
u € L*(a,b; X) —u' € H ' (a,b; X)

est linéaire et continue.

Démonstration (Voir [12]).
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1.4 Les espaces de Sobolev

1.4.1 Définitions

Soient 2 un ouvert de R™ , m € N et p € [1, 4+00].
Définition 1.4.1.1. (voir [2], p 44) L’espace de Sobolev est :

WmP(Q) ={ue LP(Q) telleque : D*u € LP(Q) Va € N, |a| < m,ausens faible}.

(1.11)
On associée a W™P(Q) la norme suivante :
i,
| ‘Z (I D ||7pq))> i 1<p<+oo.
|u lwme@=q 1= . (1.12)
@ |H‘12<%X | D% ||pe(y i p=+o0.

Dans le cas de I'espace entier, on peut caractériser les espaces de Sobolev grace
a la transformation de Fourier .

Définition 1.4.1.2.

Vs € R,  H'R") ={uc SR, telle que & — (14 |£*)2a(¢) € L*(R™)}.

(1.13)
avec u(€) = /eixfu(w) dz est la transformer de Fourier de u € L'(R™) .
R
1.4.2 L’inégalité de Poincaré
Théoréme 1.4.2.1. Soit Q un ouvert de R™ borné dans une direction et
p € [1,+ool.
Alors dc = cp0) > 0 telle que :
1,p AoV
| w ||Lp(Q)§ c|l Vu HLp(Q), Yu e Wy (Q) = D(Q) . (1.14)

1.5 Théories de trace

Soit © un ouvert borné de I'espace euclidien R™ avec une frontiére 0f) de classe
cl(Q) .

Si u est une fonction de classe C'* (ou simplement continue) sur 'adhérence
de 2, sa restriction est bien définie et continue sur 0f2.

Si de plus u est la solution d’une équation aux dérivées partielles donnée, elle
est en général une formulation faible, qui appartient donc & un certain espace de
Sobolev.

Les fonctions d’un tel espace ne sont généralement pas continues et ils sont
définies seulement sur €2 (et méme seulement & égalité prés presque partout), donc
leur restriction a 0§2 n’a aucun sens.

Il vient que la restriction simple d’une fonction ne peut pas étre utilisée pour
définir clairement une solution générale d’'une équation aux dérivées partielles avec
des conditions aux limites de {2 données.

On peut contourner cette difficulté en considérant que tout élément v d’'un es-
pace de Sobolev peut étre mal défini en tant que fonction, mais peut toutefois étre
approché par une suite (u,) de fonctions de classe C! définies sur 'adhérence de .
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Alors, la restriction u/sq de u sur 052 est définie comme la limite de la suite des
restrictions u, /sq.

Munissons D(2) de la topologie induite par celle de H'(2) donc il existe une
constante positive C' telle que

oully3 ey < Cllwllae,  Yue D(Q).

Démonstration (Voir [§]).

donc D'application o : D(Q) — Hz(T') est continue.

D(Q) étant dense dansH' (), cette application se prolonge donc par continuité &
une application linéaire et continue que I'on note encore v, et on a :

Yo H(Q) — Hz(I).
u — ulp.

o est appelée fonction trace.
On considére

HO(Q) = {u € L*(Q); Aue L*(Q)} et HY(Q) ={uec H(Q); Auec L*(Q)}.
Proposition 1.5.0.1. L’application linéaire :
v : D(Q) = H 2(I).

définie par :
ou

— = —1Ir.
Uu 7w 8y|F

se prolonge par continuité a une unique application linéaire et continue :
v HN Q) —» H 2 (D).

Démonstration (Voir [9]).

Proposition 1.5.0.2. L’application linéaire :
~:D(Q) = H 2(I') x H*(I).

définie par :
u— yu = (You, 71u).

se prolonge par continuité a une unique application linéaire et continue qu’on conti-
nue & noter v telle que :

v HOQ) = H2(T') x H 2 (D).

u — yu = (You, 1u).

Démonstration (Voir [9]).
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1.5.1 Formule de Green dans les espaces de Sobolev

Théoréme 1.5.1.1. Soit Q un ouvert bornée de classe C* et I' son bord.

Soit F une fonction de C*(Q) a valeurs dans R™ (un champ de vecteurs).
Alors :

/QdiU(F(x))dx = /F(a:)n(x) dr. (1.15)

r

Théoréme 1.5.1.2 (intégration par parties en dimension n). Soit  un ouvert
borné de frontiere 092 de classe C* par morceauz.
Alors si u et v sont des fonctions de H*(S)), on a :

/(@Ciu)vdx = —/(@iv)udaz + /uvni do, i=1,..n. (1.16)

Q Q N

ou n; est la i éme composante de la normale sortante au domaine €.

Théoréme 1.5.1.3 (Formule de Green dans H?). Soient Q un ouvert borné de
frontiere 9 de classe C1(Q) par morceauz, u € H*(Q) et v e H(Q).
Alors :

(Auyvde = — | Vu.Vodz+ [ (8u)vdo. (1.17)
J / /.

Ou do est la mesure surfacique .

1.6 Gradient tangentiel et laplacien tangentiel

Définition 1.6.0.1. Soit Q un ouvert borné de classe C1 et de frontiere T .
Si f € CY(T") nous définissons son gradient tangentiel ( noté V, ou Vr ) par

V.f=Vf-08,fv. (1.18)

Ou f est un prolongement de [ dans un voisinage de T'.
Si P e CYT,R") et si P est un prolongement de P dans un voisinage de T’ alors
la dwergence tangentiel de P est donnée par :

div.(P) = div(P) — P'v.v. (1.19)
avec P' = (0;P;) .
Lorsque Q est de classe C* nous pouvons définir lopérateur de Laplace-Beltrami
, noté At, sur I’ par :

Aru = div,(Vou), ue C*T). (1.20)

Pour plus de précision (voir [4]).

1.7 La topologie faible et faible *

1.7.1 La topologie faible o(F, E’)

Soient X un ensemble et (Y;, O;);c; une famille d’espaces topologiques et ; :
X — Y, une famille d’applications.

Définition 1.7.1.1. La topologie faible o(E, E") est la topologie moins fine sur E
rendant continue toutes les application (pf)fep -
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Proposition 1.7.1.1. Soit (z,,)nen une suite de E. On a les propriétés suivantes :
(i) xz, = x ssi f(z,) — f(x) pour tout f € E'.

() z, —»z = z,—=.

(iii) Six, — x alors (x,)nen est bornée dans E et ||z||p < liminf ||z, | .

(iv) on — ¢ dans E' et x, = = @,(z,) — @(x).

Démonstration (voir [1| p 36).

1.7.2 La topologie faible * ¢(E' E)
Définition 1.7.2.1 (Topologie faible *). C’est la topologie moins fine sur E' rendant
continues toutes les applications (¢y)zek-

Théoréme 1.7.2.1. Soient E et F deux espaces de Banach et T un opérateur
linéaire continu de E dans F'.

AlorsT est continu sur E muni de la topologie faible et sur F muni de la topologie
faible *.

La réciproque est également vraie.
Proposition 1.7.2.1. Soit (f,)nen une suite de E'. On a les propriétés suivantes :
(i) fo = f faible * ssi f,(x) — f(x) pour tout v € E.
(i) fo— f = fo> f faible *.
(iii) Si f, = f faible * alors (f,)nen est bornée dans E' et || f||g < Lminf || f,| &
(iv) @, =z et f, = f faible * = f,(z,) — f(2).
Lemme 1.7.2.1. Soit E un espace de Banach séparable et (f,,)nen une suite bornée

de E'.
Alors il existe une sous -suite (fn, )ren de (fn) et f € E' telle que

fon = f dans E'.

1.8 Opérateurs maximaux monotones et opérateurs
dissipatifs et théoréme De Hille-Yosida

1.8.1 Opérateurs maximaux monotones et opérateurs dissi-
patifs

Définition 1.8.1.1. Soient H un espace de Hilbert et A : D(A) C H — H un
opérateur linéaire non borné .

On dit que :

A est monotone si :

(Av,v) >0 Vv € D(A). (1.21)
A est mazimal monotone si de plus R(I + A) =Im(I +A) = H i.e:

Vfe H, 3Jue D(A),tel que u+ Au= f. (1.22)
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Définition 1.8.1.2. Soit H un espace de Hilbert réel.
Soit A: D(A) C H — H un opérateur linéaire.
On dit que A est dissipatif ssi

<Az, 2><0 Vz € D(A). (1.23)
Dans le cas ou H est de Hilbert complexe alors :
A est dissipatif << Re < Az,z><0 Vz € D(A). (1.24)

St A est maximal et dissipatif on dit alors que A est m-dissipatif.

Proposition 1.8.1.1. Soit A un opérateur mazimal monotone .

Alors :
1. D(A) est dense dans H.
2. A est fermé .

3. pour tout A > 0, (I+ M A)est bijectif de D(A) sur H ,(I+XA)~! est un opérateur
borné et ||(I + NA) ey < 1.

Démonstration(Voir [1| p 101).

1.8.2 Théoréme De Hille-Yosida

Théoréme 1.8.2.1. Soit A un opérateur maximal monotone dans un espace de
Hilbert H.

Alors pour tout ug € D(A) il existe une fonction
u € C'([o, +o0f; H) () C([o, +o0; D(A)). (1.25)

unique telle que

d_u p—t
7+ Au=0, sur / [O,’ +oo[ (1.26)
u(0) = ug (donnée initiale).
De plus on a
du
lu(t)] < |uol et g(tﬂ = |Au(t)| < |Aug| Vit >0. (1.27)

Démonstration (voir [1| p 105 ).

Théoréme 1.8.2.2. Soient X un espace de Banach et A : D(A) C X — X un
opérateur non borné .
On a l’équivalence :

1. A est m-dissipatif a domaine dense dans X .

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi groupe de contraction.

1.9 Théoréme de Carathéodory

Soient €2 ouvert borné de R" et I C Ret f: I x {2 — R" une fonction .
On considére le probléme de Cauchy suivant :

o'(t) = f(t,x(t))
(7’){ 2(ty) = €.
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Définition 1.9.0.1. f est dite de Carathéodory sur ) si :
1. Pour presque tout t € I, la fonction x — f(t,z) est continue de 2 dans R = R".
2. Vx € Q, la fonction t — f(t,x) est mesurable au sens de Lebesque sur I.

3. Y(ty, &) € IxQ il exister > 0,5 > 0 et une fonction h : [to, to+3] — R intégrable
au sens de Lebesgue telle que : B(&, 1) C Q , [to,to + 0] € I et

1 (8 2) || < h(t),

Vo € B(E,r) et pour presque tout t € [ty, to + 0].

Définition 1.9.0.2. On dit que la fonction x : [tg,to + 0] — § est une solution
de Carathéodory pour le probléeme (P), si x est absolument continue sur [to, to + 0],

x(tg) =& et 2'(t) = f(t,x(t)), Vt € [to, to + I].
Théoréme 1.9.0.1 (De Caratheodory). Si f vérifie les conditions de Carathéodory

alors, Y(to,&) € I x Q, il existe § > 0 avec [tg,to + 0] € I tel que le probléme (P)
admet au moins une solution de Carathéodory définie sur [ty,ty + 0].

Démonstration (Voir [7]).
Corollaire 1.9.0.1. Soit Q =1[0,T[xB avec T > 0 et

B={zeR" |z| <b}=B(0,b) (laboule fermé de R™),

b> 0 et soit
f:Q—=R"

vérifie les conditions de Carathéodory sur ().
Supposons que x(t) est une solution du probléme (P) avec |zo| < b et quelque
soit lintervalle I de R sur lequel x(t) est définie, on a

()| < M, Wtel

M étant une constante indépendante de l'intervalle I et telle que M < b, alors x(t)
posséde un prolongement a tout lintervalle I.

Démonstration (Voir [7]).
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Chapitre 2

L’existence et 'unicité de la solution
par la méthode de Faedo-Galerkin

La méthode de Faedo-Galerkin consiste & réaliser les quatre étapes suivantes :
— Recherche de solution "approchée".
— On établit sur ces solutions approchées des estimations a priori.
— On passe a la limite, grace a des propriétés de compacité (dans les termes non
linéaires).
— Faire une vérification des conditions aux limites et initiales.

2.1 Position du probléme

Soient 2 C R™ un ouvert connexe et borné et 9€) = I' sa frontiére , elle se
décompose en deux parties I'g et I'; non vides, fermées et disjointes
avec mes(Q) < +oo.

On considére le probléme suivant :

uy — Au+ a(z)g(uy) =0 sur  Qx]0, 400

Oyu — Ar,u=0 sur T';1x]0, 4o00]. (2.1)
u=0 sur [px]0,4o0]. '
u(z,0) = u’(z), w(z,0) =u'(x) z € Q.

Ou O,u est la dérivée normale de u et Ar, u est laplacien tangentiel de u .
Avec les hypothéses suivantes :
(H.1) La fonction g : R — R satisfait les conditions suivantes :

1. g € C°(R) est monotone croissante.
2. g(s)s >0 avec s #0 .

3. il existe h et k deux constantes positives telles que :
h.s <lg(s)| < k.s, |s| > 1.

4. g € CY(R).
5. dM > 0 vérifie :
g'(s)] < M(1+ [s[P™1), |s] > 1.

avec

I<p< -2 si n>4
p>1 si n<4.
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(H.2) a € LT°(Q) est une fonction non négative telle que
a(x) > apg >0 p.p sur un sous-ensembles de €.

Soit E(t) Iénergie associée au probléme (2.1) qui est donnée par :

E(t) = % {/Q[|ut|2 + | Vul?] dz + . |V rul? dT } : (2.2)

On considére maintenant les espaces :

HL(Q) = {ue H\(Q) : u/r, = 0}.

V={veH (), telque:v/r, € H ()}

Munis respectivement des produits scalaires :

(w, )1 (@) :/Vu.Vvd:c et (u,v)v:/Vu.Vvdx—i— Vru.Vrvdl.
0 Q Q

Iy
Et les normes :
2 _ 2
ol o = [ 10f da.
Et
o3, = / Vol do + / Vrul2dl = [[Vo]2a) + [VrulZa, .
1

H}, () et V sont des espaces de Hilbert.
Notation 2.1.0.1. supposons que :

u =y, Qr =Qx]0,T],
t lolbaey = [ P@Pde et ol = [ fota)Par
et (u,v)Q:/Qu(x)v(x) dx et (u,v)p:/Fu(a:)v(a:) dr.

Les normes |[ull gy et |Vul|z2 sont équivalentes.
Théoréme 2.1.0.1. Supposons que les hypothéses (H.1) et (H.2) sont vérifiées.
1. {u% 't € HX(Q) NV x V et satisfaisant la condition

Ou’ — Ap,u’ =0 ppsurly.
Alors il eziste une solution réguliére unique du probléme (2.1) telle que :
u€ LRy HX(Q) N V) NWES(R,; V).

2. {u®,ul} € V x L?(Q),alors il existe une solution faible unique du probleme (2.1)

telle que :
u€ C(Ry;V)NCHRy; LA(Q)).
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2.2 La régularité de la solution.

2.2.1 L’existence.
Solution approchée.

On multiplie 'équation (2.1) par v € C*(£2) et on inteégre sur §2 et on applique la
formule de green (1.17) et comme I' = I'yUT"; et u = 0 sur 'y x]0, 400, [ on obtient :
vt €]0, +o0],

/Qu”(t,x)v(t,x) dx —i—/Vu(t,x).Vv(t,x) dx
L —(t, m)v(t, z) dF—l—/a(:c)g(u’(t,x))v(t,x) dx = 0.

r, Ov Q
Comme on utilise la méthode de Galerkin , on considére l'espace
W ={w,we H*(Q)NV;0,u—Ar,u=0 sur: I'1}.

c’est un espace de Hilbert séparable, car c¢’est un sous-espace d’un espace séparable
et dense dans H%(Q) NV et aussi dense dans V.

D’aprés le théoreme (1.3.4.2) et le processus d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
il existe une suite orthonormée {w;};en c’est une base hilbertienne de W ayant les
propriétés suivantes :

w; € W, Vi,
VYm, wip,ws,...,W,, : sont linéairements indépendants.
Vin = vect{wy, wy, ...,w,,} est dense dans W.

En particulier

m

Yug € H*(Q) NV = I’ o ) mEN* s ugn = Zakmwk — u? lorsque m — +o0.
. k=1

Vuy €V = 3(u) Y mens, U, = Zﬁkmwk — u! Porsque m — +00.
k=1

Et on considére le probléme approché (P.A) suivant :

(

U (t) € Vi Z Pim (1)

(P.A) ¢ (u (1), ) (Vun,(t), Vu) — A 8;;” (t)v(t, z)dl + /Qa(x)g(u'm(t))v(t, x)dr = 0.
um(0) = u,, — u dans H2(IQ) ny.
ul (0) = u}n —u' dans V.

La convergence des deux suites u,,(0) et u/, (0) car W est dense dans H*(2) NV et
aussi dense dans V.
0 si B

On a (w;);en sont des éléments de la base donc :(w;, w;) = 1 s iz
Sion prend v = w;, j =1,2,...,m dans (P.A) on a alors

Ou,y,

(uiiz(t),wj)+(Vum(t),ij)—/F -, (w; dF+/Q a(z)g(ul, (t))w; dz = 0.
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pour tout ;3 =1,2,....m.
Donc on a

u (1), w;) = R (H)w;, w;) = Y () (ws,w;) =h (), j=1,2,...m
m J m J m J m
=1 =1

donc on a le systéme suivant :

[h;’m(tﬂ L<iem + [(Vw;, ij)]llgiém [hjm(t)]lgjgm —-G(Z(t)+ H(Z'(t)) =0.
, <M

Z0(1) ~ 2(t)

avec : Z(O) = ZO - [hjm<0)]1§j§m et ZI(O) = Zl = [h;m(O)] 1<j<m’

On pose : B = [wl Wy - wm} donc :
H(Z'(t)) = {/ﬂ a(z)g(B.Z'(t))w; d:p} o et G(Z(t)) = {/F 0, (B.Z(t))w; dI’] |
Alors on obtient le systéme d’équation_z);ginaire suivant : 1 s
{ Z'(t)+ AZ(t) - G(Z(t)) + H(Z'(t)) = 0 (2.3)
Z0)=2" Z(0)= 2" '
On fait un changement de variables suivant :
Yi(t) = Z(t), Ya(t) = Z'(t), alors : Y(t) = Bégﬂ et Y'(t) = {5,,((?)}
et YV = {?1)} , donc le systéme (2.3) devait :
/ 0 I 0
V=[5 1) YO+ omiy — aroney) (24)
Y(0) =Y".

On utilise le théoréme de Caratheodory (1.9.0.1) pour montrer que le probléme (2.4)
admet une solution locale.

Soit
h:[0,T] x R — R (25)
0 0 I
(ty) — hit,y) {G(yl) —H(yz)] i [A 0] ’
/ \Hf—J
M(y) N )

avec y = (ylﬂ y2) = (fla g?a "'7§m;€m+17 ---;€2m) € R™ x R™.
Veérification des conditions (1.9.0.1) de Caratheodory :

1. La fonction h est mesurable par rapport a t € [0,7] pour y € R?™ fixé car elle

ne dépend pas de t donc elle est constante ceci implique qu’elle est continue |,
alors elle est mesurable.

2. Vt € [0,7] la fonction h en fonction de y est continue car elle est somme de deux
fonctions continues .

En effet :
La fonction N : R*™ — R?*™ est linéaire car N(\y) = AN (y) et
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N(Ay +~vz) = AN(y) + yN(z) comme on a dans un espace de dimension fini("
2m") ceci équivalent qu’elle est continue donc :

N est continue. (2.6)

Donc on pose (ykE)kGN = (glka SQka ) émka §(m+l)k7 e S(Zm)k’) une suite de R*™ telle
que :

Uk = (Y yox) — ¥ = (Y13 %2) dans R*™.

et on montre que
M(yr) — M(y) ie: H(ya) = H(y2) et G(yix) = G(y1) dans R™.
On a B.ys, — B.y, donc :pour presque tout z € Q on a :
fo(z) = a(x)g(B.yor)w; — f(x) = a(z)g(B.y2)w; dans R,

car g est continue et a bornée.
On a (yr)ren est convergente donc elle est bornée alors

M >0 telle que : ||yx|lgzn < M.

donc [[yarflrm < [|ynlleem < M .
Si z € Q telle que |B(x).yax| < 1 d’aprés la continuité de g :

de >0 telle que |g(B(x).ya)| < c.
Si |B(z).yax| > 1 de I'hypothése (H.1) on a :

9(B(@).yae)| < [B(@)yer] = K| Y wi@)&rmpl < K Y lwy(@)][€g+ml-
j=1

Jj=1

< MEY (@),

D’ou :
la(z)g(B(z).yor)w;(z)| < |a(z)g(B(x).yor)w;(z)||a(z)||g(B(z).y2x)||w; ()]

lall o (C+MKZij(93)I> jw;(2)].

Jj=1

IN

D’apres le théoréme de convergence dominée on obtient :

/a(m)g(B.ygk)wj dx — / a(z)g(B.y2)w; de.
Q Q

C’est a dire :
H(yy) — H(y,) dans: R™. (2.7)

De plus (w;)jen C W C H?() tel espace est complet donc :

By, = ijkwj € H*(Q) — By, = Z{’jwj dans H?*(Q).
j=1

=1
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Grace a la continuité de 'application trace v, alors :
n(Byik) = n(By))  dans Hz(T).
(w;)jen € H2(Q) done (yow;);en € H2(I) et on a :

H3(T) < L*(D).
et comme H2(T) < LT alors :
Y1 (Byir)yow; = v1(Byi)yw; dans LYT), Vj=1,2,..,m.

donc

/ Y1 (Byw)vow; dU — [ 7 (Byi)yow; dl' Vji=1,2,....m.
Fl Fl
C’est a dire :

G(ywe) = G(n) dans  R™. (2.8)
Donc d’apres (2.6),(2.7) et(2.8) on a pour tout ¢t € [0,7] I'application h est
continue.

3. Soit K C [0;T] x R*™ un ensemble compact, il existe une fonction réelle my(t),
intégrable telle que

|A(t,y)|lgem < m(t), V(ty) € K.

En effet
1At y)llrem < [|G(y1)llrm + [1H (y2) [[rm + |V (y)||r2m-

Comme G,H sont continues sur R™ et N continue sur R?>™ donc elles sont
continues sur tout compact K* = K; x Ky C R?™ et donc grace au théoréme de
Hahn-Banach, Mg > 0 tel que :

1A, y)l|rzm < G (Y0)llzm + 1 H (y2) lrem + [N () l[g2m < M.

Pour tout (¢,y) € [0,7] x K* on prend mg(t) = M.

De 1,2 et 3 on a l'existence de la solution locale dans [0, ¢, avec 0 < t,,, < T ,donc la
fonction Y'(t) est absolument continue et dérivable presque partout sur [0;¢,,[, alors
Z(t) et Z'(t) sont absolument continues sur [0;¢,,][ et Z”(t) existe presque partout
sur [0;¢,,].

Maintenant pour montrer que :
1-Premiérement que pour tout m e N, ¢, =1T.
2-Deuxiémement, que ces approximations convergent vers la solution du probléme
(2.1).
Pour ce la, nous avons besoin de deux estimations & priori et passage a la limite,
La premiére estimation a priori pour démonter le premier point, et la deuxieme
estimation a priori et le passage a la limite pour démontrer le second point.

Estimation a priori

Premiére estimation :
La premiére estimation a priori nous permettra d’étendre la solution obtenue a tout
lintervalle [0; 7] = Ry jie: T = +oo.
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Le théoréme de Carathéodory nous donne : u,,(t) et u/, (t) sont absolument continues
et par conséquent u/ (t) existent presque partout.
On multiple le probléme (P.A) par u/,(t) on obtient :

(U (8), 1 () + (Vi (£), Vi, (£)) = (Ot (£), 113, (8))r, + (a()g (1, (), 1, (1)) (: 0)-
2.9
Et comme (w;);en est une base de W lequel dense dans L*(2) donc c’est une base

de L*(Q) , d’apres (P.A) on a :

m m

(g (£), wi) = (Z Wi (s, w;) = Z P (8) (wj, wi) = i, ()

—(Vum(t), Vw;) + (yum(t), wj)r, = (a(z)g(uy, (1), w))-

Do Rl (t) € L*(0,t,,) alors :

tm tm
| e e = [
’ £2(@)

< / XMM t)wj|72(q) dt.

m 2

> wL(tw;

7j=1

dt.

< Sl [ Ot < boc
j=1
Ceci implique que
Uy, € L0, t; L*()). (2.10)
On conclure
/ u (t,x)ul (t,2)dx € L*(0,t,,) C D'(0,t,,). (2.11)
Q

Car u/, (t) est absolument continue sur [0, t,,[.
Soit 6 € D(0,t,,) ,on utilise (2.10) et théoréme de Fubini on a :

< (U, (1), Uy, (1),0 >prp = < /Qu;;(t,x)u;n(t,x) dz,0 >pp

::/%/%@@%@@WMMt

_ //tm;;i 't 2))20(t) dt dr.

(par partie on a) = —/Q [(ur, (¢, x))zﬁ(t)}zjm—/Om(u;n(t,x))gﬁ'(t)dt dr,

- /
~~

=0
car 6 € D(0,t,,).

_ __/tm/ (t,2))> da 0/(t) dt.

= = <, Oz 0 >

2
d’apreés la deﬁmtlon de dérivée d’'une distribution on a :
1d
= < S Bay,f >0
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On en déduit que :

" / 1 d /
De la méme procédure on a :
(Vun(t), Vu,,(t) = 2dt||Vum( )||%2(Q) dans D'(0,t,,). (2.13)

Comme (w;)jen € W donc elle vérifier :
dyw; = Ap,wj, sur I';.

On multiple par hj,, et en sommant sur j on trouve :

Oy, = Ap, Uy, sur I'.
Donc
Oyt (t, x)ul, (t,2)dl = —/ A, up (t, x)ul, (t,x)dT.
Fl I_‘l
= —/ YV, tum(t, )V, (t, ) dl.
I
d’apres les arguments de (2.13) et (2.12) on a :
1d
Oyt (b, )l (t,2)dT = =—|| Vi, um(t)||7, (2.14)
. 2dt

En remplagant, par (2.12), (2.13) et (2.14) dans (2.9), on obtient :

1d 1d 1d
5 O 5 2 9m 5  sn OI, a)otb0)0t 12) e =0
(2.15)
D’aprés U'hypothese (H.1) on a / a(z)g(u,(t,z))u., (t,z) de > 0 et alors :
Q
1d , ) 1d )
L (s + 5T ey + 5[ Vriun I, <0 (210)

En utilisant le corollaire (1.9.0.1), on peut étendre la solution wu,, a tout Ry, ¥Ym € N,
de plus :
De (2.16) on a <4 |lul, (¢ )||L2(Q < 0 ce qui donne ||u;ﬂ(t)||%2(m est décroissante et
alors

VtERy,  up(®)iz) < lun0)lia@ < C.

Alors
(Upn Jmen est bornée et elle appartient a L®(R,; L*(2)). (2.17)
De la méme fagon on trouve que
(V) men est bornée et elle appartient a L>®(R; [L2(Q)]™). (2.18)
Et

(Vr, Um)men est bornée et elle appartient a L®(Ry; [LA(T)]™).  (2.19)

29



De (2.18) et (2.19) on a
(U ) men est bornée et elle appartient a L=(R.; V). (2.20)

Seconde estimation a priori :
Dans le probléeme (P.A)on va dériver I'équation au sens faible mais Comme wu,, et
u,, sont continue sur [0, 7] alors la dérivée au sens faible est la méme que la dérivée
au sens classique donc on remplace v par w; on trouve :

(g (£), w3) + (Vg (), V) = (O, (£), w5) + (a(x)g' (uy, (£) i, (£), w5) = 0. (2:21)

On multiplie (2.21) par A, (t) et on fait la somme sur j on obtient :

(W (8), 1 () F(V i (), Yty (8)) = (0113, (1), 11y (8)) () g (2 () 1y (8), i (£)) = 0.
On fait la méme procédure de (2.12) on trouve :

1d / !/ "
3 1O sy IV O ot 5 Ve, O+ [ o)y (it )i ,2) o =,

(2.22)
D’apres I'inégalité de Young les hypotheses (H.1) et (H.2) on a a(x)g'(u), (¢, x))|ul (¢, )|* >
0 et pour p.p t > 0 on décompose () en deux telle que 2 = )y U €2y sachant que :

Q={ze |u,tz)<1} e U={re |u,ltz)>1} (2.23)

Donc
/Ia (@) g, (t, 2) ]| de < ||a||L°o(Q>/ |9 (uy,, (t, )| |, (£, 2)|? dz
< (M + My)al oo oyl (2, )11
Hlall zoo @) M [un, (£, 2) 17 0y 1 (8 ) |20
comme H?*(Q) < LP(Q) et H?*(Q) < L*(Q)on a:
< (M + My)|al| oo oy llup, (8, 2) |13,
+ [l oo o) M Mo Ms|ur, (£, ) [0l (8, ) 12 -
Dou/|a Lt )l (t,x)|2]dx§c<oodonc on a :

1d 1d ) )
M (O Baoy + 5 IV Oy + 5 IVt (B, < 0

Donc ||ull, (¢)]|5 2(q0)o ||Vt (8 )||L2(Q et |V, ul, (t)]|f, sont décroissantes et alors Vt > 0,

i (B[220 HI Vs, () 2 HI Ve (DIF, < HUZ”L(O)H%Q(Q)_{—HVU;)@(O)”%Q(Q)_}_Hvl—;ulm(o)n%l‘
(2.24
Maintenant on va estimer ||u;;l(0)||%2(9) et pour ce la dans (2.1) on pose t = 0 et on

multiple par «! (0) on obtient :

2, (0) |2y — (At (0), 2, (0)) + / a(2)g(u (0, 2))u" (0, 2) dr = 0.
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Alors d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwartz
[ (0)[[Z2¢0) < HAum(U)HL?(Q)IIU?%(O)HL%Q)+/Qa(x)g(uin(oaiv))%(oyﬂf)dx
< ||um(0)||Hz(Q)IIuZ;(O)IIH(Q)+IIaIILoo(Q)/QIg(u;L(O,a:))IIUZ;(O,x)Id:c.

Comme u/, (0) — u! dans V donc u/,(0) bornée dans V et comme u,,(0) — u° dans
H?(2) donc u,,(0) bornée dans H?(2) donc d’aprés '’hypothése (H.1)

|g(u;n(07‘r))‘ S K’u;n(owr)l? Va € le

Alors :

HaHLw(m/Q 19(ty, (0, 2)) [, (0, ) dw - < KH@HLOO(Q)/Q\U’m(O,x)HUﬁI(O,:B)!dx
1

Kllall oe @117, (0, 2) | 20 15 (0, 2) [ 222

<
< Killall @1, (0, 2) vl (0, 2) [ 20y

Et comme g est continue alors Jeg > 0 telle que :|g(u),(0,2))| < s Vo € Qo donc

lallomtay [ o0 (0,2) | (0,0) o < callllmioy | a0, )P el
Qo Q

Alors
[ (0)]1 720y < le+ (1 + c2)llall Loeoylllun, (0)] 2 (-

On divise sur|ju,(0)||2() on a
() 2@y < ¢+ (ex + e2) oy < o0 (225)
D’out (u/,(0))men bornée dans L*(Q) .
On suivre les mémes étapes on trouve (Vu!, (0)),en bornée dans (L?(Q))" et
(Vr,ul,(0))men bornée dans (L?*(T';))" alors il existe L > 0,
(Ol IV (Ol 2 I, (O, < [ O)] g+ Tt (0) oy Vs O), < L.
On utilise les mémes arguments que la premiére estimation on obtient
(up) ) men est bornée et elle appartient a L>®(R; L*()). (2.26)
De la méme fagon on trouve que
(VU )men  est bornée et elle appartient &  L™(R,; [L*(2)]™). (2.27)
Et
(Ve )men  est bornée et elle appartient &  L=(R,; [L*(T))]").  (2.28)
De (2.27) et (2.28) on a

(U )men est bornée et elle appartient a L=(Ry; V). (2.29)
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Passage a la limite

On multiplie le probléme approché (P.A) par 6 € D(0,T"), on pose v = w; et on
integre sur [0; 77, il en résulte :

/OT(uZ(t),wj)G(t) dt +/OT(Vuk(t),wj)0(t) dt — /oT/r Ouy(t, x)w; dI' (t) dt

+/ (a(z)g(u),(t))w;)0(t) dt = 0.
0 (2.30)

Initialement, on identifie L?(Q2) a son dual, on aura
L>(0,T;V) = [LY0,T; V) et L™(0,T;L*(Q)) = [L'(0,T; L*(Q)]'.
Et on a les injections suivantes :
D(0; T; L*(Q)) < L*(0, T; L*(Q)) = [L*(0, T; L* ()] — D'(0; T; L*(92)).

De plus, L*(0,7;V’) et L'(0,T; L?(2)) sont séparables.
On applique le lemme (1.7.2.1) sur (2.20) et (2.29) on obtient

*

uy ~u  dans  L®(0,T;V) et u, >u  dans L>(0,7;V). (2.31)
De (2.31) et on a u € WH=(R; V) et de (2.26) on a
(U ) men est bornée et elle appartient a LY(R; L*(Q)).
Donc on applique le lemme (1.7.2.1) on obtient
up > o’ dans  L™(0,T; L*()). (2.32)

OnaV < H'(Q) "5 12(Q).
De (2.31) et en vertu du théoréme de Aubin- Lions, on peut extraire une sous-suite
de (u},) qu’on continu toujours a noter (u}), a fin que

u, — u' dans L*(0,T; L*(Q)) = L*(Qr).

Et alors
u, = u' p.psur Qr.

De la continuité de la fonction g et (H.2) , il s’ensuit que

a(z)g(uy,) — a(z)g(w')  p.p sur Qr. (2.33)
De plus, pour tout m € N on pose 2 = 1 U ), sachant que :
Oy ={z € |u(t,z)| <1} et Qo ={z € |up(t,z)| > 1}.

o) a) < [ ' o)l o [ ot (7)) o a
+ |l [ ottt ) e a

T
< / [ua<x>u%m(m02 / il (1,2) 2 i+ ()| 2o oy M mes() | dit
T k1
< (@) B / et (1, 2) 2ot + () gy M mes(@) T
0
< (@) By C My + [[a(2) 2wy M? mes(Q) T = C.
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Donc :
la(@)g(w) 1720, < Ch- (2.34)
De (2.33), (2.34) et du lemme de Lions on a

a(@)g() = a(@)g(e!)  sur L*(Qr).
Comme w; € H*(Q) NV — L*(Q), pour § € D(0,T) — L*(0,T) alors
/0 () g (ul (1)) (1) dt — / (a(@)g (' (O)w))(t) dt.  (2.35)
Grace a

up > o’ dans  L>(0,T; L*()).

Alors
<up,p>—<u’ p >, Yo € L'(0,T; L*(2)).

/0 (W (8), olt)) dt — / (" (8), () dt.

Comme w;0 € L*(0,T; L*(2)) pour ¢ = w;f on a

/0 (W), w)0(t) dt — /0 (W (), w;)6(2) dt. (2.36)

Ce qui donne

De (2.31) on a
Vu, = Vu dans L0, T; [L*()]™).

Alors
< Vug, o >—=>< Vu,p >, Yo € L0, T; [L*(Q)]™).

Comme Vw;0 € L'(0,T;[L*(Q)]") pour ¢ = Vw;f on a

/ T(Vuk(t), w))O(t) dt — / T(Vu(t), w;)0(t) dt. (2.37)

Comme Ouy = Ar,u sur p.p I'y il s’ensuit que

//8uktxw]dF9 //Apluktijdf‘e()d

/ Vpluk(t .’If) Vrlw] dl’ 9( ) dt.
0 1N

(2.38)
De (2.31) on a

VFluk = VF1U dans LOO(O’ T7 [LQ(Fl)]n)

En particulier

T T
/ (Vpluk(t), Vrle)ple(t) dt — / (VFlu(t),Vple‘>rle(t) dt VJ = 1,2, "
0 0
(2.39)
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Tenant en compte les convergences (2.35), (2.36), (2.37), (2.38) et (2.39) on peut
passer a la limite dans I’équation (2.30) quand k — 400 et on obtient

/0 (W(8), w))0(t) dt + /0 (Vu(t), w)0(t) dt — /0 (Veyu(t), Vi w;)r, 6(1) dt
—1—/0 (a(z)g(u'(t))w;)0(t) dt = 0.

Pour tout les w; € W ={w € H*(Q) NV | 0w = Ar,w dans T}, on a
V0 € D(0,T) et Vo e W

/O S 08 At + /0 L (Vu(t), 0)0() di - /0 e u(t), Ve o), B(1) dt
+/0T(a(93)g(u'(t))v)9(t) dt = 0.

En particulier, pour v = ¢ € D(Q2) on a

<", 08 >pip + < —Au, 0 >proyxp@) + < alx)g(u'), pf >= 0.
Donc

<u" —Au+a(x)g(u), 0 >pwp=0, V(0,p) € D(0,T) x D(Q).
Et comme l'espace {¢0, ¢ € D(0,T), 6 € D(Q2)} est dense dans D(Qr), alors

u" — Au+ a(z)g(u') =0, dans D'(Qr). (2.40)
Maintenant, comme u”, a(z)g(u') € L>(0,T; L*(Q)) on a
Au € L™®(0,T; L*(Q)).

Alors
Au(t) € L*(9Q), ppt€l0,T].

Donc
u" — Au+ a(z)g(u") =0, dans L(0,T; L*(12)).

De plus p.pt €]0,T[ on a
Au(t) =u"(t) + a(x)g(u'(t)), dans L*(€2).
Il s’ensuit de la régularité des problémes elliptiques que p.p t > 0,
el < O Atz
Donc on a
[Au(t) 2@ = l"(8) + ale)g(w (1) 2@ < 10" (1) 2@ + la@)g(w (O) | 2(c.

Ce qui prouve que
u(t) € H*(Q), ppt>0

Comme ||ul| g2)ny = [Jullpz@) + [Jully et w € H*(Q) de plus comme u € L®(R,; V)
alors [|ully < oo donc |Jul| g2()ny < ¢ < oo alors

sup ess||ul| g2a)ny < 00
>0

Donc u € L*(Ry; H*(Q)NV).
De ce qui précéde, on aura

u € L®(Ry; H*(Q) N V)N WER(R,; V).
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Vérifications des conditions aux limites et conditions initiales

Par passage a la limite, on a I’équation

/0 (W (), w))0(t) dt + /0 (Vu(t), w)0(t) dt — /0 (Veyult), Vi, w;)r, 6(1) dt
+/0 (a(z)g(u'(t))w;)0(t) dt = 0.

Et on a

u" = Au(t,x) — a(z)g(u'(t, x)), pp (z,t) € 2x]0,T1.
On remplace u” dans I’équation ci-dessus, il s’ensuit que

/0((Au(t,:c) —a(x)g(u'(t,z))), w;)0(t) dt—l—/o (Vu(t),w;)0(t) dt
— [ Ve, Trurote) @t + [ (atadaal()us)o(e) e =0,

Donc

/T(Au(t, x),w;)0(t) dt + /T(Vu(t), w;)0(t) dt + /T(Vrlu(t), Vr,w;)r, 0(t) dt = 0.

On applique le théoréme de Green, on a

T T
/ dyu(t, x)yow; O(t) dI' dt + / (Vru(t), Vie,w;)r,0(t) dt =0
o Jr 0

Avec

T T
/ dyu(t, z)yow; O(t) dl' dt — / / Ar,u(t, z)yow; 6(t) dI' dt = 0.
0 Fl 0 1_‘1

Cest a dire Vj € N, VO € D(0,7T),

/T/ [0, u(t, x)yow; — Ap,u(t, x)yow,] 6(t) dI' dt = 0. (2.41)

On remarque que (Yow;) en est dense dans L?(I'y).
En fait, 'application

o : Hi () — H2(Ty).
Avec

H2(Ty) ={ue H:(); ulp, =0}.
est surjective.

Maintenant, si v € Hz(I'y) alors u € H2(T'), grace a la surjectivité de Papplication
Yo : H'(Q) = H2(I).

il existe v € H%(Q) tel que yov =u  p.p sur T,
Comme u € Hz(T';) alors

u=0 ppsurTy,pourtout v e HE ().
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Puisque la base (w;),en est dense dans H%O, grace a la continuité et la surjectivité
de I'application
o HE (Q) — H2(Ty).
Il s’ensuit que (yow;);en est dense dans L*(T).
Donc de (2.41) on obtient

Ou— Ar,u=0 sur D'(0,T; L*(T'y)).
Donc de la régularité de la fonction u
O,u = Ar,u  sur L*(0,T; L*(Ty)).
Et du probléme approché on a aussi
U, (0) — u° dans H*(Q) NV, et u, (0) — u' dans V.

Dans cette section, on montre que u® = u(0), et: u'=4/(0).
Premicrement on a w,u’ € L'Y(0,T;V) et v’ € L'(0,T;L*()), alors du lemme
(1.3.6.1) on a

u € CO0,T; V), et: o €C0,T]; L*()).

Par conséquent , on peut parler de u(0); u(T");w' (0) et v'(T)
Soit # € C'([0,T]) avec 8(0) =1 et 6(T) = 0 comme :

up = u dans L>=(0,T5V).

Et grace a injection : L>(0,T;V) < L>=(0,T; L*(2)).
On aura
<, >—< U, p >, Y € LY0,T; L*(2)).

Ce qui donne

/( k(1), dt%/ dt, Ve e L'(0,T;L*(Q)).

Comme w;0 € L*(0,T; L*(2)) et en particulier pour ¢ = w;0 on a

/OT( (), w dt—>/ )ydt, VjeN.

Par intégration par parties et de la convergence (2.31) on a

[Q(t)(uk(t%wj)]oT—/o (ur(t), w;)0'(t) dt — [9@)(“(75)7101)]5—/0 (u(t), w;)0'(t) dt.
Alors

T T
(0 0y) = [ (un(0), )0 @) de > ~(u(0)0p) = [ (000 0)
Ce qui donne —(u(0),w;) = —(u(0),w;), Vj e N.
De la densité de (w;) ey dans L?(2), on a
u(0) — u(0), dans L*(Q).
De plus, du probléme approché on a
uk(0) — u(0), dans H*(Q) NV.

Ce qui implique que
ug(0) — u(0), dans L*(Q).

De I"unicité de la limite faible, on obtient que u(0) = u°.
De maniére analogue, on montre que
u'(0) = u'.
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2.2.2 L’unicité

Pour démontrer que la solution u est unique on pose w = u — v et on montre
que w =01ie:u=w.
On a w solution de probléme (2.1) donc

wy — Aw + a(x)g(u) — a(x)g(vy) =0 sur  2x]0, 400

d,w — Ap,w =0 sur T';x]0, 4o00].

w =0 sur T'ox]0,4o00] (2.42)
w(z,0) =u® — u® = w(x,0) =u! —u! =0 x € €.

En multipliant I’équation de (2.42) par w'(t) et on applique le théoréme de Green,
on aura

(w”(2), w' () +(Vw(t), Vo' (t))— / Oyw(t), w'(t) dT+(a(z)g(u'(t) —a(x)g(v'(1)), w'(t)) = 0.

INT

On fait la méme procédure que (2.12),(2.13) et (2.14) on obtient :
Sl Oy +5 V0O + 3 SV,

+ / la(z)g(u' (1)) — alx)g(W' (D)W (t, x) =2/ (t, )] dw = 0.
Q
(2.43)
D’aprés les hypotheéses (H.1) et (H.2) on a

LM@MW%D—M@MVWHW&w%ﬂMtwwaO

Ce qui donne :

1d 1d

2
. “ Yy , \% <0.
|| (t )”L )y T [Vw(t )”L @ T thH rw(t )||F1 <0

2dt 2dt

Donc
sall' Oz T2l Vwt)ig + 551 Vrw@)li,
( )
< il (0720 + 3 &IV F20) + 551 Vrw(O)]F, =0, ¥t €0, T].

Car
w(x,0) = w(x,0) = 0.

Ceci implique que :
w(t)=0, sur V pptel0,T].

La démonstration est achevée.
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2.3 Solution faible
D’aprés la densité de H2(2) NV dans V et V dans L*(Q2) on a
(ul, up) — (u®,ut) dans V x L*(Q).

Et pour chaque k£ € N il existe une solution réguliére u; du probléme :

uy — Aug + a(z)g(uy,) =0 sur  2x]0, 400
Oyup — Ap,up =0 sur T';x]0,4o00].
u =0 sur T'ux]0, 4o00l. (2.44)
up(z,0) = u’(z) et uf(x,0)=ul(x) x €S
Soit s € N .

On considére zp, = Uy — Us.
En utilisant les mémes arguments employés pour montrer I'unicité de la solution
réguliére, on obtient

12ks (DN 72@) V205 (D)1 Z2() + Vs 2 (D117,

< )y + V2100 Bagey + V26O, ¥ €10,
(2.45)
Comme le membre a droite converge vers 0, car (u)) converge dans V et (uj,) converge
dans L*(Q), on aura (uy) une suite de Cauchy dans C°(Ry;V) et (u},) une suite de
Cauchy dans C°(R+; L?(2)).
Do, il existe u € CO(Ry; V) et v/ € CO(Ry; L*(2)) tel que

uy — u  dans C°(R; V). (2.46)
up, — u  dans C°(Ri;L*Q)). (2.47)

Supposant que €2 = ;; U ), sachant que :

U ={z€Q;  |u(t,z)| <1} et Qo = {2 €Q;  |up(t,z)| > 1}.

oy = [ [ la@otutie, )l e
- Il felalatuitt o+ [ Jatolgligirn)P do] a

Qg2

IN

T
Ha(fﬁ)\|2mo(m02/o i (8, @) 122 dt + lla(@) Lo @) M* mes() T
< la(@)l7e@C* My + [la(@) | Lo ) M mes(Q) T = M.

Donc
(a(x)g(u},)) est bornée dans L>®(0,T; L*(Q)). (2.48)

Et on a également
up, = u dans L*(0,T; L*(Q)).

De la continuité de g on a

a(x)g(uy) = a(x)g(uy)  p.psur Q x[0,T]. (2.49)
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De (2.48), (2.49) et du lemme de Lions, il existe une sous-suite de (a(z)g(uy,))r qu'on
continue & noter de la méme fagon telle que :

a(x)g(uy) — a(x)g(uy)  dans L*(0,T; L*(Q)). (2.50)
On considére 8 € D(0,T) et p € D(Q)
<y — Auy + a(z)g(uy), 00 >pior).pen=0, Y0 € D(0,T), Yo € D(Q). (2.51)
On sait que
<u" 0p>=—<u 0p> VO D0,T) Vo D).
De (2.48) on obtient
—<up, 0o >=—<u,0p>=<u" 0p>.
Et on a
<, 00 >pigrpen= <u',0¢ >por.p@n, Y0 € DO,T), ¥p € D(Q).
(2.52)
D’ou
< =Aup, 00 >pon)per— < —Au,00 >pQn).p@n, Y9€ D0,T), Vo Zl;gl)

De ce qui précéde dans (2.50), (2.52) et de (2.53) , aprés passage a la limite dans
(2.51), on obtient

<u" —Au+a(x)g(u'),00 >p@m).p0@n=0, V0 € DO,T), Vo € D(Q).
Cependant D(Q) ® D(0,T") est dense dans D(Q2x]0,7[) donc
<u" —Au+a(z)g(w), ¥ >p@p).pn=0, Y€ D(Qr)).

Alors
u" — Au+a(z)g(u') =0, dans D'(Qr). (2.54)

On au € L>(0,T;V) donc —Au € L*>(0,T;V") et comme
a(x)g(u') € L=(0,T; L*()), donc " € L>(0,T;V").

Donc
v — Au+a(z)g(u') =0, dans L>(0,T;V).

Et de (2.46) et (2.47) on a
u€ C'Ry;V) et u € CORy; L*(N)).

Alors
u e COR,; V)N CHRy; LA(Q)).
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2.3.1 Vérifications

De (2.44) on a : Oyu — Ar,up =0 sur I'1x]0, 4o0].
Soit
Ar, : HY(I'y) — HY(T'y).

définit par

< —Aplf, h >H—1(F1),H1(F1): Vrlf.VFlh dF, Vf, h e H1<F1>

I

Donc d’aprés (2.46) on a
Viur = Vpu dans COR; [LA(T)]™).

Si h e LY(0,T; H'(T'y)) on a

T T
/ < —Apluk(t), h(t) >H*1(F1),H1(F1) dt — / < —Aplu(t), h(t) >H*1(F1),H1(F1) dt.
0 0

Donc
Ar,up = Ar,u dans L>=(0,T; H*(T1)).

En outre, d’aprés ce qui précéde on a
Oup = Aryu,  dans  L*(0,T; L*(Ty)) < L*(0,T; H *(T})).

D’ou
< Opug, p >—< Ap,u, p > dans L*(0,T; H *(T})).

De plus , comme
up, —u  dans C°([0,T]; L*(Q)) < L*(0,T; L*(2)).
De la proposition (1.3.6.1) et du corollaire (1.3.6.1), on a
up — u”, dans H™(0,T; L*(2)). (2.55)
Comme uy, satisfait ’équation :
Auy = uy + a(x)g(uy,), dans L(0,T; L*(2)).
De (2.49), (2.54) et (2.55), on aura
Auy = ui + a(x)g(uy) — ui + a(x)g(u') = Au.

On a
Auy — Au, dans H™1(0,T; L*(Q)).

Et du fait que
g — U, dans C°([0,T); V) — H (0, T; H'(Q)).
On obtient : u, —u  dans H=1(0,T; H'(Q2)) ou

HY(Q) = {u e H(Q); Aue L*(Q)}.
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De la continuité de I'application trace

v HH0,TyHN Q) — HH0, T3 H3(Ty)).
Et du théoréme (1.7.2.1), on a

v (ug) — 71 (u) dans H=*(0,T; H*(T)).
Donc

Byup — Oyu dans H-Y(0,T; H™2(Ty)) — H~'(0,T; H ' (I'})). (2.56)
Ainsi, de (2.55), (2.56) et de I'unicité de la limite faible *, on obtient
dyu = Ar,u dans H='(0,T; H'(Ty)).

Comme

Ar,u € LX0,T; H-(I'))).

Donc
Oyu— Ap,u =0 p.psurly x RY.

De (2.44),(2.47) et (2.48) on a

up(0) —  u® = u(0) dans V.
up(0) — u' =u/(0) dans L*(Q).

D’ou

2.3.2 L’unicité

On considére le probléme (2.42) avec w = u — v.

wy — Aw + a(x)g(uy) — a(x)g(vy) =0 sur  Qx]0, o0l
dyw — Ap,w =0 sur 'y %x]0, 400
w =0 sur T'x]0, 400l (2.57)
w(z,0) = w(z,0) =0 x € (L
On prend
1d 1d 1d
5%”1‘/(?5)”%2(9) +§%||Vw(t)||%2( 2dt||vF1 w(t)[|7,

+ / la(z)g(u' (1)) — alx)g(W' (O)[W'(t, x) =2/ (¢, )] dx = 0.
Q

(2.58)
Et on intégre sur ¢t de 0 a s on obtient
1 !/
U O NLz@+ IVws)liZz g + 1 Veyw(s )”11)
/ / —g(W'(@)][W (t, x) — V' (t,x)] dx dt < 0.

alors w = 0 d’ou 'unicité.
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Chapitre 3

L’existence et 'unicité de la solution
par la méthode des semi- groupes

3.1 Position du probléme

On considére le probléme (2.1) et les hypothéses (H.1) et (H.2) et les mémes
notations et normes que (chapitre 2).

3.2 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 3.2.0.1. Supposons que les hypothéses (H.1)et(H.2) sont vérifiées.

1. Pour tout condition initial {u®, u'} € H2(Q) NV x V,et satisfaisant la condition
Ou’ — Apu’ =0 ppsurly.
Alors il existe une solution réquliére unique du probléme (2.1) telle que :
u€ L®(Ry; HAX(Q)NV)NWES(R,; V).

2. Si{ulut} €V x L*(Q).

Alors il eziste une solution faible unique du probléme (2.1) telle que :
u € C(Ry;V)NCHRy; LA()).

Pour démontrer ce théoréme
tout d’abord on a

. 1
Siotv eV, vl < ()72 +11VVlZ20)2 = V@) < Vol
c

<
1
< a(IVullfag) + 1Vrollf,)? < cllvlly.

Donc on a l'injections continues et les densités suivants :
Ve L*(Q) = (L*(Q) — V.
On définit I'espace de L’énergie comme suite
H=Vx L*Q),
est un espace de Hilbert et de Banach menu de la norme suivante

U2 = [Jually + lluzl| 220, VYU = (u1;u2) € H.
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Et le produit scalaire suivant
(U, U)H = (w1, 1)y + (uz, U2) 2(0)-
= /Vul.le dll?—l—/ VF1U1VF1’L[1 dF+ / U2u~2 dz.
Q N}

Q

On définit 'opérateur linéaire A : V — V' tel que I’élément de dual Af € V' donné
par

<Af,v>py=(Af)(v) = / VfVuvdx +/ Ve, fVrvdl, YveV.
Q I

A est continu .
En effet :

Soit A1 : V xV — R telle que  Ay(f,v) = / ViVvdr+ [ Vrp, fVpvdl.
Q I

AL (f,v)] = |/Vf.Vvdx—|— Vr, fVrvdl|
Q I

|/ VfVudz|+]| | Vi, fVrodl|
Q Iy

on applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz
IV 2@ [Vl 2@ + (Ve flle [[ Ve |,
UV fllz2@) + IV fllelllly

22[ [V fll3a@ + Ve, fI3, 12 [0l
Cllflvlivllv.

VAN VAN VAR VAN

On considére le probléme :

d? d
S0 Au+BY =0
du .
prm— 0' —_— = 1
u(0) = u’; o 0)=wu

Ou B : YV — V' est un opérateur définie par
< Bu,v >y y= (Bu)(v) = / a(z)g(u(z))v(x) d, pour présque partout x € €.
Q

On a B est continu .

En effet :
Soit By : V x V — R telle que  Bi(f,v) = / a(x)g(u(z))v(x) d.
Q

On pose

Q=0Q0UQ; telleque Qy={z€Q; |v(z) <1} et Q ={ze€Q; |v(z) > 1}.
(3.2)
Donc d’aprés 'hypotheése (H.1) et (H.2) on a
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Soient v, w € V
Bile.wl < [ @)l d
< ]Q0c4a<m>nzucxn et [ Ja(w)eoe)] ()| ds
clali [ w@) do+ el [ @)l e

comme L? < L' et Holder on a

IN

|Bi(v,w)| < eaflallp<|wllr2@) + esllall < l[oll 2o 1wl 2 (@)

comme V s’injecte et dense dans L? donc v € L? alors

< mmmqmmmﬁr““”+@wmammmwwyﬁ
vl 120
< allal|z=llwl 2@ vz @) + csllallLe vl 2@ w22 @)
comme V s’injecte dans L? alors
< kallallzellwllvlvlly + Eallal Lel[vllvlw]ly
< Klplyllwly.

Donc soit le probleme :

V
L AR -
Avec D(A) ={(v,h) €H : heV et Av+ Bhe L*Q)}.

Pour montrer que A génére un semi groupe sur H il faut montrer que A est
maximal monotone.

A est monotone
En effet :
Soit U = (v, h) € D(A) alors :

(AU U)y = ( Avjthh} ’ [ZDH
~h,v)y + (Av + Bh, h) 12

,V)y + (A'U h)v/ ) —+ (Bh h)v/
/ Vo.Vhde + / Ve, oV hdl + (Bh, h)yry
1N

?‘ “D‘ ?‘
e

, U V+ (h U)v+ (Bh h)y/

)
v
)
- / o(a)g(h(a) () do > .
A est maximal monotone i.e : de plus qu’il est monotone on a : R(I + A) = H i.e:
I + A est surjectif.
En effet :

On va montrer que (I + A) est bijectif i.e : (I +.A) est inversible.
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D’abord on a A et B ne sont pas nuls.
On pose (I +.A)V =0 et on montre que V = 0.
Soit V' un vecteur alors

I+ AV =V4+AV = -AV =V.

Comme —A # [ ceci implique que V = 0.
Alors (I + .A) est inversible et alors elle est surjectif donc A est maximal monotone.

On va montrer que H*(2) NV x V C D(A) donc :
Soit (u,v) € H*(Q) NV x V donc u € V et Au € L*(Q) car u € H*(Q) donc
pour tout # € D(Q) C L*(Q2) on a

< Au,é’ >Dp!'.D= —/ Vu.Vl dr =< —AU, 0 >D''.D
Q

Donc

Au=—Au  dans D'(Q).
Puisque Au € L*(Q) alors

Au = —Au dans L*(9).

Alors —Au € L*(Q) donc Au € L*(Q).
Soit v €V C L*(Q) on a :

/|Bv(m)|2 o — /|a o) da
Q
< [ la@Plav@)P da

< Jafa)l / 9(0(@)? dr.

Donc d’aprés 'hypothése (H.1) et (3.2) on a

[1Be@i s < ol ( [ttt e [ s do)

< o) om (Mmesm) & [P dr) <

D’ou Bv € L*(Q) et v eV donc Au+ Bv € L*(Q) alors (u,v) € D(A) implique

HXQ)NY xV C D(A).
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3.3 Démonstration du théoréme (3.2.0.1)

On a le probléme suivant :

BEEIRR|

A

\ u((%))] _ {ﬂ dans V x L*(Q) ou H*(Q)NV x V.

comme A est maximal monotone alors on applique le théoréme de Hille-Yosida :

3.3.1 La régularité de la solution

1)- Soit U% = (u°,u') € H*(Q)NV xV C D(A) alors il existe une solution réguliére
unique U = (u,u;) € D(A) telle que

U= (u,u) € C'(R;H)[|C(Ry; D

Satisfait
1T < T N3 et || ||H < AU I3, vt > 0. (3-3)
Alors
1
el = s,
= |lully + [[An® + Bu'|| 2o
Donc

luelly + lueellza) < llully + | Au® + Bull|2), ¥t > 0.

Comme H?(Q)NV x V C D(A) alors (u”,u') € D(A)
D’apreés (3.3) et comme (u®,u') € D(A) on a

lully + el 2y < lu®lly + w2 ¥t > 0.

Donc
lully < [[W’lly + w2y V¢ = 0.
Alors
sup essHqu < supess(||u’]ly + [[u']r2@) < +oo.
t>0
On obtient

De méme , on a
Juelly + usell o) < lutlly + |Au® + Bu'||p2q) Vi > 0.
Donc

Ue||ly = [|Ut]]y Uge||L2(Q) > [|U ||y u Ul L2(Q) = U.
luelly < lluelly + llueell 2y < llu'lly + | Au® + Bu'|| vt >0
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Alors
sup ess|lue]|y < supess(||[u'|ly + ||Au® + Bu'||12(9)) < +oc.
0 0

On obtient v, € L¥(Ry; V).
D’ou
u € WH2 (R V). (3.4)
Comme
lullaz@) = llull 2@ + 1u'll 2@ + 10”2 0)-

D’aprés (3.3) on a

ullgz) = llullz@) + v/l 20 + "]l L2
< allully + 1wz + [0 r2@) + ully
< (a+Dlully + (er + D |z2@) + "l z2@) + lullv
< e’y + llutllz@) + lutllv + [[Au® + Bu'|| 120) < oo.

Alors

sup ess||u| g2y < 0o.
>0
D’aprés ce qui précéde on a  u € L¥(Ry; H2(Q)) et u € L®(R4; V).
Et comme
u€ LRy H*(Q)NY) < Sl>l£) ess||ull gz@)ny = sgg) ess(||ull 2@ + Jully) < oo.
t> t>
Alors
we LR, HA(Q) N V). (3.5)
De (3.4) et (3.5) on a
u€ L®R; HA(Q) N V) [(|WH(R4: V).

La solution réguliére satisfait les conditions frontiére car :
Soit u € V t.q: Au= f € L*(Q).
PourveVYona:

< Au,v >ypy = / Vu.Vvdr + Vi, u. Vv dl.
Q

Iy

= —/ Auv dx + o,uv dI' — / Ar,uv dI'.
Q r Q

= /va dz.

Comme

—Au=f dans L*(9).
Alors

/ (Oyu — Ap,u)v dl" = 0, Yv e V.
INT

Et on a

U’Fl € Hl(F1> —> LQ(Fl)
Alors

dyu = Ar,u, dans L*(Ty).

Donc

Oyu = Ap,u, p.p sur I'y.
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3.3.2 Solution faible

En montrant que D(A) = H.

Pour cela on va montrer que D(A) est fermé, donc on pose (U, v )neny € D(A)
une suite telle que u,, — u et v, — v et on montre que (u,v) € D(A) .

Soit (un,v,) € D(A) alors u,, € V — L*(Q) lors u,, — w dans L*(Q) donc
u € L*(Q) et grace a la complétude de V alors u € V.

Et comme v, € L*(Q2) alors v € L*(Q2) donc (u,v) € V x L*().

Au,, + Bv, € L*(Q2) et comme A et B sont continus alors

(Au,, + Bv,) — (Au + Bv).

Donc (Au + Bv) € L*(Q) car
comme A et B sont continus donc

Au,, — Au et Buv,, — Bwv.

Alors
(Au, + Bv,) — (Au + Bv).

Et comme L?(2) est complet alors (Au + Bv) € L*(Q).

Et comme Bv € L?(Q2) < V' donc d’aprés la définition de B on a v € V alors
(u,v) € D(A) donc il s’ensuit que D(A) est un fermé i.e : D(A) = D(A).
Et comme A est maximal monotone on utilise la proposition (1.8.1.1) on obtient

D(A) = D(A) = H.

On applique le théoréeme de Hille-Yosida .
Soit U = (u°,u') € H =V x L?(Q) = D(A) alors il existe une solution unique
U = (u,u;) telle que

U = (u,u) € C'([0,+00[; 1) [ C([0, +00[; D(A)).
Alors
U= (u,us) € C*([0,+c[;H) et U= (u,u;) € C([0,+oo[; D(A)).

Donc
U = (u,us) € C([0,400[; D(A)).
U= (u,u;) € C°[0, +oo[; H =V x L*()).
Donc
u€ CORL;Y) et u € CO(R,; L*(Q)).
Alors

ue C'(Ry; V)N COH R L2()).
Et pour 1 <¢ <p < 400
u€ CO(R; V) — LP(Ry; V) — LIR,; LA(Q)).
Car V < L*(Q).

Alors
LIR 5 L2(Q)) = D'(R.; LX(Q)).

Donc
u € D'(R,; L*(Q).

La démonstration est achevée.
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Chapitre 4

Stabilisation

Dans ce chapitre, on s’intéresse a étudier la stabilisation de I’équation des ondes
avec un feedback interne localement distribué et des conditions de type Cauchy-
Ventcel, lesquelles servent a modéliser des phénomeénes physiques comme les proces-
sus de diffusion et la propagation d’ondes mais aussi des problémes de mécanique
comme |’élasticité imposent des conditions au bord qui se caractérisent par la pré-
sence d’opérateurs tangentiels de méme ordre que l'opérateur principal et qu’on
justifie par des méthodes asymptotiques a partir de problémes de transmission,
pour modéliser les processus de diffusion on introduit la condition au bord :

O,u— Apru =0, sur:I' = 90€.

La stabilisation interne consiste a trouver un controle g : R — K ou
K = R(ou C) tel que I'énergie E(t) associée a la solution du probléme (4.1) ci-
dessous décroisse vers zéro quand t tend vers & (+00) et sa pour tous ug,u; pris
( u(t) ) ?

u(t) )|,
Soient 0 C R™ un ouvert connexe et borné et 92 = I' sa frontiére ,elle se

décompose en deux parties I'g et I'; non vides, fermées et disjointes avec
mes(§2) et mes(Qr) < +00 et soit

_1
2

vt > 0.

dans des espaces convenables , ou E(t)

f: Q=R

une fonction réguliére qui sera construite ultérieurement.
Soit w; un voisinage de I'; contenu dans {2 et on subdivise la frontiére I'y en
deux parties :

[f={zely | 0,f>0} e TI'i={zxely | 0,.f <0}

Maintenant, soit wy un voisinage de F_S contenu dans € tel que wo Nw; = 0 et on
pose w = wy U wy.

Nous étudier les propriétés de stabilité de la fonction u(x,t) qui résout les pro-
blémes de Cauchy-Ventcel amorti, On considére le probléme suivant :

uy — Au+ a(z)g(u;) =0 sur  Qx]0, 4o00|

Oyu — Ap,u =0 sur I'yx]0, 400 (A1)
u=0 sur T[]0, 4+o00| '
u(z,0) = u’(z), w(z,0) =u'(z) z €.

Avec les hypotheses suivantes :
(H.1) La fonction de feedback g : R — R satisfait les conditions suivantes :
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1. g € C°(R) est monotone croissante.
2. g(s)s >0 avec s #0 .

3. Il existe k et K deux constantes positives telles que :

k.s <|g(s)] < K.s, |s| > 1.

(H.2) a € LT™°(f2) est une fonction non négative telle que
a(x) > ay >0 p.p sur w = wy U wy. (4.2)

Si u est une solution faible unique de (4.1) alors soit E(t) I’énergie associée au
probléme (4.1) qui est donnée par :

E(t) = % {/Q[\ut]Q + |Vul|?) dv + . |V rul?dl } : (4.3)

pour chaque solution de (4.1), I'identité suivante est vérifiée.

Elty) — E(ty) = — /t ; /Q a(@)g(u)u dz dt, Vb >t > 0. (4.4)

Avant de donner le résultat principal de ce chapitre, on définit les fonctions auxi-
liaires suivantes :
Soit h : R — R une fonction concave strictement croissante, avec h(0) = 0 et

telle que
h(g(s)s) = s* +¢%(s),  [s| <1 (4.5)
La fonction h peut étre construite étant donné que g est continue et que la condition
(4.5) est vérifice.
Ensuite, on définit

r(s) = h (W) . (4.6)

pour chaque T > 0; comme r est monotone croissante alors ¢/ + r est inversible
pour toute constante ¢ > 0.
Soit L une constante positive. On pose

p(s) = (cI +7r)"*(Ls). (4.7)

p est positive, continue et strictement croissante, avec p(0) = 0.
Finalement, on définit

q(s) =s—(I+p)7'(s). (4.8)
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4.1 Stabilité uniforme

On va énoncer maintenant le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 4.1.0.1. On suppose que les hypothéses (H.1) et (H.2) sont satisfaites
et que (4.5) est vérifiée. Soit u la solution faible du probleme (4.1), alors il existe
To > 0 suffisamment grand tel que pour chaque T > Ty ’énergie E(t) définie dans
(4.8) satisfait la relation suivante :

m@gs(%—o, V> T (4.9)

et S(t) est solution de l’équation de l’équation différentielle ordinaire donnée par :

L) +q(S(t) =0
{amzé@. (4.10)

avec q définie par (4.8).

De plus, S(t) est monotone décroissante et tliin S(t) =0.
—+00

et Les constantes L et ¢ données dans (4.7) dépendent respectivement de E(0) ;
Ha||L°°(Q) 5 mes(Q) 7‘T et de HCLHLOO(Q) ; K;' k; mes(QT).

4.1.1 Preuve du théoréme (4.1.0.1)

Les identités du multiplicateur

On départ avec I'identité suivante :

Lemme 4.1.1.1. soit ¢ un champ de vecteur réquliere sur Q de classe [C*(Q)]"
Alors pour tout solution réguliere u de (4.1) on a l'identité suivante :

T 1 /T
/ Oyu(q.Voyu) dl' dt + —/ / (q.v)|0,ul? dU dt
o Jry 2Jo Jr

1 T
+§/ / (q-v) [lwel® = [Voul* + 9,ul?] dT dt
0 Iy

T T
= [/ uq.Vu dx] —I—/ /Vu.Vq.Vu dz dt
Q 0 0 Q
1 /T ' , , T
+§ (div q)(u; — |Vu|*) dz dt + a(x)g(ue)(q.-Vu) dz dt. (4.11)
0 Q 0 Q

Démonstration

On multiplie la premiere equation dans (4.1) par (¢.Vu) dans L*(Qr) et on
utilise les formules de Green et divergence et les identités suivantes :

Vu=0,uv+Vou et qVu=(qv)du+qVru et |Vul*>= (0vu)’|Vrul’.

Pour obtenir le résultat souhaité, ce qui est fait mot & mot comme dans Lions
(voir [5],Lemme 3.7 (p 40) et Lemme 1.3 (p 139)).
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Lemme 4.1.1.2. Soit u une solution fiable du probleme (4.1) et £ € C1(S).

Alors :
0= [/ wéu dm} / /5 [[Vul® = |w*] dz dt
+/OT/QU(VU.V§) dx dt—/ A dyuéu dl' dt+/ / g(uy)éu dz dt. (4.12)

Démonstration
On multiplie Péquation de (4.1) par &(x) u(x,t) dans L*(Qr) et on intégre par
partie.

Substitution ¢ = Vf dans (4.11) oi f : Q — R est une fonction réguliére et
€ =a >0 dans (4.12) et en combinant les résultats obtenus, nous en déduisons

T T
/ (Y .V pu) dT dt + & / / (V £.0)[Oyul? dT dt
0 Iy 2 0 T'o

T
/ (V) [[wsf? = |Vrul + |8,u?] dT dt+a/ dyu dT dt
Fl Fl

:{/ut(VfVu)da:}TjLa{/ﬂutudx} / /Af — |Vul?) dz dt
/ /Vu Hess(f).Vu dx dt+oz/ / [[Vul?* = |w|?] dxdt
/ / g(u)(Vf.Vu) dx dt—l—a/ / g(uy) u dx dt. (4.13)

Invoquer la condition aux limites et la formule de Green pour obtenir
T T
a/ dyuu dl' dt = —a/ |Vrul? dT dt. (4.14)
0 Fl 0 1_‘1

Substitution (4.14) dans (4.13) nous en déduisons

/ /Vu Hess(f).Vu dx dt—l—/ / f [uf| = |Vul?] da dt
T

/ / [[Vul® — ] dx dt—i—a/ |Vrul? dl dt + [/ uy (V f.Vu) dx]
I 0

—I—a[/utudx} // g(u)(V f.Vu) d:z:dt—l—oz// g(uy) u dz dt

0 I 2 0 To

1 T
5/ O, f [luel® — [Vrul® + |Buf?] dT dt. (4.15)
0 I
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Analyse des termes aux limites

On rappelle que w = wy U w; est un voisinage ouvert de I'; UI'{ ,;maintenant on
va définir deux "Sous-colliers" w, et we sachant que

w;CwECw.

Donc : soit € > 0 est inférieur a "l’épaisseur" de w plus précisément : choisissez-le
pour que
e <infdist (Q\w), (IHUTLY)).

Maintenant on définie w, pour étre un voisinage réguliére dans €2 de I'y U T'§ avec
"N A 3 n" € : 4 .
I'épaisseur" plus que § mais moins que € :

% <infdist((Q\ w.), ([LUTY)) et supdist(z, I'1UL}) <e.

TEWe
Et par la suite définir we C we comme n’'importe quel autre voisinage régulicre de
Iy UTY avec

sup dist(x, I'h UTY) <

TEWEe
2

DO ™

Laissez-nous également présenter V :=Q \ w..

Maintenant construit une coupure ¢» € C*°(€2) sachant que

=0 dansV.
p=1 danslt et ¢ =1 dansTpoNwe. (4.16)
0<¢y <L

On peut écrire les conditions aux limites comme

T T
/ O, u(Vpf.Vyu) dl dt + % / 0, f(0,u)? dT dt
0 I'1 0

It

1 T T
+§/ / O f [lwl® = |Vrul® +18,ul?] dU dt = / / Oyu(Vrf.NVyu) dl' dt
0 F1 0 Fl

1 [t ) 1 [ )
+= O, f(O,u)” dl dt + = 0, f(O,u)” dT’ dt
2 0 Foﬂw% 2 0 Fo\w%

1 T
+§/ O f [lwel — |Vrul® + |80 ul?] dT dt. (4.17)
0 '

Ajuster ¢ = ¥V f dans l'identité (4.11) on obtient

T T
/ / Oyu(V f.Npu) dl' dt + 1/ / (Vfv)|0,ul* dT dt
0 I' 2 0 F()ﬁ’w%
e 2 e 2 2 2
+- W(V fv)|o,ul” dU dt+= (V) [|ul® = [Vrul? + [0,ul?] dT dt
2 0 Fo\’w% 2 0 F1
T T
= [/ u Y Vf.Vu dm} + / YwVu.Hess(f).Vu dx dt
w. 0 We

0

1 [T ) ) T
+§/0 /w VAf(up — [Vul”) dx dt+/0 /wE(Vz/J.Vu)(Vf.Vu) dr dt
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+/OT /w a(z)g(u) ¥ (Vf.Vu) dz dt+%/OT /we(w.v;’)(uf_ IVul?) da dt.

(4.18)
Substitution (4.18) dans (4.17) devient
/ Oy u(Vrf.Vyu) dl' dt + = / 0, f(O,u)? dT dt
Iy
e 2 2
+5 a f{luwel? = [Vrul® + [0,ul’] dT dt = )0, f(O,u)* dT dt
0 Fo\w

[/ wutVfVudx]T—i-/ /quHess(f)Vudxdt

%/0 /waf( Vaf?) dxdt+// b (V£.Vu) do dt

/OT /we(w.vu)(w.vu) da dt+§/0 /we(W-Vf)(uf— \Vul?) do dt.  (4.19)

Comme
d,f <0 dans Ty \ we (ou 0 <y <1). (4.20)

Puis en combinant (4.19) et (4.20) nous en déduisons

T T
/ / Oyu(Vy f.Vgu) dT dt + / / 0, f(Dyu)? dT dt
0 I' 2 0 T'o

1 T
+—/ O f [lwl* = [Vrul® + |0,uf’] dI dt
2 0 I

[/ wUtVfVUdSC]T—l—/ /quHess(f)Vud:cdt

%/0 /mwAf( V) dxdt+//  (V.Vu) de dt

/T/ (V. Vu)(Vf.Vu) de dt + —/ / (V. V) (u? — |Vul|?) dz dt. (4.21)

Substitution (4.21) dans (4.15) on obtient

/ /VuHess ).Vu dx dt—l—/ /Af — |Vul?] dx dt+/ / [[Vul]* — uf] dx dt

T T
+oz/ |Vrul? dT dt < {/ut (VfVu) da:] —a{/utudx}

// g(u) (Vf.Vu) dxdt—a// ) u dx dt

+ [/weﬁ) u (Vf.Vu) dZE]O —l—/o / W Vu.Hess(f).Vu dx dt

We

T T
+%/0 /wew A (g = [Vuf’) de dt+%/0 / a(z)g(u) ¥ (V£.Vu) do dt

We
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+ /0 : /w (V.Vu)(VS.Fu) do dt g /0 ' /w (V0Fu)( V) dr dr. (4.2

Rappeler que V' = Q \ w. En supposant, pour un moment, qu'’il existe C' > 0 et
a > 0 convenablement choisi tel que

U / u? + |Vul?) dwdt} / / (——a)ufda;dt
+/OT/V {Vu.Hess(f).Vu—i— (a - %) |Vu\21 dx dt. (4.23)

Posons C' = min{C, a} on déduit

T T
C U /(uf + |Vul?) dx dt +/ |V ru|* dT dt}
0 14 0 Iy

/ /w (2 + |Vul) de df — Uut (VfVu)dth—a[/Qutudx}:
—/0 / a(2)g(u) (V £.V) da dt— a/ / utudxdt+{/ﬂ¢ut Vf.Vud:v]j

+/ W Vu.Hess(f).Vu dz dt
0

;/T/@DAf( —IV: d:vdt+/ /w ) (Y .V) dedt

/ (V. V) (Vf.Vu) de dt + - / (V. V) (2 — |Vul?) de dt.  (4.24)

We

Ou C = C(f)
De (4. 24) on déduit

/O dt<C[/ /w _Vup) dmdt] C{/ut(VfVu)dx]:—C[/Qutudx]j
// o(u)(V £.Vu) d dt — // o) u dz dt

—|—C{ wut(VfVu)da:} +C/ / Y(Vf.Vu) dx dt.
L’inégalité (4.25) sera controlée via une procédure standard, nous le répéterons plus

T
tard. L’idée principale est d’écrire / |Vul? dr dt en termes d’amortissement
We

// Y(u? + g(uy)?) da dt.

Dans ce but, nous allons construire une autre coupure. Notez que

T T
/ / u? dx dt < aal/ / a(x)u? dz dt.
0 We 0 We

Puisque w, est contenu a l'intérieur de la zone dissipative.
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Preuve de I'inégalité(4.23)

On considére la fonction f : Q — R sachant que :

H(wr —210)2 + o + (@0 — T00)?} dans Q\ w,.

f est réguliére dans €.

flz1, 29, .. x,) = O,f >0 dans T%,.

O,f <0 dans T\ T§.
(4.25)
Ot (21,0, %20, ..., Tno) €st un point fixe dans R ,de (4.23) et (4.25) on déduire que

[1—g+a} >0, [n—a]>0.

On choisit a € (%52, n) on conclure P'assertion (4.23).
L’exemple exceptlonnel d’une telle fonction est

1
f(m)zi\:c—xoﬁ r € R"™.

Dans ce cas ,notons que
Vi(x)= (21— 210, Tn — Tno) = T — To.
Donc
Oy f(x) =<V f(x),v(z) >>0, Vrely].
O f(x) =<V f(x),v(z) ><0, Veely\I}.

Et on note

T T

T
X:C’[/ utVf.Vudx] —i—C[/ utudx] —i—C[ Y u VVu dx} . (4.26)
Q 0 Q 0 We

0

Nous allons ensuite estimer quelques termes de (4.25).
Pour plus de commodité définir :

R := max |V f(z)|. (4.27)
€2
Estimation de I, := / / g(u)(V f.Vu) dx dt.
On prend (4.27) et on utilise ab < Za + b? ou1 § > 0 ,on obtient
onR2 (T T
|| < HCLHL%/ /a(:zc)|g(u,5)|2 dx dt + 25/ E(t) dt. (4.28)
0o Ja 0

Estimation de Iy := / / ) u dz dt.

De méme, nous déduisons

oA
1| < “““Llé? / / 2)|g(u)|? d dt+26/ dt. (4.29)

Avec A une constante positive qui provient du fait que les deux norme ||| z1(q) et
| V.|| 2() sont équivalentes dans Hy, (€2).
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T

Estimation de I3 := / / a(z)g(u) ¥ (Vf.Vu) d dt
0 We

Analogique

| < lalle= lalle=@A” )2 de dt + 20 B at 4.30
|| < 1 Dlgtu)do de+25 [ By a (430)

On choisit ¢ suffisamment petit et on injecte (4.26), (4.28) et (4.29) dans (4.25) on
déduit

/ ()dt<|X|+C’1/ / g(ug)) da:dt—i—Cl/ [[Vul® +a(x)u?] dz dt.
0 We

(4.31)
Ou ) = Cl{C, ||a||Loo(Q), )\1_1, R, agl,n}.

T
Il reste a estimer la quantité / |Vu]2 dz dt en termes d’amortissement

/ / V(g (u)|? + |ue|?)] dz dt.

Dans ce but,en construisant une autre fonction de coupure réguliére.
D’abord, soit 77 : R — R donné par

1 st s <O0.
i(s)=14 (s=17? si sels 1] (4.32)
0 si s>1.

et elle est définir en ]0, 3[ de tel fagon 7 est une fonction décroissante de classe C*
Pour € > 0 on pose 7.(s) := 7(s/e).
Donc : on définie 7, : 2 — R comme suite

1 St T € W,.
Ne(x) =< Ne(d(z, Q\V)) si z€w\ w. (4.33)
0 sinon .

Il est facile de vérifier qu’il y a une constante M > 0 telle que

V@) _ [e(d(@, Q\V)P _ M (4.34)

() de(d(z, Q\V)) T e

Remarque 4.1.1.1. On peut remplacer n. par une autre fonction réguliere d’en-
semble d’arrivée [0,1] ,telle que elle égale a 1 dans w, et 0 sinon

Comme 7. égale & 1 dans w, et est supporté sur w ,alors on prend ¢ = 7, dans

'identité (4.12) on déduire
T T
/ / ne|Vul|? dz dt [ U UT)e d:v} +/ /17€|ut\ dz dt
0 We w
— / /uVan6 dxdt—/ / g(ug)une dx dt
0 w

T
+ / oyu Je u dl dt. (4.35)
0

I
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Maintenant on va estimer les termes de (4.35)

T
Estimation de K, ::/ /77€|u1t|2 dx dt.

De (4.2), comme 1. < 1 et 11006 C w,en déduire
T
K; < agl/ /a(x)uf dx dt. (4.36)

FEstimation de Ky := / / g(ug) u ne de dt.

L’estimation ab < ; ﬁa + Bb? et I'inégalité de Poincaré on trouve :

| K| < ||a||LOO(Q / / z)|g(u) [ da dt+25/ : (4.37)

Ou la constante 8 > 0.
T
Estimation de Kj := / / u (Vu.Vn,) dz dt.

0 w
On considére (4.34) nous donne

1 T 2
| K5 < —/ [/ ne|Vul|* dv cliﬁﬁL/mM2 dm] dt
2 0 w w Te
1 [ M
< 5/ [/ n|Vul? dx dt+—2/ |ul? dx} dt. (4.38)
0 w € w

T
Estimation de K, ::/ /&,u u dl dt.
0

D’apreés les conditions aux {imites sur I'y on a
T
|Ky| < —/ |Vpu|* dl dt < 0. (4.39)
o Jry

On va combiner (4.35)— (4.39) on obtient l’inégalité suivante

e 2 HGHLOO
3 Ne|Vu|* de dt < |Y|+ ——7— x)|g(u)? dx dt
0 We
+ 26/ dt—l——/ |u|2 dx dt

+ ag /O /Q a(x)u? dr dt. (4.40)

T

Vi=— M Uy U e dx} . (4.41)

0
On va combiner (4.31)et (4.40) on trouve d’une part que

1 [ 1 ("
—/ |Vul? do dt < —/ / ne|Vul|® dz dt.
2 0 We 2 0 w

On choisie [ assez petit ,en déduire

T
/ Et)dt < |X]+C|Y|
0

i // )g(u)|? + a(@)|ul?] da dt

M
+ 202 / / u|? da dt (4.42)
€ 0 w
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Ou Cg = 02{01, )\1_1, ||a||Loo(Q), aal}
D’autre part ,de (4.26) , (4.41) et (4.4) on a

X[+ 2G| < C(E(0) +

_ [ / / g(w) uy da dt} (4.43)

Ou la constante C' dépend deR (de(4.27)) et C' > 0, alors de (4.42) et (4.43) on
déduit

TE(T) < / ' E(t) dt

< +0[/ / 2)lg(u)? + alz )|ut|2]dxdt]
+ C/O /w|u|2 dzx dt. (4.44)

avec C' := C{ag, M1, R, ||a||L=(0), n, ]e‘_g} > 0.

Lemme 4.1.1.3. Sous l’hypothése du Théoréme (4.1.0.1) et pour tout T > Ty,
avec Ty suffisamment grand, il existe une constante positive C(Ty, E(0)) telle que si
(u,u;) est un solution faible de (4.1) nous avons :

/ / lu|* dx dt < C(Ty, E (/ / *(w) + uj) do dt> (4.45)

Preuve

Nous discutons par 'argument standard de unicité-compacité (Lemme de Aubin-
Lions et théoréme de Holmgren).

Pour la simplicité dénote v’ := w;.

Supposons que (4.45) est faux et que {ux(0),u}(0)} étre une suite de données
initiales ot les solutions correspondantes {uy }ren de (4.1), avec Fx(0) supposé uni-
formément borné en k vérifie :

/ | at)a? ) + u) da it »

/0 i (t)]| L2 dt

Depuis Ey(t) < Er(0) < L, ou L est une constante positive, on obtient sur une
sous-suite ré-indexé a nouveau par {uy}

lim
k——+o0

up — v faible dans  H'(Qr). (4.47)
up — u faible * dans L*(0,T;V). (4.48)
uj, — ' faible * dans L>(0,T; L*(Q)). (4.49)

En utilisant les résultats standard de la compacité , nous déduisons également que
up — v’ fort dans L?(0,T; L*(Q)). (4.50)

A ce point, nous allons diviser notre preuve en deux cas, a savoir, u # 0 et u = 0.
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Premiére cas u # 0 .
On observe que de(4.46) et (4.50) on a

kgrfoo {/ / )+ up) do dt} =0. (4.51)

En passant a la limite de I’équation, quand k — +00, on obtient :

—Au=0 sur  2x]0, 400l
Oyu — Ap,u=0 sur Iy x]0,4o00[.
u=0 sur  I['px]0,4o0]. (4.52)
ur =0 sur  wx]0, +o0].

Et on dérive I’équation de (4.52) au sens de distribution par rapport a t et posons
u; = v on obtient

{ vy —Av =0 sur  Qx]0, 4o0].

v=0 sur  wx]0, +o00. (4.53)

Ensuite , a partir des résultats standard d’unicité , nous déduisons v = u; = 0 on
Q.

Par conséquent revenant a (4.52) nous obtenons le probléme elliptique suivant

Au=0 sur €.
Oyu— Ar,u=0 sur I'y. (4.54)
u=20 sur I'.

Ce qui implique que / |Vul? do + / |Vrul> dT' = 0 et alors v = 0 donc contra-
Q

Iy
diction.
Deuxiéme cas u =0 .
On suppose
T % 1
Cp = {/ / lug|? da dt} et U= —ug.

0 JQ Ck,

On obtient

T |Uk|2 T
/ / a2 da dt = / d dt — / / 2 drdt =1,  (455)
o Ja 0o Ja Ck 0o Ja

Posons Bt
Bu(t) = 20 (4.56)
Ck
Rappelant (4.44) pour T assez grand , nous obtenons,
<CU / g(uy) +a()ut]dxdt+/ /]u|2dxdt}
Puisque 'énergie est décroissante, il s’ensuit
/ / ) +up) dr dt
+1]. (4.57)

//|uk (12 dt



De (4.46) et (4.57), nous concluons qu'’il existe une constante positive M telle que
Eu(t)< M, vYte[0,T] et VkeN.

Par conséquent, pour une sous-suite {uy}, nous obtenons

up — u faible * dans L*°(0,7;V). (4.58)
), — @ faible * dans L>(0,T; L*(Q)). (4.59)
up —u  fort dans  L*(0,T; L*(Q)). (4.60)

De puis, a partir de (4.46), il s’ensuit également

lim// dxdt—O lim// (z)|a,|* dov dt =0.  (4.61)
k—4o0 k—4o0

De plus, uy, satisfait 1’équation

g9(uy,)

Ck

— Ay, + a(x) =0  dans Qx]0, T7.

Passage a la limite lorsque k — +00 et d’aprés les convergences ci-dessus, on obtient

—Au=0 sur  2x]0,4o0][.
o,u— Ar,u =10 sur I';x]0, 4o00].
u=0 sur T'x]0, 4o00]. (4.62)
=0 sur  wx]0, 400l

Et on dérive I’équation de (4.62) au sens de distribution par rapport a ¢ et posons
@' = v on obtient

{ vy —Av =0 sur  Q2x]0, 4+o00]. (4.63)

v=>0 sur  wx]0, 400

En appliquant, encore, les résultats d’unicité concluent v = u; = 0. Retour a (4.62)
on obtenir le probléme elliptique |0, 7'[ suivant

Au=0 sur €.
o,u— Ar,u =10 sur I'. (4.64)
u =0 sur I'g.

Nous en déduisant que u = 0, ce qu’est une contradiction en vue de (4.55) et (4.60).
Ce étape conclut la preuve de Lemme.
Les inégalités (4.44) et (4.45) conduisent au résultat suivant.

Proposition 4.1.1.1. Pour T > 0 suffisamment grand la solution u du probléme

(4.1) satisfait
<C[/ / *(ug) +u}) dx dt| . (4.65)

avec C' une constante positive qui dépend de Ty, E(0), f, A, R,n, |lal|=@) et 3.
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4.1.2 Conclusion du théoréme (4.1.0.1)

Pour terminer la preuve du théoréme (4.1.0.1), nous invoquons le résultat suivant
di a Lasiecka et Tataru (voir[13]).

Lemme 4.1.2.1. (Voir [13]) Soit p une fonction positive, croissante telle que
p(0) = 0.

Comme p est croissante, on peut définir la fonction croissante
a(z) =2 — (I +p) ().

On considére la suite {s,,} positive qui satisfait :

Sm+1 T P(Smt1) < Sm. (4.66)

Alors s, < S(m) avec S(t) solution de ’équation (4.10) avec S(0) = sq.

De plus S(t) est monotone et décroissante avec lim S(t) = 0.
t—+o00

Démonstration
Faisant la preuve par récurrence sur m.
Pour m = 0, de (4.66) on obtient que

(I +p)(s1) < so. (4.67)
Comme (I + p)~! est croissante, on a
s1 < (I +p) " (s0) = s0 — 50+ (I +p) " (s0) = 50 — q(s0)- (4.68)

D’un autre coté, comme ¢ est une fonction positive , la solution S(¢) de I’équation
(4.10) est monotone décroissante, c’est-a-dire

S(t) < S(r), Vit >T1>0. (4.69)

1
Intégrant (4.10) de 0 &4 1, on obtient  S(1) — S(0) + / q(S(7)) dr = 0.

0
Comme q est croissante, de (4.69) et de ’hypothése S(0) = sg, on aura

S(1) = S(0) - / 4(S()) dr = S(0) - / 4(5(0)) dr
= 5(0) — (S(0)) = (I — q)(S(0)) = (I + p) " (S(0)) = (I + p)~(s0)
= So—q(sog) > s1.

Donc S(1) > s;.
Supposant que ce résultat soit vrais pour m, c’est-a-dire S(m) > s, , pour m + 1
de (4.66), on a

(I +p)(Smt1) < Sm. (4.70)

Comme (I + p)~! est croissante, on aura
Sma1 < Sm — P(Sm)- (4.71)

Maintenant, intégrant (4.10) de m a m + 1, on obtient
m+1

S(m+1) — S(m) +/ o(S(r)) dr = 0.

m
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Comme ¢ est croissante, de (4.69) et de ’hypothése on aura

Som+1) = Stm) = [ 4(S(7)) dr = Som) — a(S(m) = (1 = a)(Sm)

m

= (T p) (S0M) 2 5 = 5 — q(5m) > 51 (4.72)
Des relations (4.71) et (4.72), on déduit que
S(m+ 1) 2 Sm+1-

Ce qui prouve l'inégalité.
Pour terminer la preuve du lemme, il reste a prouver qui si p(z) > 0 pour z > 0
alors lim S(¢) =0.

T—r+00

T
Donc, de (4.10), pour chaque T'>0,ona S(T) — S(0) +/ q(S(7)) dr = 0.
0

Et grace a (4.69), ona  S(T) < S(0) — /Tq(S(T)) dr.

Donc
S(T) < 5(0) — Tq(S(T)). (4.73)

Gréace a (4.69) on a que S(t) est une fonction monotone décroissante et bornée
inférieurement par 0, puis S(m) > s,,, pour m € N et les nombres s, sont positifs.
Soit C' = inf{S(t);t > 0}. On remarque que C = tE+moo S(t). On va montrer que
C =0.
En faisant un raisonnement par I’absurde, supposons que C' > 0.

De (4.73) on obtient

S(T) < S(0) —Tq(C), VT >0. (4.74)

Comme p(z) > 0 pour x > 0, on obtient que ¢(C') > 0.
Maintenant, s'il existe zq telle que ¢(zo) < 0, on aura

zo— (I +p) Hag) <0 20 < (I +p) Hao) & (I +p)(z0) < 0.

Donc p(xg) < 0, ce qui est absurde. )
Soit T € N telle que S(0) < T'q(C), de (4.74) on a S(T') < 0 ce qui est absurde,
donc lim S(t) = 0.

t—-+o0
Dans ce qui suit nous procéderons exactement comme dans 'ouvrage de Lasiecka

et Tataru [Voir le lemme (3.2) et le lemme (3.3) de ([13] )].
Rappeler que : Q7 = 2x]0,77.
Définissez maintenant :

Qr={t,2)€Qr | |w|<1lppsurQ} et QF=Qr— Q.

En utilisant le point 3) de I'hypothése (H.1), on obtient

| e vty i < [ a@ gt + Koluu) dQ

1
T T

— (4 K) /Q a(2)(g(u)w) dQ.  (4.75)

1
T
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D’un autre coté, de (4.5) et du fait que h est concave et strictement croissante avec
h(0) = 0, on remarque que

(T ar—gtuu) ) < Hatwlatuu)

1+ lal| e (@)
On obtient

/ a(@) (@ (u) +2) dQ < (1 + [lall o) /
Q Q%

0
T

< (1+ H@HLW(Q))/Q%h (&g(ut)ut)) dQ

1+ laf| ooy
< Otlalime) [ ha@otu) @ (@70)

En appliquant I'inégalité de Jensen, il s’ensuit que
g

(14 falw) [ bla(o)gtu)u) dQ

Qr
< (ot lalmames(@nn (oo [ atolatuou Q)

< (14 |lal|ze(ay)mes(Qr)r </ a(z)g(us)uy dQ> . (4.77)

T

De (4.75), (4.76) et (4.77), on obtient

[ o) P+ d< (4K [ a@)gtum) dQ
Qr

T

1+ lafl (o) mes(Qr)r ( | a@twu d@) )

T

De (4.78) et de la proposition (4.1.1.1) on obtient
k' 4+ K
L+ [lallze@) Jor

4+l mesiarier |

E(T) < (1+lallLe@)C a(x)g(ur)uy dQ

ale)g(ur)u d@) @)

T
Posons

E'+ K
1t Jlallze@mes(Qr)

L= (C(1+ |lallz=@)mes(Qr))~" et c
En appliquant p & chaque terme de (4.79), on obtient :

p(E(T))

IN

D (%(c[ +7) /T a(x)g(ug)uy dQ)
— (Il+p) 'L (%(d + r)> / af)g(uu dQ
— [ alwlgtwu dQ

T

— E(0) — E(T). (4.80)
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Maintenant, on remplace 7" par m(7T + 1) et 0 par mT dans (4.80) on obtient
Em(T +1))+p(E(m(T +1))) < E(mT), pour m=0,1,...,+00.
En appliquant le lemme (4.1.2.1) avec s, = E(mT), on obtient
E(m(T)) < S(m), pour m=0,1,...,4+00.

Finalement, on utilise la dissipation de E(T'), donnée par la relation (4.4) et le fait
que S(T) est monotone décroissante, posons t = mT + 7 avec 0 <7 < T, on
obtient

t—T1
T

Ainsi, la preuve du théoréme (4.1.0.1) est compléte.

E(T) < E(mT) < S(m) = 5(

t
)SS(?—I), pour t >T.

4.2 Stabilisation exponentielle et polyndémiale

D’aprés ce qui précéde, on a une stabilité uniforme du probléme (4.1). Dans ce
qui suit, on va mettre des conditions sur g pour avoir d’autres types de stabilisation.

Théoréme 4.2.0.1. On suppose que g satisfait Uhypothése (H.1), si de plus g
satisfait la condition suivante :

kls| <lg(s)] < Kls|,  VseR.
Alors AM = M (k, K, L,mes(Qr), c) > Otelle que

E(t) < E(0)exp(—Mt). (4.81)

Démonstration :

Pour 5
h(s) = ———s, Vs e R.
(5) min{k, +} ° °

h vérifie bien la condition (4.5).

D’aprés (4.6) on aura

2
r(s) = s, Vs € R.

min{k, + }mes(Qr)
D’apres(4.7)

B _ _ Lmin{k, & }mes(Qr)
p(s) = (el + )7 (Ls) = 2+ cmin{kf%}mes(QT)s’ Vs € R,

Maintenant, d’aprés (4.8), on a

B Lmin{k, & }mes(Qr)
24 (c+ L) min{k, % tmes(Qr)

q(s) =s— (I +p) (s S, Vs € R.

On remplace dans le probléme (4.10) ¢ par 'expression si-dessus, et on pose

Lmin{k, % }mes(Qr)
2 + (¢ + L) min{k, %}m@S(QT).

M =

On trouve :
S(t)=E0)e ™,  VteR.



Théoréme 4.2.0.2. On suppose que g satisfait ’hypothése (H.1), si de plus il existe
k, K > 0 tels que
9(s)| < Kls|,  VseR.

l9(s)] = Kls’,  pour[s| <1, etp=>1.

Alors
E(t) < Ce ™, pour p = 1.

E(t) < C’t%, pour p > 1.
Ou les deux constante C' > 0 et > 0 dépendent en générale de E(0).

Démonstration :
Pour
. 2\ .m 2
h(s) =k ™ (1 + K*)s™, Vs e R avecm=-——<1.
1+p
De (4.6) on a

r(s) = (mes(Qr)) ™k T (1 + K2)s™,  VseR.

De (4.7) on a
p(s) = (cI +1)7'(s), Vs € R.

Donc
cp+ Ms™ = Ks, Vs € R.

Ot M = (mes(Qr)) "™k~ 77 (1 + K?) Maintenant, de (4.8), on a
q(s) =s— (I +p)'(s), Vs € R.
Pour s suffisamment petit, on a
p(s) ~ asw  donc q(s) ~ Qs
On remplace dans (4.10) et on résout, alors

(Btat + (E(O))%)ﬁ pour p > 1.
S(t) =

E(0)e~ pour p = 1.
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Conclusion

Apreés I’étude de la décroissance de ’énergie qui associe a la solution de I’équation
des ondes on a prouvé la stabilité uniforme qu’elle nous donne une stabilité forte
puis grace a les hypothéses faites sur le feedback et certains changements ont été
démontré la stabilité polynomiale et la stabilité exponentielle.

La stabilisation exponentielle implique la stabilité forte dans le cas ot on ne
peut pas montrer la stabilité forte car pour montrons la stabilité forte il faut que

lim E(t) = 0 et comme E(t) est expo-stable alors E(t) < Ce™ et on passe a la

t——+o00
limite lorsque ¢ tend vers a (+o0) on trouve le résultat , mais la réciproque de sa

n’est pas vrai
i.e : la stabilité forte n’implique pas la stabilité exponentielle.

Ce sont les types de la stabilité de la solution d’équation des ondes les plus
courantes .
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