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Résumeé

Considérons le graphe G = (V| E), un graphe simple avec n sommets et m arétes, ou V(G)
représente I'ensemble des sommets et E(G) 'ensemble des arétes. Un sous ensemble de sommets
S de V est défini comme un ensemble 2-indépendant dans G lorsque le degré maximum du sous-
graphe induit par S est au plus un. Un 2-indépendant S de G est dit maximal s’il n’existe aucun
sommet v dans V — S tel que S U {v} soit également 2-indépendant. Le cardinal minimum (ou
maximum) d’un 2-indépendant maximal de G est noté par iz(G)

(ot B2(G)) ou bien B2(G) est appelé le nombre de 2-indépendant. Dans notre modeste étude, nous

allons déterminer les bornes inférieures et supérieures de i et B2 pour un type de graphe particulier

" !

appelé " chenille pleine ". De plus, nous allons déterminer la valeur exacte de Py et trouver une

borne supérieure pour i9 dans le cas des " chenilles alternées ".



Abstract

Let’s consider the graph G=(V,E), a simple graph with n vertices and m edges, where V(G)
represents the set of vertices and E(G) represents the set of edges. A subset of vertices S in V is
qualified as 2-independent in G if the maximum degree of subgraph induced by S is less than or
equal to one. A 2-independent set S in G is denoted by a maximal if there is no vertex v in V -
S such that S U {v} is also 2-independent. The minimum (or maximum) cardinality of a maximal
2-independent set in G denoted by i2(G) (or f2(G)), where [ is referred to as the number of
2-independence. In our modlest study, we have determined the lower and upper bounds of 75 and
B9 for a spicific graph structure called " full caterpillor ". Additionally, we have calculated the exact

value of B and found an upper bound for is in the case of "alternating cuterpillars"
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Introduction

La Théorie des graphes est une branche des mathématique discrétes, en forte croissance gréace
a son role essentiel dans les sciences appliquées, incluant I'ingénierie et en particulier 'informatique,
mais aussi la biologie, la génétique ou encore les sciences sociales. Généralement un graphe est un
dessin géométrique défini par la donnée d’un ensemble de points (appelés sommets ou nceuds),
reliés entre eux par un ensemble de lignes ou de fleches (appelées arétes ou arcs). Chaque aréte a
pour extrémités deux points, éventuellement confondus. Le graphe est dit orienté si, pour chaque
aréte, on distingue une extrémité initiale et une extrémité terminale.

La notion de graphe a été introduite par I’anglais J.J.Sylvester en 1822, et ce n’est qu’en 1936
que parait le premier livre sur la théorie des graphes, écrit par D. Koénig. La théorie des graphes
est apparue d’abord comme une curiosité mathématique avec le probléme des ponts de Konigsberg,
quand Euler (en 1736) démontra qu’il était impossible de traverser chacun des sept ponts de la ville
russe de Konigsberg, une fois exactement et de revenir au point de départ. Elle est devenue une
branche mathématique au début du X X" siécle, grice aux travaux de Konig, de Kuratowski de
Caylay et plus récemment, de Berge, d’Erdos et de Harary.

Un des domaines les plus florissants de la théorie des graphes est la domination qui a été étudiée
intensivement ces trois derniéres décennies. Elle a commencé semble-t-il au 16 siécle en Inde [12/
comme un probléme de jeux d’échec. Le principe consiste a couvrir (dominer) ’ensemble des cases
d’un échiquier par un nombre minimum de reines, c’est & dire que chaque place est occupée soit
par une reine, soit en un seul mouvement de celle-ci Parmi les problémes les plus importants et trés
étudié en théorie des graphes sont les problémes de I'indépendance dans les graphes. Le probléme
original de I'indépendance consiste a trouver un ensemble de taille maximum d’un graphe. Etant
donné un graphe G = (V; E), un sous-ensemble S C V est appelé ensemble indépendant de G si

pour chaque sommet v € V — S, S U {v} n’est pas indépendant.
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Plus d’un siécle plus tard, en 1984, Fink et Jacobson [15],/16] a été le premier & publier sur
I'indépendance dans les graphes( ont introduit la généralisation de I'indépendance) . En 1988, Odile
Favaron [13] ont introduit d’autre résultat sur I'indépendance.

Les chapitres sur les quels s’articule notre travail sont au nombre de trois, en plus de l'intro-
duction et de la conclusion. Le but du premier chapitre, est présenté les différentes définitions et
notations fondamentales de la théorie des graphes, a fin de permettre une compréhension claire et
approfondie de ce domaine. Nous aborderons ainsi les concept essentiels qui serviront de base pour
la suite de notre étude. Et dans le deuxiéme chapitre sera dédié aux travaux de certaine chercheurs
sur la k-indépendance dans des graphes particuliers. Nous examinerons les résultats obtenus pour
comprendre comment la k-indépendant est étudiée dans ces contextes spécifiques. Troisiéme cha-
pitre par introduire les bornes inférieures et supérieures de By et io pour les chenilles pleine. Nous
poursuivrons ensuite en déterminant la valeur exacte de B2 et on propose une borne supérieure
pour io dans le cas des chenille alternées.

Et en fin, nous donnons une conclusion sur le travail réalisé et quelques perspectives.



Chapitre 1

NOTIONS FONDAMENTALES DE LA
THEORIE DES GRAPHES

Le présent chapitre a pour objectif de présenter les différentes définitions et notations fon-
damentales de la théorie des graphes, a fin de permettre une compréhension claire et approfondie
de ce domine. Nous aborderons ainsi les concept essentiels qui serviront de base pour la suite de

notre étude.

1.1 Définitions et notations

1.1.1 Graphe

Un graphe non orienté et fini G est un couple (V, E), ot V est un ensemble d’éléments
fini dénombrable et E est un sous-ensemble de paires de sommets de V, E C {uv,u,v € V}. Un
élément v € V present un sommet, et un élément e = uv € E est dit aréte. L’entier n = |V (resp.
m = |E|) représente 'ordre (resp. taille ) de G. Sin = 1, on dit que G est trivial. Deux sommets
u,v dans V sont dit adjacents ou voisins si 'aréte uv € E. Dans ce cas, u et v représentent les
extrémités de l'aréte e, et e est dite incidente aux sommets u et v. Deux arétes sont adjacentes si

elles ont au moins une extrémité commune.

Exemple 1.1.1 La FIGURE 1.1.1 représente un graphe G = (V, E). G est un graphe simple non
orienté, avec un ensemble de sommets V. ={a, b, ¢, d, e, f, g } et un ensemble d’arétes E = { ab,

be, cd, bg, bf, ce, fe }. L'ordre de G est = | V| = 7 et sa taille est m = | E| = 7. Les sommets e



1.1. Définitions et notations

et f sont adjacentes. Les arétes be et cd sont adjacentes. ’aréte bf est incidente aux deux sommets

betf

a b c d
o °
g f €

FiGure 1.1.1 : Graphe G

1.1.2 Voisinage et degré d’un sommet

Pour un ensemble S C V' e le voisinage ouvert d’un sommet v, noté Ng(v), est 'ensemble
des sommets adjacents a v dans G, et défini par 'ensemble suivant : Ng(v) = {w eV :we E }.
e Le voisinage fermé d’un sommet v est défini comme suit : Ng[v] = Ng(v) U{v}.

Pour un sous ensemble S C V', o le voisinage ouvert est Ng(S') = |J N(v)

e le voisinage fermé Ng[S'| = |J N(v)JS . e Le degré d’'un somijt v dans G, noté dg(v) ,
est le nombre d’arétes de G incidgreltses av.

e Un sommet isolé est un sommet de degré nul.

e Un sommet de degré un est appelé sommet pendant.

e Le seul sommet adjacent & un sommet pendant est appelé support.

e Un sommet universel est un sommet de degré n - 1, ce sommet est adjacent a tous les autres

sommets du graphe.

e Le degré maximum d’'un graphe G, noté A(G), définie par
A(G) = max {dg(v) :v e V}.

e Le degré minimum d’un graphe G, noté §(G), définie par
d(G) = min {dg(v) :v eV}

e La séquence de degrés d’un graphe G, notée ( degg(v1), degg(v2),..., dega(vy) ), est la séquence

des degrés de tous ses sommets, généralement écrite dans un ordre décroissant ou croissant.



1.2. Quelques graphes particuliers

Exemple 1.1.2 Dans le graphe G de la FIGURFE 1.1.1, nous avons :

e Le voisinage ouwvert du sommet ¢ dans G est Ng(c) = {b,e,d}.

e Le voisinage fermé du sommet ¢ dans G est Ng = {b,c, f} U{c} = {b,d,e,c}.
e 5i S ={a,e} alors Ng(G) = Ng(a) U Ng(e) = {b}U

{e.f} ={b.e [}

e Les sommets pendants {d,a, g}.

e Les sommets supports {b,c}.

o A(G)=4,6(G) =1

1.1.3 Distance, excentricité, diamétre et rayon

La distance entre deux sommets u et v d’un graphe G, notée dg(u,v) ( ou simplement d(u, v)
), est la longueur de la plus courte chaine joignant u et v.
L’excentricité d’un sommet v dans un graphe G = (V| E) est e(v) = max {d(v,w),w € V'}.
Le diamétre de G, noté diam(G), diam(G)= max {e(v),v € V} le rayon de G, noté rad(G),
rad(G) = min {e(v),v € V}.
Un sommet de G ayant une excentricité minimum est appelé centre. Pour le graphe G illustré

dans la FIGURE 1.1.1, d(a,c) = 2, diam(G) = 3 et rad(G) = 2.

1.2 Quelques graphes particuliers

1.2.1 Sous-graphe et sous-graphe induit

Soient G et H deux graphes. Si V(H) C V(G) et E(H) C E(V), alors H est appelé sous
graphe de G et on écrit H C G. Si de plus, H # G, alors H est appelé un sous-graphe propre de
G et on écrit H C G. Pour un ensemble S C V (G), le sous-graphe de G induit par S, noté (S), est
le graphe ayant S pour ensemble de sommets et dont les arétes sont celles de E ayant leurs deux

extrémités dans S.

Exemple 1 Pour le graphe G un présenter la FIGURE 1.1.1, le sous-graphe induit par S =
{a,b,c,e, f,g} un présenter la FIGURE 1.2.1.

1.2.2 Graphe partiel

Soit G = (V, E) un graphe. On appelle graphe partiel de G tout graphe G' = (V, E') tel que
E CE.Un sous-graphe d’un graphe partiel de G est appelé sous-graphe partiel de G.



1.2. Quelques graphes particuliers

a b c
°
g f €

FIGURE 1.2.1 : Sous graphe de G induit par S = {a,b,c,e, f, g}

Exemple 2 Pour le graphe G un présenter la FIGURE 1.1.1, le graph partiel un présenter la
FIGURE 1.2.2 :

a b c d
° °
°

g f e

FiGURE 1.2.2 : Graphe partiel de G

1.2.3 Graphe biparti et graphe biparti complet

Un graphe est dit biparti s’il est possible de partitionner ’ensemble de ses sommets en deux
sous-ensembles V; et Va tels que les sous graphes (V1) et (Va) ne contiennent aucune aréte. Un
graphe est biparti si et seulement si, il ne contient pas de cycle de longueur impaire.

Il est dit biparti complet et est noté par K, 4, si |Vi| = p, |Va| = ¢, et tout sommet de V; est relié

& tout sommet de V5.
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(1) (2)

FIGURE 1.2.3 : (1) Graphe complet biparti, (2) Graphe biparti.
1.3  Quelques graphes spécifiques

1.3.1 Chaine et cycle

Une chaine C dans un graphe G = (V, E) est une séquence finie de sommets {vy,va, ...., v}
telle que pour tout 1 <i <k —1, ¢; = v;v;41 € E. L'entier k - 1 représente la longueur de C (au
sens des arétes) et les sommets v; et vg sont les extrémités de la chaine C.

Une chaine est dite élémentaire (resp. simple) si tous ses sommets (resp. arétes) sont distincts.
Une corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine.
Une chaine minimale induite par n sommets, notée par P,. est une chaine élémentaire sans corde.

Un cycle C), est une chaine simple dont les extrémités sont confondues.

Exemple 1.3.1 Le cycle C5 et la chaine Py sont représentés par la FIGURE 1.3.1.

05 P4

FIGURE 1.3.1 : Le cycle Cjs et la chaine Py
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1.3.2 Graphe connexe

Le graphe G = (V| F) est dit connexe si pour toute paire de ses sommets (z,y) de V il exite
une chaine reliant z & y. Une composante connexe d’'un graphe est un sous-graphe maximal
connexe.

Une aréte e € E est dit isthme (aréte d’articulation du graphe G) si le graphe G’ = (V, E—{e})
posséde plus de composantes connexes que G i.e si G est connexe alors G — {e} n’est pas connexe.

Un sommet v € V est dit sommet d’articulation si le graphe G’ = (V — {v}, E) a plus de
composantes connexes que G i.e. si G est connexe alors G — {v} n’est pas connexe.

Un graphe ne possédant qu’une seule composante connexe est simplement un graphe connexe.

Un sommet isolé (de degré : d(z) = 0) constitue toujours une composante connexe a lui seule.

Exemple 1.3.2 Le graphe D est connexe puisqu’il contient une seule composante connexe, et le

graphe H est non connexe car il contient deux composantes connexes, dans la FIGURE 1.3.2.

(D) (H)

FIGURE 1.3.2 : D connexe, H non connexe avec deux composantes connexes.
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1.3.3 Graphe k-régulier

Un graphe G est dit régulier si tous ses sommets ont le méme degré. De plus, G est dit
k-régulier si dg(v) = k pour tout sommet v de G. Ainsi, un graphe complet K, est un graphe (n
- 1)-régulier, et sont des graphes sans aréte. les cycles sans cordes C), sont des graphes 2-réguliers.

les graphes 3-réguliers sont dits cubiques.

Exemple 1.3.3 Un graphe 4-régulier d’ordre 5 est représenté dans la FIGURE 1.5.5.

FIiGURE 1.3.3 : Un graphe 4-régulier d’ordre 5

1.3.4 Arbre et forét

Un arbre T est un graphe connexe sans cycle. Les sommets de T de degré un sont appelés
sommets pendants (ou feuilles), et les sommets adjacents aux feuilles sont appelés supports.
Une forét est un graphe non-connexe o chaque composante connexe est un arbre.(Voir la FIGURE

1.3.4).
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/ﬁ\\ml\

T T

FIGURE 1.3.4 : T Arbre, T" Forét

1.3.5 Etoile

Une étoile notée K 4, est un graphe biparti complet dans lequel |Vi| = 1 et |Va| = q. Le sommet

de V; est appelé centre.

FIGURE 1.3.5 : Une étoile K¢ d’ordre 7.

1.3.6 Double étoile

Un double étoile notée Sy, 4, est le graphe obtenu en reliant par une aréte le sommet non

pendant de I'étoile S, au sommet non pendant de I’étoile S,

-

FIGURE 1.3.6 : L’étoile double S5

10
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1.3.7 Graphe Complémentaire

Etant donné un graphe G d’ordre n, le complémentaire de G, noté G, est le graphe dont

I’ensemble de sommets est celui de G et talque deux sommets distincts de soient adjacents si et

seulement s’ils ne sont pas adjacents dans G et ou bien V(G) = V(G) et E(G) = {uv : u,v € V(G)
et ww ¢ E(G)}.

La somme d’un graphe et son complémentaire est le graphe complet (K,).

Remarque 1.3.1 Le complémentaire du graphe G est le graphe G.

G G

FIGURE 1.3.7 : Un graphe G et son complémentaire G

1.4 Invariants de graphes

1.4.1 Isomorphisme

Soient G = (V, E) et G = ( V', E/) deux graphes. On dit que G et G’ sont isomorphes et
on écrit G ~ @, ¢l existe une bijection ¢ : V — V' telle que pour tout x, yveV xyeEsiet

seulement si o(x)¢(y) € E'. Une telle application ¢ est appelée isomorphisme.

1.4.2 Stable

On appelle stable(indépendant) d'un graphe G = (V, E) une sous ensemble de sommets de V
deux a deux non adjacents. Un stable maximum de G est un stable de cardinalité maximal. La

cardinalité d’un stable maximum est appelleé le nombre de stabilité, et est notée par a(G).

11



1.5. Concept de minimalité, maximalité, minimum et maximum

1.4.3 Clique

Une clique de G est un ensemble de sommets adjacents deux-a-deux. La taille d’une clique est
égale au nombre de ses sommets. Une clique de G est maximum si elle est de taille maximale dans
G. La cardinalité d’une clique maximum est appelée nombre de clique, et notée w(G).

Une clique est un sous graphe complet quelconques d’un graphe G. Une clique de p sommets

est notée K.

1.5 Concept de minimalité, maximalité, minimum et maximum

Un sous ensemble S de V est dit minimal par rapport & une propriété p s’il n’existe pas un
sous ensemble S’ C S tel que le sous graphe induit par S’ vérifie la propriété p. Un sous ensemble S
de V est dit maximal par rapport & une propriété p s’il n’existe pas un sous ensemble S’ tel que
S C S’ et le sous graphe induit par S’ vérifie la propriété p.

Un sous ensemble S de V est dit minimum ou de taille minimale par rapport & une propriété
p s’il n’existe pas un sous ensemble S’ C V tel que le sous graphe induit par S’ vérifie la propriété
p et |S'] < |S]. Un sous ensemble S de V est dit maximum ou de taille maximale par rapport
a une propriété p s’il n’existe pas un sous ensemble S’ C V tel que le sous graphe induit par S’

vérifie la propriété p et [S’| > |S].

1.6 Domination dans les graphes

1.6.1 Historique

Bien que I’étude mathématique des ensembles dominants a commencé dans les années soixante,
le sujet trouve son origine en 1862 dans les jeux d’échecs quand De Jaenisch [12/ étudia le probléme
de la détermination du nombre minimum de reines a placer sur un échiquier n X n de sorte que
chaque case soit occupée par une reine ou peut étre occupée en un seul mouvement par l'une d’elles,
tout en sachant que les régles du jeu des échecs permet & une reine de se déplacer & travers les
cases horizontalement, verticalement ou diagonalement. Pour un échiquier 8 x 8, cinq est le nombre
minimum de reines qui dominent toutes les cases de ’échiquier. Dans ce cas, le probléme est appelé

( le probléme des cinq reines ) qui est a l'origine de I’étude mathématique de la domination.
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1.6. Domination dans les graphes

En 1892, Ball /1] a traité la question de De Jaenish en considérant d’autres conditions supplé-

mentaires.

En 1964, les fréres Yaglom [21] étudiérent les problémes posés par De Jaenish et Ball. L’ap-
pellation ( coeficient de stabilité externe ) fut introduisé par Berge [2/ pour définir le nombre de
domination et en 1962, Ore [20] fut le premier & employer les termes ( ensemble dominant ) et (

nombre de domination )qu’il nota d(G).

L’étude moderne de la domination a débuté aprés l'apparition de ’article de Cockayne et
Hedetniemi [11] en 1977. Les auteurs de [11] ont été les premiers a utiliser la notation (G) pour

désigner le nombre de domination.

1.6.2 Domination standard

Soit G = (V, E) un graphe. Un sous-ensemble de sommets S C V est un dominant de G si
tout sommet de V - S est adjacent & au moins un sommet de S, c’est-a-dire si N[S| = V. Le nombre
de domination 7(G) et le nombre de domination supérieur I'(G) de G sont respectivement
le cardinal minimum et maximum d’un ensemble dominant minimal sur G. Un ensemble dominant
minimal de G de cardinal minimum est appelé y-ensemble, et un ensemble dominant minimal de

G de cardinal maximum est appelé I'-ensemble.

1.6.3 Indépendance

Un ensemble S de sommets est dit stable (ou indépendant) si les sommets de S sont non
adjacents deux a deux. Le nombre de domination stable i(G) et le nombre de stabilité
Bo(G) sont respectivement le cardinal minimum et maximum d’un stable maximal dans G. Comme

tout stable maximal est un ensemble dominant minimal [3/, on a :

1(G) <i(G) < Bo(G) <T(G)
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Chapitre 2

Le nombre de k-indépendance dans

certains graphe

Le deuxiéme chapitre sera dédié aux travaux de certains chercheurs sur la k-indépendance dans
des graphes particuliers nous examinerons de prés les résultats obtenus pour comprendre comment

la k-indépendant est étudiée dans ces contextes spécifiques.

2.1 Généralisation sur la k-indépendance

En 1984, losr d’un conférence & kalamazoo (USA), FinK et Jacobson ont introduit la généra-
lisation de I'indépendance des graphe. Les articles publiés [15], [16] dans les actes de la conférence

contiennent la définition de ce nouveau paramétre, quelques propriétés et deux conjectures.

Définition 2.1.1 Soit un graphe G et k un entier positive (k> 1). Un sous ensemble S de V (G)
est un k-indépendant si le sous-graphe induit par les sommets de S est de degré mazimum au plus
k- 1, ou encore A(G[S]) < k - 1.

Un ensemble k-indépendant S de G est mazimal si pour tout sommet v dans V - S, S U{v} n’est

pas k-indépendants.

Définition 2.1.2 Le cardinal mazimum ( resp. minimum ) d’un ensemble k-indépendant de G est
appelée le nombre de k-indépendant est noté par By (G)(resp. iy, (G)). Un ensemble k-indépendant

de G de cardinal mazximum est noté By (G)-ensemble.
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2.2. Bornes sur [

Théoréme 2.1.1 [10] Soit S un ensemble k-indépendant d’un graphe G. Alors S est mazimal si et
seulement si pour chaque sommet v € V — S satisfait une condition suivante :
e v est adjacent a au moins k sommets en S. Ou

e v est adjacent a un sommet u € S qui a exactement k — 1 voisin en S.

2.1.1 Propriété général de k-indépendant

1. Tout sous-ensemble d’un k-indépendant est k-indépendant.
2. Tout ensemble de k sommets est k-indépendant d’ou i, (G) pour tout graphe G.

3. Tout ensemble k-indépendant est (K + 1)-indépendant et donc 8;(G) < B+1(G) pour tout
graphe G et tout entier K > 1. De plus V est le seul (A + 1)-indépendant maximal. mais

n’est pas un A-indépendant. On en déduit que pour tout graphe G, ian4+1(G) =n et

B(G) = B1(G) < B2(G) < ....6a(G) < Ba+1(G) =n.

Pour K = 1 on retrouve les définitions de 'indépendance usuelle. Donc pour tout graphe
G, i1(G) =i(Q), p1(G) = B(G). Par définition i(G) < Bi(G) pour tout graphe G
2.2 Bornes sur [,

En général, la détermination de la valeur exacte de nombre de k-indépendant est un probléme
NP — complete [17] pour un graphe quelconque. Pour cela, les chercheurs ont essayé I'encadre
ce paramétre par des bornes . Le premier minorant obtenu par Favaron [11]/ est donné par le

Théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 [13] Si G est un graphe d’ordre n sans sommet isolé, deg(v) la séquence de degrés

d’un graphe G, alors pour tout entier k > 1

Bk(G) > Z 1+k><réeg(v)
veV
Dans [14], Favaron et al ont présenté une borne supérieure de By (G).
Théoréme 2.2.2 [14] Pour tout graphe G et tout entier k < ¢
A
Be(G) < st
Proposition 2.2.1 [7] Si G est un graphe de n sommets, m arétes et k un entier positif avec k < 6,

alors PBr(G) = ﬁ si et seulement si V =X UY, ou |X| = Mff’}m, G[X] est
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2.2. Bornes sur [

(k - 1)-réqulier, chaque sommets de X a exactement § — k + 1 voisins dans Y et chaque sommet de

Y a A wvoisins dans X.

Dans [19]|, G. Hopkins et W. Staton ont présenté une borne inférieures pour fi(QG).

Corollaire 2.2.1 [19] Pour tout graphe G d’ordre n, et A degré maximum et K > 1 un entier

5k(G) > 1 nAJ

Exemple 3 pour un graphe G on a A(G) =3 si k=2

[ 1]

FIGURE 2.2.1 : 3(G) =4> -5 =3
2

Les auteurs de (8] ont donné les résultat suivant :
Corollaire 2.2.2 [8] Pour tout graphe G d’ordre n et degré mazimum. A(G) > 1
Ba(G) = [51.
Théoréme 2.2.3 (8] Pour tout graphe G d’ordre n et A degré maximum, A(G) > 1
pal@) =131 -

si et seulement si G € { p2 ,p3, C3, Cy ,C5, C7 }.

Cs

FIGURE 2.2.2 : (33(G)=[3]=3
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2.2. Bornes sur [

Théoréme 2.2.4 [18] Si G est un graphe d’ordre n, de taille m # 0, de degré mazimum A, de

degré minimum & et k un entier positif avec k < 6, alors :

Br(G) < 5—T/:L+1

Proposition 2.2.2 [7] Soit G un graphe de taille m # 0, de degré minimum § et k un entier positif

avec k < 0, alors B(G) = 5hT St et seulement si k=1 et G est biparti §-semi-régulier.

Théoréme 2.2.5 (18] Soit G un graphe d’ordre n, de taille m et de degré mazimum A et soit k un

entier positif avec K < A. Alors :

An—

Proposition 2.2.3 [7] Soit G un graphe d’ordre n, de taille m et de degré mazimum A, et soit k un

entier positif avec k < A. Alors fi(G) = %ﬁﬁ;i’? si et seulement st V =X UY, ou | X| = gﬁf;ﬁ,

D[X] est (k - 1)-régulier, chaque sommet de Y a A voisins dans X et G est réqulier.

Théoréme 2.2.6 [7| Soit G un graphe connexe de degré mazimum A, de degré minimum ¢ et k

un entier positif avec k < A. Alors :
Br(G)<n—0+k—1

avec égalité si et seulement si V. = X UY,|X| =n—0+k —1,G[X] est (K - 1)-régulier, tout

sommet de X est adjacent & tout sommet de Y et k < 9.

Blidia, Bouchou et Volkmann /4] ont prouvé un résultat de type Nordhaus-Gaddum pour fi(G).
Théoréme 2.2.7 [4] Soit G un graphe d’ordre n et k < min { A (G),A( G) }, donc

Br(G) + B(G) <n+2k —1
et
Be(G) x Br(G) < (n+2k — 1)?/4.

Donc [5], on donné d’autre résultat sur le nombre de k_ indépendance By (G).
Théoréme 2.2.8 [5] Pour tout graphe G et touts entiers j, k avec 1 < j < k
Br+1(G) < B(G) + Br—jr1 (G) .

Corollaire 2.2.3 [5] Pour tout graphe G et tout entier k > 1
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2.3. Le nombre de k-indépendance des certains graphes particuliers

Théoréme 2.2.9 [5| Pour tout graphe G et tout entier k > 1,
Br(G) < kB(G).
Maintenant, nous accordons une condition nécessaire a l’égalité

Br(G) = [H18:(G).

Si j=k-1.

D’autres résultats dans [8] sont donnés par Bouchou et Blidia.

Théoréme 2.2.10 (8| Soit un graphe G d’ordre n et A degré maximum et j, k un entier, 1 < j <
k< A(G) +1,

Br(G) < [518;(G).

Théoréme 2.2.11 [8] Pour tout graphe G d’ordre n et un entier k > 2,
Bi(G) < 2Bk-1(G) .

Théoréme 2.2.12 (13| Si G est sans K13 et K < A, alors

Br < Bak+1

2.3 Le nombre de k-indépendance des certains graphes particuliers

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats exactes de
B pour certains graphes particuliers.

Les résultats suivants etablissent la conjecteure de Fink et Jacobson [15/,/16];
Observation 2.3.1 [15|[16] Soit P,, une chaine . Alors
B(Pn) < BQ(Pn) < BS(PTL) =n

Observation 2.3.2 [15][16] Soit un cycle Cy, différent de Cy. Alors
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2.3. Le nombre de k-indépendance des certains graphes particuliers

B(Cr) < fa(Cn) < B3(Cn) =n
Observation 2.3.3 [15|[16] Soit K,, une clique d’ordre n. Alors Bi(G) = k pour 1 < k < n.
B(kn) < Ba(Kp) < B3(Ky) < ... < Bu(kn) =n
Observation 2.3.4 [15|[16] Pour les chaines P, et les cycles Cy,

B(Pn) = [5] et B(Cn) = 3]

FIGURE 2.3.1 : B(Ps) =3 et 5(C7) =3
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2.3. Le nombre de k-indépendance des certains graphes particuliers

Lemme 2.3.1 [9] Soit n = r(mod3), our € {0,1,2}. Alors
1. Ba(Py) =2\ 5]+

2. o(Cp) =2[%]+1. Sir=2et $2(Cn) =2|%]. Sir#2

FIGURE 2.3.2 : f2(Py) =3 et £2(Cg) =5
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Chapitre 3

Etude de la 2-indépendance dans les

graphes

Dans ce chapitre, nous commencons par introduire les bornes inférieurs et supérieures de (o
et 49 pour les chenilles planes. Nous suivrons ensuite en déterminant la valeur exacte de (32 et en

proposant une borne supérieure pour io dans le cas des chenilles alternées.

3.1 Chenille

Définition 3.1.1 Une chenille Ch est un arbre non trivial dont la suppression de ses sommets
pendants donne une chaine Py = vi, vo , ... , vs appelée le squelette de la chenille tel que chaque
sommet de Ch est ou bien sur la chaine ou bien adjacent & un sommet de la chaine Ps.

Le graphe d’une chenille est constitué de sommets supports, de sommets troncs formant la
chaine P, ainsi que, les sommets pendants, appelés aussi, feuilles. Si s est l’ensemble des sommets
support, pour v € s, on note par :
oL, : L’ensemble des sommets pendant, adjacents au sommet support v dans Ch.
os; ={ves:|l,| =1} Lensemble des sommets supports faibles de Ch.

Le code d’une chenille Ch est C[Ch] = [k1,ka,.....kn | ou k;, est le nombre de sommets pendants

adjacents au sommet support v;,k, # 0.

Exemple 3.1.1 Dans l’ezemple de la FIGURE 3.1.1, on a une chenille Ch avec
C[Ch] = [3,0,2,0,4,0,0,0,1].

21



3.2. B9 et io pour une chenille pleine

U1 V2 v3 V4 Us Ve U7 Ug Vg

FIGURE 3.1.1 : Une chenille Ch avec C|Ch] =[3,0,2,0,4,0,0,0,1].

3.2 [} et iy pour une chenille pleine

Définition 3.2.1 Une chenille ChP de code C[ChP| = [k1,ka, ..., kn ], est dite chenille pleine si

k; > 1 pour tout 1 tel que 1< i <n.

Exemple 3.2.1 Dans l'ezemple de la FIGURE 3.2.1, on a une chenille pleine ChP
avec C[ChP|=[1,2,2,4,1,1,2].

FiGURE 3.2.1 : Une chenille pleine

Observation 3.2.1 Soit ChP une chenille pleine obtenue d’une chenille ChP' pleine non triviale,
et une étoile K1, avec le sommet central v attachée par une aréte vw (w l'un des supports extrémes
de ChP'), S est une Bo(ChP). Alors

Bo(ChP')+1 si weS

B2(ChP)+2 si w¢gS
e Sip> 2 alors Bo(ChP) = BoChP' + p

e Si p=1, alors Bo(ChP) =

Preuve.

1- Soit S" un Bg(ChP/)—ensemble quelconque. chaque B3(ChP)-ensemble peut étre étendue a
un ensemble 2-indépendant de ChP en ajoutant v ou {v, v/}. Sans perte de généralité.

Siw e S, alors v ¢ S. Dou Bo(ChP) = B2(ChP') + 1.

Siw ¢S, alors v € S. Dou Bo(ChP) = 2(ChP’) + 2.

2-Soit " un Bo(ChP") ensemble quelconque. Alors c’est claire que S U L, est un ensemble

2-indépendant de ChP, et donc Bo(ChP) > Bo(ChP') + |Ly|.
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3.2. B9 et io pour une chenille pleine

On considére parmi tous les B2(ChP)-ensemble, soit S I'un qui contient un nombre maximum
des feuilles. S'il existe une feuille v' € L, telle que v ¢ S, alors v € S ( sinon S U{v'} est un ensemble
2-indépendant supérieure a S). Mais {v'}U S -{v} est un ensemble 2-indépendant, contenant plus
de feuilles que S (contradiction), D’ott L, C S et donc S — L, est un ensemble 2-indépendant de

ChP .
Il en résulte que Bo(ChP) — |Ly| < B2(ChP') et Dégalité est vérifie. m

Théoréme 3.2.1 Soit ChP une chenille pleine d’ordre n avec | sommets pendants et sy sommet

supports faibles. Alors

11|+ < Bo(ChP) <[ 1] + | 57 |-

Preuve. 1-Pour montrer que So(ChP) >| 1 | —1—[%1 On procéde par induction sur lordre de
ChP. Si diam(ChP) € {1,2}, alors le résultat est vérifie, si diam(ChP) = 3, alors ChP est une
double étoile Sy, 4, out f2(ChP) = p+ g si min {p,q} > 2 et B2(ChP) =2+ maz{p,q}. Sip=1ou
q = 1 Le résultat est encore vérifié.
Supposons pour que §haque chenille ChP’ non trivial d’ordre n' avec n’ > n, on a
Bo(ChP') 2| 1| +T5417.

Soit C'hP une chenille d’ordre n, avec diam diam(ChP) > 4. Soit v 'un des sommets supports
extrémes de ChP, et w est I’avant dernier sommet support dans la chenille ChP.

Soit ChP' = ChP—{|L,|J{v}}. Alors n’ = n—(|Ly|+1) et ChP’ non triviale. Nous considérons
deux cas.

Cas 1 : Si degepp(v) > 3. par 'observation 3.2.1, et puisque |L,| > 2, alors
B2(ChP) = By(ChP') + |Ly|, avec I = 1 — |Ly| et |s} |= [sy].
En appliquant ’hypothése d’indiction /a ChP'.
B2(ChP) — |Ly| = Ba(ChP') = 1+ [541] = i = L] + T131).
Donc fa(ChP) > |1 + [,

Cas 2 : Sidegepp(v) =2 on a |L,| = 1 et v est un support faible Nous considérons deux sous cas.

Cas 2.1 Si degonp(w) > 4, alors |I'| = |I] — |Ly| et \slf| = |sf|—1.
D’aprés Pobservation 3.2.1, S2(ChP) = Bo(ChP’) + 2. En appliquant I'hypothése d’indiction a
ChP'. ,
Bs(ChP) = Bo(ChPY) +2 > || + [ + 2
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3.2. B9 et io pour une chenille pleine

= (1) + 47 +2
=+ %] +1
—l—|—[sf+1-|

2l+[71.

Cas 2.2 Si degopp(w) = 3, alors I =1 — 1. On distingue deux sous cas :
Cas 2.2.1 Siw ¢ S, alors v € S, dans ce cas 1a \s/f| = |sf| — 1.
Et par méme raisonnement que Cas 2.1, ou a encore : 82(ChP) > |I| + [@1
Cas 2.2.2 Si w € S, et sans perte de généralité v ¢ S, et on va perdre en considération le sommet
V.
D’aprés l'observation 3.2.1 So(ChP) = (ChP )+
B2(ChP) = Bo(CRP') + 1 > |I'| + [37 +

:|l|—1+[%}+1
= |1+ 5.

2-Pour montrer que f2(ChP) < [l|+]sf|. On procede par induction de I'ordre de ChP, si diam(ChP) =
3, alors le résultat est vérifie.

Si diam(ChP) = 3, alors ChP est une double étoile K, 4, c’est facile de vérifier que S2(ChP) <
]| + |s¢|. Donc le résultat est vérifie.

Supposons que pour chaque chenille ChP’ d’ordre n' avec n’ < n avec B2(ChP') < |I'| + |s/f|
Soit ChP une chenille pleine d’ordre n, avec diam(ChP) > 4. Soit v I'un des sommets supports
extréme de ChP, et w est ’avant dernier sommet support dans la chenille ChP pour (diam(ChA) >
4).

Soit(ChP' = ChP — L,U{v}). Alors (n' = n—|L,|4+1) et ChP" est non trivial. Nous considérons
deux cas :

Cas 1 Sidegepp(v) = 2, alors | L, | = 1 et v est un sommet support faible de ChP. Nous considérons
deux sous-cas :

Cas 1.1 Si degopp(w) > 4 alors | 1| = |I] — 1 et ]s/f| =|sf|—1.

D’aprés 'observation 3.2.1

Ba(ChP) = Bo(ChP) +2 < ||+ [sy| +2=I| = 1+ [sf| —1+2.
= ‘l‘+’8f|—2+2

D’ou ,BQ(C}ZP) < m + |Sf‘.
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3.2. B9 et io pour une chenille pleine

Cas 1.2 Si decpp(w) = 3, alors |I'| = |I| — 1 et ]3}| =|s¢| — 1. On distingue deux sous-cas :

Cas 1.2.1 Siw ¢ S, alors v € S. Et par méme raisonnement que Cas 1.1, ou a encore :

Ba2(ChP) <l + [sy]-

Cas 1.2.2 Si w € S, et sans perte de généralité v ¢ S. Et d’aprés 'observation 3.2.1, on a
Bo(ChP) = Bo(ChP) + 1 < |I'| + sy [+1 =1 | =1+ s — 1+ 1.
= [l + sy [ =1
< U+ [ syl

D’ou B2(ChP) < |I| + |s¢].
Cas 2 Si degcpp (v) > 3, et on suppose que |L,| = p, alors |I'| = |I| — p et \slf| = |sf]. Et d’apres
I’observation 3.2.1, on a en appliquant I'hypothése d’indiction a ChP'.
B2(ChP) —p = B2(ChP') < U] + |5y = |I| —p+ |sg].

D’ou ,BQ(ChP) < ’l’ + |Sf‘ |

w v

[ ANTA

FIGURE 3.2.2 :  Un exemple de chenille de Cas 2 avec 52(ChP) =9

Blidia et al. /6] ont détermine la borne supérieure de i5 pour les graphes bipartis, on a aspiré

la méme idée pour détermine la borne supérieure de is concernant les chenilles pleines .

Théoréme 3.2.2 Soit ChP une chenille pleine d’ordre n avec s sommets supports. Alors
ia(ChP) < | ™l |

Preuve.
Tout chenille est un graphe biparti. On peut vérifier facilement le résultat si diam(ChP) €
{1,2}. Supposons donc que diam(ChP) > 3 et soit D un ensemble des feuilles définis comme
suit pour chaque sommet support de ChP, nous mettons dans D exactement une de ses feuilles.

Clairement |D| = |s|.
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3.3. B2 et iy pour une chenille alternée

Soit A et B la bipartition du sous-graphe induit par les sommets de V(ChP) — D, avec
|A| < |B|. Puisque diam(ChP) > 3,|A| #0,|B| # 0 et |B| > Ln_Tls"j > | Al

Chaque feuille de A est adjacente & un sommet support de B, et chaque sommet support de A
est adjacente a un sommet de B et un sommet de D. Donc A U D est un ensemble 2-indépendant
maximal de ChP.

Par conséquent : io(ChP) < |AUD| < Ln_T‘S‘J +|s| = L%'s'j [

Exemple 4 Un exemple de chenille le sommet on rouge c’est le ia(G)

[N T A

FIGURE 3.2.3 : La chenille avec iy(ChP) =5 < L%'slj =7

3.3 [3y et 15 pour une chenille alternée

Définition 3.3.1 Une chenille de code C[ChA]=[ki, ks, ...,ky], est dite chenille alternée si et
seulement si k; #0 pour i = 1 [2] et k; =0 pour i =0 [2].

Exemple 3.3.1 Dans l'exemple de la FIGURE 8.5.1, on a une chenille alternée ChA
avec C(ChA)=(1,0,2,0,1,0,2).

FIGURE 3.3.1 : Une Chenille alternée.

Observation 3.3.1 Soit ChA une chenille alternée obtenue d’une chenille alternée ChA' no tri-
vial, et une étoile k1 ,(p > 3) de sommets central v attachée par une aréte wv' on v’ est l'une des

sommets pendants et w est le dernier sommet support, avec |L,| > 3.

Alors  Bo(ChA) = Bo(ChA") + p.

Preuve. Méme preuve que celle de 'observation 3.2.1 m
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3.3. B2 et iy pour une chenille alternée

Observation 3.3.2 Soit ChA une chenille alternée obtenue d’une chenille alternée ChA  non tri-
vial, et une étoile ki p(p > 3) de sommet central v attachée par une aréte Yw ow ¥ est l'une des

feuilles de sommet v et w est le derniére sommet support de ChA', avec |L,| = 1.

Bo(ChA )Y +p—1 si w €8

Alors fo(ChA) = )
B2(ChA) +p sinon

Preuve.

Soit S un fa(ChA)-ensemble quelconque et soit 8" un f(ChA’)-ensemble de (ChA').

Alors c’est clair que S U L, est un ensemble 2-indépendant de la chenille ChA (c’est le cas ou w ¢
S ), est donc B2(ChA) > Bg(ChA') + p.

On considére parmi tout les S2(ChA)-ensemble, soit S I'un qui contient un nombre maximum
des sommets pendants. il exits un sommet pendant v’ € L,(v" # '), tel que v” ¢ S, alors
v € S, (sinonS U {v"} est un ensemble 2-indépendant supérieur a S). Mais v” U S — {v} est un
ensemble 2-indépendant contenant plus des sommets pendants que S, une contradiction. Et sans
perte de généralité v/ € S (car w ¢ S et v ¢ S). D'ou L, C S et donc S — L, est un ensemble
2-indépendant de ChA'.

Il en résulte que /BQ(ChA/) > B2(ChA) — p, est 1'égalité est vérifie.

Soit un By(ChA’)-ensemble quelconque et soit S* un Bo(ChA’)-ensemble de ChA'.
Maintenant, on suppose que w € S. Alors S" U (L, — {v}) est un ensemble 2-indépendant de
ChA, et donc Bo(ChA) > Bo(ChA") +p— 1. Soit S un Ba(ChA)-ensemble qui contient un nombre
maximum des feuilles parmi tout les S2(ChA)-ensemble. S’il existe une feuilles v” € L, —{v} est un
ensemble 2-indépendant de C'hA, et donc BQ(ChA/)—ensembles. S’il existe une feuilles parmi tout
les B2(ChA)-ensemble. S’il existe une feuilles v” € L, (v” # 0'), telle que v” ¢ S et sans perte de
généralité, alors v € S.

Mais {v”} U S — {v} est un ensemble 2-indépendant contenant plus des feuilles que S, une
contradiction. Et sans perte de généralité v/ ¢ S. D’on L, — {v'} C S et donc S-(L, — {v}) est
un ensemble 2-indépendant de généralité v ¢ S. D’ou L, — {v'} C S et donc S-(L, — {v'}) est un
ensemble 2-indépendant de ChA'. On obtient Bo(ChA') > Bo(ChA) —p+ 1. et Pégalité est atteinte.

Observation 3.3.3 Soit ChA une chenille alternée obtenue d’une chenille alternée ChA' non

triviale et une chaine Py = xyz en ajoutant une aréte xw ou w est un dernier sommet support de

ChA'. Alors
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3.3. B2 et iy pour une chenille alternée

B2(ChA) = Bo(ChA) + 2

Preuve.

Soit S" est un Bo(ChA’)-ensemble, alors S U {y, 2} est un ensemble 2-indépendant de ChA
donc B2(ChA) > Bo(ChA +2).

Soit S est un fo(ChA)-ensemble, c’est claire que 1 < |SN{z,y,z} <2.Si[SN{z,y,z} =1
alors sans perte de généralité, z € S mais S U{y} est un ensemble 2-indépendant plus large de ChA,
contradiction.

Donc |S N {z,y,2}| = 2. Aussi S NV (ChA’) est un ensemble 2-indépendant de ChA’. Ce implique
que B2(ChA’) > Bo(ChA) — 2.
Par conséquent fo(ChA) = B2(ChA) +2. m

Exemple 5

o—0
[ ]
-
®
:>- S
[ ]
N— o

FIGURE 3.3.2 : La chenille ChA avec B2(ChA) = B2(ChA") + 2

Théoréme 3.3.1 Soit ChA une chenille alternée d’ordre n> 5 avec | feuilles et s sommets supports.

Alors

By(Ch) = L]+ ]s|—1 st 3 veV(ChA):|L,| > 2.
] +|s| sinon.

Preuve. On procéde par induction sur 'ordre de ChA. Si diam(ChA) = 4, alors est une double
étoile S 4 avec I'aréte uv subdivisé une fois (u et v des sommets supports ).

Ou p2(ChA) =4sip=q=1,et fo(ChA) =p + q+ 1 simin { p,q } > 2.

Et f2(ChA) =2 + max { p,q } simin { p,q } = 1 et p # q, et alors le résultat est vérifie.
Supposons pour que chaque chenille ChA" d’ordre n' avec n’ < n, on a 52(ChA/) = \l/] + ]s/| —1.
Soit C'hA une chenille d’ordre n, avec diam(ChA) > 6 et soit v le dernier sommet support de ChA
et w est I'avant dernier sommet support dans la chenille ChA. Soit ChA" = ChA — Nv]. Alors

n' =n—| N[v] | et ChA" non trivial. Nous considérons deux cas.
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3.3. B2 et iy pour une chenille alternée

Cas 1 Si degopa(v)> 3. Nous considérons encore deux sous -cas

Cas 1.1 Si degcpa(v)> 4. Par I'observation 3.3.1, alors 82(ChA) = Bo(ChA') + |Ly)|, avec |I'| =
U= (L] = 1) et [s'| = [s| — 1.

En appliquant I'hypotheése d’induction a ChA'.

B2(ChA) = Bo(ChA) + |Ly| = |I'| + |5 = 1+ |Ly|

=l = (Lo = 1) + (Is| = 1) = 1+ [Ly|

=]+ |s] = 1.

Cas 1.2 Si degopp(w) = 3, Par l'observation 3.3.2, puisque |L,,| = 1. Nous considérons deux
sous-cas.

Cas 1.2.1 Siw ¢ S, alors B2(ChA) = Bo(ChA’) + pavec |I'| =|l| —p+1et|s|=]|s|—1.
En appliquent Ihypotheése d’induction a ChA'.

Ba(ChA) = Bo(ChAT) + p=I|+|s'| =1 +p

— ([ =p+1)+ (sl - 1) —1+p

=|l|+ |s] = 1.

Cas 1.2.2 Si w € S, alors tous les sommets pendants de ChA" sont des supports faibles, d’ou
Bo(ChA"Y = |I'| +|s'| et on a Bo(ChA) = Bo(ChA ) +p—1 ,avec [I'| = || —p+1 =et |s| = |s| - 1.
En appliquant U'hypothese d’induction a ChA'.

B2(ChA) = Bo(ChA)) + p—1 =l +|s'|+p—1

— (U =p+1)+ (s~ 1) +p—1

=]+ |s] = 1.

Cas 2. Si degepp(v) = 2. (Nous considérons deux sous )cas.

Cas 2.1 Si degopp(w) > 4. D’aprés 'observation 3.3.3, on a

Bo(ChA) = Bo(CRA") + 2, avec |I'| =| 1| =1 et |s| = |s| — 1.

En appliquant ’hypothése d’induction a ChA'.

Ba(ChA) = Bo(ChA") + 2 = |I'| +|s'| —1+2
=)+ (s - 1)~ 142

= |l|+1]s| - 1.

Cas 2.2 Si degopp(w) = 3. Nous considérons encore deux sous-cas.

Cas 2.2.1 Si w € S, alors tout les sommets supports de ChA’ sont des supports faibles, d’ou
Bo(ChA") = |I'| +|s'| et on a Bo(ChA) = Bo(ChA") + 2, avec |I'| = |I| — 1 .
En appliquant ’hypothése d’induction a ChA'.
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3.3. B2 et iy pour une chenille alternée

Bo(ChA) = Bo(ChA') + 2= || +|s'| +2

=l =1+ (s|-1)+2

= [I[+1s |

Cas 2.2.2 Siw ¢ S, alors il existe au moins un support w de ChA' de sorte que |Ly| > 2.

Méme preuve que celle de le Cas 2.1

dott Bo(ChA) = —|l| +|s| -1 m

Exemple 6
a b C
f € d
FIGURE 3.3.3 : La chenille alterne ChA avec S2(ChA) =|s |+ | 1] —1
s = {a,c}
I ={f ed}

S ={a,e,c,d} donc f2(G)=| S |=4
B2(G) =|s|+|l| -1=34+2—1=4 donc le résultat vérifie que B2(ChA) = 4

Exemple 7
a e b
d c
FIGURE 3.3.4 : La chenille ChA avec 35 = |s| + |l
s = {a,b}
I ={c,d}

S ={a,b,c,d} donc f2(ChA) =| S |=4 et B2(ChA)=|l|+|s|=2+2=14
donc le résultat vérifie que B2(ChA) =4
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3.3. B2 et iy pour une chenille alternée

Théoréme 3.3.2 Soit ChA une chenille alternée d’ordre n > 5, avec s sommets supports et | som-

mets pendants. Alors

in(ChA) < 2|s| si Jve V(ChA) :|Ly| > 2.
2|s| — 1 sinon
Preuve. Une chenille ChA avec n > 5 est un graphe biparti. Le résultat est facile a vérifier si le
diam(ChA) = 4.

Supposons donc que diam(ChA) > 6 et que A soit un ensemble de feuilles défini comme
suit : pour chaque sommet support de C’hA , nous mettons dans A exactement une de ses feuilles
clairement |A| = [s|.

Soit X et Y la partition du sous graphs induite par les sommets V(ChA) — A.

L’ensemble contient uniquement les sommets supports et |X| < |Y|, puisque diam(ChA) > 6, X #
FetY # & onalX|=|s| <|Y|=mn-2|s|, sl existe au moins un sommet support v tel que
|L,| > 2.

Chaque feuille de Y est adjacent & un sommet support de X, chaque sommet support de X est
adjacent a un sommet de Y et un sommet de A, et chaque sommet de Y différent de feuille et du
sommet support est dominé deux fois par X. Ainsi Y U A est un ensemble 2-indépendant maximal
de ChA et de maniére similaire, X U A est un ensemble 2-indépendant de ChA. Par conséquent,
i2(ChA) < | X UA| =2|s|.

Maintenant, supposant que tous les supports de la chenille ChA sont des supports faibles. Dans
ce cas |Y| < |X]|, avec |[Y| = |s| =1L et | X]| =|s] .

Et puisque on a la méme description que celle qui précéde, on obtient

i2(ChA) <Y UA|=2|s|— 1.
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Conclusion et Perspectives

Ce travail se consacre a résoudre le probléme de recherche des bornes et des valeurs exactes
du nombre de 2-indépendant 2 et du nombre inférieur de 2-indépendant i dans différents types
de chenilles. Cette étude nous a permis de prendre conscience les difficultés méthodologiques dans
ce domaine et d’approfondir nos connaissances en théorie des graphes.

Notre modeste contribution consiste & déterminer les bornes et les valeurs exactes de (32 et 79 lorsque
G est une chenille pleine ou une chenille alternée.
A TDavenir, de nombreux problémes. Demeurent ouverts dans ce domaine et méritent une étude

ultérieure. parmi ces problémes, on peut notamment mentionner :

1. Déterminer des bornes inférieures et supérieures, ainsi que des valeurs exactes de (52 et io

pour d’autres types des chenilles .

2. Déterminer des valeurs exactes, ou des bornes relatives aux paramétres [o et is pour les

arbres, et les graphes a structure simple.
3. Etudier les relations entre le nombre de 2-indépendant 32 et d’autres paramétres de graphes.

4. Caractériser les graphes G pour les quels 52(G) = i2(G).
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