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Résumé

La premiére partie de ce travail est consacré a ’étude de certaines propriétés algébriques
des suites récurrentes linéaires a coefficients constants sur anneaux commutatif unitaire.
On donne des définition et quelques propriétés des suites récurrentes linéaires d’ordre k
puis celles d’ordre 2. On établie dans cette partie 'expression du terme général par deux
méthodes ; par la formule de Binet et par la fonction génératrice.

La deuxiéme partie de ce mémoire a pour objet ’étude des propriétés de suite de Fibonacci
et ses quelques généralisés en donnant leurs formes explicites et présenter quelques identités
comme : I'identité de Catalan, I'identité de Cassini et 'identité d’Ocagne.

La troisieme partie est consacrée a l'application a la suite de Pell, généralisée de Fibonacci.



Introduction

Leur age, leur richesse ainsi que la diversité de leurs champs d’application font des suites
récurrentes linéaires un sujet tellement vaste et si riche en résultat qu’il faudrait plusieurs
ouvrages afin de faire le tour de toutes leurs propriétés. L’intérét principal de ce mémoire
est étudier et établir quelques propriétés des suites récurrentes linéaires.

La premiére partie de ce travail (chapitre 1) est consacrée a ’étude de quelques propriétés
algébriques des suites récurrentes linéaires a coefficients constants sur des modules sur un
anneau commutatif unitaire.

La seconde partie (chapitre 2 et 3) établie quelques généralisées de suite de Fibonacci en
présentant certaines propriétés et identités liées a elles en terminant par une application sur

une suite particuliére dite suite de Pell.
chapitre 1

Au premier chapitre. On étudie quelques propriétés des suites récurrentes linéaires d’ordre
k a coefficients constants et celles d’ordre 2 en donnant deux méthodes pour calculer leurs

termes explicites, il s’agit de la formule de Binet et la fonction génératrice.
chapitre 2

Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des propriétés de suite de Fibonacci
Fo=F, 1+ F,

et ses généralisés comme la suite de Lucas, Jacobsthal et Jaconsthal-Lucas. On s’intéresse
dans ce chapitre aux deux généralisés de la suite de Fibonacci Vj, U, avec n € N pour ’étude
de certaines propriétés qu’elle vérifie comme la formule de Binet , la fonction génératrice,

I'identité de Catalan, I'identité de Cassini, I'identité d’Ocagne, ainsi que la limite de deux
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termes successifs.
Le dernier chapitre 3 est une application de notre travail sur une suite particuliére c’est I'une

des généralisés de la suite de Fibonacci la plus connue c’est la suite de Pell P, = 2P, 1+ P, .



Chapitre 1

Suites récurrentes linéaires

Définition 1.0.1. Une suite est une séquence infinie de nombres réels. Un élément de cette
suite est appelé un terme de la suite. En fait, il est noté que telle suite est une application

de N wvers R, on peut donc la représenter par :

f:N — R

no o U,
Exemple 1. {0, 2, 4, 6, 8,...} est la représentation en extension de suite des entiers na-
turels pairs ou encore {1, 1, 2, 3, 5, 8,...} connu sous le nom suite de Fibonacci. De fagon

générale, {ug, u1, ug,...} se note {uy}, -

Définition 1.0.2. Une suite u, ne commence pas nécessairement par l’indice 0, elle peut
commencer par n’importe quel ng € N.

Donc {un}, ey S€ra {Ung, Ungt1, Ungt2,- .-} et se noterait {uy}, -, . Dans ce cas u, sera

n>no
notée par :
f:{neN/n>n} — R
n — Uy
Définition 1.0.3 (Suite définie par terme général). Une suite peut étre définie par le
terme général en donnant simplement la formule générique en fonction de n qui permet de
calculer nimporte quel terme de la suite d’une facon directe, ainsi que ’ensemble des indices

pour lesquels la formule est valide.

Exemple 2. la suite {0,2,4,6,8,...} des entiers naturels pairs est définie par son terme

général u, =2n, n >0



Suites récurrentes linéaires d’ordre k

Définition par récurrence

Définition 1.0.4. La définition par récurrence consiste a donner les valeur initiales de
la suite, et une formule de récurrence qui relie les termes successifs de la suite. c’est une
méthode pour calculer la valeur de nimporte quel terme de la suite en fonction de ses pré-

décesseurs.
Exemple 3. On reprend la suite des entiers pairs, on la définit récursivement par :

UO:O

(1.1)

Up = Up_1+ 2, Vn € N*

Dans ce travail on s’intéresse aux suites récurrentes linéaires.

1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre k

1.1.1 Définition

Soit {un},cy- On dit que u, est une suite récurrente linéaire sur K. Si elle est définie par

la relation de récurrence suivante :

(

Uo = Ao
Uy = )\
Uy, = : Do (1.2)
Up—1 = g1
Uy, = Zaiun_i avecn,i,k € Net 1 < k <n.
. i<k

Définition 1.1.1. u, est une suite récurrente linéaire a valeurs dans K(RouC) d’ordre k si,
un:Zaiun_i avec n,i,k € Net 1 <k <n.
i<k
Définition 1.1.2. Si u, v sont deux suites recurrentes linéaires et A € K on a alors,

— u+ v, —v, Au sont des suites récurrentes linéaire.

— w.v est une suite récurrente linéaire.

10



Suites récurrentes linéaires d’ordre k

1.1.2 Formule de Binet

On considére ’équation homogéne d’ordre k a coefficients constants, réels ou complexes
suivante :

Upak + Qg 1Upsip—1+ -+ au, =0 n>k (1.3)

avec g, U1, .., Ug_1 les conditions initiales

Définition 1.1.3. Dans K[X], le polynéme caractéristique T1 € Py associé a 1.3 est défini
par

I(z) = 2" + ap_ 12"+ -+ a1z +ap, k=0,1... (1.4)

Pour poser la forme explicite de u,, on distingue deux cas.
Si on note ses racines distinctes oj,7 = 1...d d < k. La solution dans le cas des racines

toutes simples est donnée par le théoréme suivant ;

Théoréme 1.1.4. On prend le polynome 1.4 Si toutes les racines de 11 sont simples, alors

toutes les solutions de 1.3 peuvent étre mises sous la forme

Uy = Z xal, n=0,1... (1.5)

1<i<k

est aussi solution de l’équation 1.3 c’est la forme explicite de la suite {uy}, ., On peut

détermainer les coefficients A1, ..., A\p_1 en imposant les k conditions initiales ug, ..., Up_1

Preuve 1. On reprend l’équation 1.3 son polyndéme caractéristique associé défini par,
(z) = 2" + ap_12" ' 4+ -+ a2+ ag

Toutes ses racines sont simples, donc toutes les solutions de 1.3 s’écrivent,
Up = )\10&? + )\QCVS + -+ Ak,1&2_1

;

U = M+t N

U1 = )\1041 + )\2042 + -+ )\k_lak_l

U9 = )\106% + )\20[% + -+ Ak,1a2_1 (16)
Up—1 = )\10/f_1 + )\20/5_1 + -+ )\k_la’;j

11



Suites récurrentes linéaires d’ordre k

[’écriture matricielle correspondante de 1.6

Uo 1 1 ce 1 )\1
U1 aq (0] e O AQ
_ 2 2 2
U = ai s ... Qi A3 (1.7)
k=1 k-1 k—1
Ug—1 o fo%A B A1

On aura donc le systeme AV, = Uy

1 1 - 1 A1 Ug
(0%} (67) oo 1 )\2 Ul
v A — 2 2 2 — —
ou A = af a3 ...oaiy | Ve= A3 Uy = Us
k—1 k-1 k—1
o Qs e A1 Up—1

puisque les k-racines sont simples donc la matrice A dite de Vandermonde, est inversible

done la solution théorique de 1.7 c¢’est Vi, = AU,
L’expression de u,, dans le cas des racines multiples est donné par le théoréme suivant ;

Théoréme 1.1.5. Si II(z) admet des racines a; (j = 1, 2, ...p avec p < k) ayant par

p
ordre de multiplicité m; > 2 tel que ij = k. alors les k suites,
j=1

{(Oé;z)v (na?)7’(nm]—la?) |j: 1,,p,nEN}

forment une base de l’éspace vectoriel des solutions de 1.3, la solution unique de 1.3 est

donc de la forme

Up = Z Qj(n)a;'l? (18)
1<j<p

Ou Qj(n) est un polynémedme en n de degréé < m; — 1.

Preuve 2. La démonstration de ce théoréme est en détail dans [1]

1.1.3 Fonction génératrice

Dans cette section on développe une méthode de résolution des récurrences par séries

génératrices.

12



Suites récurrentes linéaires d’ordre k

Les fonctions génératrices sont des séries formelles utilisées pour résoudre une relation de
récurrence linéaire homogéne a coéfficients constants. En 1718 le mathématicien frangais
Abraham De Moivre (1667-1754) posa les fonctions génératrices afin de résoudre la relation

de récurrence de Fibonacci |9].

Définition 1.1.6. Soit {u, },>¢ une suite récurrente linéaire homogéne a coefficients constants
de la forme générale

Uy = A Up—1 + -+ A gUpk, N = k

la fonction génératrice associée est définie par
n
g(x) = E Up T
n>0
Proposition 1.1.7. Soit [’équation de récurrence linéaire homogéne a coéfficients constants
sutvante :

Up = QUp—1 + -+ Qp_pUp—p VN >k

G(z) = ;unx” sa fonction génératrice associée. On a G(x) = ‘[ig;
ot -
U(x) = Pk—l(iﬂ) - aliﬂpk;_Q(l') — = ak_l:lrk_lpo(x)

V(z) = 1—ax—agr® — - — apa®
P, = wy+wax+---+uz’ aveci=0,1,.. k-1
Proposition 1.1.8. Soit u, une suite récurrente linéaire. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
1. la suite u,, est une suite récurrente linéaire.
2. Il eziste un polynome q de degré k dans A[X] tel que : q(0) =1 et q(z)G(x) soit un

polynome de M|x] de degré inférieur ou égal a k — 1.

Preuve 3. Soit u,, une suite récurrente linéaire de polynome caractéristique

PX)=X"—a X' —...—q
Soit q(X) =1—a; X* ' — - — . X% On a alors : ¢(X)G(X) = p(X) ou,
p(X) = u(0) + (u(1) — a1u(0)) X + -+ (u(k — 1) —ayu(k — 2) — -+ — ap_qu(k — 1)) X**

13



Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Inversement, si pour u, une suite récurrente linéaire, il existe un polynome dans A[X] de

degré k tel que,
gX)=1—qX - — X" etw@X)GX))<k-1

alors, par identification, on voit que le polynome 1 — ¢; X — -+ — gz X" est un polynome

caractéristique de la suite u,,.

1.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2

Dans toute la suite K désignera R ou C. U I'ensemble de suites récurrentes linéaires

d’ordre 2.

1.2.1 Définition

Soit a, b € K*.
Une suite u est dite récurrente linéaire d’ordre 2 a coéfficients constants, si elle satisfait la

relation de récurrence suivante :

Uy = Qly—1 + bUy_o. n > 2. (1.9)

1.2.2 Quelques propriétées
Etant donné un couple(a, b) € K2,
1. U n’est pas vide, car : la suite nulle appartient a U.
2. La donné des deux premiers termes ug et u; définit une unique suite de U.

3. U est stable par combainisons linéaires :
V(a,B) € K? (u,v) €U = au+ Bv € U.

4. Une suite géométrique de raison q non nul appartient a U si et seulement si q est
solution de I’équation 22 = ax + b car : d’aprés la propriété 3, on peut poser

ug = 1Yn € N ¢ = aq"™! + bq" < ¢"(¢*> — aqg — b) = 0 avec ¢" # 0.

14



Forme explicite d’une suite récurrente linéaire

2

Définition 1.2.1. L’équation x* = ax + b s’appelle équation caracteristique associée a

la suite définie en 1.9.

Exemple 4. La suite récurrente de Fibonacci d’ordre 2 {F,} définie récursivement par :

neN

Fo=0F =1
(1.10)
Fn:Fn—1+Fn—27 n =2

est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 a coefficients dans 7Z.

Il est trés important de marquer que quoique la définition par récurrence soit une défi-
nition tout a fait rigoureuse, mais elle n’est pas trés pratique. En effet, pour calculer uyqq,
il faut d’abord calculer ugg et pour calculer ugg on a besoin de connaitre ugg,etc. Donc si on

souhaite calculer tout les termes de {u,},, .y il est préférable de travailler avec la définition

par terme général de la suite au lieu de celle par récurrence.

1.3 Forme explicite d’une suite récurrente linéaire

On présente quelques outils permettant de trouver la définition par terme général d’une

suite récurrente linéaire donnée.

1.3.1 Formule de Binet

La premiére fagon de donner la forme explicite est donnée par le théoréme suivant :

2

Théoréme 1.3.1. Soit A le discriminant de [’équation v* — ax — b = 0. Trois cas sont a

distinguer : On a A = a® + 4b donc,

1. A > 0, l’équation caractéristique posséde dans ce cas deux racines réelles distinctes

ay et aq, dans ce cas u, € U si et seulement si s’il éxiste (A1, \o) € K2 tel que :

Vn € N Up = /\1(a1)" + )\Q(Oég)n.

15



Forme explicite d’une suite récurrente linéaire

2. A =0, dans ce cas l'équation caractéristique posséde une racine doubles notée .

Dans ce cas u, € U si et seulement si sl éxiste (A1, \2) € K? et tel que :
Up = (A1n 4+ Ag)a”.

3. A < 0, dans ce cas l’équation caractéristique posséde deux racines cmplexes conju-
gquées w et w.

Dans ce cas u, € U si et seulement si s’il éxiste (A1, \a) € K? et tel que :
Up, = Ml" cos(nf) + Aol" sin(nd).
Oul = |w|etd=arg(w).

Remarque 1.3.2. Dans les trois cas le coulpe(\, p) est détérminé a partir des valeurs

mitiales de la suite u,,.

Proposition 1.3.3. Soit p(z) = ax? + bx + ¢ un polynéme de degré deu.

—b+/b? — 4dac 8= —b—Vb? — 4dac

2a 2a

1. On note a, B ses deux racines tel que o =

car
p(a) =0et p(B) =0
mais p(x) #0 Vz # a, .

2. Le polynome p se factorise toujours ainsi p(z) = a(x — a)(xz — B).

(1.11)

3. St le polynome est unitaire iea =1 on a;

a+pB=-b
& (1.12)
af =c
On donne un exemple ol on illustre comment les déterminer.
Exemple 5. 1. La suite de Fibonacci est une suite récurrente linéaire définie par :
Fb=0, F1=1
’ ! (1.13)

Fo=F, 1+ F, n>2

16



Forme explicite d’une suite récurrente linéaire

son polynome caractéristique associé est 1l(z) = x? —x — 1.

Comme A = /5 # 0 donc cette équation admet deus racines distinctes o, 5 tel que

1 5 1—-+/5
a = +2\/— et B= 2\/_, le théoreme (1.6.1) donne 3(A1, \2) € K tel que

Fo =Mo" + 6"

Déterminons les A1, Ao par les valeurs initiales ;

Fy, = AN+ A AL+ A = 0
° R S (1.14)
F1 = /\10(4‘)\2& )\106+/\2B = 1
[’écriture matricielle associée est :
1 1 M 0
= (1.15)
(0% 6 )\2 1
alors,
1
A 1 1 0
= (1.16)
)\2 [0 5 1
D’ou
A 1
= (1.17)
Ao 1

Donc la forme explicite de {F,}, o est

o (1B 1 (1=vBY
"5 2 V5 2

. On prend la suite Upio = 06Uy — Uy, ug =5, up =6,

son équation caractéristique associée est
2 —
- —6x+9=0,

Comme A = 0, donc cet équation posséde une racine double o = 3 le théoréme [1.6.1]

donne ezistence de (A, \y) € R? tel que
Up = ()\1 + n/\2)3"

sachant que ug = 5 et uy = 6 par convention on aura donc, A\ =5 et Ay = —3.

D’ot le terme général de la suite {uy}, .y est :

u, = (5=3n)3" n>0

17



Forme explicite d’une suite récurrente linéaire

La deuxiéme maniére de trouver la formule de Binet en utilisant la fonction génératrice. Ce

qui repose sur deux étapes :
1. Retrouver la fonction génératrice;

2. Utiliser la formule de Taylor.

1.3.2 Fonction génératrice

Pour le calcul qu’on aura a faire dans cette partie, la proposition suivante, qui découle

de (1.6.3), on sera trés utile.

Proposition 1.3.4. Soit p(z) = x* — rz — s un polynéme de degré deuz avec s et r des
entiers positifs non nuls. Et soient o, [ ses deux racines (non nécessairement distinctes).

Alors le polynéme q(z) =1 — rx — sx® se factorise ainsi :

a(z) = (1 — ax)(1 - Ba).
Utilisation de la fonction génératrice ;

Exemple 6. On prend la suite de Fibonacci citée dans l'éxemple (2.3.3) on a,

FO == O, Fl == 1
(1.18)
Fn:Fn—1+Fn—2 n22
sa fonction génératrice associé est ———
11—z — a2

En effet comme N
g(x) = Z F.z"
On a donc "
rg(z) = Fy+ Fia® + Foa® + o + -+ F,_a"

ig(x) = Fy+ Fa’ + a4+ F,_o2"

g(x) —zg(x) —2?g(x) = Fuaa+(F— )2+ (F3—F—F)2* +-+ (F, — F,.y — F_9)a" + ...

puisque Foy =0, Fi =Fy, =1 et I, = F,,_1 + F,,_o alors
(1—2-a?gla) = o

alors g(.fE) = m

18



Forme explicite d’une suite récurrente linéaire

Maintenant on cherche une formulation analytique pour le coéfficient de x™ dans la série
énératrice .

I l—z—2?

Calculons la décomposition en éléments simples de g(x)

(1—2—2%) =(1—az)(l - ayr)

1+5 15
2

ol = et ayp = 5

trouvons Ay et Ay tel que

x Ay Ay

1—x—x2—1—a1x+1—a2x

1 1
on a par identification Ay = — et Ay = ———= et donc

V5 V5

x 1 1 1
l—2z—22 5\l—air 11—
comme le développement en série donne ;

1

=1+ar+a?2?+ ...
1—ax

on aura donc

(l+az+ajz®+...) — 1+ ar+a32” +...))

145\ (1-v3)") .
2 T2 !
D’apres la définition (1.4.7) on a

me () - (59))

Et c’est exactement la formule de Binet de la suite de Fibonacci F,, = F,_1 + F,_o déja

1
g(w) = E

Par identification on a,

gl@) =

n=0

Sl

retrouvé dans l'exemple (5) par le théoreme (1.6.1).
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Chapitre 2

(Généralisées des suites de Fibonaccl et

leurs propriétés

Ce chapitre est consacré a I’étude des généralisées des suites de Fibonacci et certaines
de leurs propriétés. La suite de Fibonacci permet de développer plusieurs travaux (....) et
posséde étonnement des propriétés. Dans son ouvrage le plus célébre "Liber Abaci" publié
en 1202, Fibonacci s’intéressa au probléme de croissance d’une population de lapin dans des
circonstances idéales. Plusieurs généralisés de la suite de Fibonacci ,comme la suite de Lucas,
la suite de Jacobsthal, la suite de Jacobsthal-Lucas et la suite de Pell sont des exemples les

plus importants des suites récursives.

Définition 2.0.1. La généralisé de Fibonacci est définie par la relation de récurrence

Fy =pFy_1 + qFi—2 k>2
F() = a, F1 =b

(2.1)

oup, q, a et b sont des entiers positifs non nuls.
la suite des entiers de Fibonacci peut s’écrit :
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, .....

Cette suite dans laquelle les deux premiers térmes sont égaux a 1 et chaque térme (& partir
du troisiéme) est la somme des deux térmes précédents ie 0 +1 =1, 1+1 =2 ,1+2 =

3,2+3=5,3+5=8,5+8=13 ...
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Généralisées des suites de Fibonacci et leurs propriétés

La suite de Fibonacci est définie par la relation de récurrence

Frp=Fp1+ i k>2

(2.2)
Fk=0F=1
L’interpolation matricielle de la relation de récurrence 2.2 nous conduit a la relation
F... F, L 0 1
c" = avec C° = (2.3)
F, F., 11
ou Fy =1et Fy =0. Donc
0 1 F._.. F,
1 ]_ Fn Fn+1
et aussi,
n+1
0 1 Fn Fn+1
11 Fn—i—l Fn+2
On+1: Fn Fn—i_anl _ Fn Fn+1
Fn+Fn—1 Fn+1+Fn Fn+1 Fn+2
Donc,
n+1
L1 Foie Fup
L0 Fn—H Fn
La suite de Lucas est définie par la relation de récurrence suivante
Ly =Lp 1+ Ly k>2
k k—1 k—2 = (2.4)

L0:27L1:1

On peut méme la trouver en prenant la trace de la matrice C™,
TT(C”) = Fn+1 + anl = Fn -+ 2Fn71

La suite récurrente de second ordre est généralisée principalement en deux maniéres, la pre-
miére conservant les conditions initiales et la deuxiéme conservant la relation de récurrence.

Kalman et Mena || généralisent la suite de Fibonacci par :

Fn = CLFn_l + bFn_g n Z 2
FO == O, Fl == 1

(2.5)
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Généralisés des suites de Fibonacci

avec a et b sont des entiers positifs non nuls.

Horadam [2] définit la suite de Fibonacci H,, par :

H,=H, 1+ H,» n>3

(2.6)
Hy=p Hy=p+gq
ou p et g sont des entiers.
2.1 Généralisés des suites de Fibonacci
La généralisée de la suite de Fibonacci [10] est définit comme
Fy = ply_1 + qFj—2 k>2 2.7)

FO = a, F1 =b
ou p, q, a et b des entiers positifs.
Pour differentes valeurs de p, q, a et b beaucoup de suites peuvent étre déterminées.

On s’intéresse aux deux cas des suites {Vi},~, et {Ur} .o que sont généralisées de Fibonacci.

1. Sip=1, ¢ =a=0b=2, donc on obtient

Vi=Vie1 + 2V k>2

(2.8)
Vo=2,Vi=2
qui donnent les premiers termes de {Vi},-, sont 2,2,6,10,22,42,. ..
2. Sip=1, g=a=2, b=0,0on obtient donc
Uy = Up—1 + 20U k>2 (2.9)

Ug = 2, U1 - 0
qui donnent les premiers termes de {Uy},~, sont 2,0,4,4,12,20, ...

Les suites de Fibonacci verifient des propriétés remarquables comme l'identité de Cata-

lan, I'identité de Cassini et I'identité d’Ocagne.

2.2  Quelques identités des suites de Fibonacci

Voici des outils importants pour I'établissement des propriétés.
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Quelques identités des suites de Fibonacci

2.2.1 La formule de Binet

En 19™¢ siécle le mathématicien fracais Binet posa deux formules analytiques remar-
quables pour les nombres de Fibonacci et Lucas. La formule de Binet est donc la forme
explicite de la suite récurrente linéaire ie : la suite de Fibonacci en fonction de n, ¢’est aussi
le terme général de la suite récurrente utilisée pour 1’établissement des identités que vérifie
une suite donnée.

La formule de Binet est obtenue en diagonalisant [5] la matrice C' associée a 2.2, ie
X, =CX,_1 tel que
Y F, o 0 1
Fo 11

Donc pour avoir X, afin d’obtenir F},, il nous faut d’expliciter la matrice C™ en fonction
de n, et pour cela il suffit de diagonaliser la matrice C. Puisque C est symétrique car C' = C"*
donc elle est diagonalisable et son polynéme caractéristique donné par 2 — X — 1.

1+f 1—-+5

On a A =5 donc il admet deux racines distinctes o = , B = 5

D% ou la matrice diagonale est

1++5

o 0
D= = 2
0 p 0 1_\/5
2
On a donc C = PDP~! avec
_ 1 1 1 1 g -1
a B B-al —a 1

P la matrice de passage formée des vecteurs propres associés aux valeurs propres

1+x/_ 1-+5
B=—

On obtlent finalement

1 Bn—l _ &n—l Bn —a"

cn =
5 -« Bn —am ﬁn—i—l — ot

Car D" reste diagonale de termes diagonaux a™ et f". Et comme X,, = C" X, ce qui donne
F, = o — p

a—p
Proposition 2.2.1. Le k-¢me terme des deuzr généralisées de la suite de Fibonacci {Vi},~,

et {Uy} s donnés par
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Quelques identités des suites de Fibonacci

aktl — gl

1. =2
Vi "
Oék_l—ﬁk_l
2. U, =4 ————
k Of—ﬁ

Preuve 4. l’équation caractéristique associée a 2.8 est x> —x — 2 = 0. La solution de la

récurrence 2.8 s’écrit comme suit :
Vi = M (a)f + X (B)F

ot o, [ les racines de ’équation caractéristique associée o 2.8

On a :

Vo=AM+ XA =2 4 2
@)\1:—,)\2:—
Vi=2\ — A =2 3 3

On aura donc :

Ve = S@F 421

B aktl Bkz-i—l
=2 (W) =

On démontre maintenant la formule de Binet en utilisant le principe d’induction mathéma-
tique(PMI) on n. Il est claire que le résultat est vrai pour n =0 et n = 1 par hypothéseese.

Supposons qu’il est vrai pour r tel que 0 < r < s+ 1 alors
O/'—i—l _ ﬁr—l—l
a—p

1l s’ensuit de la définition de généralisé des nombres de Fibonacci et [’équation

V, = 2

a'r+3 _ ﬁr+3
a—p

Donc la formule est vraie pour tout entier positif k. ([l

Vipeo =V +2V, = 2

Formule de Binet de quelques suites particuliéres

1. La suite de Lucas définie par la relation de récurrence

Ly=1Ly 1+ Lp_o n =2

(2.10)
LO = 2, Ll - 1
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Quelques identités des suites de Fibonacci

1++5
2 )

15
2

g

son polynoéme caractéristique associé est 22 —x — 1 et a = ses
deux racines distinctes.
D’aprés le théoréme (1.6.1) la forme explicite s’écrit L,, = aa™ + b3"

a =1, b =1 obtenus a partir des conditions initiales et donc
L,=a"+ 8"
2. La suite de Jacobsthal définie par la relation de récurrence

S = Jn_1+ 2,2 n=>2
Jo=0, Ji =1

(2.11)

son polyndme caractéristique associé est 22 —x —2 et a = 2, B = —1 ses deux racines

distinctes. D’aprés le théoréme (1.6.1) la forme explicite s’écrit J,, = aa™ + bs"™

1 _
a= 5 b= obtenus & partir des conditions initiales et donc
a— o —
a — Bn
P
=P

3. Jacobsthal-Lucas définie par la relation de récurrence

Jn = Jn—l +2Jn—2 n>2
J() - 2, J1 =1

(2.12)

son polyndme caractéristique associé est 22 —x —2 et a = 2, B = —1 ses deux racines
distinctes. D’aprés le théoréme (1.6.1) la forme explicite s’écrit J,, = aa™ + bs"

a =1, b =1 obtenus a partir des conditions initiales et donc

Jo = a"+ "

2.2.2 L’identité de Catalan

L’identité de Catalan pour les nombres de Fibonacci a été établie en 1879 par le mathé-
maticien belge Eugene Charles Catalan qui a travaillé a I'accademie belge des sciences dans

le domaine de théorie des nombres [4].
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Quelques identités des suites de Fibonacci

Théoréme 2.2.2. Pour tout n et r tel que n > ron a :

FoyrFor — qu = <_1)n_r+1Fr2

Oén—ﬂn

a—pf

Preuve 5. En utilisant la formule de Binet de la suite de Fibonacci, on F,, =

B an—i—r _ Bn—i—r an—r _ ﬁn—r an _ ﬁn 2
by = Fy _< a—p3 )< a—p3 )_(a—ﬁ)

_ 1 OéZn 2n o ngr_ o nﬁr_a2n_ 2n aB)™
— G [ @G - @B (D - a2
_ —1 alB)” Qo ér_

— gl (G +Cr-2)

~ —(oB)'F?

— (_1)n—r+1FTQ O

Les deux duites V}, et U}, verifient I'identité de Catalan danné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.2.3. Pour tout n et r tel que n > ron a :
L Vv aVagryr — Vn{l = (_1)n—r+12n—r‘/r271

2 _ —r+lon— 2
2. Up rirUpirin — U2y = (=1)rH2nr2,
anJrl _ 6n+1

a—f

B an—r_ﬂn—r Oén+r_ﬁn+r an_ﬁn 2
Vomrthers =t = 2(S 5 )2 () -4 (55F)
4 . B T T
- e () -() 2

= —4(af)"" <04; : gr)

Preuve 6. 1/ On utilise la formule de Binet pour la suite Vi, on a V,, = 2
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Quelques identités des suites de Fibonacci

D’ou le résultat Vi 1 Vyyp1 — V2| = (=1)" T (=2)""V2 O
k—1 _ Qk—1
2/ On utilise la formule de Binet pour la suite Uy on a Uy = 4% ;
o —
ak—r _ /Bk—r ak—l—r _ Bk—l—r o — 57“ 2
UpyirUpiryr — U2, = 16 — 16
L e ( o—p )( a—p > (a—ﬁ)
o 16 (( k—r ﬁkfr)( k+r BkJrr) o ( ro_ Br)Q)
ICET " !

(@) \" a—=p
T r 2
— -1 k—?‘+12/€—7‘ 4OZ — /B
(1) —
D’ot le résultat Uy y1Upyrir — Uy = (—1)"7H27702, O

2.2.3 L’identité de Cassini

C’est une parmi les grandes identités impliquant les nombres de Fibonacci, elle a été
établie en 1680 par I'astronome francgais Jean-Dominique-Cassini.

En calculons le determinant de la matrice C™ définie par 2.3on obtient 'identité de Cassini

9]
ananH - F7"20 = (_1>n

Ce qui fait I'inversibilité de la matrice C™ (.) d’ou la suite de Fibonacci admet une unique

forme explicite et c’est celle donnée par la formule de Binet.

Corollaire 2.2.4. Pour tout entiers n on a :

Fo1Fny — Fg = (_l)n

Preuve 7. Utilisons la formule de Binet de la suite de Fibonacci, on a F,, =
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Quelques identités des suites de Fibonacci

_ an—&—l_ﬁn—l—l an—l_ﬁn—l Oén_ﬁn 2
ronc-n = () (=) - (555)

— g [ = oy (§) — oy (2) - a2y
- g (542 -2)

— —(ap)!

= (=1)" 0J

Théoréme 2.2.5. Les deux suites Vi et Uy verifient l'identité de Cassini pour n > 2
1. VooV, — V2 | = (=1)n2n+t

2. UpyoU, — U2, = (=1)n2nt3
anJrl _ 6n+1

a—f

) B an—l _ Bn—l an-{—l _ Bn—l—l a — Bn 2
e = (=) (=) e (=)

Preuve 8. 1/ On utilise la formule de Binet pour la suite Vi, on a V,, =2

— (_1)n2n+1
Dot le résultat Vi, oV, — V2 | = (—=1)"2"*! O

O[kfl - kal
2/ En utilisant la formule de Binet pour la suite Uy, on a U, = 4———— :

a—p

an—i—l_ﬁn—&—l an—l_/@n—l an_ﬁn 2
UnsoUp —Uryy = 16( o )( " )—16( o )
16 n+1 n+1 n—1 n—1 n n)2
= m((a = M) (@ = ) = (@ = B))

16 "

= —3%(0&—5)2
= (-1
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Quelques identités des suites de Fibonacci

D’ou le résultat U, oU, — Uz, = (—1)"2""3 O

2.2.4 Lidentité d’Ocagne

La suite de Fibonacci vérifie I'identité d’Ocagne donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.6. Pour tout entiers n et m telque m >n on a :
Fan—H - FnFm—H = (aﬁ)nFm—n

Preuve 9. En utilisant la formule de Binet pour la suite de Fibonacci on a

Oén_ﬁn

F, =
a—p

m __ Qm n+1l _ Aan+l n __ An m+1 _ gm+1
i = By By = (O‘a_g )(O‘ a_g )—(O‘a_g>(o‘ a_g )

R

L "(AMTB — )+ ™ M a—
= m(aﬁ) (BB —a)+ (a—p))

aB)" <—O‘ma - §’”)

—1)"Fon O

Théoréme 2.2.7. Les deux suites V), et Uy, verifient l'identité d’Ocagne.

%(a” +a™) n pair,m impair
1. Upir U, — Uy Upyq =
—%(a” + a™) n impair, m pair
—3(a" +a™) n pair,m impair
2. VilVurr = Vi AV, =
s(a™ +am) n impair, m pair

Preuve 10. 1/ On utilise la formule de Binet pour la suite Vi, on a V,, = 2
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Quelques identités des suites de Fibonacci

B am — /6)m CMnfl _ ﬁnfl amfl _ ﬁmfl a — Bn
U = Untis = 16 (=5 ) (25— ) -0 (=) (=)

16

= 5 (@m =) = ) = (@ = ) ar - A7)

_ ? (_é(mm — "B + %(Wm - a%"))

16, . .o m oy [ 1 1
- Dgr—an (3-1)
8 noom m Qn
= —3(04 g" —a™p")
On a le résultat avec o =2, f = —1
Sa™ +am) n pair,m impair
Um+1Un - UmUn+1 =
—%(a” + a™) n impair, m pair

ak—l _ ﬂk_l .

a—pf
_ aerl _ 5m+1 a — 511 am — /Bm anJrl _ /Bn+1
i =Vt = 4 (5 ) (525 -1 (5= ) (=)

= (@ = B an = B7) = (a7 = 7Y - )

2/ Par la formule de Binet pour la suite Uy on a Uy =4

W

4
— %(anﬁm_amﬁn)
D’ou le résultat avec o =2, f=—1

4 n m . . .
—3(a" +a™) n pair,m impair

vanfl - melvn =

ol

(o™ + a™) n impair, m pair
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La limite du quotient de deux térmes successifs

2.3 La limite du quotient de deux térmes successifs

Les propriétés utiles dans ces suites est celle la limite du quotient des deux teérmes

successifs qui est égale a la racine positive de I’équation caractéristique correspendente |1].

Théoréme 2.3.1. considérons {Vi},~, et {Uk},s les deuz suites généralisées de Fibonacci

définies en (.), on a les résultats suivants :

Preuve 11. En utilisant la formule de Binet pour la suite Vi, on a |B] < «

’ Vi1 ! ok — gk
im = lim ——
k—o0 Vk72 k—o0 ak_l — Bk_l
_ (B)F
= lim (o)

koo 1 (@)k%

k
En prennant en considération lim (—) = 0. U

k—o00

Théoréme 2.3.2. La suite {V}},~, une généralisée de Fibonacci verifie les identités sui-
vantes :

1. Vi 4 Vi = 2 [34(16)F + 10(4)% + 1]

2. Vi = Viryo = =79 [12(16)° + (4)"]

Preuve 12. En utilisant la formule de Binet, on obtient :
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La limite du quotient de deux térmes successifs

2k+1 52k+1 2 a2k+3 _ 52k+3 2
V2 + V2 = 4 i 4| ————
ok T Varto ( a_ 3 ) + ( a—3 >

_ 4 [(a2k+1 _ 62k+1)2 + (a8 - 62k+3)2]
(o — )

= L [a4k+2 + B4k+2 _ 2(Oéﬁ)2k+1 + Oé4k+6 + ﬁ4k+6 . Q(QB)QIH_[;}
(o — )

— ﬁ [Oé4k+2(1 + a4) +B4k+2(1 + 64) . 2(a5)2k+1<1 + (065)2”

4
= 5 (17a™7 4+ 25572 —10(aB)*" ")

4
=3 (68a* + 2 + 20(aB)*)

— 2(34(16)’“ +10(4)" + 1) O

2. se fait de la méme maniére.

Théoréme 2.3.3. La suite {Uy},5, une généralisé de Fibonacci verifie les identités sui-

vantes :

1. Uz, + U,y = B [H(16)F + 5(4)]

2. U — Ufpyp = =75 ()1 + ()]

Preuve 13. La demonstration se fait en utilisant la formule de Binetde la suite Uy,
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Chapitre 3

Etude de la suite de Pell

Considérons une nouvelle généralisée de la suite de Fibonacci dite suite de Pell qu’on va
I’établir dans ce chapitre comme application de notre travail. Cette suite a été étudiée et

certaines de ses propriétés fondamentales dans [3]

Définition 3.0.1. La suite de Pell est définie par le relation de récurrence :

POZO, P1:1

(3.1)
P,=2P, 1+ P, » n>2
3.1 Formule de Binet
1. Formule de récurrence
La suite de Pell vérifie la relation de récurrence suivante
P,=2P, 1+ P, n=2
avec Pp =0, P, = 1.
2. Polynoéme caractéristique
Le polynéme caractéristique associé a la suite de Pell est
2?2 =2z —1
3. Les racines du polyndme caractéristique
Comme A = 8 # 0, ce polynome caractéristique admet deux racines distinctes,
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Formule de Binet

a=14+V2, 8=1—-2.
On a f < 0 < «. En utilisant les fonctions élémentaires on a ces relation entre les

racines du polynéme caractéristique
a+B8=2 a—B8=2V2 et af =—1

. La formule de Binet
Le théoréme (1.6.1) donne la forme explicite de la suite de Pell en fonction des racines

de son polynoéme caractéristique associé d’ot,
Pn = )\1(@)” + )\Q(B)n

. La recherche de \; et \,

On cherche maintenant les scalaires A\; et Ay qui dépendent des valeurs initiales, on a

Py = M+ A+ A =0
0 1 2 N 1 2 (3.2)
P1 = /\10[+)\25 )\104—’—)\26 =1
ce qui est équivalent a
1 1 A1 0
= (3.3)
(0% 6 )\2 1
alors,
-1
A1 11 0
= (3.4)
/\2 (0% 6 1
puisque « # (3, d’o
A\ 1
= 2\/15 (3.5)
A2 ~5/

Donc la formule de Binet qui donne la forme explicite de {P,}, . est

Pn:2—\1/§<1—\/§>”—$(1—2\/§>n

comme o — 3 = 2v/2

Donc la formule de Binet devient |,
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Fonction génératrice

3.2 Fonction génératrice

On la forme explicite de la suite de Pell par la fonction génératrice. Il s’agit d’écrire la suite
de Pell en série de puissance dans laquelle chaque terme de la suite correspond au coefficient
de cette série. Considérons la suite de Pell {P,}, .y pour tout entier positif n, définie par
le relation de récurrence P, = 2P,_1 + P,_5 avec Py = 0 et P, = 1, sa fonction génératrice

associée est :

g(z) = Z P,z"

n>0

On a donc,

= Px+ Pya?+---+ Pa"

9(x)
20g(x) = 2Pa?® +2Pua* 4+ -+ 2P, 12"
ig(r) = P+ Pyt -+ Py_oa”
(z)

= aP + (P, —2P)a® + (Ps — 2P, — Pz + -4 (P, —2P,_1 — Py_y)2"

1 —2x — 22

Factorisons le dénominateur :
1 -2 —2*=(1—-a12)(1 — aux)

ot =14+vV2etas=1—+2

trouvons A; et A, tel que

x Ay Ay

1—2w—x2_1—a1x+1—a2x

on a par identification A; = 2%@ et Ay = _ﬁi et donc

v 1 1 1
1—22—22 22 \1l—-aix 1—asx

comme
1

1—oax

=1+ar+ 2>+ ...
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Quelques identités de la suite de Pell

on aura donc

(1+mz+ajz®+...) = (14 az +a32” +...))

1
g(z) = ﬁ

Par identification on a,

o0 =3 5 (1) = (1) )

QI

Donc

et () (1-9))

3.3 Quelques identités de la suite de Pell

3.3.1 L’identité de Catalan

La suite de Pell généralisée de Fibonacci vérifie I'identité de Catalan donnée par le

théoréme suivant
Théoréme 3.3.1. Pour tout n et r des entiers positifs non nuls tel que 0 <r <n on a :
P Pryr — Ps = (_1)H7T+1Pr2

Preuve 14. En utilisant la formule de Binet on trouve :

1
PnfrPnJrr_Pz - 2 "t =g CYnJrT— nATy o™ — 3" 2
o g L@ = BT = ) — (o = 7]
_ Tl g (0B = 2(ap)
TR ()
— (_1)n—r+lps 0

D’ou le résultat

Py Poyr — Pr? = <_1)n_r+lpv*2

3.3.2 L’identité de Cassini

La suite de Pell vérifie 'identité de Cassini

Théoréme 3.3.2. Pour tout n entier positif on a,

Pn—1Pn+1 - P,f = (_1)n
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Preuve 15. En utilisant la formule de Binet :

Prabon =B} = g [ =g et = — (@ = ]
B -1 WB)" a? + B% - 2ap
- e ()
= —(ag)!
= (1) O

D’ou le résultat du théoreme.

3.3.3 L’identité d’Ocagne
Théoréme 3.3.3. Pour tout n et m tel que m >n on a :
PmPnJrl - Pm+1Pn = (_1)npmfn

Preuve 16. Utilisons la formule de Binet on a :

_ a™ — 6771 an—i—l _ 671—&—1 am+1 _ ﬁm—i—l a — Bn
PuPos = ot = (5200 (25 ) - () (5F)

_ 1 aB)” am—n—H m-—n+1 afB™ " — qmn
= o gpef) @ f) (@ =)
= (=1)"Pn_n O

3.3.4 Limite du quotient de deux termes successifs

Proposition 3.3.4. Pour tout entier positif n on a :
. P,
lim
n——+oo Pn—l

=

Preuve 17. En utilisant la formule de Binet
P, fa"=p" a—pf
Pnfl B a — 5 an—l — 6n—1

a — Bn
an—l _ Bn—l

- (=)
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Quelques identités de la suite de Pell

Le passage a la limite donne

Jm p = m (T%> =«

Car on a posé |B| < |a alors |§| <1 dou lim (—) = 0. O

n—-+0o0o
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Conclusion

Les suites récurrentes linéaires & coefficients constants possédent des propriétés algé-
briques et arithmétiques. On a établi explicitement les suites récurrentes linéaires par deux
méthodes ; la premiére consiste a poser la formule de Binet aprés avoir trouvé son équation
caractéristique et ses racines puis définit la suite récurrente en fonction de n. La deuxiéme
consiste a trouver sa fonction génératrice et I’écrire en série de puissance dans laquelle les
coefficients de cette série sont les termes de la suite .

La suite de Fibonacci la plus célébre est liée & la puissance n-éme d’une matrice.

La suite de Fibonacci admet une forme explicite dite formule de Binet qui peut étre aussi
obtenue par sa fonction génératrice, de méme pour ses généralisés; la suite de Lucas, Ja-
cobsthal et Jacobsthal-Lucas.

La suite de Fibonacci vérifies certaines identités remarquables comme I'identité de Catalan,
Iidentité de Cassini et 'identité d’Ocagne.

La limite du quotient de deux termes successifs de la suite de Fibonacci est la racine positive
de son équation caractéristique.

Application a la suite de Pell, une généralisée de la suite récurrente de Fibonacci.
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