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Résumé

Ce travail explore les méthodes approximatives pour résoudre les problemes d’équation
généralisée ou d’'inclusion variationnelle de type 0 € f(x)+ F(x) avec f une fonction et F
une multifonction, qui sont cruciaux en analyse non linéaire et optimisation. Différentes
approches sont présentées, telles que la méthode de Newton et la méthode (n, a)-PBA
(Point-Based Approximation), avec leurs algorithmes, conditions de convergence et taux de
convergence. Les avantages et limites de chaque méthode sont discutés. Cette étude offre
une introduction complete et détaillée a ces méthodes, ainsi que des perspectives futures
pour la recherche dans ce domaine.

Mots clés : méthodes approximatives, équation généralisée, théoreme du point fixe,
multifonction, méthode de Newton, méthode (7, a)-PBA
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Abstract

This work explores approximate methods for solving generalized equation problems
or variational inclusion problems of the form 0 € f(x)+ F(x), where f is a function and
F is a multifunction, which are crucial in nonlinear analysis and optimization. Various
approaches are presented, such as the Newton’s method and the (n, ¢)-PBA method, along
with their algorithms, convergence conditions, and convergence rates. The advantages and
limitations of each method are discussed. This study provides a comprehensive and detailed
introduction to these methods, as well as future research perspectives in this field.

Keywords : approximate methods, generalized equation, fixed-point theorem, multiva-
lued mapping, Newton’s method, (7, a)-PBA method
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Introduction

E probléme d’équation généralisée ou d’inclusion variationnelle, qui consiste

a trouver un point fixe pour une fonction et une multifonction donnée, est un

probléme fondamental en analyse non linéaire et en optimisation. Résoudre
ce type de probléme est crucial dans de nombreux domaines, tels que les sciences de
I'ingénieur, la finance, la physique, I'’économie, la mécanique et bien d’autres encore.

Dans ce travail, nous nous intéressons a I’étude de quelques méthodes approximatives
pour résoudre le probléeme « 0 € f(x)+ F(x) ». Nous présentons les différentes conditions
nécessaires pour que ces méthodes convergent vers une solution du probleme. Nous nous
appuyons notamment sur les travaux de Asen Dontcheyv, Said Hilout, loannis K. Argyros et
Alain Piétrus [14, 23, 25, 28].

Le travail est subdivisé en deux chapitres principaux. Dans le premier chapitre, nous
introduisons les généralités sur les équations généralisées ou les inclusions variationnelles,
les notions de points fixes, les propriétés de certaines classes de fonctions et multifonctions,
ainsi que les théoremes de point fixe.

Dans le deuxieme chapitre, nous allons nous concentrer sur les méthodes approximatives
pour résoudre le probleme d’inclusion variationnelle 0 € f(x)+ F(x), ou f est une fonction
et F est une multifonction. Nous allons décrire en détail deux de ces méthodes : la méthode
de Newton et la méthode de (2, @)-PBA.

La méthode de Newton est une méthode itérative qui consiste a construire une suite de
points (x,) qui convergent vers une solution de I'inclusion variationnelle. Nous décrirons
en détail I'algorithme de cette méthode, ainsi que les conditions pour sa convergence et le
taux de convergence correspondant.

Ensuite, nous présenterons la méthode (n, a)-PBA, une méthode récente basée sur la
méthode de Newton. Cette méthode est congue pour résoudre des problemes d’inclusion
variationnelle avec une fonction f Fréchet différentiable et une multifonction F. Nous
décrirons également son algorithme, les conditions pour sa convergence et le taux de
convergence correspondant.

Dans cette étude, nous examinerons également les avantages et les limites de chaque
méthode, afin de mieux comprendre leur utilisation et leur applicabilité.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous tirons une conclusion générale de notre étude. Nous
discutons également les perspectives futures pour les recherches sur ce type de probleme.



CHAPITRE

Généralités

Dans ce chapitre, nous aborderons des notions de base qui seront utiles pour les sections
suivantes. Nous introduirons les espaces métriques ainsi que la théorie des points fixes
avec les théoremes de Banach et Nadler [1, 2]. Nous discuterons également de la vitesse de
convergence d’'une suite et des équations généralisées telles que le probleme "0 € f(x)+
F(x)" ou f estune fonction et F est une multifonction.

Section 1.1

Multifonctions

Dans cette section, nous allons étudier les propriétés des multifonctions et leur utilisation
en mathématiques. Avant d’approfondir le concept de multifonctions, nous allons d’abord
rappeler quelques notions de base sur les espaces métriques et les fonctions.

1.1.1 Espace métrique

Un espace métrique est un couple (E,d) ou E est un ensemble non vide et d est une
fonction de distance sur E, c’est-a-dire une application d : E x E — R™* qui vérifie les trois
propriétés suivantes :

1. Symétrie: Pourtout x,y € E, d(x,y)=d(y, x).
2. Séparation : Pour tout x,y € E, d(x, y)=0si et seulement si x = y.
3. Inégalité triangulaire : Pour tout x,y,z € E, d(x,y)<d(x,z)+d(z, y).

En d’autres termes, un espace métrique est un ensemble doté d'une notion de distance
qui se comporte de maniere cohérente avec notre intuition géométrique. Voici quelques
exemples d’espaces métriques :

1. (R,|]x—yl), ou|x — y| désigne la valeur absolue de la différence entre x et y.

2



1.1. Multifonctions 3

2. (C,|z—2Z’|), ou |z — 2’| est la distance entre deux points z =x+iy et z’= x’+ iy’ dans

le plan complexe, définie par |z —z'| = /(x — x’ 2+ (y — y/)?).

3. (RSO =y HYH) ou (C, O] |x;— yi2)?), ot (x4, ..., X)) et (3, ..., ¥,) sont des points
dans 'espace euclidien et d(x, y) = (D|x; — y:1$)1/? est la distance euclidienne entre

eux.

Un espace vectoriel normé est un exemple particulier d’espace métrique.

Dans un espace vectoriel normé, la norme définit une distance entre les points de
I'espace. La distance entre deux points x et y est donnée par la norme de leur différence,
c'est-a-dire d(x, y)=||x—y|l.

Ainsi, un espace vectoriel normé peut étre considéré comme un espace métrique ou la
distance entre deux points est définie par la norme.

Il convient de noter que tous les espaces métriques ne sont pas des espaces vectoriels
normés, car ils peuvent ne pas avoir de structure vectorielle ou de norme définie. Cependant,
un espace vectoriel normé est un exemple spécifique d’espace métrique qui possede des
propriétés supplémentaires liées a la structure vectorielle et a la norme.

Les boules ouvertes et fermées sont des notions importantes en topologie métrique. Soit
(E,d)un espace métrique, x € E et r > 0. On note une boule ouverte de centre x et de rayon
r par

By(x,r)={y€E:d(x,y)<r}

et une boule fermée de centre x et de rayon r par
By(x,r)={y €E:d(x,y)<1}.

Une suite (u,,), de nombres réels converge vers | € R si et seulement si pour tout € > 0,

il existe un entier N tel que |u,, — | < € pour tout n > N. On note alors 11111 u,=1ou
n—-+0Q

encore u, — [. Une suite (u,) est dite de Cauchy si pour tout € > 0, il existe N € N tel que

n—+00

|u,—u,,|<éepourtout m,n>N.

Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy converge dans cet espace.
Par exemple, R est complet.

Cependant, il existe des espaces métriques qui ne sont pas complets. Par exemple, sil'on
prend sur R la distance d(x, y)=|exp(x)—exp(y)|, alors 'espace métrique (R, d) n’est pas
complet. En effet, la suite (n),, est une suite de Cauchy dans (R, d) mais elle ne converge
pas dans R pour cette distance.

Un autre exemple d’espace métrique incomplet est 'espace des fonctions continues sur

I'intervalle [0, 1] avec la distance donnée par d(f,g)= sup |f(x)—g(x)|. Cet espace est noté
x€[0,1]

C([0,1]) et il est incomplet.
Pour le voir, considérons la suite de fonctions (f,),»; définie par f,,(x)= x". Cette suite

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



1.1. Multifonctions 4

est de Cauchy car pour tout € > 0, si m > n alors

A(fim, fu)= sup [x" —x"|< sup |x"[+ sup |x"[<2.
x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]
Cependant, cette suite ne converge pas dans C([0, 1]). Pour le voir, supposons que f,, converge
vers une fonction f € C([0, 1]). Alors, nous devons avoir f(1)= lim f,(1)=1. D’autre part,
n—oo
pour tout x € [0,1), nous avons f(x) = lim f,(x) = 0. Par conséquent, f est la fonction
n—0o0
0 sixel0,1)

définie par f(x) = , qui n'est pas continue. Par conséquent, C([0, 1]) est
1 six=1

incomplet.

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet. Plus précisément, soit E
un espace vectoriel sur un corps K (qui peut étre R ou C) muni d'une norme |-|. Lespace E
est dit étre un espace de Banach si et seulement si il est complet par rapport a cette norme.

Définition 1.1 (Une métrique invariante) On dit que d est une métrique invariante dans
E si pour tout triplet d’éléments x, y et z appartenant a l'ensemble E, la distance entre x + z
et y + z est égale a la distance entre x et y. Autrement dit, le déplacement d’'un point dans E
par un vecteur constant z ne modifie pas la distance relative entre les points.

Par exemple, considérons I'espace euclidien R?> muni de la métrique classique, c’est-a-dire
la distance euclidienne. Si nous avons deux points x =(x,, y;) et y =(x,, }») dans R?, alors la

distance euclidienne entre ces deux points est donnée par d(x, y) = /(x, — x,)2 + (35 — 1 )2

Maintenant, supposons que nous ajoutions un vecteur constant z = (x3, J3) a chaque
point dans R?. Selon la propriété d’invariance de la métrique, cela signifie que la distance
entre x + z et y + z doit étre égale a la distance entre x et y. Ainsi, en appliquant cette
propriété, nous avons :

d(x+z,y+2)= V(% +x3)— (0 + )2+ + 1) -+ 1) =V —x2+(R—nk=
d(x,y)

Par conséquent, la distance euclidienne dans R? est une métrique invariante dans cet

espace.

Définition 1.2 (Fonctions) Une fonction est une relation qui, a chaque valeur de la variable
x de l'ensemble de départ, fait correspondre au plus une (0 ou 1) valeur de y de l'ensemble
d’arrivée. Pour exprimer que y dépend de x, on écrit: y = f(x).

Les fonctions sont trés courantes en mathématiques et dans d’autres domaines, no-
tamment en physique, en économie et en informatique. Elles sont souvent représentées
graphiquement par des courbes ou des surfaces qui illustrent comment la valeur de la
fonction varie en fonction de I'entrée.

Par exemple, la fonction f(x)= x? est une fonction qui renvoie le carré de son entrée. Si
on prend x =2, alors f(x)= f(2)=2%=4.

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



1.1. Multifonctions 5

1.1.2 Lacontinuité

Soient X et Y désignent des espaces métriques muni de la distance d et d’ respective-
ment.
Une fonction f: X — Y est dite:

o Continueen x si:
Ve>0,In(e,x)=n,Yx € X,(d(x,X)<n=d'(f(x), f(X)) <€)

ou encore si pour toute suite (x,,),, convergeant vers x, la suite (f(x,)), converge vers f(x).

o Uniformément continuesi :
Ve>0,3n(e)=n,Vx,y € X,(d(x,y)<n=d'(f(x), f(y)) <e).
o Lipschitzienne sur un ensemble E de X si
3K >0,Vx,y € E,d'(f(x), f(y) < Kd(x,y).

En particulier, si f est K -lipschitzienne en x alors f est uniformément continue en x. La
borne inférieure de toutes les constantes K est appelée le module de Lipschitz de f en X,
noté lip(f; x), et se définit par :

e d'(f(x), f(y))

1 ;x)=1 _—

ip(f;x) 13;1113 ax, y)
x#y

Lorsque lip(f; x) < 00, la fonction f est dite localement lipchitzienne en x.
Rappelons aussi qu'une fonction f: X — Y est dite :

o Contractantesur E C X si f est lipschitzienne sur E avec une constante K €]0, 1]

o Holderienne d’exposant ¢ €]0,1] sur E C X si:
3K, >0,VYx,y € E,d'(f(x), f(¥)) < K d(x, y)*
o Center-Holderienne d’exposant @ €]0,1]sur Een x € E si:
1K, >0,Vx € E,d'(f(x), f(X)) < K,d(x,X)".

Remarque 1 1] est clair que si f est Holderienne alors f est center-Holderienne mais la
réciproque n'est pas vraie en général.

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



1.1. Multifonctions (§]

1.1.3 La différentiabilité

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés. Commencons d’abord par rappeler la
définition de la dérivée directionnelle (au sens de Dini).

Définition 1.3 On ditque f : X — Y est directionnellement dérivable (au sens de Dini) en
X € X suivant le vecteur v € X si la limite suivante existe

fx+1v)—f(x)
. :

fi(x;v):= lt1£%

f'(x, v) est la dérivée directionnelle de f au pointx suivant le vecteur v.

Notons que dans le cas ou X = R”, si 'on considere les dérivées suivant les vecteurs
(1,0,...,0);(0,1,0,...,0);...;(0,...,0,1), on retrouve les dérivées partielles.

Définition 1.4 Onditque f : X — Y est Fréchet différentiable en x € X s'il existe un opéra-
teur linéaire continu A€ £ (X, Y) tel que

lim If(x + I)HZH(Y)—A(I)II.

A est la dérivée de Fréchet de f au point’x et est notéeV f(x).
La fonction f est Fréchet différentiable sur X si elle est Fréchet différentiable en tout point
xeX.

On dit que f est continitment différentiable sur un ouvert() de X si f est Fréchet diffé-
rentiable sur () et sa dérivée V f est continue sur Q.

Remarque 2 o Sif estFréchet différentiableen’x alors f est directionnellement dérivable
enx suivant tout les vecteurs.

o Si f est Fréchet différentiable en x alors f est continueenx.

Proposition 1.1 Si f est continiiment différentiable alors, pour tous x,y € X,

1

f(J/)=f(x)+f Vi(x+t(y—x)(y—x)dt.

0

Remarque 3 o Siune fonction f est Fréchet-différentiable etV f est bornée sur <) alors f
est lipschitzienne sur ).

o Siunefonction f est Fréchet-différentiable etV f est lipschitzienne sur Q) borné alors f
est bornée sur Q.

Définition 1.5 (Multifonctions) Soient X et Y deux ensembles quelconques. Une multifonc-
tion F de X vers Y, notéepar F : X 3Y ou par F : X — 27, est une fonction qui associe a

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



1.1. Multifonctions 7

tout point de x € X une partiede Y qui peut étre vide.

Domaine de F : on appelle domaine de F et on le note par D om(F), 'ensemble
Dom(F)={x € X|F(x)#0}.
Graphe F : on appelle graphe de f et on le note par GI{(F), l'ensemble
Gr(F)={(x,y)eXxY,yeF(x)}.
Inverse F : on définit la multifonction inverse F~' : Y =3 X par
F'(y)={xeX|y e F(x)}.

Les multifonctions sont des généralisations des fonctions, ol1 une entrée peut avoir plusieurs
sorties possibles, qui peuvent étre des parties de 'ensemble d’arrivée. Elles sont utilisées en
théorie des ensembles, en analyse, en géométrie et en économie, entre autres domaines
[31].

Exemple 1 Un exemple classique de multifonction qui n'est pas une fonction est la multi-
fonction F : N =3 N associe a chaque nombre n € N l'ensemble des diviseurs de n. Par exemple,
F(7)={1,7} et F(6)={1,2,3,6}.

Définition 1.6 Un graphe d’'une multifonction F est dite fermé si est seulement si

(X0, ya) € GT(F)
X, — X =(x,y)eGr(F).
=Yy
En d’autres termes, si chaque fois que nous avons une séquence de points (x,, y,) dans

le graphe de F, telle que les éléments x,, convergent vers x et les éléments y, convergent
vers y, alors nous pouvons conclure que (x, y) appartient au graphe de F.

1.1.4 Exces et la distance de Hausdorff

La notion d’exces entre deux ensembles et de distance de Hausdorff (généralisée) sont
des outils importants en topologie métrique pour mesurer la proximité ou I’éloignement

entre deux ensembles dans un espace métrique (E, d).

Définition 1.7 Poura € E, et A, B deux ensembles de E, on définit

o Ladistance entre a et B par

d(a,B):=inf{d(a,b): b € B} (1.1)

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



1.1. Multifonctions 8

o Exces entre A et B par

a)

eq(A, B)=supd(x, B) (1.2) ch@7eBd

XE€EA

o La distance de Hausdorff (généralisée) entre deux parties A et B de E est alors définie
comme

Hd(A)B):maX{ed(ArB)r ed(B!A)}' (1.3)
Il est important de noter que cette distance de Hausdorff H; peut prendre la valeur +00.

Exemple 2 Soit (R, |- |) un espace métrique, et soient A et B deux parties de R telles que
A =[1,+o0[etB=[0,1].0na:

e (A, B)=supd(x, B)=+00, e (B,A)=supd(y,A)=1,

xX€A yEB

alors
H,(A, B)=+o00.

La distance de Hausdorff dans C B(E), avec C B(E) comme |’ensemble des sous-ensembles
fermés et bornés de E, est une métrique car elle vérifie les propriétés suivantes :

Proposition 1.2 Soit(E, d) un espace métrique, avec A et B dans CB(E), ona:
(p) Hy(A, B)=0 si et seulement si A= B,

(p2) Ha(A,B)=H,(B,A),

(ps) Hy(A,B)< Hy(A,C)+ H,(C, B) pour tout C € CB(E).

Preuve.

(p1) Supposons que H;(A, B)=0. Cela signifie que max{e;(A, B), e;(B, A)} = 0. En particulier,
on a e;(A,B)=0 et e;(B,A) = 0. Cela implique que pour tout x € A, d(x,B)=0, ce
qui équivaut a dire que x appartient a la fermeture de B. De méme, pour tout y € B,
d(y,A)=0, ce qui équivaut a dire que y appartient a la fermeture de A. Ainsi, on a
AC B et BC A. En combinant ces deux inclusions, on obtient A = B, ce qui implique
que A= B.
Réciproquement, si A= B, alors clairement H;(A, B)=0.

(p,) Ona

Hd(Ar B) = ma-x{ed(A» B)) ed(BrA)}
=max{supd(a, B),supd(b, A)}

acA beB

=max{supd(b,A),supd(a, B)}
beB acA

= H,(B, A).

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



1.1. Multifonctions 9

(p;) Soit x € Aet z € B.Pourtout y € C,ona
d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) et d(y,z)<d(y,x)+d(x,z).
En prenant le sup par rapport a y € C dans chacune de ces deux inégalités, on obtient

supd(x,y)<d(x,z)+supd(z,y) et supd(y,z)<d(x,z)+supd(y,x).
yeC yeC yeC yeC

En utilisant la définition de e;, on a donc
e (A, C)<d(x,z)+e;(C,B) et e;(C,B)<d(x,z)+e,;A,C).
En prenant le max de ces deux inégalités, on obtient
H,(A,C)<d(x,z)+ H,(C, B).
En échangeant les roles de A et B et de C et A, on obtient également
H,;(B,C)<d(x,z)+ H,A,C).
En combinant ces deux inégalités, on obtient finalement
H,(A,B)< Hy(A,C)+ Hy(C, B).

|

Il existe plusieurs propriétés intéressantes pour la distance de Hausdorff, telles que la

continuité supérieure, la métricité, la caractérisation des espaces compacts, et d’autres
encore. Des références courantes pour étudier ces propriétés incluent

» "Fractal Geometry : Mathematical Foundations and Applications" de K. Falconer
» "Fractals and Chaos : An Illustrated Course" de Paul S. Addison
Ces ouvrages [19, 26] sont de bonnes références pour explorer davantage la distance de

Hausdorff et ses propriétése et de méme ses applications.

Définition 1.8 (M -pseudo-lipschitzienne [9]) Soient X et Y deux espaces vectoriels normés.
Une multifonction F : X 3Y est dite M -Aubin continue (ou M -pseudo-lipschitzienne) au
voisinage de (x,, y,) € Gr(F) sil existe des voisinages V de x, et U de y, tels que :

e(F(x))NU, F(x;)) < M| x; — x| Vx,x, €V (1.4)

La borne inférieure de ’ensemble des M > 0 pour lesquels (1.4) est satisfaite est appelée
module de lipschitziannité de F autour (X, ;) et est notée lip F(x,, ;). Labsence d’Aubin
continuité sera signalée par lip F(x,, }) = ©o. On dit que F est M-Aubin continue sur
W c Gr(F)sielle est M-Aubin continue pour tout (x,y)€ W.

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



1.2. La théorie du point fixe 10

Remarque 4 Si F est une fonction, 'Aubin continuité revient a la lipschitziannité.

Le théoréme suivant est le plus important sur ’Aubin continuité.

Théoreme 1.3 [11] Soit X un espace métrique complet, soit Y un espace vectoriel avec
une métrique invariante et soit F : X 3 Y une application multivoque a graphe fermé. Si
y€F(x)etf:X — Y estune fonction continue et strictement stationnaire en x, alors les
assertions suivantes sont équivalentes

(i) Lapplication F~! est M -Aubin continue en (y, x),

(ii) lapplication(f + F)™! est M -Aubin continue en (y + f(x), X).

Section 1.2

La théorie du point fixe

La théorie du point fixe est un domaine important des mathématiques appliquées qui
a connu un grand développement au cours du 20eme siécle. Elle concerne I'étude des
solutions des équations du type f(x)= x, ou f est une fonction donnée. Le concept de point
fixe est fondamental dans de nombreuses branches des mathématiques, de la physique, de
la biologie, de la théorie des jeux et de I’économie.

Les travaux fondateurs dans ce domaine remontent a la fin du 19éme siécle, avec les
travaux du mathématicien italien Vito Volterra sur les équations intégrales. Les premiers
résultats importants sur les points fixes des fonctions continues et contractantes ont été
établis par le mathématicien francais Maurice Fréchet et le mathématicien russe Pavel
Alexandrov. Par la suite, des théorémes de point fixe plus généraux ont été établis par
d’autres mathématiciens, notamment Stefan Banach, qui a développé une théorie compléte
des espaces de Banach et a posé les bases de la théorie moderne du point fixe.

La théorie du point fixe des multifonctions a connu un développement plus récent, dans
les années 1960 et 1970, avec les travaux du mathématicien polonais Kazimierz Kuratowski
et du mathématicien américain Ky Fan. Les multifonctions sont des fonctions qui associent
a chaque point d'un espace une collection de points, plutét qu'un seul point. La théorie des
point fixes des multifonctions a des applications importantes en optimisation, en analyse
numérique et en théorie des jeux.

Aujourd’hui, la théorie du point fixe continue a étre un domaine de recherche actif et en
constante évolution, avec des applications dans de nombreux domaines des mathématiques
et des sciences.

Définition 1.9 o Un point fixe d’'une fonction f : E — E est un élément x € E tel que
f(x)= x. Autrement dit, x reste immobile lorsqu’on applique la fonction f.

o Pour une multifonction F : E = E, un point fixe est un élément x € E tel que x € F(x).
Autrement dit, 'ensemble des points fixes de F est 'ensemble des éléments x € E qui
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1.2. La théorie du point fixe 11

sont envoyés sur eux-mémes par la multifonction F . Notez que contrairement d une
fonction, une multifonction peut avoir plusieurs points fixes.

1.2.1 Théoreme du point fixe de Banach

On commence par le théoreme de Banach du point fixe qui est un résultat majeur de la
théorie des points fixes, énoncé pour la premiere fois en 1922 par le mathématicien polonais
Stefan Banach. Il énonce qu'une contraction sur un espace métrique complet admet un
unique point fixe.

Le théoreme de Banach du point fixe a de nombreuses applications en mathématiques,
en particulier en analyse fonctionnelle, ou il est utilisé pour prouver I'existence et I'unicité
de solutions pour de nombreux problemes d’équations aux dérivées partielles, d’équations
intégrales et de systemes d’équations non linéaires.

Théoreme 1.4 (Banach(1922)[1]) Soit(E, d) un espace métrique complet, et soit f : E —
E une contraction, c'est-a-dire une fonction telle qu’il existe 0 < L < 1 tel que, pour tous
x,y € E, on ait

d(f(x), f(y) < Ld(x, y).

Alors f admet un unique point fixe x* € E, c’est-a-dire un élément x* € E tel que f(x*)= x*.

Preuve.

Voici la démonstration détaillée du Théoreme de Banach du point fixe :

Partie de I'existence : Nous allons construire une suite (x,) définie par récurrence de la
maniere suivante : On choisit un point x, quelconque de E et on définit x,,, = f(x,) pour
tout n>0.On aalors :

A(xp11, X,) = d(f(x,), f(x,-1))
< Ld(x,,x,_,) (car f estL-Lipschitzienne)

< de(xn—l’ xn—Z)

< L"™d(xe,x_,) (car d(xpyy, x;) < Ld(xy, X_y) pour tout k > 0)

n+p—1

A(Xp %)< D A, )
k=n
n+p—1

< d(x,X_,) Z Lrt

k=n
Ln+1
1—L

< d(xy,x_;) (carlasomme est une somme géométrique).
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1.2. La théorie du point fixe 12

Ainsi, la suite (x,,) est de Cauchy. Comme E est complet, elle converge donc vers un point
x* e E.Deplus, comme f est continue, ona f(x*)= f(,}Lrgo X,)= nh_)rgo f(x,)= nh_)rgo X4 = X%,
donc x* est un point fixe de f.

Partie de I'unicité : Soient x et y deux points fixesde f.Ona:

d(xr y): d(f(x)’f(y))
<Ld(x,y)

D’oud(x,y)=0car L <1.Ainsi, x = y etle point fixe de f est unique.
Ce qui conclut la démonstration du Théoreme de Banach du point fixe. |

Exemple 3 Dans cet exemple, nous considérons l'espace X =R* muni de la métrique usuelle
d(x,y)=|x—y|. Nous souhaitons vérifier si la fonction f(x)= Ex satisfait les conditions du

théoréme de Banach pour trouver un point fixe sur cet intervalle.

1. Condition de contraction : Nous devons vérifier si f est une fonction contractante sur
X. Pour cela, nous devons trouver une constante 0 < L <1 telle que pour tout x,y € X,

onait|f(x)—f(y)I < Llx—yl.
Calculons |f(x)— f(y)| :

1 1 1
X)— =l=xXx—=y[==|x—7]|.
f)=fl=l5x=3yl=5lx =yl

Prenons L = % Alors, pour tout x,y € X, nous avons :

1
fx) =)= 5lx=yl.

1
Donc, la fonction f(x)= 5% est une fonction contractante sur X =R* avec L =3.

2. Condition de lintervalle : Nous devons vérifier sil'image de f est contenue dans X =R".

1
En examinant la fonction f(x) = Ex, nous pouvons voir que pour tout x € X, nous

1
avons f(x)= Ex € X. Donc, l'image de f est effectivement contenue dans X.

1
En conclusion, la fonction f(x) = Ex satisfait les conditions du théoréme de Banach
sur lintervalle X =R™. Cela implique que la fonction f admet un unique point fixe sur
cet intervalle.

Remarque 5 Voici des exemples pour montrer l'importance de chaque condition dans le
théoreme de Banach :

1. Sila fonction f n'est pas une contraction, alors le théoréme de Banach peut échouer.
Par exemple, prenons Uespace métrique (R, d) ot d est la distance usuelle. La fonction
f :R — R définie par f(x)=2x n'est pas une contraction, car|f(x)— f(y)|=2|x—y|
pour tout x, y € R et il n'existe pas de nombre L < 1 tel que2|x —y| < L|x—y| pour tout
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1.2. La théorie du point fixe 13

x,y €R. Par conséquent, le théoreme de Banach ne peut pas garantir l'existence d'un
point fixe pour f dans (R, d).

2. Sil'espace métrique E n'est pas complet, le théoreme de Banach peut ne pas s'appliquer.
Par exemple, prenons l'espace métrique(Q, d) ot d est la distance usuelle. Soit f : Q — Q
définie par f(x) = 3(x +%). Cette fonction est une contraction avec constante de Lipschitz
k = 3, mais(Q, d) nest pas complet. Par conséquent, le théoreme de Banach ne peut pas
garantir l'existence d'un point fixe pour f dans(Q, d).

1.2.2 Laversion locale du théoreme de Banach

Dans la suite, nous introduirons une version locale du principe de contraction de Banach,
qui constitue un outil puissant dans I’étude des équations différentielles et des probléemes
d’optimisation. Cette version locale permet d’obtenir des résultats de convergence pour
des applications qui ne sont pas nécessairement des contractions sur tout I’espace, mais
seulement sur un voisinage restreint de leur point fixe. Le théoreme suivant formalise cette
version locale du principe de contraction de Banach et énonce les conditions nécessaires
pour garantir la convergence des itérations vers le point fixe recherché.

Théoreme 1.5 Soit(E, d) un espace métrique complet, x € E, r >0, et0 < A < 1. Considé-
rons une fonction f définie sur B;(x, r) vers E et vérifiant les conditions suivantes :

@ d(x, f(x) <r(1-2).

(ii) Pour tout x;,x, € B;(X,r), ona
d(f(x), f(x2) < Ad(xy, x5).

Alors, il existe un unique point fixe de f dans B,(X, ). En d'autres termes, il existe un
élément x* € B,(X, r) tel que f(x*) = x*.

Preuve.
Etant donné que d(f(x,), x,) < (1—A)r, nous pouvons choisir r, tel que 0 < r, < r et que

d(f(xo), Xo) < (1=A)r,.
Considérons maintenant x dans B_d(f, 1y). Par définition de la fonction f, nous avons :

d(f(x), x0) <d(f(x), f(x0))+d(f(x), Xo)
<Ad(x,x))+(1—A)r,
<Arpg+(1—A)r

<.

Ainsi, pour tout x € B,(X, r,), nous avons d( f(x), xy) < 1. Cela démontre que la fonction
f estune contraction sur B,(X, rp). Etant donné que B, (%, 1) est un espace complet, nous
pouvons appliquer le théoreme de Banach pour affirmer que la fonction f possede un
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1.2. La théorie du point fixe 14

unique point fixe dans B,(%, ;) € B, (X, ). n

Exemple 4 Soit E =R" etsoitd : E x E — R" une métrique sur E définiepard(x,y)=|x—y|,

et f définie par
1 . 1]
-X sixe|0,—
2

flx)=

x+1 sinon

Nous souhaitons démontrer l'existence d'un point fixe de la fonction f sur lU'intervalle

1
[0, 5] Pour cela, nous allons appliquer le théoreme 1.5.

_ 1 1
Nous choisissons x = T etr= Tt donc B;(x,r)= [0, 5] De plus, nous choisissons A = 7
Vérifions les conditions du théoreme 1.5 :

1. La condition (i) : d(x, f(x))<r(1—A)
3 13

N lculons d(x, f(x))=
ous calculons d(x, f(x)) 6 116

9 5 1 15
=—. Puis, r(1—A)= —(1——): —.
64 16

15
Nous constatons que 61 < 61’ donc la condition (i) est satisfaite.

2. La condition (ii) : Pour tout x, y € B,(X, r), nous avons d(f(x), f(y)) < Ad(x, y).

Six,y € By(x,r), alors d(f(x), F(y) = ix_iy
_1
—g|x—y|
<A|lx—y|

Donc, la condition (ii) est également satisfaite.

En appliquant le théoreme 1.5, nous pouvons conclure que la fonction f admet un unique
point fixe dans B, (X, r). Dans cet exemple particulier, le point fixe est x*=0.

1.2.3 Théorme du point fixe de Nadler pour les multifonctions

Dans cette section sur les points fixes des multifonctions, nous étudions les théorémes
permettant d’établir I'existence de points fixes. Nous examinons en particulier le théoréme
du point fixe de Nadler, qui offre des conditions pour garantir I’existence d'un point fixe
dans un espace métrique complet.

Théoreme 1.6 (Nadler (1969)[2]) Soit (E,d) un espace métrique complet et F : E —
C B(E) une multifonction vérifiant la condition suivante :
Il existe une constante 0 < A < 1 telle que pour tout x, y € E, on ait

Hy(F(x), F(y)) < Ad(x, y).

Alors, la multifonction F admet un point fixe x* € E, c’est-a-dire x* € F(x*).
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1.2. La théorie du point fixe 15

Preuve.

Considérons la suite récurrente définie par x, € E et x,,; € F(x,) pour tout n > 0.
Montrons que cette suite est une suite de Cauchy.

Prenons m > n. Par la propriété de contractivité, on a

A(Xpy Xn) < Ha(F(X), F (%)) S Ad (X1, Xpp—1) <A™ (0, Xo).

Comme0<A<1,onaA”™ " —0lorsque m tend vers I'infini. Donc, pour tout ¢ > 0, il
existe N €N tel que pour tout m,n > N, on a d(x,,, x,) < €.

Ainsi, la suite (x,,) est une suite de Cauchy dans I’espace métrique complet E. Par consé-
quent, elle converge vers un point fixe x* € E.

Montrons maintenant que x* € F(x*). Puisque F est une multifonction, on a F(x*) C
C B(E). Par la continuité de la distance de Hausdorff, on a H;(F(x,), F(x*)) — 0 lorsque n
tend vers 'infini.

En utilisant la propriété de contractivité, on obtient

A(Xp41, ¥7) < Hy(F(x,,), F(x%)) < Ad(x,, X7).

Comme A < 1 et la suite (x,,) converge vers x*, onalim,,_,, d(x,, x*)=0. Par conséquent,
x*e€ F(x*). [

Exemple 5 Considérons la multifonction F :[0,1] — C B([0, 1]), définie par :

X . 1
{—} si0<x<—
2 2
F(x)=
x x+1 1
——— Si=-<x<1
2" 2 2

Il est difficile de trouver directement un point fixe de cette multifonction, car elle est
multivaluée et ne vérifie pas les conditions des théoremes classiques du point fixe.

Cependant, grdce au Théoréeme de Nadler, nous pouvons prouver l'existence d’'un point
fixe. En effet, il est facile de vérifier que la condition de contractivité H;(F(x), F(y)) < Ad(x,y)
est satisfaite pour A = —.

Ainsi, d’apres le Théoreme de Nadler, il existe un point fixe pour la multifonction F. Dans
cet exemple, les points fixes sont x* =0 et x** = 1.

1.2.4 Laversion locale du théoréeme de Nadler

Nous abordons la version locale du théoréme de Nadler, qui constitue une généralisation
du théoreme précédent en se concentrant sur une région restreinte de I’espace métrique.
Cette version locale permet d’établir 'existence d'un point fixe pour une multifonction
dans un voisinage donné d'un point donné. Cette généralisation offre une plus grande
flexibilité et des résultats plus précis, notamment lorsqu'’il s’agit d’étudier des fonctions ou
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1.2. La théorie du point fixe 16

des multifonctions sur des ensembles restreints. Nous présentons ci-dessous le théoreme
de la version locale de Nadler.

Théoreme 1.7 [14]Soit(E,d) un espace métrique complet, x € E, r >0, et0 < A< 1. Soit
F : B,(x,r) — Z(E) une multifonction, ot 7 (E) désigne 'ensemble des sous-ensembles
fermés de E. Supposons que les conditions suivantes sont vérifiées :

(i) e,(F(x;1)NBy(X, 1), F(x,)) < Ad(x1, Xp), pour tout x,, x, € By(X, 7).
Alors, il existe un point fixe x* € B,(X, r) tel que x* € F(x*). Si F est une fonction, alors

x* est le point fixe unique de F dans B,(X, ).

Preuve.
Soit X = B,(X, r), 'ensemble fermé et borné défini dans I’énoncé. Considérons la suite

(x,) définie par récurrence comme suit :
Qo xo = E,
o X,4 € F(x,), pour tout n > 0.

Par la condition (i), il existe x; € F(x,) tel que d(x,, x;) < r(1—A). Nous allons montrer que
(x,) converge vers un point fixe de F. Pour cela, nous allons diviser la démonstration en
plusieurs étapes.

o Etape 1 : Montrons que (x,,) est une suite de Cauchy.

Soient n, m > 0, nous avons :

d(xn’ xm) < d(xnr xn—1)+ d(xn—l» xn—2)+ st d(xm+1’ xm)
< A" (xy, x0) FATTEA (X, X)) F o A A A (X iy X))

n—1
<> Afd(xen, %)
k=m

n—1
< > A 2d(x )

k=m

<A™ ARd(x, x).

k=0

Puisque A < 1 et d(xi41, Xi) < d(F(x), xi) pour tout k, nous avons :

A%, %) SA™ D AFd(F (), x2)
k=0

Par les conditions (i) et (ii) du théoréme, on a d(F(x;), x;) < A~ 'd(x, F(Xx)) < r, pour
tout k. Ainsi :
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1.2. La théorie du point fixe 17

00 00 2m
d(xn,xm)SAmZXkI’:?LerAkzﬁ.
k=0 k=0

Puisque A — 0 lorsque m — 09, il en résulte que (x,) est une suite de Cauchy.

» Etape 2 : Montrons que (x,) converge vers un point x* € X.
Puisque (X, d) est un espace métrique complet, la suite de Cauchy (x,) converge vers
un point x* € X.

» Etape 3 : Montrons que x* € F(x*).
Puisque F est une multifonction, nous avons F(x*) € Z(E), c'est-a-dire F(x*) est
un sous-ensemble fermé de E. De plus, par la continuité de la distance, nous avons
d(x,,x*)— d(x* x*)=0lorsque n — oo. Par conséquent, x,, — x* lorsque n — oo.
Comme F est une multifonction, cela implique que x* € F(x*).

» Etape 4 : Montrons que x* est le point fixe unique de F dans X lorsque F est une
fonction.
Supposons maintenant que F est une fonction. Supposons, par ’absurde, qu'’il existe
un autre point fixe y* € X tel que y* = F(y*). Alors, par la propriété de la distance,
nous avons d(x*, y*) =0, ce qui implique que x* = y*. Donc, x* est le point fixe unique
de F dans X.

Ainsi, nous avons prouvé que si les conditions (i) et (ii) du théoreme sont satisfaites, alors F
admet un point fixe dans X. De plus, si F est une fonction, ce point fixe est unique. ]

Exemple 6 Considérons l'espace E =R muni de la distance usuelle d(x, y)=|x — y|. Définis-
sons la multifonction F : E — Z(E) comme suit :

0 six<0
{0,1} six=0
F(x)={ {0} si0<x<l1
{1} six=1
{x} six>1

1 _
Dans cet exemple, nous choisissonsx =0, r =2, et A= 3 Ainsi, B;(x,r)=[-2,2].
Vérifions les conditions du théoreme 1.7 :

(i) Onad(x,F(x))=d(0,{0,1})=0< 2(1—%) = ‘3* = r(1—A), donc la condition (i) est satisfaite.

(ii) Pour tout x,, x, € B,(X,r)=[—2,2], nous avons :

ea(F(x1)N By(X, 1), F(x,)) = e4(F(x,) N[=2,2], F(x,))
= e4(F(x1), F(xy))

Nous pouvons maintenant énumérer les différents cas :
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1.3. Vitesse de convergence d’'une suite 18

o Six;,x,<0,alors F(x,)=F(x,)=0, doncey(F(x,),F(x,))=0< %d(xl, X,).
o Six;,x,=0,alors F(x,)=F(x,)={0,1}, donc e (F(x,), F(x,))=0< %d(xl, X,).

o Six; =0etx,>0,alors F(x,) ={0,1} et F(x,) = {x,}, donc e;(F(x,), F(x,)) =
d({0,1}, {x,}) = 10— x| = x, < 3d(x1, X,).

o Six;,x,€(0,1), alors F(x,)= F(x,)=1{0}, donc e;(F(x;), F(x,))=0< %d(xl, X,).

o Six; =0etx,>1,alors F(x,) ={0,1} et F(x,) = {x,}, donc e;(F(x,), F(x,)) =
d({0,1},{x,})=0—x,| = x, < %d(xl’ X,).

o Sixy, X, >1,alors F(x,)= F(x,) ={x;, x,}, doncey(F(x,), F(x,)) = d({xy, X}, {x1, X,}) =
0< 2d(x;, xp).

Ainsi, la condition (ii) est satisfaite.

Cependant, dans cet exemple, la multifonction F admet x =0 et x* =1 comme des points
fixes dans B;(X,r)=[-2,2].

Section 1.3

Vitesse de convergence d’'une suite

La vitesse de convergence d’'une suite est un concept important en analyse mathéma-
tique qui mesure la rapidité avec laquelle une suite converge vers sa limite. Plus précisément,
la vitesse de convergence d'une suite (x,,) est définie comme le nombre de termes nécessaires
pour que la suite soit suffisamment proche de sa limite, avec une précision donnée.

Il existe différents types de vitesses de convergence, notamment la convergence linéaire
et la convergence super-linéaire. La convergence linéaire est considérée comme la plus
lente, tandis que la convergence super-linéaire est la plus rapide.

La vitesse de convergence dépend de plusieurs facteurs, tels que la fonction elle-méme,
les conditions initiales, et les méthodes numériques utilisées pour calculer les termes de
la suite. Elle est souvent utilisée dans ’analyse numérique pour évaluer 'efficacité d'un
algorithme donné et pour comparer différents algorithmes entre eux.

En général, plus la vitesse de convergence est rapide, plus 'algorithme est considéré
comme efficace. Toutefois, il est important de noter que la vitesse de convergence dépend
également du colit computationnel de chaque itération de 'algorithme, ce qui peut rendre
les algorithmes plus lents en pratique malgré une vitesse de convergence théoriquement
plus rapide.

Définition 1.10 Soit (x;)reny € R” et X € R”. Supposons que la suite (x;.) converge vers x
lorsque k tend vers linfini. De plus, supposons que la suite (x;) est non stationnaire', c'est-a-

1. Une suite (x;) est dite non stationnaire si tous ses termes sont distincts les uns des autres. Cela signifie
qu'aucun terme de la suite ne se répete. Formellement, pour tout k, j €N tels que k # j, on a x; # x;.
En d’autres termes, une suite non stationnaire ne présente pas de périodicité ou de répétition de termes.
Chaque terme de la suite est unique et différent de tous les autres termes.
Par exemple, la suite (1,2,3,4,5,...) est une suite non stationnaire, car chaque terme est distinct des autres
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dire que x; # X pour tout k € N. Nous avons également l'information suivante :

X1 —%

lim I =B el0,1] P)

k—+oo || — x|
Nous nous intéressons a la "vitesse de convergence" de la suite (x;)ren. Voici les différentes
classifications de la convergence :

1. La convergence est dite sous-linéaire si B = 1. Par exemple, si nous avons une suite
X, qui converge vers X de telle maniere que la norme de la différence entre chaque
terme consécutif et x est proportionnelle a la norme de la différence précédente, alors la
convergence est sous-linéaire.

2. La convergence est dite super linéaire si 5 = 0. Cela signifie que la suite converge plus
rapidement que sous-linéairement. Par exemple, si la norme de la différence entre
chaque terme consécutif et x est proportionnelle au carré de la norme de la différence
précédente, alors la convergence est super linéaire.

3. La convergence est dite linéaire si 3 €0, 1[. Cela signifie que la suite converge plus
rapidement que sous-linéairement, mais moins rapidement que super linéairement.
Par exemple, si la norme de la différence entre chaque terme consécutif et X est pro-
portionnelle a la norme de la différence précédente élevée a une puissance strictement
inférieure a 2, alors la convergence est linéaire.

En utilisant les concepts de convergence super linéaire, nous pouvons définir les types de
convergence suivants :

o La convergence est dite quadratique si

lim e — Xl
m ——
k—+oo || X — X2

=r>0
Cela signifie que la norme de la différence entre chaque terme consécutif et x décroit
plus rapidement que la norme de la différence précédente élevée au carré.

o La convergence est dite cubique si

e =l
lim ——=

——=r>0
eboo [ —xlF "

Cela signifie que la norme de la différence entre chaque terme consécutif et x décroit
plus rapidement que la norme de la différence précédente élevée au cube.

De manieére plus générale, nous pouvons définir les concepts suivants :

etiln'y a pas de répétition.

En revanche, la suite (1,2,1,2,1,2,...) est une suite stationnaire, car elle alterne entre les termes 1 et 2 de
maniére périodique.

Dans le contexte de la définition donnée précédemment, on suppose que la suite (x;) converge vers x. Il
est stipulé que la suite est non stationnaire, c’est-a-dire que pour tout k €N, x;. # x. Cela signifie que la limite
X n'est pas atteinte avant un nombre infini de termes de la suite.
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1.3. Vitesse de convergence d’'une suite 20

o La convergence est d’au moins d’ordre p s'il existey € R* et k, € N tels que pour tout
k>ky:

[ X1 — X < 7l — X117

Cela signifie que la norme de la différence entre chaque terme consécutif et x est majorée
par une constante fois la norme de la différence précédente élevée a la puissance p.

o La convergence est d'ordre p si

e — I
lim ———=

—— =r>0.
eboo e —xP |

Cela signifie que la norme de la différence entre chaque terme consécutif et x décroit
plus rapidement que la norme de la différence précédente élevée a la puissance p.

En résumé, les différentes classifications de la convergence permettent de décrire la vitesse a
laquelle la suite(x;) converge vers x. Cela peut étre utile pour analyser et comparer les perfor-
mances des méthodes numériques utilisées pour résoudre des problemes mathématiques.

Voici quelques exemples pour illustrer les différentes classifications de convergence :

1
Exemple7  |. Sous-linéaire: Supposons que nous avons une suite x;. définie par x; = "
Cette suite converge vers zéro lorsque k tend vers l'infini. La convergence est sous-linéaire

car la différence entre chaque terme consécutif et zéro est proportionnelle a la différence
1 1 k

k+1 k k+1

précédente, c'est-a-dire .Dans cecas, p =1.

k
2. Linéaire : Considérons une suite x;. définie par x; = I Cette suite converge éga-

lement vers zéro lorsque k tend vers l'infini, mais elle converge plus rapidement que
la convergence sous-linéaire. La différence entre chaque terme consécutif et zéro est

proportionnelle a la différence précédente élevée a une puissance strictement inférieure
1 1 1
a2, c'est-a-dire — = —-—. Dans cecas, 0 < f < 1.
2k+1 2k 2
3. Super linéaire : Prenons la suite de Fibonacci (F,) définie par =0, F =1, et .., =
FE..1 + E, pour k > 0. Cette suite converge vers le nombre d’or ¢ ~1.618 lorsque k tend

vers l'infini. La différence entre chaque terme consécutif et ¢ décroit plus rapidement

1\k
que la convergence linéaire, c'est-a-dire F,,, — @ ~ (5 . Dans ce cas, 5 =0.

; . . 1 .
4. Quadratique: Considérons la suite x;. définie par x; = =x Cette suite converge vers zéro
lorsque k tend vers l'infini. La différence entre chaque terme consécutif et zéro décroit

1 1 k o\
lus rapidement que la convergence super linéaire, c’est-a-dire —— = —-[ —— | .
prusTap 9 & P (k+17 k2 (k+1)
Dans ce cas, y > 0.
1
5. Cubique : Supposons que nous avons une suite x;. définie par x; = e Cette suite

converge également vers zéro lorsque k tend vers l'infini. La différence entre chaque
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terme consécutif et zéro décroit plus rapidement que la convergence quadratique, c’est-

a-dire 1 _! ( k )3 Dans cecas,y >0
k+1p k8 \k+1)" =0

Ces exemples montrent différentes vitesses de convergence, allant de la convergence sous-
linéaire a la convergence cubique. Il est important de noter que la convergence d’ordre
supérieur implique une convergence plus rapide, ce qui est souvent souhaitable dans les
méthodes numériques pour minimiser le temps de calcul et obtenir des résultats précis.

Section 1.4

Les équations généralisées

La terminologie « équation généralisée » est utilisée depuis peu pour décrire certains
types de relations qui sont semblables aux équations a I’exception que I'un des cotés de
la relation est une multifonction; plus spécifiquement, I’expression de type multifonction
implique souvent un opérateur de cone normal. Dans cette section, nous définirons les
termes nécessaires pour décrire les équations généralisées et nous donnerons quelques
exemples.

Une équation généralisée est un probleme de la forme :

0€ f(x)+ F(x), (1.5)

ou f : X — Y est une fonction entre les deux espaces vectoriels X et Y, et F: X 3 Y est
une multifonction entre les mémes espaces. Ce type de probleme est également appelé
inclusion variationnelle. Cela signifie que I'on cherche un point x € X tel que '’ensemble
f(x)+ F(x) contienne I'élément nul de Y, ou encore que I'ensemble F(x) contienne —f(x).
o Si F ={0}, on cherche a résoudre une "simple" équation f(x)=0.
o Si Y =R™ et F =R, on cherche a résoudre I'inéquation f(x) < Ogn.
» Supposons que X = Y = H (espace de Hilbert) et que F = dy, ou ¢ : H — R est
une fonction propre, convexe et semi-continue inférieurement, et d ¢ est le sous-
différentiel> de ¢. Dans ce cas, I'inclusion variationnelle (1.5) est équivalente au

probléeme suivant : trouver x € H tel que
<f(x),y—x>+¢(y)—¢(x)=20, pourtout y € H.

Ce probleme est appelé I'inégalité variationnelle mixte [10, 20].

2. Le sous-différentiel de ¢, ou ¢ : H — R est une fonction propre, convexe et semi-continue inférieure-
ment, est défini comme suit : "Pour tout point x € H, I'’ensemble des sous-gradients de ¢ au point x, noté
0 p(x), est défini comme I'ensemble des vecteurs v € H tels que pour tout y € H, on ait 'inégalité suivante :

()= px)+(v,y—x).”
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» Supposons que X =Y = H (espace de Hilbert) et que F =396, ol C est un ensemble
convexe fermé non vide dans H et 6 : H — [0,+00] est la fonction indicatrice de C,
définie par

0, sixeC,
5C(x):{ .
+00, sinon.

alors l'inclusion variationnelle (1.5) est équivalente au probleme suivant : chercher
Xx € H tel que

< f(x),y—x>20, pourtout y € H.
qui est appelé I'inégalité variationnelle de Hartman-Stampacchia.

o Si X =Y =R", alors le probleme (1.5) correspond a I'’équation généralisée introduite
par Robinson dans [6, 7, 8].

» Si f =0, alors le probleme (1.5) correspond au probléme d’inclusion introduit par
Rockafellar dans [4].

» Considérons tout d’abord le probleme de programmation mathématique suivant :

minimiser f(y) (1.6)
avec g(y)ek® (1.7)
yeL (1.8)

ou f et g sont des fonctions définies sur un sous-ensemble ouvert U c R” a valeurs
dans R et R” respectivement, L est un ensemble convexe fermé dans R”, K est un
cone convexe fermé dans R et K° désigne le cone polaire de K, défini par :

K°={y eR™|(y, k)>0 pour tout k € K}

La formulation en (1.6) est suffisamment générale pour exprimer un grand nombre
de problemes d’optimisation spécifiques que I'’on rencontre dans la pratique. Par
exemple, si les contraintes du probleme auquel on s’intéresse sont de la forme :

g&1(¥)=0,...,8c(¥)=0;8k1(¥)=0...,8:(¥)=0

alors il suffit de poser K =R* xR’ (de sorte que K =R* x {0}/) et L =RP.

Sil'on définit le lagrangien standard associé a (1.6) comme suit :

Ly, u)=f(y)+(u,gly)) pouryeUetucR™

alors si y est un optimizeur local de (1.6) pour lequel une qualification de contrainte
appropriée est vérifiée, il existe u € R™ tel que, avec y, les conditions d’optimalité
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nécessaires soient satisfaites :

0
Oeaf(y, u)+ovy;(y) (1.9)
0
Oe—az(y, u)+oyY(y) (1.10)

avec 0y (x) estle cone normal a C en un point x € R” est défini comme I’ensemble
des vecteurs v € R” tels que pour tout vecteur d € C, le produit scalaire (v, d — x) est
inférieur ou égal a zéro :

oYe(x)={veR"|(v,d—x) <0, pourtoutd € C}

Référez-vous a Robinson [6, 7, 8] pour plus de détails sur la dérivation et les types de
qualifications de contrainte pour lesquels (1.9) peut étre attendu.

Pour exprimer (1.6) comme une équation généralisée, il suffit de poser x =(y, u),

0 %
F = ’ T » )
(x) —ay-ff(y ) =72y, u)

et C =L x K. Notant que

Yk =0y (y)xY(y),

nous voyons alors que (1.6) est équivalent a

0 F(x)+ 04 k().
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CHAPITRE

Deux méthodes approximatives super
linéaires

Dans ce chapitre, nous explorons deux approches d’approximation pour résoudre des
équations généralisées de la forme 0 € f(x)+ F(x). La premiere méthode est la méthode de
Newton, un algorithme itératif qui repose sur des approximations successives et l'utilisation
de la dérivée de la fonction f. La deuxieme méthode est la méthode (n, a)-PBA (Point-Based
Approximation), qui se fonde sur I'approximation de la fonction f. Nous analysons en détail
ces deux approches et discutons de leurs propriétés respectives.

Section 2.1
Méthode de Newton

Dans cette section, nous examinons la méthode de type Newton, qui est définie par

I’équation
0€ fxe)+ V)X — x6) + F(Xpep1)- (2.1)

Ici, f est une fonction qui possede une dérivée de Fréchet, tandis que F : X =2 Y est une
multifonction établie entre deux espaces de Banach, X et Y.

L'objet principal de notre étude est la convergence locale quadratique de cette méthode
vers x*. Pour atteindre cette convergence, une condition essentielle doit étre remplie. Nous
exigeons que la multifonction (f(x*)+V f(x*)(-— x*)+ F(.))! soit M-pseudo-lipschitzienne
en (0, x*).

Cette propriété de pseudo-lipschitzianité joue un role crucial dans la garantie de la
convergence. Elle assure que, localement autour de x*, la méthode de Newton converge
de maniere quadratique vers la solution x*. En d’autres termes, a mesure que les itérations
progressent, la méthode se rapproche rapidement de la valeur de x*.
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Soient X et Y deux espaces de Banach. On considere une équation généralisée de forme
(2.2):
0€ f(x)+ F(x) (2.2)

ol f : X — Y est une fonction Fréchet différentielle et F est une multifonction de X a
valeurs dans les sous-ensembles de Y . On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.1 [17]Soit x* une solution de (2.2) On suppose que :
1. f une fonction Fréchet différentiable au dans voisinage ouvert O de x*,
2. LadérivéeV f de f est L-Lipschitzienne sur O,

3. F est une multifonction de graphe fermé et la multifonction
(f(x)+V )=+ F()™

est M-pseudo -lipschitzenne en (0,x*),

1
alors, pour tout ¢ > (=)M L, il existe un 6 > 0 tel que pour point de départ x, € B(x*, ), il
existe une suit de Newton {x,.} vérifiant (2.1) qui converge quadratiquement vers x* :

|| Xy — x*[ < el — x*|? (2.3)

Preuve.
Onnote p(x) = f(x*)+Vf(x*)(x—x*)+F(x),oluc > (%)ML, et a et b sont des constantes
positives telles que :
e(p™(y)NB(x*,a),p " (y")<M|ly’—y"|l pourtouty’,y” € B(0,b), (2.4)

Choisissez 0 >0 tel que B(x*,0)C O et:

_ 2b 1 1 1
6 <min<a,\| —,— ———— . (2.5)
3L ¢c ML 2c

Soit x, € B(x*,0), x, # x* et considérons la multifonction

X — Qy(x)= Pil [f(X*)"‘Vf(x*)(x —x") = f(x) =V f(x)(x — xo)]-

de X aux sous-ensembles fermés de X, nous appliquons le théoréme (1.7) a cette multi-

fonction avec les spécifications suivantes :
X =x* A=MLS, r=ry:=c|lxy— x*|]%.

Tout d’abord, observez que d’apres (2.5), ona r, < 6 < a et A < 1. En utilisant les équations
(2.4) et (2.5), nous obtenons :
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d(x*,@o(x7) < e (p~ ()N B(x*,8), p~" [F(x") = f(x0) = V f (0)(x" — xp)])
<M ||f(x7)~ f(x0) —Vf %)(x" = %)

1

f V(o +t(x" = x))(x" — xo)d t —f Vf(xo)(x* = xo)d t
0

0

=M

<M IIx*—xollf (VF(xo+t(x"—x0)) =V fxo))d t
0

SMIIX*—XoHJ tL|[x"—xolldt

[a—

< =ML|lxp— x*|

N

< cllx*—x|*(1— ML?),
Ce qui signifie que la condition (a) du théoréme (1.7) est vérifiée.
Pour tout x € B(x*, 0), en utilisant (2.4),on a:

£ (x%) + V£ () (x = x*) = £ (x0) — V. f (x0)(x — xo) || < || £ () — £ (0) = V f () (x* — xo) |
+[|(V £ (%)= V £ (x0))(x — x*)

< §L52 <b.
2

De plus, en utilisant (2.5), pour tout x’, x” € B(x*,r;)on a:

e((I)O(x’) N B(x", I‘o)»q)o(x”)) <e (p—l [f(x*) +Vf(x*)(x/— x*)_f(XO)—Vf(XO)(x’_ xo)] N B(x*, 5),(1)0()(// )
<M [[(VF(x) =V f(x))x =)
<ML ||x"—x"||.

Ce qui signifie que la condition (b) du théoréme (1.7) est remplie.

Par conséquent , &, a un point fixe dans x, € B(x*, ry), i.e.
126, — x*| < el — x*|I?
et
X1 € Po(x1) = pH [ F (%) + V(%) (3 — %) = £ (%) = V. f (%) (%1 — %p)]-
En procédant par récurrence, et en appliquant le théoreme (1.7) avec

X=x*, A=ML6 etr=r.:=c||x—x*?
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pour la multifonction

O(x)=p [ F(x)+ V() x — x)— flx)— VI (x)(x—x)],

nous obtenons que pour tout k et x; € B(x*, 0), il existe un point fixe x;,, € B(x*, 0) satisfai-
sant (2.1) et (2.3). [

Section 2.2

Méthode de (7, a)-PBA

Dans cette section, nous introduisons la notion d’approximation (72, @)-PBA (Point-Based
Approximation) et présentons des exemples de fonctions lisses et qui admettent une telle
approximation. Cette méthode itérative est utilisée pour résoudre des inclusions variation-
nelles de la forme 0 € f(x)+ F(x), ot f : X — Y est une fonction Fréchet différentiable et
F : X 3 Y est une application multivoque a graphe fermé. Cette définition, généralisée par
Robinson, permet une approche plus large.

Définition 2.1 Considérons une fonction f définie sur un sous-ensemble ) d'un espace mé-
trique (E, d) vers un espace linéaire Y, ott n € N* et a > 0 sont des constantes fixées. Nous
examinons une fonction A:QQ x Q— Y et un scalaire k, tels que pour tout u et v dans, les
conditions suivantes sont satisfaites :

@ [1f(0)— A, )| € ——d(u, v, oit o =] [(@+ i),
i=1

n,a
(b) la fonction A(u,.)— A(v,.) est Lipschitzienne sur Q avec un module k(k)d(u, v)*, otk est
une fonction positive de k.

Dans ce cas, on dit que A est une approximation basée sur les points (n,a) (ou (n,a)-PBA
pour Point-Based Approximation) sur ) pour la fonction f, avec un module de k.

Exemple 8 o Soit X un espace vectoriel normé et ) un sous-ensemble ouvert de X . Alors
toute fonction f, différentiable de Fréchet sur Q2 avec une dérivée lipschitzienne de
constante k surQ, admet un (1,1)-PBA. Lorsque la dérivée de Fréchet de f n'est plus
lipschitzienne mais est Holderienne sur Q) avec un exposant a et une constante k, la
fonction

A(u, v)= f(u)+V f(u)(v—u)
estun(1,a)-PBA pour f sur ().

o Un autre exemple de fonction réguliere admettant un (n, a)-PBA est toute fonction f
deux fois différentiable de Fréchet sur 2 telle que V? f est Holderienne avec un exposant
a €(0,1) et une constante k surS). En effet, on peut définir

A, v)= F+ Y F@)— )+ SV v — )
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Dans ce cas, pour tout sous-ensemble convexe borné approprié Q' dans (), A est un
(2,a)-PBA pour f sur(Y.

Grace a ce concept de (1, a)-PBA, pour résoudre (1.5), les auteurs ont proposé dans [27]
la méthode qui suit :

OEA(xk’ xk+1)+F(xk+1)- (2.6)
ol A estune (n,a)-PBA de f.
Remarquons que :
o pour n =1, (2.6) réduit a
0€ fxi)+Vfx) (X1 — Xi) + F(Xpeir)- 2.7)

Cette méthode iterative s’appelle méthode de Newton qui est introduite par Dontchev
dans[16, 17].

o Pour n =2, (2.6) réduit a

1
0€ fxp)+Vfxe) (X1 — X))+ Evzf(xk)(xkﬂ —x3)* + F(Xp41)- (2.8)

Cette méthode est proposée par Geoffroy et al. dans [25].

Nous avons besoin la proposition suivante :

Proposition 2.2 [30, Pro. 3.4] Soit f : X — Y une fonction admet (n, a)-PBA avec module
de k sur quelque voisinage ouvert d’'un point x € X. Considérons aussi une multifonction
F :X 33Y, alors les conditions suivantes sont équivalentes.

1. La multifonction (f + F)™! est M -Aubin continue au voisinage de (y, x),

2. La multifonction[A(X,.)+ F(.)]™" est M -Aubin continue au voisinage de (y, X).

La démonstration de cette proposition est basée sur Théoreme 1.3.

Alors, pour énoncer le théoreme dans [27], on considere les assertions suivantes :
(H1) F admetun graphe fermé,
(H2) f admetun (n,a)-PBA de module k, noté par A, sur quelque voisinage ouvert {2 de x;
(H3) La multifonction (f + F)™! est M -Aubin continue au voisinage de (0, ).

On a le théoréme suivant :

Théoreme 2.3 [27] Soit X une solution de (2.2) et supposons que les assertions (H1)-(H3)
sont vérifiées. Alors pour chaque C > 711\47’; on peut trouver un 6 > 0 tel que pour tout point
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de départ x, € B(X, 0) il existe une suite (x;.), définit par (2.6), qui vérifié

111 — %I < Clloee =% (2.9)

La démonstration de ce théoréme est utilisé la proposition (2.2), la proposition (2.4) etle
Théoreme 1.7

Avant de prouver le théoreme (2.3), nous devons introduire quelques notations. Tout
d’abord, définissons la multifonction p de X dans les sous-ensembles de Y par :

p(x)=A(x", x*)+ F(x)

Ensuite, pour k e N et x; € X, posons :

Zi = A(x", x)— A(xg, x)

et définissons
or(x)=p~ [ Z(x)].

On peut remarquer que x; € X est un point fixe de ¢, si et seulement si Z,(x,) € p(x,),
c’est-a-dire si et seulement si :
0€ A(xy, 1)+ F(x,). (2.10)

Une fois x; calculé, on démontre que la fonction ¢, posséde un point fixe x;,; dans X.
Ce processus permet de démontrer I'existence d'une suite (x; ) vérifiant (2.6).

Le résultat suivant est un outil efficace pour démontrer le théoreme (2.3), et en fait, il
constitue le point de départ de notre algorithme.

Proposition 2.4 Sous les hypothéses du théoréme (2.3), il existe 6 > 0 tel que pour tout
Xy € B(x*,6) (avec x, # x*), la multifonction p, admet un point fixe x, dans B(x*,0)
vérifiant l'inégalité

126, — x| < Cllxp — ™"

Preuve.
Par hypothese H3, il existe deux nombres positifs a et b tels que :

e(p™'(y)NB(x*a),p (y"))<Mlly'—y"ll, VYy',y"€B(0,b) (2.11)

Fixons 6 > 0 tel que :

1
T b n+a—1 1
6 <min{a,| —=—— ,— (2.12)
(1 +2n+a)k C n+a-1

Pour démontrer la proposition (2.4), notre intention est de montrer que les deux affirmations
(a) et (b) du Théoréme 1.7 sont vraies, ou x := x* et la multifonction est ¢, définie ci-dessus.
Nous devrons également déterminer les valeurs de r et A.
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Selon la définition de I’excés e, nous avons que
d(x*, go(x") < d(p~'(0)N B(x", ), po(x™) (2.13)
De plus, pour tout x, € B(x*, ) tel que x, # x*, nous avons :
1Zo(x ) = I1f (%) — A X0, x I,

Alors,
1 Zo(x )] <

*||n+a.

|| xo—x
n,a

Ainsi, a partir de I'’équation (2.12), nous obtenons ||Z;(x*)|| < b. En utilisant I’équation
(2.11), nous pouvons dire que :

A~ (00N B, ) palx) = d(p~ O B, ), p 1zl I < 2 llsg— 2]
En utilisant I’équation (2.13), nous obtenons :
(' o(x) < | o= " @14
na
Lorsque C > K, il existe A €]0,1] tel que c(1—A) > IZIK . Ainsi
X", o(x)) < ¢(1— Al — x| (2.15)

Nous pouvons déduire des derniéres inégalités que I'affirmation (a) du Théoréme 1.7 est
satisfaite.

Montrons maintenant que la condition (b) du Théoreme 1.7 est satisfaite. Puisque
6 Ct < 1 et ||x*— xo|| < 6, nous avons 1, < & < a.
De plus, pour x € B(x*,6),on a:

1Zo(x)I] < NJA(x™, x) = f I+ 11 f (%) = Alxo, X)II-

Cela nous donne :

1 Zo()ll < —— (1l = x*[)""* + [l — x[|"™).

n,a
Donc, nous avons : .
1 Zo(x)Il < —(8""(26)"™).
s

n,a

Ainsi, d’apres (2.12), on peut en déduire que pour tout x € B(x*,8), Zy(x) € B(0, b). Par
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conséquent, pour tous x’, x” € B(x* r,),ona:

e(po(x" )N B(x*, 1p), po(x™)) < e(po(x)N B(x*, 8), Po(x"))
Ce qui donne, par (2.15) :

e(po(x )N B(x™, 1), po(x")) < M| Zy(x") = Zo(x")]
<M ||||A(x*,x’)—A(x0,x’)”—||A(x*,x”)—A(xO,x”)””
< ME(K )| x— x|/ x"— x|
<MkKk(K)6|x"—x"|l.

Sans perte de généralité, on peut supposer que 0 < ﬁ(k) pour que la condition (b) du
Théoreme 1.7 soit satisfaite. Puisque les deux conditions du Théoréeme 1.7 sont remplies,
on peut en déduire I'existence d'un point fixe x; € B(x*, ry) pour 'application ¢,. Ainsi, la
proposition 2.4 est prouvée. ]

La preuve du Théoreme (2.3) est simple comme indiqué ci-dessous :

Preuve.

En procédant par récurrence, en gardant X = x* et posant r, = C||x; — x*||"*%, 'applica-
tion de la proposition (2.4) a la multifonction ¢, donne l'existence d'un point fixe x; ., pour
¢, qui est un élément de B(x*, rp.).

Ce dernier fait implique que :

| X1 — X*|| < Cllxg — 2" (2.16)

et la preuve est complete. ]

‘@ LES DIFFERENTES METHODES APPROXIMATIVES POUR RESOUDRE UNE EQUATION GENERALISEE € o™AaoUl H.



Conclusion et Perspective

Durant ce mémoire, nous avons examiné deux approches d’approximation pour ré-
soudre des équations généralisées de la forme 0 € f(x)+ F(x). La méthode de Newton,
une méthode basé sur des approximations successives et I'utilisation de la dérivée de la
fonction f, a été étudiée en détail. Nous avons également exploré la méthode (n, a)-PBA
(Point-Based Approximation), qui repose sur I'approximation de la fonction f al’aide de
points spécifiques (n, ).

Cependant, il estimportant de noter que notre exploration des méthodes approximatives
ne s’arréte pas la. D’autres méthodes intéressantes peuvent étre envisagées pour résoudre
le probléme de I’équation généralisée ou de I'inclusion variationnelle 0 € f(x)+ F(x), telles
que celles présentées par Asen Dontcheyv, Said Hilout, Ioannis K. Argyros et Alain Piétrus.
Ces méthodes offrent différentes conditions et vitesses de convergence, constituant ainsi
des perspectives prometteuses pour des recherches ultérieures.

Cependant, il reste encore beaucoup a faire pour explorer d’autres approches et étudier
les conditions et les performances de ces méthodes. Ces perspectives ouvrent la voie a de
futures recherches visant a améliorer I'efficacité et la précision des techniques d’approxima-
tion dans la résolution de problemes d’équations généralisées et d'inclusions variationnelles.
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