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Résumé

Le but de notre travail est de prouver le résultat de la décroissance exponentielle de I’énergie
associée a une colonne montante marine flexible avec la dynamiques des navires. La contremarche
est modélisée comme une poutre viscoélastique avec un noyau de relaxation standard h.

En appliquant un contr6le sur le bord supérieur de la contremarche, nous réduirons sa vibration

de maniere rapide. Notre méthode est principalement basée sur la technique des multiplicateurs.

Mots-Clés : Décroissance exponentielle, controle des vibrations, terme mémoire, fonction de

relaxation, viscoélasticité, la technique du multiplicateur, controdle frontiere.
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Abstract

The purpose of our work is to prove the exponential decay result for the energy associated to
a flexible marine riser with vessel dynamics . The riser is modeled as a viscoelastic beam with a
standard relaxation kernel h.
By applying a control at the top boundary of the riser we shall attenuate its vibration in a fast

manner. Our method is mainly based on the multiplier technique.

Keywords : Exponential decay, vibration control, memory term, relaxation function, viscoelasti-

city, multiplier technique, boundary control.
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Introduction générale

Le phénomene des vibrations apparait pratiquement dans toutes les structures mécaniques.
Plusieurs types de vibrations sont indésirables car ils ont une influence considérable sur le fonc-
tionnement et la durée de vie de ces structures. A noter que plusieurs structures industrielles,
notamment celles qui sont largement utilisées dans la chaine pétroliere et gaziere du pétrole, du
gisement au consommateur, sont de type élancé (poutre ou arc) comme indiqué dans la figure sui-

vante :

Vessel

ty(x,r) 1
Longitudinal input [}
1000
Up(x.1) < =
Transversalinput = t)
i Flexible
=] | _—+"Riser
ren = |
Current Disturbance |, f—w(x.7)
‘ A

FIGURE 1 — Systeme de contremarche marin



Introduction générale

Les techniques d’exploration et d’exploitation pétrolicres en haute mer nécessitent 1’ utilisa-
tion de longs tubes flexibles appelés Risers. Dans la figure 1, la contremarche doit étre verticale de
bas en haut. Malheureusement, il est constamment soumis a des pressions hydrostatiques internes
et externes différentes entrainant des vibrations indésirables. Les vibrations induites par les vor-
tex sont les vibrations les plus séveres auxquelles une colonne montante est confrontée car elles
entrainent une réduction prématurée de la durée de vie. D’autres perturbations proviennent des
mouvements sismiques du sol, de I’écoulement irrégulier des fluides, des turbulences de courant,
de la transmission des vagues, etc.

D’un point de vue mathématique, une colonne montante peut étre modélisée par une poutre
Euler-Bernoulli (voir [5, 6, 7], par exemple), car le diametre de la colonne montante est beaucoup
plus petit que sa longueur. Ces « Risers » relient généralement un systeme flottant au fond marin.
notre systeme est également modélisé comme une structure de poutre Euler-Bernoulli

(

o+ 1 (s~ [ Bt — Sty (s) i) ~ T =0,

V (z,t) € (0,L) x [O,Zo),

w(0,1) = w,(0,1) = wa(L,1) =0,

o (—wm<L7t> -/ At — Swsan(L ) ds> T (L)
0

= u(t) — dsw(L,t) — Mgwyu(L,t), ¥t €]0,00),

\

Notation :

x désigne la position et ¢ désigne le temps.

f(x,t) : est la charge transversale répartie sur la colonne montante.

d(t) : indique les perturbations environnementales possibles sur le navire.
u(t) : est la force extérieure agissant sur la base.

M; : indique la masse du vaisseau de surface.

w(L,t) : est la position du navire.

wy(L, t) : est la vitesse du navire.

w(z,t) : représente le déplacement de la colonne montante a la position = au temps ¢.
p : est la masse uniforme par unité de longueur de la colonne montante.
ET : estlarigidité en flexion de la contremarche.

L : indique la longueur de la contremarche.



Introduction générale

d, : est ’amortissement du navire.

T : est la tension de la colonne montante.

La stabilisation a pour but d’atténuer les vibrations par rétro-action (feed-back) ; elle consiste
donc a garantir la décroissance de I’énergie des solutions vers O de fagon plus ou moins rapide par
un mécanisme de dissipation.

Plus précisément, le probleme de stabilisation auquel on s’intéresse revient a déterminer le com-
portement asymptotique de 1’énergie que 1’on note E(t), a étudier sa limite afin de déterminer si
cette limite est nulle ou pas.

Ce probleme a été étudié en [22] et nous avons essayé de prouver la stabilité exponentielle. En
utilisant la méthode de Lyapunov.

La mémoire est organisée en trois chapitres :

— Dans le premier chapitre, nous rappelons les outils nécessaires qui sont utiles dans le

dernier chapitre.

— Le deuxieme chapitre est consacré a étudier la position du probleme.

— Le dernier chapitre comprend deux sections.

Dans la premiere section, nous introduisons tout d’abord quelques notations, lemmes, défi-
nitions ..., nécessaires a la preuve de notre résultat. Ensuite, nous présentons les différentes
fonctionnelles utilisées pour modifier I’énergie classique afin d’obtenir un résultat d’équi-
valence.

Dans la derniere section, nous formulons les hypotheses sur la fonction de relaxation et
nous présentons notre résultat de stabilisation avec la base de preuves sur la technique du

multiplicateur.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Rappels et prérequis

Notons par x = (21, z, ..., T,) le point générique d’un ouvert €2 de R". Soit u une fonction
définie de €2 a valeurs dans R, on désigne par D'u(r) = %ﬁ@ la dérivée partielle de la fonction u

par rapport a x;. Définissons aussi le gradient de u, comme suit

Vo — ou Ou ou
-\ Oz, Oxy " Oz, )

On notera par :

C(€2) I'espace des fonctions continues de €2 a valeurs dans R.

(C'(£2))™ I’espace des fonctions continues de €2 a valeurs dans R™.
Pour £ > 1, k € N, on définit alors :

C*(£2) I'espace des fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k est
continue sur ).

C° () est I’espace des fonctions indéfiniment différentiables a supports compacts qu’on ap-

pelle espace des fonctions test.

1.1.1 Espace L7 ()

On rappelle ici quelques définitions et propriétés élémentaires :

Soit p € Ravec 1 < p < oo et {2 un ensemble au sens de Lebesgue de R",
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On définit
LP(Q2) = {(classe de fonctions) u : Q2 — R : uw mesurable et / |u(x)|P do < oo}.
Q

On note

[ NI

full, = | [ luta)Pdz
Q

Sip = 1 on note L'() I’espace des classes des fonctions intégrables sur €2 a valeurs dans R, on
le munit de la norme
Jull = | Juo)] do
Q
Et si p = oo on note L>°(€2) I’espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur 2
u: 2 — R :umesurable et il existe une constante C

L>(Q) =
telle que |u(x)| < C p.p sur €2

On note

[ulloo = z'nf{C’ >0, |u(z)] < C p.p sur Q} = supess |u|
Q

Remarque 1.1 I’espace L? muni du produit scalaire

(u,v) = / wv dz, u,v € L*()
Q

est un espace de Hilbert et I’espace L°°(£2) est un espace de Banach.

1.1.2 Espaces de Sobolev
Dérivée faible

Définition 1.1 On dit que u est dérivable au sens faible dans L*((Y), s’il existe une fonction

w € L*(Q), telle que pour toute v € C5°(QY) on ait

/Q u(w)dii(f)d:c: . /Q v(@)w(x)dz.
du(z)

Cela revient a dire que =7 = w(x) au sens des distributions.

Espace W17(Q)

Soit 1 < p < oo. On définit I’espace vectoriel WP((2) par :

Whe(Q) = {u € LP(Q),telle que : di;(xx) S LP(Q)} ’
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L’espace W'?(Q)) muni de la norme

du(z)
dx

meﬂm:uwmmyﬂ
LP(9)

est un espace de Banach. On pose

HY(Q) = W(Q).

Espace WP (Q))

Pour m > 2,1 < p < oo, on définit W™P()) par :

k

d
WmP(Q) = {u € WP (Q), telle que : d—;: € LP(Q),k < m}

ouk € Net 32—2‘ est la dérivée faible d’ordre k£ de u au sens de la Définition 1.1. C’est un espace

de Banach muni de la norme :

d*u
dok

[ :
k<m Lr(Q)
On pose

H™(Q) = W™2(Q).
Remarque 1.2 Les espaces H™(£2), sont des espaces de Hilbert muni du produit scalaire

(dku dFv

(u,v) gmi) = (U, v) 2(0) + —_—, —> , u,v € H™(Q).
(o)

k<m
On introduit ensuite :

L’espace H} () désigne la fermeture de I’espace D(2) dans la norme H'(12).

Hi() =D

1.1.3 Espaces de fonctions a valeurs vectorielles

Définition 1.2 Soient 1 < p < oo et X un espace de Banach, si p est fini on définit LP(0,T; X)

par:

T
LP(0,T;X) = {u [0, T] — X mesurable, telle que / ull% dt < oo}
0
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ou [0, T est un intervalle de R. On munit cet espace de la norme :

T , H
Hﬂhmwxy=(A mmxﬁ)

Si p est infini, alors on définit
L*>(0,T;X) = {u: [0,7] — X mesurable, telle que sup ess||ul|x < oo}
te[0,T]
On le munit de la norme

HUHLOO(O,T;X) = sup ess|lu(t)| x-
te[0,7

Proposition 1.1 L?(0,T; X) muni de la norme ||u| 1, r.x) est un espace de Banach pour p €

1, o0

1.1.4 Quelques Inégalités
Notation : Soit 1 < p < +o00 . On note par ¢q I’exposant conjugué de p i.e. % + % =1

Lemme 1.2 (Inégalité de Holder)
Soit 1 < p < o0, on désigne par q I’exposant conjugué de p définie par
1 1

dest —a —dire —+ = =1.
b — p q

q:

Siue LP(Q)etv e LYN), alors uv € L' () et

émwwmmswm@mm@.

Preuve.
On a d’apres I'inégalité de Young
a? bl
Va,b > 0,Vp,q > 0,ab < — + —,
p q

()] v(2)]

||“($)||LP(Q)’ o ||'U($)||Lq(n)

u@l @l fL P 1 e
mewmwmmm@dSﬁmwmm@d+ﬂmw@m®d’

, on obtient

prénons a =
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alors
<1 [ @) )| 1 [ |o(a))
/ [ulz)ule)] o Ty 1P e G e el
HUHL‘Z(Q) ||uHLP(Q)
<
>~ p||u||§;(19) H ( )HLP(Ql qullig(ln) H ( )HLq(Q
< ol il e (]-9 ¥ 5)7
=1
donc
/|u x)|dr < ||u||Lp(Q ||UHLq @ -
|

Corollaire 1.2 Si p = ¢ = 2 on obtient I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ ()o@ < Jullpa 1] 2

Lemme 1.3 (Inégalité de Young)

Soient 1 < p,q < oo,% + % =1leta,b>0.Alors
a? be
ab < — + —
p q
Preuve.
Cette inégalité provient facilement du fait que la fonction logarithme est concave. En effet, cette
derniere propriété, et les propriétés fonctionnelles du logarithme, entrainent que
1 1 a? bl
In(ab) = —in(a?) + —In(b?) < <— + —) :
p q P q

Il suffit ensuite d’appliquer la fonction exponentielle a I’inégalité précédente pour obtenir le ré-

sultat voulu. m

Lemme 1.4 (Inégalité de Poincaré). Soit §2 un ouvert borné de R" de frontiere assez réguliere.
Alors
lulla < B||Vull2, pour we H(Q),

. v
oit B~! = inf ”” 1ﬁH2
lull20 ™02
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1.1.5 Formule de Leibniz

Soit f : R? — R", telle que f et % soient continues sur R?, et soient a et b deux fonctions
dérivables de R dans R.

Alors I'intégrale paramétrique (généralisée) £’ défini sur R par

b(z)

F(x) = " f(x,y)dy,

est dérivable et

d d d @O f(x,y)
;Eﬂmzfmmmgywwﬁwﬂ@mﬁaw+l @) .

1.1.6 Stabilité de I’énergie

Il existe plusieurs degrés de stabilité que 1’on peut étudier. Le premier degré consiste a analyser

simplement la décroissance de 1’énergie des solutions vers zéro, i.e
E(t) = 0 lorsque t — oo,

c’est ce que I’on appelle la stabilisation forte.
Pour le second, on s’intéresse a la décroissance de 1’énergie la plus rapide, c’est-a-dire lorsque

celle-ci tend vers 0 de maniere exponentielle, i.e
E(t) < Ce ™™ vt > 0,

ou C' et 3 sont deux constantes positives avec C' qui dépend des données initiales. Quant au
troisieme, il étudie des situations intermédiaires, dans lesquelles la décroissance des solutions

n’est pas exponentielle, mais du type polynomial par exemple :
C
E(t) < t—a,Vt > 0,

ou C' et o sont deux constantes positives avec C' qui dépend des données initiales.

1.1.7 Quelques définitions
Intégration par partie

Définition 1.3 soit I un intervalle ouvert; a,b € I et f, g deux fonctions de classe C* alors :

/f@ﬂ@@—wm@m—/fumww
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la contremarche (la colonne montante)
Définition 1.4 c’est un pipeline spécial qui transporte du pétrole ou du gaz d’un puits au fond de
la mer jusqu’a la plate-forme flottante a la surface de la mer.
Matériau viscoélastique

Définition 1.5 on appelle matériau viscoélastique, un matériau dont une partie de l’énergie sto-
ckée dans le systeme est récupérée lors de la suppression de la charge, et [’autre partie se dissipe

sous forme de chaleur.

10



Chapitre

Position du probleme

2.1 Equation du mouvement

La figure 2.1 illustre une représentation schématique d’une colonne montante se déplacant

axialement dans le but d’effectuer la commande du moteur dans le bol c’est-a-dire la limite supé-

rieure du la contremarche. Nous supposons que la position d’origine du navire est située directe-

Production Vessel

Flexible
Riser

Sea Bottom

X
Vessel o dn
Sea Level Disturbance
i ‘H]‘
. _Qﬂnircf[ put
- = Distributed Loa
wixlf) - _;“‘(.r_.f)
1000m
- Flexible

Riser

i Y

FIGURE 2.1 — Un systeme de contremarche marin flexible typique

ment au-dessus de la téte de puits sous la mer sans déplacement horizontal et la colonne montante

est remplier d’eau de mer. On note que la colonne montante fait face aux vibrations les plus dange-

11
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reuses provoquées par le vortex. Ce dernier réduit la durée de vie pour la contremarche(la colonne

montante).

Notre probleme suivant est un modele de déplacement de la contremarche avec une tension

non négligeable bas et contrdlée par le haut :

”

Notation :
fl,t)
d(t)
u(t)

M,
w(L,t)
wy(L,t)
w(z,t)
p

El

L

T

pwi + ETwgppe — Twee — f(x,t) + cwy(x,t) =0,

V (z,t) €(0,L) x [0,00),

w(0,t) = w,(0,t) = we (L, t) =0,

—ETwgs (L, t) + Twe (L, t) = u(t) + d(t) — dswy (L, t) — Mgwy (L, t), Yt €[0,00),

est la charge transversale répartie sur la colonne montante.

indique les perturbations environnementales possibles sur le navire.
est la force extérieure agissant sur la base.

indique la masse du vaisseau de surface.

est la position du navire.

est la vitesse du navire.

représente le déplacement de la colonne montante a la position x au temps ¢.
est la masse uniforme par unité de longueur de la colonne montante.
est la rigidité en flexion de la contremarche.

indique la longueur de la contremarche.

est ’amortissement du navire.

est la tension de la colonne montante.

Ce modele a été dérivé et analysé dans [!]. Les auteurs ont établi un contrdle robuste capable de

conduire le systeme a I’état d’équilibre exponentiel (pour {=0).

2.2 Les différents probléemes étudier

Beaucoup d’efforts sont consacrés a réduire les vibrations de la contremarche. Dans [8] il y a

un autre probleme les auteurs ont démontré un résultat de stabilité exponentielle pour un probleme

similaire sans tension ni perturbation sur la plate-forme.

12
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Une autre résultat de décroissance exponentielle est montrée dans [2] pour un probléme similaire
a celui dans [3]. Les auteurs de [4] ont prouvé (une autre résultat) une décroissance exponentielle

des solutions au probleme

p(x)wy + (E1(2)Wey)ze(x,t) = 0,0 <z < I, >0,
w(0,t) = w,(0,t) =0, t >0,
mwy(l,t) — (EI(2)we,).(1,1) =0 >0,

| EI(Dwaa(l, 1) =T(2), t>0,

Avec T'(t) = —awy (L, t).

Ou z désigne la position et ¢ désigne le temps.

w(z, t) représente le déplacement transversal du faisceau.

[ est la longueur du faisceau.

les coefficients p(x) et £1(z) sont respectivement la distribution de masse et la rigidité en
flexion de la poutre le long de la variable spatial x satisfaisant aux conditions

0<po<p(xr) €C0,l], 0< EIy < EI(z) €C*0,]I].

De plus, m > 0 est la masse du corps rigide attaché a la poutre I'(¢) est le contrdle le moment
de flexion appliqué a I’extrémité libre de la poutre,

ou o > () est un gain de rétroaction qui peut €tre réglé en pratique, c’est important parce que
la stabilité exponentielle est une propriété treés souhaitable pour de tels systemes élastiques

et le schéma de rétroaction utilisant uniquement le moment de flexion est simple et attrayant.

2.2.1 Facteur d’amortissement et son effet sur la contremarche flexible

En savoir plus sur la stabilité des probleme de contremarches flexibles dans [5, 6, 7].
Considérez la présence d’un ascenseur visqueux flexible c’est un pipeline collant en caoutchouc,
ceci est dii au fait que les substances visqueuses flexibles présentent des propriété visqueuses
et flexibles, les deux leur permettant de stocker de 1’énergie. Ils sont bien connus comme
amortisseurs efficaces. Le caoutchouc est un bon exemple.

Les auteurs ont observé une nette amélioration du facteur d’amortissement, ceci est attendu car les
matériaux visqueux flexibles ont une grande capacité d’étirement et de déformation qui entraine
une extension considérable de la durée de vie de la contremarche.

Comme le rapport longueur / diametre est important et que 1’inertie en rotation est ignorée, notre

13
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systeme est également modélis€é comme une structure de poutre Euler-Bernoulli :

.

pwy + ET (wmm - /t h(t — $)Warzz(S) ds) —Twg, =0,

V (z,t) € (0,L) x [O,go),

w(0,t) = w,(0,t) = we (L, t) =0,

EI (—wmm(L, t)+ /t h(t — $)Wazz (L, 8) ds) + Tw, (L, t)
0

= u(t) — dswi(L,t) — Mgwyu(L,t), Yt €]0,00),

\

Avec h(t) = IEE_:)’ 0<a<l.

Ou h fonction de relaxation.

Observez que le terme d’amortissement interne ( 1’amortissement du navire ou de la plate-forme)
cwy(x, t) considéré dans [1] est supprimé et remplacé par un terme viscoélastique. Ce terme ap-
parait dans la relation constitutive entre la contrainte et la déformation selon le principe de Boltz-

mann et est appelé terme mémoire .

2.2.2 Controle aux frontiere de la contremarche par la dynamique du na-
vire

Dans notre cas un capteur et un actionneur sont placés au-dessus de la contremarche. C’est sur
la plate-forme elle-méme, ce qui est relativement facile.

Dans [1], les auteurs insérent le controle des limites U du moteur dans la navire i.e la limite
supérieure de la contremarche, pour produire une force transversale pour la suppression des vibra-
tions.

Dans [7], sur la base de la méthode directe de Lyapunov, un contrdle adaptatif des limites
est proposé aux limites supérieure et inférieure de la contremarche étudié dans la figure 2.2 pour
mettre la charge utile en dessous du niveau de la mer au point de consigne requis et supprimer
les vibrations de la colonne montante. Avec la commande proposée, la délimitation uniforme de
I’erreur d’état constant entre la charge utile limite et la position requise en testant correctement les
parametres de conception. Des simulations numériques sont présentées pour démontré 1’efficacité

du contrdle proposé.
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Les différents problemes étudier
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FIGURE 2.2 — Systeme d’installation de colonne montante marin de type poutre typique

Dans [6], la commande de limite pour une colonne montante marin flexible non linéaire cou-
plée avec deux actionneurs dans les directions transversale et longitudinale a été congu pour sup-
primer les vibration de la contremarche. Les auteurs ont traité avec les conditions aux limites

suivantes :
Wy (0,8) = Wy (L, t) = w(0,t) = v(0,t) =0,

—EIwgy (L, t) — [Ty + Z2(w? + v,)Jwa (L, t) = Ur(t),
TEAwE(L,t) + EAv,(L,t) = UL(t), Vte|[0,00),
ou ur et uz sont respectivement, les contrdles frontieres transversal et longitudinal appliqués a

I’extrémité supérieure du contremarche, donner par

up(t) = —kywy(L,t) — kow(L, t),
ur(t) = —ksv(L,t) — kqv(L, t),

N

ou k;,i = 1,2, 3,4, sont des constantes positives.
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Les différents problemes étudier

Dans [Y], les auteurs ont obtenu un résultat de stabilité pour le probleme suivant :

wtt+wxq}xx20, 0<I‘<1,t>0,

w(0,t) = w,(0,t) = we,(1,£) =0, ¢>0,

et la condition a la frontiere dynamique est :
Uzee (L, 1) = youg (L, t) + / A(s)ug(L,t — s)ds, t>0. (2.1)
0

Dans le cas ou le noyau est une fonction exponentielle, une dérivation de (2.1) donne 1’expression
familiere :

Uz (Ly ) — maug (L, t) = auy(L,t) — Bugga (L, 1).
Pour d’autres travaux utilisant des conditions aux limites de type mémoire, nous renvoyons les
lecteurs aux articles [10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18].
Ici [19], nous considérons la classe de noyaux h satisfaisant a la condition

0< %h(t) +yh(t) < £(8).

pour presque tout ¢ > ( oll y est une constante positive et £(¢) est une fonction non-négative, et

dans [20, 21] a traité le cas ou le noyau h vérifie I'inégalité suivante :

%h(t) < —E(t)h(t), t> 0.

16



Chapitre 3

Stabilisation exponentielle

3.1 Préliminaires

On définit I’énergie classique associée au systeme

(

t
pwy + ET (wmm — / h(t — $)Warpe(S) ds) — Tw,, =0,
0
V (z,t) € (0,L) x [0,00),
w(0,t) = w,(0,t) = wee (L, t) =0,
t
EI (—wmx(L,t) +/ h(t — $)wgez(L, ) ds) + Tw,(L,t)
0

= U(t) — dswt(L,t) — Mswtt(L,t), Vi € [0, OO),

\
par:

E(t) = Ey(t) + E,(t), t>0

ou Ej(t) est I’énergie cinétique définie par

M
E(t) = 5 (L,1)] / lwy|*dz, t >0
et E,(t) représente 1’énergie potentielle donnée par

EI
E(t) =2 / ] dx+—/ o, 2dz, ¢ > 0

L’énergie classique totale associée au systeéme (3.1) est définie par :

(3.1

1 L L L
E(t) = 5{Ms[wt(L,t)]?+p/ |wt|2das+E[/ |wm|2dx—|—T/ |wx|2d:v}, t>0
0 0 0

17



Préliminaires

Par différentiation, nous obtenons :

d L

L
o | Wt Wer | d + T/ |wppw,| de (3.2)
0

L
E( ) Ms(wttwt) -+ p/ \wttwt\ dx + EI/
0 0
D’apres I’équation (3.1) on a
t
pwy = — BT (Weper — / h(t — $)Wypze (5)ds) + Twy, (3.3)
0

remplacement (3.3) dans (3.2) on obtient :

L
4 B(t) = My(wyw;) + EI/ (Wt Wy — Waggzwy) dz+ T |wmth + Wy | dz

dt
—|—E]/ / (t — 8)Weppawy dsdx

thmx / / t_ S |U};m; ) wxx(t)|2d8dl'7 t Z 07

en dérivant (h(Jw,,,) par rapport a t, et en utilisant la formule de Leibniz

Posons

4 (hDwy,)( / / B (t = 8)[Wes(s) — waa(t) Pdsd
/ / Dt — )ty (5)|10a(5) — (1) sl
— (WDw,) (1) / /h(t—smm(s)wm( )dsda

—2/ wmt/ $) Wy (t)dsdx + h(t / Wy | da
/ W |2 dz,

= (W'Owgy)(t / wmt/ (t — $)wys(t)dsdx

{ (oo i) [t

L t

L (hOw,, ) (t) = —2/ wmt/ h(t — $)wee (t)dsdx + (h'Dw,, ) (t)

donc

(3.4)
{(/ h(s)ds)/ || d:v} / Wy |2 da.
Nous définissons 1’énergie "modifiée" par :
t L L
E(t) =33 EI <1—/ h(s)ds)/ |wm|2dx+T/ \w, [2dz + EI(hDw,,)(t)
0 0 0 (3.5)

L
+M[w (L, t)]* + ,0/ ]wt\Qd:U}, t>0.
0
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Préliminaires

Il est clair que
EI (" [ El
E(t)=E(t) — 7/ / h(8)|wee|*dsdx + 7(thm)(t), t>0.
0o Jo

Il s’ensuit que

E(t) <&(t), t >0.
D’apres (3.4) et (3.5), on obtient

L&) = —ELh(?) /OL W, |*d + %I(h’Dwm)(t) — d[we(L, )] + u(t)wy (L, t), t>0.

(Avecu(t) = w;(gt) (w?c:m([‘7 t) + w?(L,t) + (/ot Al = 8)t0ssa(L, ) d5> 2) >

(3.6)
Supposons que le noyau h(t) est une fonction de C' (R, R, ) qui satisfait a :
d
%h(t) <0, pour tout t € R,. (3.7)
et donc, d’apres (3.6) et (3.7) on remarque
d
—&(t) <0 ,t>0.
TEW <0 02

Remarque 3.1 La dérivée de 1’énergie totale n’a pas un signe explicite clair. On construit une

fonction de Lyapunov L qui doit vérifier une inégalité de la forme :

%L(t) < _CL®#), t>0

ou C' est une constante positive. Cette inégalité donne le taux de décroissance exponentielle de L
et pour obtenir la décroissance de £(t) nous aurons besoin d’une relation d’équivalence entre E(t)

et L(t). Nous considérons la fonction
L(t) = E(t) + Mdi(t) + Aaga(t) + Asd3(t) + Aaga(t) + Asds(t), £ >0
Nous présentons les fonctions

qbl(t):,o/oLwtwdx, t>0,

out) = [ [t = )(ls) i) dse, >0,
o) = [ ) / H,(t— ) () dsde, £ 0,

out) = [ Holt = luh.s) — w(LOF ds, 20,

L gt
o5(t) = /0 /0 Vot — 8)|wee(s)? dsdz, t >0,

19



Préliminaires
avec

+o0
U, (t) = e”t/ &(s)e?® ds, t >0,
t+oo
H,(t) = e‘”t/ h(s)e?® ds, t >0,
t

et o est une constante positive.
Le premier résultat donne une équivalence entre E(t) + ¢3(t) + @4(t) + ¢5(t) et L(t). Dans la
suite, nous utilisons la fonction de Lyapunov pour obtenir le résultat d’une stabilité asymptotique

et exponentielle de 1’énergie.

Proposition 3.1 1l existe p; > 0,1 = 1,2 tels que

pilE() + @3(t) + da(t) + ¢5()] < L(t) < pa[E€(F)) + @3(t) + da(t) + ¢5()]  (3.8)
Pour tous t > 0.

Preuve.
Nous commengons par montrer le coté droit de I’inégalité (3.8). Pour la fonction ¢ (¢), il est clair

que :

L4
¢1(t)gg/ lw,|* dx +p2 \wm|2dx t>0

En appliquant I’inégalité de Young, on obtient

L L
qbl(t)gg/ wfdx+g/ w? dz,
0 0

puis le Lemme 1.2 et 1.4 :

on a
= uts
1 1
2 T 2
< < |w, | ds) (/ 1ds>
0
L 3
< < |w, | dx) (/ 1dm)
0
S xHL2 \/z
Alors

[ et opar < [t (/ipa

0
L
ol < L} [ 1de = 22 . 3,
0
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Préliminaires

et ||.||» est la norme dans L?(0, L).

on a aussi : .
we(z,t) :/ Wee (8, 1)ds
0
< waxHL? \/Z
Alors
L L , ,
| tstede <1 [ s lide = 22w}
0 0
2 2
waHQ < L? meHQ
L? waHg <L! ||wm||§
donc

2 2
||w||2 < L me‘Hz
et donc, le résultat suivant :
L4
o(t) < & w3 do + 5= w5 ¢ 2 0. (39)

Maintenant, pour la fonction ¢,(t), on a

outt) < S+ 5 [ ([ vttt - w<t>|dsdx)2

d’apres inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient
(/56— ts) —wioas) = ( [ VAT VAE i) ~wioias)
< (/OOO h(s)ds) /Oth(t — 8)w(s) —w(t)|*ds, t>0.
-

=h

2

etona:

w(z,t) = /050 wy(y, t)dy
w(z,s) = /Om w,(y, s)dy

on a aussi :

d’apres inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

w(s) — w(t)| = / “ () — wa(t)dy

< (/0 s (5) _wl,(t)|2dy>é (/0 1dy)%
- (/OL 0,(5) _w$(t)|2d:p)2 (/OL 1dx)2

< Jhwa(s) = wa ()2 VL
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Préliminaires

etona . .
[ 10e) = woPds < foa(s) ol L [ 10
= L? |[w,(s) — wa(t)]5
donc
lw(s) —w(t)llz < L* wea(s) — wew(t)]l;
alors

ba(t) < 2 w2 + 2 /OL (/OOO h(s)ds) (L4 /Ot h(t — s)|wgs(s) — wm(t)\2> (3.10)

< 2wyl + £ (hTw,,)(t), t > 0.

En utilisant la définition (3.6) de £(t), (3.9) et (3.10), nous obtenons

L
1 _
L(t) < 2(1+ A + Ao) / [wil* du+ 5 (BT + AapL*h) (hDwse) (¢)

(

4 (EI(l—/tho(s)ds> A L4> /Lyw |2dx+z/L|w 2 da
0 1P o T 2 o x

+2e [ (L, 6)]? + A (t) + Madpa(t) + Asops(t), t > 0.

D’autre part, en tenant compte de (3.6), (3.9) et (3.10) et le fait que
1— / h(s)ds =1 — h > 0, on trouve
0

2L(t) > p(1 — A1 — Ag) /L lwe|® dz + (EI — AopL*h) (hDw,,)(t)

L L
+ (EI(1 = h) — X\pL?) / W) dz + T/ \w, |* do + M (s)[w,(L, 1))
0 0
F2X303(t) 4 2A404(t) + 2X505(¢), ¢ = 0.

Par conséquent,
p1lE(t) + @3(t) + dalt) + ¢5(1)] < L(t) < p2[E(F) + da(t) + dalt) + ¢5(1)]

pour certaines constantes positives p; et po, sachant que

EI(1-h
AL < min (1,%)

et

. El
Ay < min (pL‘lh’ 1-— )\1>
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Comportement asymptotique

et cela acheve la preuve. m

Dans la suite, nous notons par &, &, h, et H, les expressions suivantes :
= [ etas
0

- / B (s) ds

0
_U:/ e?’h(s) ds
0

et

H, = /OOO H(s) ds.

3.2 Comportement asymptotique

Notre objectif dans cette partie est de montrer que I’énergie associée au systéme (3.1) décroit
de maniere exponentielle vers zéro quant t — +00. Nous supposons que le noyau A : |0, oo[— R*
vérifie les hypotheses suivantes :

(H1) h est une fonction de C*'(R™, R™) qui satisfait I"hypothése suivante :
0<h:/ h(s)ds < 1;
0

(H2) 0 < Lh(t) + yh(t) < &(t) pour presque tout ¢ > 0 o ~y est une constante positive et &(t)

est une fonction non-négative.

Pour stabiliser le systeme (3.1), Nous proposons la loi de contrdle des limites suivante,

pourt > 0

u(t) = wt?l{ft) <wfcm(L,t) +w?(L,t) + (/Oth(t — $)Waaz (L, S) ds) ) , (3.11)

ou K est une constante positive. La vitesse du déplacement est supposée non nulle sinon il n’y a

pas besoin de controle.

Théoreme 3.1 Sous les hypotheéses (H1), (H2), le contréle (3.11), et la condition
/ eP4¢(s) ds < 0.
0
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Comportement asymptotique

pour certains 3 > 0, I’énergie de systeme : (3.1) décroit exponentiellement vers zéro, c’est-a-dire

qu’il existe deux constantes positives c et b telles que
Et)<Ce™ t>0
_ o
a condition que £, = / P3¢ (s)ds soit assez petite.
0
Nous donnons d’abord quelques lemmes qui seront un support a la preuve de ce théoreme.

Lemme 3.2 La dérivée de la fonction ¢, (t) vérifie, le long de la solution (3.1) :

L
4o (t) < 2EI6,w?(L,t) + EI(6, +h — 1)/ W |* da
0

di
L EI ([t > EBI
—|—p/ w? dr + —— / h(t — 8)Waee(L,s) ds | + ——w?, (L,t) (3.12)
L

+EI (hDw,, ) () + Tw(L, t)w,e(L, t) — T/O \w,|? d, t>0.

Preuve.

La différentiation de la fonction ¢, (t) par rapport au temps ¢ donne

(wttw + wf) dx

L
Lou(t) = p
7 t L
— / w (—Efwmm + EI/ h(t — $)Wyrze(S) ds + Twm) dx + p/ w? dx, t > 0.
0 0 0

Nous fixons

d L
0
pour tout ¢ > 0 ou
L
B, = / (— EIwwpey + Tww,,) dx (3.14)
0
et
L t
B, = EI/ w(t)/ h(t — $)Wyypaz(S) dsdz. (3.15)
0 0

En utilisant I’intégrale par parties deux fois en (3.14),

on a
L L
By, = —EIw(L, t)wee, (L, 1) + EI/ WyWage (L, 1) + Tw(L, t)w, (L, t) — T/ w2dx
0 0

L
= —FIw(L, t) Wy (L, t) + Elw, (L, t)wy, (L, t) — E[/ w? dx + Tw(L,t)w,(L,t)

. 0
—T/ wdz,
0
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Comportement asymptotique

De les condition aux limites en (3.1) on a : w,,(L,t) =0,

et donc, le résultat suivante
L L
B, = —Efw(L,t)wm(L,t)—El/ wixdx+Tw(L,t)wx(L,t)—T/ wdx, t > 0. (3.16)
0 0

On a aussi :
En utilisant I’intégrale par parties deux fois en (3.15),

ona
t
By = Flw(L, t)/ h(t — $)Wgpe(L, s)ds — EI/ / h(t — $)Wyys(8)dsdz
0 0

t
—EIth)/ (t — 8)Wepe (L, s)ds — ETw,(L,t) / h(t — $)wes(L, s)ds
0

+E[/ wm/ (t — $)wyy(s)dsdz,

De les condition aux limites en (3.1) on a : w,, (L, s) = 0,

et donc, nous obtenons

t L ¢
By, =FEI {w(L,t)/ h(t — $)Wyae (L, s) ds +/ wm/ h(t — 5)waa(s) dsdx] . (3.17)
0 0 0

pour tout ¢ > 0.
De toute évidence, en ajoutant et en soustrayant w,,(t) a I’intérieur de 1’intégrale intérieure, on

obtient

L t L
_ 1 -
/ wm/ h(t — $)wes(s) dsdx < (07 + h)/ [Wee|? dz + Eh(hmwm)(t), 0 >0, t>0.
0 0 0 1
(3.18)
Les relations (3.17) et (3.18) impliquent que

: 2
By, < EI <5lw2(L, t) + ﬁ (/ h(t — $)Wape(L, 8) ds) )
0 (3.19)

_ [t EI
+FE1(6, +h)/ Wy |* 5h(h[!ww)( t), t>0.
0

Revenons maintenant a (3.13), par (3.16) et (3.19) nous voyons que
L
%qﬁl(t) < 2EISiw*(L,t) + E1(6; +h — 1)/0 Wy |* da

L t 2
+p/ 2dx + £l / h(t — 8)Weee(L,s) ds | + ﬂwm,:(L t) (3.20)
44, 44,

B (hhw,, ) (t) + Tw(L, Hw, (L, t) — / w2 dz, £ > 0.
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Comportement asymptotique

Lemme 3.3 La dérivée de la fonction ¢5(t), le long de la solution (3.1) vérifie

_ . L
%¢2(t) < (nglh X T4L61h 4 pth ) (hOwg,)(t) + (ET6 + T51)/0 w? dx

v EI
+(py01 + pd2 — pho) / fdv + Ewmxm([’ t)
0
ET

+2E[51h/th(t — 8)|w(L, s) —w(L,t)|*ds + — </ h(t — 8)Wepe (L, s)ds)2

44,

+EI8,h / / (t — 8)|wee(s)] dsdm+—/ Eds(E0wy, )(t), t > to.

Preuve.

Une différentiation de ¢, (¢) donne

—,0/ wtt/ (t — s)(w(s) —w(t)) dsdx — /wtdx/

—I—p/ wt/ L ht — )(w(s) — w(t)) dsdx, t>0.

En utilisant 1’équation (3.3) dans (3.22), nous trouvons

Lot _—E[/ wxxxx/ (t — s)(w(s) — w(t)) dsdx
+E[/ U Bt = () ds | Bt — $)(uwls) —w(t))ds]dx

—{—T/ wm/ (t—s) —w(t)) dsdx — p i wt2 dx i h(s) ds
+p /0 w(#) /0 Bt — $)(w(s) — w(t)) dsdz, t> 0.
Nous fixons
%@(t) =C1+Cy+C3+Cy + Cs,
ou

¢ = — EI /OL — /Oth(t — ) (w(s) — w(t)) dsdz,

o=l | ) [ / At — ) arra(s) ds / bt~ s)(uw(s) — w(e)) ds] d.
o=p [Cut) [ %h(t ~ $)(w(s) — w(t)) dsdr,

ool
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Comportement asymptotique

= T/o wm/o h(t — s)(w(s) —w(t)) dsdx. (3.29)

Estimons ces termes séparément. D’abord une intégration par parties en (3.25) donne

et

Cy = —Elwan (L, 1) /0 h(t—s)(w(L, $)—w(L, 1)) ds+EI /0 Wans /0 h(t—s) (s () —ws (£))dsda

(3.30)
et une seconde intégration par parties en (3.30) conduit a
t
Ct = — Elwpan(L, ¢ / h(t — s)(w(L, s) — w(L,¢)) ds
+EI/ wm/ (t — 8)(Wee(s) — Wy (t)) dsdz.

Alors,

t 2

Cy < EL w2, (L) + EI5, (/ h(t — s)(w(L,s) —w(L,t)) ds)
0 (3.31)

L
+EI (51 / w?, dx) + B (hOwg,) (t), 561 > 0, £ > 0.
0

De méme, une intégration par parties dans (3.26) donne

oy = EI (/Ot h(t — $)Waas (L, s)ds> (/Ot h(t —s)(w(L,s) — w(L,t))ds> .

w1 [ ([ 0= paeoras) ([ 1t = )0unts) — wntias ) a

et un autre sur (3.32) donne

2:E1</Oth<t—s)mes )(/Oht—s )—w(L,t))ds)
—E[/0L</Oth(t—swm )(/Oht—s W s)—wm(t))ds)dx.

Y (/ h(t — 8) (L, ) ds>2

Donc,

+Elh51/ h(t — s)|w(L,s) —w(L,t)|* ds (3.33)
0

L EIh
+EI6,h / h(t — 8)|waee(s)|? (hDwg,)(t), t>0.

o Jo 40,
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Comportement asymptotique

Le terme ('3 est estimé comme suit
L t
d
c3 = p/ wt/ —h(t — s)(w(s) —w(t))dsdx

/ / yh(t — s)(w(s) — w(t))dsdx
"‘P/ wt/ h(t — s) + vh(t — s))(w(s) — w(t))dsdx

4

pyhL t
< pydy w?dr + (WO, ) (t) 4 pdy | widw Il § (E0wy,)(t), t >0
0 451 0 452

(3.34)
ol (52 > 0.
pour t >ty > 0, le fait
t to
/ h(s)ds > / h(s)ds = hy >0
0 0
implique que
t L L
—p/ h(s)ds/ widr < —pho/ widr, t >ty > 0.
0 0 0
De plus, nous avons
L TLh
0 1

En substituant (3.31), (3.33)—(3.35), et (3.28) a (3.24), nous arrivons a

L
Sa(t) < (B2 + T 4 o) (RO, ) () + (BI6, +T4)) / w2, dx
L EI '
+(pyd1 + pds — pho)/ 2o + — 19, w2, (L,t)
_ ¢ ’ ET t 2
+2E151h/ h(t — s)|w(L, s) —w(L,t)|*ds + —— 4(51 (/0 h(t — )Wy (L, s)ds)

+EI6,h / / (t — 5)|wes(s)]? dsdx+ / £(s)ds(E0wy,) (L), t > to.
(3.36)

Lemme 3.4 Pour ¢3(t) ona

t
9s(t) < —0gs(t) —/ h(t = 5) waa()ll3 ds + ho l[waslly, >0 (3.37)
0
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Lemme 3.5
44,(1) < —o—¢4(t)—/0 h(t — 8)|w(L, s) — w(L, t)|2ds
2wy (L, 1) /0 Ho(t — 8)(w(L, 5) — w(L, £))ds /0 Ho(t — $)(w(L, 5) — w(L, £))ds

< —0gu(t) — LA(hDw,, ) (t) — 2wy (L, t) Hygu(t), t >0
(3.38)

Lemme 3.6

44 (t) < —ods(t) / £t — ) [wae() 2 ds + & a2, 1> (3.39)

Preuve. du Théoréme 3.1
Une utilisation des Lemme 3.2, Lemme 3.3 et Lemme 3.4 et I’injection de (3.11) dans (3.6) dans

la dérivée de la fonction L(t), nous donne pour tout ¢ > ¢y > 0

L L
LL(t) < —(pAoho — pA1 — pyAady — p/\gég)/o widr — /\IT/O w?(z,t)d
_0'>\3§Z53(t) — O')\5¢5(t) + (% - ds> U}t(L7 t)2 —+ )\4(253FU - U)¢4(t)
¢
2B — Ay) / h(t — 8)|w(L, s) — w(L, t)|2ds

L
—(A\3 — /\2E15ll_1)/ / h(t — 8)|wae(s)|*dsdz
o Jo
L
—()\1EI — >\3h_g — /\2E151 — )\1EI(51 + B)) / wfmd:x
0

- [F h[MEI + Xy (TL* 4 2\ EI + pyL?
+()\2T51 + >\1L54 + )\550) / wixda: + [ ! + A ( 4(;_ 2 i il )]
0 1
. [ EI,
(W) 0+ 285 [ (s €0an)(0) + G (D))

_/\5/ /gt—s s )|2dsdx+(E[(115j>\2) —K) w2 (L,t)

* (% —K) (/ h(t — $)Waae(L, 5)ds )2

0
(2)\1E151 + AT K) w(L, 1),

(3.40)

ou on a utilisé les estimations suivantes :
2

L
T
Tw(L, tywa(L,t) < 6,1 / whoda + = w(L 1),
0

4

Laisser -
h
A= 5 {)\ ET + ), (TL4 +2E1 + mL4> }
1
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puis sous I’hypothése (H2), on peut écrire

A(hDw,,)(t) + % (/ &(s)d ) (0w, )(t) + ﬂ(Dwm)(t)
— (2EL — A) (hDhwg,)(1) + & (WL §+El> (€00w,0) (1)
< — (£~ A) (D)) + 26 (2526 + 2) [ utao

(pA2L§+EI / /5t—5|wm( )|2dzds, 0t>0

Ensuite, en utilisant les Lemmes 3.5, 3.6 et en substituant (3.40) dans (3.41), on obtient pour tout

t>ty >0

| /\

(3.41)

L L
LL(t) < —[pAa(ho — v61 — 62) — Aip] /o w?dx — AlT/O w?(x,t)dx
—0A3¢3(t) — oAse5(t) + (% - s> wi(L,t)* + M (205 Hy — 0)pu(t)
H(20EISh — Ay / h(t — $)[w(L,s) — w(L,)]2ds — (As — Ao EI6: 1)
/ / (t — s)w2,(x,8)dsdx — [MEI + Ashy — \oE15; — M EI(5; + h)]

_ IA 1 L
/w dx—{ ATS, — )\L54—>\5§U—§(p)\2 §+EI) /wfmdx
0

(el BT ), / / E(t — 8)|Wee(5)|*drds — (%EI —A> (hOw,,)(t)

2

(5
(EI(ZEIW _ > [ 2 (L,t)+ (/Oth(t — 8)Ware (L, S)dS)
( |

INEIS, + ML - K) w?(L, ).

+

+

(3.42)
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Maintenant, nous commencons la sélection des différents parametres de telle sorte que tous les
coefficients dans le membre de droite de (3.42) soient négatifs. c’est

(

pAahg — pA1 — pyA2dr — pAade > 0,

s —dy <0,

28:H, — 0 < 0,

20 E151h — Ay < 0,

A3 — M EI51h > 0,

MEI — Ashy — M EI6, — MEI(0; + h) — M T, (3.43)
L6y — Ay — € (WL £+ EI> >0,

2elig 4+ BT — X5 <0,

IAMEL + X\o(TL* +2E1 + pyL*)} < 72

Bltutde) _ i <,

461
INEIS, + MTQ ~ K <0.

\

Pour les trois dernieres conditions en (3.43), \; et Ay seront sélectionnées suffisamment petits.
Ignorons un instant les parametres d; et d4, il nous faut

(

A < Aa(ho — 85),

s < ds,

20sH, < o,

NG, - € (PAQL £ 4 EJ) < MEI(1—h),
PRLRE BT < s,

\

Notez que nous n’avons qu’une condition de petitesse sur A3 dans la sixieme condition en (3.43).

Donc on I’oublie un moment. Laissons 9, = %0, 0y = % et Ay = 03dy. Le systeme se réduit a

/\1 < )\2%,
Mol + € (WL 4 EI) < MEI(1—h),
PeLlE 4 BT < .

Prenez, par exemple, \; = %)\2, alors nous devons avoir

(22£6+ BI) & + € (228 + B1)
<Ny + € (L€ + BI) < 9ABI(1 - ).
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Nous pourrons trouver s si

Ao L4 _ _(phoIt. h ;
(p }jo §+EI> &+ & (p;s? §+EI> < EO/\QEI(I —h),

c’est
- L F h . LY. oL
(& +EEI < _0>\2E[(1 —h) — p_&o _ 9_52 Mo
2 hO ho

Cette condition vaut pour les petits &,. En gros, comme ¢ < &, il suffit de supposer que

”h—féf <M pra-h),
c’est
£ < V2hy [EI(1—h)
77 412 P
et
ho -

{U < g)\g(l — h),

- | V2hy |EI(1=h) h _
£, < min 4L2° (p ),go/\z(l—h) . (3.44)

Apres avoir imposé la condition ci-dessus sur &, nous pouvons déterminer A5 (en termes de
)\2 et 50).

Alors, nous sélectionnons d; et d,. A son tour, \, seront fixés par K et v selon (3.43).

c’est a dire

Par conséquent, nous aboutissons a 1’estimation suivante :

d

EL(t) < —C(E(t) + p3(t) + palt) + P5(1)),

ou C' est une constante positive. D’apres le membre de droite de la relation (3.8) dans la Proposi-
tion 3.1 on obtient :
d —C

—L(t) < —L(t) = —bL(t t>1 0.
GHO < UL = <L), 200>

Par conséquent,

L(t) < L(0)e ™™, t>1,>0,

ou L(0) et b sont des constantes positives. L’ autre inégalité dans la Proposition 3.1, donne

E(t) < Me™, t>1t,>0.
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ou M est une constante positive. On peut prouver facilement une estimation similaire dans I’in-
tervalle [0, o).
Enfin, De notre précédent,

ona:

C’est-a-dire

on obtient finalement :

Ceci acheve la Preuve. m

33



Conclusion et perspectives

Dans notre travail, nous avons traité quelques aspects importants du point de vue mathéma-
tique :
- L’étude du comportement asymptotique des solutions pour des temps infinis (décroissance ex-
ponentielle).
- Nous présentons notre résultat de stabilisation (stabilisation exponentielle) avec la preuve basée
sur la technique des multiplicateurs.
D’autres aspects méritent également d’étre explorés :
- Explosion des solutions.
- Donner une approximation numérique...

Les systemes qui ont peut les traiter par méme maniere.
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