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Dans ce mémoire, nous nous sommes concentrés sur la z-coloration et le nombre z-
chromatique . Une z-coloration d’'un graphe G est une coloration propre de ses sommets,
composée de classes de couleurs C,, C,, ..., Cy, satisfaisant les conditions suivantes :

(i) Pour toute paire de couleurs i et j avec 1 < i < j < k, tout sommet de couleur j est
adjacent 2 un sommet de couleur i,

(i) il existe un ensemble {u,,..., u;} de sommets de G tel que u; € C; pour tout j €
{1,...,k} et u; est adjacent a u; pour chaque 1 < j < k avec j #k, et

(iii) pour chaque i et j avec i # j, le sommet u; a un voisin dans C;.

Nous avons également présenté certains résultats concernant la b-coloration et la colora-
tion de Grundy.

Dans ce mémoire, nous exposons quelques résultats connus sur la z-coloration, puis
nous déterminons le nombre chromatique-z des graphes milieu et total d'une chaine (P,),
d’'un cycle (C,).
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In this manuscript, we focused on z-coloring and the z-chromatic number. A z-coloring
of a graph G is a proper vertex coloring consisting of color classes C;, C,, ..., C;, satisfying
the following conditions :

(i) For every pair of colors i and j with 1 <i < j < k, every vertex of color j is adjacent
to a vertex of color i,

(i) there exists aset{u,,..., u;} of vertices of G such that u; € C; forall j €{1,..., k} and
uy is adjacent to u; foreach 1 < j < k with j # k, and

(iii) for every i and j with i # j, the vertex u; has a neighbor in C;.

We have also presented some results concerning b-coloring and Grundy coloring.

In this manuscript, we present some known results about z-coloring, then we determine
the z-chromatic number of middle and total graphs of a path (P,) and a cycle (C,).
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V estl’ensemble des sommets.

E estl’ensemble des arétes.

d;(v): Le degré du sommet v dans G (nombre d’arétes incidentes a v).
A(G): Le degré maximal d'un graphe G.

0(G): Le degré minimal d'un graphe G.

¥ (G):Le nombre chromatique du graphe G, c’est-a-dire le plus petit nombre de cou-
leurs nécessaire pour colorier ses sommets de maniere propre.

w(G): La taille de la plus grande clique dans G.

a(G) : Le nombre de stabilité de G, c’est-a-dire la taille maximale d’'un ensemble
stable (indépendant).

C, : Un cycle d’ordre n (graphe cyclique).

K,, : Un graphe complet d’ordre n (chaque sommet est adjacent a tous les autres).
Py : Une chaine (ou un chemin) de longueur k.

M(G): Le graphe milieu (Middle Graph) de G.

T(G): Le graphe total (Total Graph) de G.

I'(G) : Le nombre de grundy d'un graphe G.

b(G): Le nombre b-chromatique d'un graphe G.

z(G) : Le nombre z-chromatique d'un graphe G.



iiioduction

S’analyse combinatoire et les probabilités constituent un domaine fondamental des
mathématiques qui étudie les structures discretes, les phénomeénes aléatoires et leurs in-
teractions. Ce champ se distingue par sa capacité a modéliser des systemes complexes et
incertains dans des contextes aussi variés que I'informatique, la biologie, la logistique ou
encore la cryptographie. Depuis une vingtaine d’années, les méthodes combinatoires et
probabilistes connaissent un essor considérable, notamment grace a leur role central dans
I'analyse des algorithmes, la théorie des graphes, le traitement de 'information etla science
des données. Plus récemment, ces outils ont été appliqués avec succes a des domaines
émergents comme la bioinformatique, les réseaux sociaux, la cybersécurité, ou encore les
systemes intelligents. L'étude conjointe de la combinatoire et des probabilités offre ainsi
un socle théorique riche et puissant pour résoudre des problémes concrets liés a la com-
plexité, a I’aléa et a 'optimisation.

Lhistoire de la théorie des graphes débute avec les travaux du mathématicien suisse
Leonard Euler au 18%™¢ siecle, et trouve son origine dans 1'étude de certains problémes,
tel que celui des ponts de Konigsberg, quand il se demandait s’il est possible, en partant
d’'un quartier quelconque de la ville, de traverser tous les ponts sans passer deux fois par
le méme point et revenir a son point de départ. Deés le début du 20°™¢ siecle, elle consti-
tue une branche a part entiere des mathématiques, grace aux travaux de Konig, Menger,
Cayley, puis de Berge et d’Erdos.

Un des problémes les plus connus de la théorie des graphes vient de la coloration des
graphes, ou le but est de déterminer combien de couleurs différentes suffisent pour colo-
rer entierement un graphe de telle facon qu’aucun sommet n’ait la méme couleur que ses
voisins. En 1852, le mathématicien anglais Francis Guthrie énonca le probléeme des quatre
couleurs par une discussion a son frére, qui demanda a son professeur Auguste De Morgan
si toute carte peut étre coloriée avec quatre couleurs de facon que des pays voisins aient
des couleurs différentes. Le probléme de la coloration a suscité I'intérét de grands cher-
cheurs en théorie des graphes. Cet intérét sans cesse croissant est largement motivé par le
fait que beaucoup de problémes concrets peuvent étre modélisés en termes de coloration
de graphes, comme I'ordonnancement de taches, I’allocation de fréquences et le probleme
d’emploi du temps.

La coloration des sommets est certainement le concept le plus ancien et le plus étudié. Il
s’agit d’affecter des couleurs (entiers positifs) aux sommets de telle sorte que deux sommets
adjacents ne doivent pas avoir la méme couleur; une telle coloration est dite propre (clas-
sique). Ce n'est qu’'en 1976 que deux chercheurs, K. Appel et W. Haken, ont pu répondre
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affirmativement a la conjecture des quatre couleurs. La recherche d'une réponse a ce pro-
bleme est a I'origine de nombreux résultats relatifs a la coloration dans les graphes.

Soit G = (V, E) un graphe simple. Une classe de couleur i est un ensemble de sommets
stable de V colorés avec la méme couleur i. Le nombre minimum de classes de couleurs
qui partitionnent ’ensemble V est le nombre chromatique, noté y(G).

Beaucoup de variantes de coloration propre sont dérivées de la coloration classique, la
plupart de ces colorations minimisent le nombre de couleurs nécessaires pour colorer un
graphe. Il existe d’autres qui ont pour objet de maximiser le nombre de couleurs. Parmi
eux, on cite la coloration de Grundy qui fait I'objet de ce mémoire. Un article de 1939 [14]
de Patrick Michael Grundy (1917 1959) traitant de jeux combinatories contenait des idées
qui ont conduit a la notion de coloration de Grundy dans les graphes. Cette coloration a
été nommeée et introduite par C. A. Christen et S. M. Selkouv [11] en 1979, dans le cadre de
la théorie des jeux. La coloration de Grundy est une coloration propre vérifiant la propriété
suivante : chaque sommet v, coloré par une couleur i doit étre adjacent a au moins i —1
sommets colorés par chacune des couleurs j telles que j < i, un tel sommet est dit sommet
de Grundy. Le nombre de Grundy d'un graphe G, noté I'(G), est le nombre maximum de
couleurs nécessaires pour une coloration de Grundy de G.

La b-coloration est un concept important en théorie des graphes, utilisé pour amélio-
rer le coloriage traditionnel en garantissant que chaque classe de couleur contient un b-
sommets) connecté a toutes les autres classes de couleur. Ce concept a été introduit pour
la premiere fois par Irving et Manlove en 1999 et est considéré comme un outil efficace
pour analyser les propriétés des graphes et leurs applications pratiques. Dans ce type de
coloriage, il est requis que le coloriage soit propre (c’est-a-dire qu’aucune paire de nuds
adjacents n’ait la méme couleur), tout en ayant au moins un nud dans chaque classe de
couleur connecté a toutes les autres classes. Le nombre maximal de couleurs pouvant étre
utilisées dans un b-coloriage d'un graphe est appelé le nombre b-chromatique, noté b(G).

Le concept de z-coloration des graphes représente une avancée significative dans le do-
maine de la théorie des graphes, offrant une approche raffinée par rapport aux méthodes
classiques telles que la coloration de Grundy et la b-coloration. Introduite par Abbas Kha-
leghi et Manouchehr Zaker, la z-coloration se distingue par des propriétés plus strictes qui
garantissent une meilleure optimisation dans'utilisation des couleurs. Elle repose sur trois
conditions principales : (i) toute paire de couleurs doit satisfaire une relation d’adjacence
spécifique, (ii) I'existence d’'un ensemble de sommets niches qui dominent les autres cou-
leurs, et (iii) une connectivité particuliere entre ces sommets. Ces contraintes permettent
d’obtenir des colorations plus efficaces, comme le démontrent les auteurs a travers une
séquence infinie de graphes ot la z-coloration surpasse nettement les méthodes tradition-
nelles.

Ce mémoire est développé en trois chapitres :

+ Dansle premier chapitre, nous rappelons quelques définitions de théorie des graphes
nécessaires a la compréhension de ce mémoire. nous précisons notamment les défi-
nitions de la coloration classique.
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Dans le deuxieme chapitre, nous étudions plusieurs résultats dans le domaine des
colorations de graphes, plus précisément la coloration de Grundy, le b-coloration et
le z-coloration. Nous expliquons comment obtenir une z-coloration a partir d'une
b-coloration et d'une coloration de grundy, tout en clarifiant les relations entre ces
différents types de colorations.

Le troisieme chapitre porte sur notre contribution dans le domaine de z-coloration,
ol nous déterminons la valeur exacte du nombre z-chromatique des graphes milieu
et total d'une chaine, d'un cycle.

Ce mémoire s’acheve par une conclusion.



Chapitre 1

Généralités sur les graphes

Ce chapitre est consacré aux concepts fondamentaux et aux outils utilisés dans ce mé-
moire. Il est composé de deux sections.
Dans la premiere section, nous présenterons les notions essentielles ainsi que les notations
nécessaires en théorie des graphes. Enfin, la derniére section sera consacrée aux différentes
bornes de coloration des graphes en fonction de certains parametres associés, notamment
la coloration classique.

1.1

Notions préliminaire et notations

Dans cette section, nous introduirons quelques définitions afin de permettre au lecteur
de se familiariser avec le vocabulaire employé dans ce mémoire.

1.1.1 Notions sur les graphes
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Les graphes constituent des structures fondamentales en théorie des graphes. IlIs sont
définis par deux ensembles distincts et finis :

w Un ensemble V ={v,, 1,,...,v,} dont les éléments sont appelés sommets.

w Un ensemble E ={e,,e,,...,e,} formé de liaisons entre les sommets, appelées
arétes.

Ainsi, un graphe G estnoté par G =(V, E).

Un sommet est généralement représenté par un point ou un cercle, tandis qu'une
aréte est représentée par un trait qui peut étre courbé.

Si deux sommets u et v sont reliés par une aréte e = uv, alors u et v sont dits ad-
jacents ou voisins, et e est dite incidente a u et v. Ces deux sommets sont appelés
extrémités de e.

Deux arétes sont dites adjacentes si elles partagent un sommet commun.
Un sommet u est dit isolé s’il n’est adjacent a aucun sommet.

Une aréte e = (u, v) d'un graphe G est appelée boucle si ses extrémités u et v sont
confondues.

Une aréte (u, v) est dite multiple s’il existe plus d’'une aréte reliant u et v.

Un graphe est dit simple s’il ne contient ni boucles ni arétes multiples.



* Lordre d'un graphe, noté n, est le nombre de ses sommets, tandis que sa taille, notée
m, est le nombre d’arétes qu’il contient.

+ Un graphe est dit trivial si n =1, sinon, il sera dit non-trivial.

u u

2
Uy

3
Uy Us

Ug Ug Ug

I (%)

FIGURE 1.1 — Graphe simple comporte 9 sommets et 9 arétes.

LaFigure (1.1) illustre un graphe simple G =(V, E),avec V = {x;, X5,..., Xg} et E ={uy, Uy, ..., Ug}.
Les sommets x; et x, sont adjacents, et I’aréte u, leur est incidente. Le sommet x; est
I'unique sommet isolé de G.

Il est a noter que tous les graphes considérés dans ce mémoire sont finis, non orientés,
simples et sans sommets isolés.

1.1.2 Voisinages et degrés

Dans un graphe G, le voisinage ouvert d'un sommet v, noté N;(v), est 'ensemble des
sommets adjacents a v :
Ng(v)={ueV:(u,v)eE}

Le voisinage fermé de v, noté N;[v], inclut également v lui-méme :

Ngl[v]=Ng(v)u{v}.

Le degré d'un sommet v, noté d;(v), correspond au nombre d’arétes incidentes a v.
Dans le cas d'un graphe simple, il est égal a la taille du voisinage ouvert :

dg(v)=|Ng(v)|.

Les degrés maximal et minimal d'un graphe G, notés respectivement A(G) et 0(G), sont
définis par:
A(G)=max{d;(v):veV}, 6(G)=min{d;(v):veV}.

Enfin, un sommet est dit isolé si son degré est nul, et il est dit pendant si son degré est
égalal.



1.1.3 Chaines et cycles
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Une chaine P, dans un graphe G est une suite finie de sommets v;, v5,..., U; telle
que pour tout i € {1,...,k—1}, v;v;,, est une aréte de G. Les sommets v, et v, sont
appelés extrémités de P, tandis que les sommets v,, 13, ..., U;,_; sontappelés sommets
intérieurs de P,.

Lalongueur d'une chaine P, correspond au nombre d’arétes qui la composent.

Une chaine P, est dite simple si elle n’emprunte pas plus d'une fois la méme aréte.
Elle est dite élémentaire si tous ses sommets sont distincts. Il est important de noter
que toute chaine élémentaire est également simple.

Un cycle d’ordre n > 3, noté C,, est une chaine dont les extrémités sont confondues.
Un cycle élémentaire C, est un cycle qui contient 7 sommets distincts.

La longueur d'un cycle est le nombre d’arétes qui le constituent.

La maille d'un graphe G, notée g(G), est définie comme la longueur du plus petit
cycle contenu dans G.

Cycle Cg chaine P;

FIGURE 1.2 — Exemples d’'un cycle et d'une chaine.

1.1.4 Sous-graphes, sous-graphes induits et graphes partiels

Soit G =(V(G), E(G)) un graphe.
+ Unsous-graphe H =(V(H), E(H))de G estun graphe vérifiant V(H)C V(G)et E(H) C

E(G).

% Un sous-graphe induit H de G est un graphe tel que V(H) € V(G) et E(H) contient

toutes les arétes de G reliant exclusivement les sommets de V(H). Autrement dit,
un sous-graphe induit par un ensemble de sommets A dans G est le sous-graphe
contenant tous les sommets de A ainsi que toutes les arétes existant dans G entre ces
sommets. Ce graphe est noté G[A].

+ Un graphe partiel H de G est un graphe tel que E(H) € E(G).



Sous-graphe de Cg Sous-graphe induit de Cg Graphe partiel deCg

FIGURE 1.3 — Exemples d'un sous-graphe, d'un sous-graphe induit et d'un graphe partiel
de Cg.

1.1.5 Distances,excentricités et diametres

Soit G =(V, E) un graphe simple, et soit u,v € V.

+ La distance entre u et v, notée d(u, v), correspond a la longueur de la plus courte
chaine reliant # a v dans G.

+ Lexcentricité d'un sommet v, notée e(v), est définie par :
e(v)=max{d(v,w): weV}.
% Le diametre d'un graphe G, noté diam(G), est donné par :

diam(G)=max{e(v): v e V}.

1.1.6 Graphes isomorphes

Deux graphes G = (V,E) et G’ = (V’, E’) sont dits isomorphes s’il existe une bijection
f : V. — V'’ préservant les relations d’adjacence entre les arétes et assurant ainsi la corres-
pondance des voisins pour chaque sommet.

En d’autre terme,
Vx,yeV, xye€eE < f(x)f(y)eE".

FIGURE 1.4 — Exemple représentant deux graphes isomorphes.



1.1.7 Graphes particuliers

+ Un graphe complet d’ordre n, noté K,,, est un graphe dans lequel chaque paire de
sommets est directement reliée par une aréte (voir Figure (1.5)). Un sommet uni-
versel (ou dominant) est un sommet adjacent a tous les autres sommets du graphe.
Le nombre total d’arétes dans un graphe complet est donné par la formule nn7l) et

2
chaque sommet y est universel.

¢ Un graphe discret (ou graphe nul) d’ordre n, noté D, est un graphe qui ne contient
aucune aréte (voir Figure (1.5)).

% Le graphe complémentaire d'un graphe G =(V, E), noté G, est le graphe défini par :

V(G)=V(G), EG)={uw|u,veV(G),uw¢E(G)}.

& ®
() (=)

Graphe discret Dy, Graphe complet K,

FIGURE 1.5 — Exemples d'un graphe discret Dy, d'un graphe complet Kj, et d'un graphe
complémentaire C .

% Un graphe est dit d-régulier si tous ses sommets ont un degré exactement égal a d.

FIGURE 1.6 — Exemple d'un graphe 3-régulier.



+« Un graphe biparti est un graphe dont '’ensemble des sommets peut étre divisé en
deux sous-ensembles V; et V, de telle sorte que les sous-graphes induits G[V; ] et G[ V]
soient des ensembles discrets (voir Figure (1.7)).

< Un graphe biparti complet, noté K,, ,, est un graphe biparti ot les deux partitions V;
et 1, vérifient |Vj| = p, |V»| = g, et chaque sommet de V] est relié a tous les sommets
de V, (voir Figure(1.7)).

+« En particulier, si p =1, le graphe G est appelé une étoile, et le sommet unique de V;
est désigné comme le centre de I'étoile (voir Figure(1.7)).

Graphe biparti ~ Graphe K, 3 Etoile g1 4

FIGURE 1.7 - Exemples d’'un graphe biparti, d'un graphe biparti complet et d'une étoile.

+ Un graphe connexe G est un graphe dans lequel chaque paire de sommets est reliée
par une chaine.

+ Une composante connexe de G est un sous-graphe maximal de G qui est connexe.
Si un graphe n’est pas connexe, on le qualifie de non connexe.

% Un arbre est un graphe connexe sans cycles. Un arbre d’ordre n possede exactement
(n—1) arétes. Un arbre est généralement noté par T (voir Figure(1.8)).

2
*o*

Une chenille est généralement représentée par C(t,,t,,..., t;) et définie comme un
arbre particulier. Lorsque les sommets pendants adjacents aux sommets £, ,, ..., f;
sont supprimés, nous obtenons une chaine ¢, — ¢, —... — ;. (voir Figure (1.8)).

@Z@ /Q\/J\ﬂji@

Arbre comporte 6 feuilles. Chenille C(t;; t,; t3)

FIGURE 1.8 — Exemples d'un arbre et d'une chenille.



1.1.8 Cliques et ensembles stables

+ Une clique dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets dans lequel chaque
paire de sommets est adjacente. La taille d'une clique correspond au nombre de som-
mets qu’elle contient. Le symbole w(G) représente la taille de la plus grande clique
dans G.

+ Un stable dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets, ou tous les sommets
sont deux a deux non adjacents. Le nombre de stabilité de G, noté a(G), est la cardi-
nalité d’un stable de taille maximale dans G.

Graphe G =(V;E) Cliquede G Stable de G

FIGURE 1.9 — Exemples d’une clique et d'un stable d'un graphe G.

1.1.9 Graphes Milieux et Graphes Totals

Graphe Milieu (Hamada et Yoshimura) [16]

Le graphe milieu d'un graphe G, noté M(G),tel que 'ensemble de ses sommets est la
reunion de ’ensemble des sommets V(G) et de 'ensemble des arétes E(G). Deux sommets
x et y de M(G) sont adjacents siI'une des conditions suivantes est satisfaite :

x,y € E(G) et x estadjacenta y dans G
xe€V(G), y € E(G)et x estincidenta y dans G

Graphe Total (Behzad) [5]

Le graphe total d'un graphe G, noté T(G), estun graphe dont’ensemble des sommets est
V(G)UE(G). Deuxsommets x et y de T(G) sont adjacents sil'une des conditions suivantes
est satisfaite :

x,y € V(G) et x estadjacenta y dans G
x,y € E(G) et x estadjacenta y dans G
x € V(G), y € E(G) et x estincidenta y dans G



) —— & ® & ®

chaine P, Graphe milieu M (P,) Graphe total T'(P,)

FIGURE 1.10 — Exemples d'un graphe milieu et d'un graphe total de P,.

FIGURE 1.11 — Exemples d'un graphe milieu et d'un graphe total de C;.

1.1.10 Graphes de Harary

West [29] a introduit les graphes de Harary.

Soient k et n deux entiers positifs, tels que 1 < k < n. Les graphes de Harary, notés H; ,,
sont définis comme suit :

% Si k est pair, alors H,. , est un graphe dont les sommets sont vy, v}, s,..., V,_, et deux

sommets v;, v; sont reliés si i—% <j<i +§ (ou I'addition est prise modulo n).

% Si k est impair et n est pair, alors Hy , est obtenu a partir de H;_, , en ajoutant des
A o . N . n
arétes joignant v; a v;y» pour 1 <i < 7.
% Si k estimpair et n estimpair, alors H; , est obtenu a partir de H;_, , en ajoutant une
aréte reliant v; a v;, »1 pour 0 < i < 251,
2

Le graphe H, , est régulier dans les deux premiers cas. En revanche, il est non régulier
dans le dernier cas.



Graphe de Harary H, Graphe de Harary H; g Graphe de Harary H; 4

FIGURE 1.12 - Graphes de Harary.

1.2 Quelques opérations sur les graphes

Dans cette section, nous allons présenter quelques opérations que nous pouvons appor-
ter a un graphe.

1.2.1 Suppression d’'un sommet d’'un graphe

@éﬁnition 1.1 Soit v unsommetd'un graphe G =(V, E). Le graphe G\{v} ou(G—v)
. est le graphe obtenu a partir de G en retirant le sommet v et toutes les arétes inci-
- dentes a v. Pour un sous-ensemble de sommets S € V, on note G \ {S} ou (G —S) le
. sous-graphe engendré par V —S.

°

FIGURE 1.13 — Exemple représente la suppression d'un sommet d'un graphe G.

1.2.2 Suppression d’'une aréte d’'un graphe

@éﬁnition 1.2 Soit e = uv une aréte de G. Le graphe G \ {e} ou (G—e) est le graphe
: obtenu a partir de G en retirant I'aréte e et conservant leurs extrémités u et v.
°

10



FIGURE 1.14 — Exemple représente la suppression d'une aréte d'un graphe G.

1.2.3 Remplacement d'un sommet d’'un graphe par une étoile

@éﬁnition 1.3 Soit v un sommet d’'un graphe G = (V, E). Le graphe SK, , est ob-
. tenua partir de G enretirantle sommet v et I'en remplagant par I'étoile K, ,, telle que
- les sommets de K , sont adjacents a tous les voisins de v.

°

FIGURE 1.15 — Exemple représente la suppression d’'une aréte d'un graphe G.

1.2.4 Autres opérations

Etant donnés deux graphes disjoints G, = (V;, E;) et G, = (1, E,).

+ Lunion de deux graphes G, et G, est le graphe G, + G, dont’ensemble des sommets
est VUV, et 'ensemble des arétes est E; U E,. Pour un entier kK donné, I'union de k
copies du graphe G est notée kG, avec k > 1.

% Le joint de deux graphes G, =(V;, E;) et G, =(V;, E,), noté G, V G, est le graphe ayant
pour ensemble de sommets V; UV, et ensemble d’arétes (E,UE,)U{uv:ueVetve
V).

Autrement dit, G, V G, est le graphe obtenu a partir de G, + G, en ajoutant toutes les
arétes entre tous les sommets de G, et G,.

Y
*o*

Le produit cartésien ou somme cartésienne de deux graphes G, et G,
noté G, ® G,, estle graphe G =(V, E) tel que;

11



V={(u,v):ueV,veV,}.

Et deux sommets (u,, 1;) et (u,, 1,) sont adjacents dans G si;

u=ucety,nek ou v=1etu,uck.

12



1.3 Coloration des sommets d’'un graphe

2&1 coloration des graphes est apparue en 1852, lorsque le probléeme des quatre cou-
leurs a été posé pour la premiére fois par Francis Guthrie. Il a observé que tous les com-
tés de I’Angleterre peuvent étre colorés avec seulement quatre couleurs, a condition que
deux comtés voisins soient colorés différemment. Ceci I’a incité a réfléchir a la possibilité
de colorer n'importe quelle carte géographique avec seulement quatre couleurs, sous la
contrainte que deux pays voisins ne soient pas recouverts par la méme couleur.

La preuve de ce probleme n’a été donnée qu’en 1976, lorsque les deux chercheurs amé-
ricains, K. Appel et W. Haken [2],[3], ont pu le résoudre a I'aide d’un calcul par ordinateur.

Par la suite, la notion de la coloration de graphe a fait 'objet de nombreuses études,
engendrant une littérature tres dense en théorie des graphes. Ce concept est sans doute
le concept le plus connu et le plus étudié en théorie des graphes. Généralement, il s’agit
de trouver une coloration optimale des sommets d'un graphe simple de maniére a ce que
deux sommets adjacents soient de couleurs distinctes.

Une coloration des sommets d'un graphe consiste a attribuer une couleur a chaque som-
met en utilisant un nombre donné de couleurs. Une coloration utilisant k couleurs est ap-
pelée une k-coloration. Une coloration propre des sommets d'un graphe G est une colo-
ration, telle que chaque paire de voisins recoit des couleurs différentes.

Une k-coloration propre des sommets de G peut étre interprétée comme une partition
de 'ensemble des sommets de G en k ensembles stables. Une classe de couleur est un
sous-ensemble stable de sommets de V qui partagent la méme couleur.

Une coloration triviale de G consiste a attribuer a chaque sommet une couleur diffé-
rente. De ce fait, tout graphe a n sommets peut étre coloré avec n couleurs différentes. Il
est donc pertinent de chercher a minimiser le nombre de couleurs requis pour colorer le
graphe G.

@éﬁnition 1.4 Lenombre chromatique d'un graphe G, noté y(G), est le plus petit
: entier k tel que G posséde une k-coloration.
- Une y(G)-coloration d'un graphe G est dite coloration optimale (ou minimale) de G.
°

13



Graphe G =(V; E) Coloration propre Coloration optimale

FIGURE 1.16 — Exemples d’'une coloration propre et d'une coloration optimale d'un graphe
G.

1.3.1 Bornes et valeurs exactes sur le nombre chromatique

— Proposition 1.1

[6] Soit G un cycle d’ordre n. Alors

2 sin est pair
2(Cy)= , .
3 sin estimpair

== Remarque 1
Soit G un graphe d’ordre n. Il est clair que 1 < y(G) < n.

1 sietseulementsi GK,
2(G)= . o
n sietseulementsi G =K,

[6] Si G est un graphe de taille au moins deux, alors y(G)=2 si et seulement si G est
biparti.

— Proposition 1.2

[6] Si H est un sous-graphe de G, alors

x(H) < x(G).

14



— Proposition 1.3

[6] Pour tout graphe G, on a
2(G) = w(G).

oll w(G) est la taille de la clique maximale de G

— Proposition 1.4

[6]Soit G un graphe non connexe contenant k composantes connexes C;, C,, ..., Cy.
Alors
7(G)=max{y(C;):1<i<k}.

— Proposition 1.5

[6] Tout graphe G d’ordre n satisfait

n
1(G)+a(G)z o

Ou a(G) est le nombre de stabilité de G.

Dans [9], Brooks a montré les deux résultats suivants.

— Proposition 1.6

[9] Tout graphe G de degré maximum A(G) satisfait
Y(G)<A(G)+1.
Avec égalité si et seulement si on est dans 'un des deux cas suivants :

Soit A(G) #2 et G admet K, ), cCOmme une composante connexe
Soit A(G)=2 et G admet un cycle d’ordre impair comme une composante

connexe.

Brooks [9] a analysé cette borne.

Theoreme 1.2

[9] Soit G un graphe connexe. Si G n’est ni un cycle d’ordre impair, ni un graphe

complet, alors
1 (G)<A(G).

15



— Proposition 1.7

[6] Soit G un graphe d’ordre . Alors

x(G)xa(G)=n
y(G)+a(G)<n+1

L'inégalité suivante a été donnée par Gaddum et Nordhaus [27].

— Proposition 1.8

[27] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors :

2(G)+y(G)<n+1.

Les chercheurs ne se sont pas limités a la coloration classique des graphes, car il existe
plusieurs autres types de colorations, chacune ayant ses propres conditions. Parmi celles-
ci, on peut citerla coloration de Grundy, la b-coloration, etla plus importante, la z-coloration.

16



Chapitre 2

b-coloration, coloration de Grundy et
z-coloration

@ans ce chapitre, nous donnons la définition de la b-coloration et la coloration de
grundy, ainsi les parametres liés a ces deux colorations, et quelques résultats obtenu dans
ce contexte.

En-suite, nous donnons un apercue sur la z-coloration, qui fait I’'objet de notre mémoire
et nous présentons quelques résultats obtenus sur cette derniére.

2.1 b-coloration et le nombre b-chromatique

@n 1999, Irving et Manlove [20, 25] ont défini une autre technique qui cherche a amé-
liorer la coloration d'un graphe. Cette derniere consiste a partir d’'une coloration propre
donnée du graphe, de réduire le nombre de couleurs en transférant les sommets d'une cer-
taine classe de couleur vers d’autres classes de couleur. Si chaque classe de couleur possede
un sommet qui a un voisin dans toutes les autres classes de couleurs, il est impossible d’ap-
pliquer cette technique. D’ou, la définition de la b-coloration.

@éﬁnition 2.1 Une b-coloration (ou coloration dominante) est une coloration
. propre telle que toute classe de couleur i contient un sommet (dit b-sommet ou som-
- metb-dominant) adjacent a au moins un sommet de chaque classes de couleur j # i.
°

@éﬁnition 2.2 Le nombre b-chromatique d’'un graphe G, noté b(G), représente le
: nombre maximal de couleurs k pouvant étre utilisées dans une b-coloration de G.
°

17



Exemple : La Figure (2.1) présente une b-coloration d'un cycle Cz avec

FIGURE 2.1 — Exemple d'un b-coloration du graphe cycle C;.

2.1.1 Quelques résultats existants sur la b-coloration

— Proposition 2.1

[19][24] Pour tout graphe G de degré maximum A(G), on a

7(G)< b(G)< A(G)+1.

Kouider et Mahéo [22] ont montré que les bornes encadrant y(G) restent valables pour
b(G).

— Proposition 2.2

[22] Soit G un graphe connexe d’ordre n et a(G) son nombre de stabilité. Alors

b(G)<n+1—a(G).

— Proposition 2.3

[22]Soit G un graphe d’ordre n et de taille m. Alors

" (G4 \ S42m
a(G) ™ 2 4 '

18



— Proposition 2.4

[22] Si G est un graphe non connexe de composantes C,, G,,..., C, avec (p > 2), alors

b(G)=max{b(C;),1<i< p}.

— Proposition 2.5

[1] Soit G un graphe d’ordre n, de degré maximum A(G) et de degré minimum 6(G).

Alors 2n—A(G)—6(G)—3
i) <| 21~ A6)=0(6)-

=137 —2A(G)—6(G)—4"

Bikina et al. [7] ont donné une borne supérieure sur b(G) dans le cas ou1 G est un graphe
différent du graphe complet.

— Proposition 2.6

[15] Soit G un graphe d’ordre n différent d'un graphe complet et w(G) la taille de sa
clique maximum. Alors
n+w(G)—1 J

b(G)S[ 2

Des résultats de type Nordhaus-Gaddum ont été donnés dans [22].

[22] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors

b(G)+b(G)<n+1
b(G)x b(G)<n

M. Kouider et M. Zaker [22] ont établi la borne ci-apres dans le cas d'un graphe sans
griffes généralisées.

19



[23] Si G est un graphe sans K; ; avec ¢ > 3, alors

b(G)<(t—1)((G)—1)+1.

Corollaire 1. [23] Soit G un graphe sans griffe K 3. Alors

b(G)<2%(G)—1.

Plusieurs recherches ont été menées pour déterminer la valeur exacte du nombre b-
chromatique pour des classes spécifiques de graphes. Dans ce qui suit, nous présentons
quelques-uns de ces résultats.

— Proposition 2.7

[22] Si G est un cycle C,, d’ordre n > 3, alors

2 sin=4
3 sinon

b(Cn):{

— Proposition 2.8

[22]Si G est une chaine P, d’ordre n > 2, alors

2 sine{2,3,4}
3 sinon

[22] Soient P, et C,, respectivement une chaine et un cycle d’ordre n > 5. Alors

b(Pn):{

b(P,)=b(C,)=3.

A. El Sahili et M. Kouider [13] ont exploré les graphes d-réguliers dont le nombre b-
chromatique est égal a d + 1. Dans ce sens, ils ont donné le résultat suivant.
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[13] Soit G un graphe d-régulier sans cycle d’ordre six et de maille au moins cing.
Alors
b(G)=d+1.

Les mémes auteurs [13] ont proposé la conjecture suivante.

— Proposition 2.9

[13]Soient D, et K,, respectivement un graphe discret et un graphe complet. Alors

b(D,)=1
b(K,)=n

— Proposition 2.10

[22] Si G est un graphe biparti complet K, , pour tout n, p €N, alors b(G)=2.

Dans[17],les auteurs ont montré que le nombre b-chromatique du joint de deux graphes
est égal a la somme de leurs nombres b-chromatiques.

[17] Soient G, et G, deux graphes de sommets disjoints. Si G = G, V G,, alors

b(G)=b(Gi)+ b(G,).

B Thlorcme 2.6 I

[18] soient C,, un cycle d’ordre n > 3 et M(C,) son graphe milieu et T(C,) son graphe
Total

b(M(C,))=b(T(C,))= { n sine{3 4}

5 sin>5
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R Thcoreme 2.7 M

[18] soient P, un chaine d’ordre n > 2 et M (P,) son graphe milieu et T'(P,) son graphe
Total, on a

sin=2

2
. 3 sine{2,3}
| 3 sine{3,4} _ .
5 sin>8 -

2.2 Coloration de Grundy

@e nombreux types de colorations ont été dérivés de la coloration classique, dont la
plupart visent a minimiser le nombre de couleurs utilisées. En revanche, d’autres types de
colorations cherchent a maximiser ce nombre, parmi lesquelles on trouve la coloration
de Grundy (Grundy Coloring).

Ce concept est apparu pour la premiere fois en 1939 dans un article de Patrick Michael
Grundy (1917-1959) sur les jeux combinatoires, dans lequel ont été proposées des idées
ayant conduit ultérieurement a la notion de coloration de Grundy dans les graphes. Ce
type de coloration a été nommé ainsi et introduit officiellement en 1979 par C. A. Christen
et S. M. Selkow, dans le cadre de la théorie des jeux.

La coloration de Grundy est une coloration propre satisfaisant la propriété suivante :
tout sommet v colorié avec la couleur i doit étre adjacent a au moins i — 1 sommets ayant
chacun une couleur j telle que j < i. Un tel sommet est appelé un sommet de Grundy.

@eﬁnltlon 2.3 [10] Une k—coloration de Grundy d'un graphe G est une coloration
: propre utilisant k couleurs vérifiant la propriété suivante : chaque sommet v, coloré
+ par une couleur i, 1 < i < k, doit étre adjacent a au moins i — 1 sommets colorés par
. chacune des couleurs j tellesque 1 < j <i—1.Dans une coloration de Grundy chaque
. sommet est un sommet de Grundy. Le nombre de Grundy d’un graphe G, noté I'(G),
. est le nombre maximum de couleurs nécessaire pour une coloration de Grundy de
. G, pris sur toutes les colorations de Grundy de G. Ce parametre a été introduit par C.
- Christen et S. Selkou .

é

Exemple : La Figure (2.2) présente une coloration de Grundy d’un graphe G avec

I'(G)=A4.

2.2.1 Quelques résultats existants sur la coloration de Grundy
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Uy Us

Us vy

FIGURE 2.2 — Exemple d'un coloration de Grundy.

Proposition 2.11

[26] Tout graphe G satisfait

[12] Soit G un graphe connexe d’ordre n et de nombre de stabilité a. Alors

I(G)<n+1l—a.

— Proposition 2.12

[31] Soit G un graphe connexe. Alors,

IG)< max(m%gE{Id(v), d(u)l}+1.

— Proposition 2.13

[4] Si H est un sous-graphe induit de G, alors

I[(G)>T(H).

B Thiborome 2.0 M

[28] Pour tout graphe G d’ordre n > 1,
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B Thlorome 2. 10

[8] Si G est un graphe sans P,, alors

I'(G) < b(G).

2.2.2 Théoreme d’interpolation

Le résultat suivant est 'un des résultats majeurs dans la coloration de Grundy et qui di
a C.A. Christen et S. M. Selkow [11].

[11] Pour tout graphe G et pour tout r avec y(G) < r <I'(G), coloration de Grundy de

G avec r couleurs.

— Proposition 2.14

[30]Pour toute chaine P, d’'ordre n >2,on a

2 sin=2
I(M(P,)=<3 sin=3,4
4 sin>5
€ (2 3) €
%1 %) U3

FIGURE 2.3 — Coloration de Grundy M ().
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— Proposition 2.15

[30] Pour toute chaine P, d’ordre n > 2, on a

3 sin=2

I(T(P,)=14 sin=3

5 sin>4

e € %]

2 (3) 1
1 @ (5) 2
v, v, Us Uy

FIGURE 2.4 — Coloration de Grundy T(P,).

— Proposition 2.16

[30] Pour tout cycle C, d’'ordre n >3, on a

T(M(C,))=4.

FIGURE 2.5 — coloration de Grundy M (Cs).
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— Proposition 2.17

[30] Pour tout cycle C,, d’'ordre n >3, on a

3 sin=3
5 sin>4

r(T(Cn)):{

FIGURE 2.6 — Coloration de Grundy T'(C,).

2.3 z-coloration et le nombre z- chromatique

D ans cette section, nous nous intéressons a une nouvelle coloration dans les graphes,
appelée z-coloration. Nous nous intéressons a sa définition, a I'identification de ses condi-
tions. Ainsi qu’ a quelques résultats obtenus a son coloration.

Une opération de coloration sophistiquée et une technique correspondante de suppres-
sion de couleurs sont introduites dans [32] sous le nom de z-coloration.

@eﬁnltlon 2.4 [21] Une z-coloration d’'un graphe G est une coloration propre des
sommets constituée des classes de couleurs Ci,..., C; telles que.
(i) pour toute paire de couleurs i et j avec 1 <i < j < k, tout sommet de couleur j est
adjacent a un sommet de couleur i, (i7) il existe un ensemble {u,,..., u;} de sommets
de G tel que u; € C; pour tout j € {1,...,k} et u; est adjacent a u; pour chaque 1 <
j < k avec j # k (uy est dit (nice-sommet)), et (iii) pour chaque i et j avec i # j, le

: sommet u; a un voisin dans C;.

°

@éﬁnition 2.5 Le nombre z-chromatique d’'un graphe G, noté z(G), représente le
* nombre maximal de couleurs k pouvant étre utilisées dans une z-coloration de G.
°
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Exemple : La Figure (2.7) présente une z-coloration d'un cycle Cz avec
z(Cs)=3. Tell que v; est une nice-sommet v, et v, sont des b-sommets

FIGURE 2.7 — Exemple d'un z-coloration du graphe cycle C;.

2.3.1 Quelques résultats existants sur le nombre z- chromatique

Proposition 2.18

[21] Tout graphe G satisfait
zZ(G)<A(G)+1.

Theéoreme 2.12

[21] Pour tout graphe G, on a

z(G)<min{b(G),I(G)}.

— Proposition 2.19

[21] Soient G, et G, deux graphes disjoints (sommets disjoints). Alors
() 2(G,® G,)=2z(G)+z(Gy).
(i) z(G,UG,)=max{z(G,), z(G,)}-
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— Proposition 2.20

mais

[21] Il existe une suite infinie de graphes {G, } "2, telle que pour tout n,

I(G,)=b(G,)=2n—1
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Chapitre 3

Nouveaux résultats sur les z-colorations
des graphes

@ans ce chapitre, nous présentons les valeurs exactes du nombre z-chromatique de
certains graphes particuliers. Comme le graphe milieu et le graphe total d'une chaine et
d’'une cycle.

3.1 Nombre z-chromatique de certains graphes particuliers

3.1.1 Nombre z-chromatique du graphe milieu et du graphe total d’'un
chaine

— Proposition 3.1

Pour toute chaine P, d'ordre n > 2, on a;

2 sin=2
3 sin>3

z(M(P,))= {

Preuve. Posons V(P,)= vy, 1,,..., v, et E(P,)=ey,,,...,e,; avec, e; =v;Vj,1, 1 < j<n—1.

Soit G = M(P,). Par définition de G, ona V(G)= V(P,)U E(P,). Soit c est une z-coloration
de G avec k couleurs. Pour n =2.

D’apres le Théoreme (2.12) on a,
k <min(I'(M(B)), b(M(PR,))).
Et on a par la Proposition (2.14) et le Théoreme (2.7),
I(M(P))=2 et b(M(P))=2.

Dongc,
k <min(2,2).

Alors,
k<2.
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Montrons maintenant que k > 2.
Nous colorions e; avec la couleur 2 et v, et v, avec la couleur 1. Tel que e; est un nice-
sommet et v; et 1, est une b-sommets. Cela satisfait les conditions du z-coloration, (Voir
la Figure (3.1)). Donc, k > 2.
Ainsi,
k=2.

%1 Vy

FIGURE 3.1 — z-coloration de M(PR,).

Pour n > 3, une z-coloration de G avec 3 couleurs est obtenue de la facon suivante. e; avec
la couleur 2, e, avecla couleur 3, et v, 1, 13 avecla couleur 1. Tel que e, est un nice-sommet
et e; et v, est une b-sommets. Cela satisfait les conditions du z-coloration, (Voir la Figure
(3.3)). Dong, k > 3.

Montrons maintenant que k < 3.

Par I’absurde, supposons que k > 4. Comme A(G)=4, alors, 3 < k <5. De plus, Proposi-
tion (2.14) implique que, k < 4.
Pour obtenir une z-coloration avec 4 couleurs, il fait que G comprend un sommet de degré
au moins 3 et adjacent a au moins 3 sommet de degré au moins 3, et cela est impossible a
cause de la structure de G. Alors, k < 3.
Ainsi, k =3.

1% Vy U3

FIGURE 3.2 — z-coloration de M (P;).

30



Vit

FIGURE 3.3 — z-coloration de M(P,) si n > 3.

— Proposition 3.2

Pour toute chaine P, d'ordre n > 2, on a;

3 sin=2,3
z(T(P,))=1 4 sin=4,5
5 sin>6

Preuve. Posons V(P,)= v, 1»,...,v, et E(P,)=e,e,,...,e,_; avec e;=vjVj,1<j<n—1.
Soit G = T(P,). Par définition de G, ona V(G)= V(P,)U E(P,). Soit c est une z-coloration
de G avec k couleurs, Pour n=2,3.

D’apres le Théoreme (2.12), on a,
k <min(I'(T(P,)), b(T(P,))) sin=2,3.
Et on a dans la Proposition (2.15) et le Théoreme (2.7),

3.

I(T(R)=3 et b(T(PR)

I(T(P))=4 et b(T(R))=3.

Donc,
k <min(3,3) sin=2.

k <min(4,3) sin=3.

Alors,
k<3 sin=2,3.
Eton a, w(G)=3. Alors,

Ainsi,

31



e ((2 1)é
1
1 @ 2
U1 ((3 1))V 141 ¥Z/ l}3

FIGURE 3.4 — z-coloration de T(B,) et T(P).

Pour n =4.

D’apres le Théoreme (2.12) on a,
k <min(I(T(R,)), b(T(P,))).
Et on a dans la Proposition (2.15) et le Théoreme (2.7),
I(T(P))=5 et b(T(P))=A4.
Donc,
k <min(5,4).

Alors,
k<A4.

Montrons maintenant que k > 4, une z-coloration de G avec 4 couleurs est obtenue de
la facon suivante. e, et e; avec la couleur 3 et e, avec la couleur 4, v; et v5 avec la couleur
1 et v, avec la couleur 2 et v, avec la couleur 2 . Tel que e, est un nice-sommet et ez, v,,;
et v, est une b-sommets. Cela satisfait les conditions du z-coloration, (Voir la Figure (3.5)).
Donc, k > 4.

Ainsi,
k=A4.

Pour n =>5.
D’apres le Théoréeme (2.12) on a,
k <min(I(T(Bs)), b(T(Ps))).
Et on a dans la Proposition (2.15) et le Théoreme (2.7),
I[(T(P;))=5 et b(T(P))=5.

Donc,
k <min(5,5).

Alors,
k <5.

Supposons que k =5, et montrons que T'(P;) n’admet pas une z-coloration avec 5 couleurs.
Comme A(G)=4, alors, k <5.
Pour obtenir une z-coloration avec 5 couleurs, il faut que G comprend un sommet de degré
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au moins 4 et adjacent a au moins 4 sommets de degré au moins 4, et cela est possible a
condition que v; soit un nice-sommet, et que v,, v,, €,, e, soient des b-sommets. Mais avec
cette coloration, les autres sommets du graphe ne sont pas des sommets de Grundy, a cause
de la structure de G. Alors, k < 4.
Montrons maintenant que k > 4, une z-coloration de G avec 4 couleurs est obtenue de la
facon suivante. e;, v; et e; avec la couleur 2 et e,, ¢, et v, avec la couleur 1 et v,, v, avec
la couleur 3 et v; avec la couleur 4. Tel que v; est un nice-sommet et e,,e; et v, est une b-
sommets. Cela satisfait les conditions du z-coloration, (Voir la Figure (3.5)). Donc, k > 4.
Ainsi,

k=4.

FIGURE 3.5 — z-coloration de T(P,) et T(P;).

Pourn>6o0na,

A(G)=4etk <A(G)+1.Alors, k <5.

Montrons maintenant que k > 5, une z-coloration de G avec 5 couleurs est obtenue de la
facon suivante. e, avec la couleur 1 et e, avec la couleur 3 et e; avec la couleur 5 et e, avec
la couleur 4 et e; avec la couleur 2, v, avec la couleur 2 et v, avec la couleur 4 et v; avec
la couleur 2 et v, avec la couleur 1 et v; avec la couleur 3 et vz avec la couleur 1 . Tel que
e; est un nice-sommet et e,,e,,v; et v, est une b-sommets. Cela satisfait les conditions du
z-coloration, (Voir la Figure (3.6)). Donc, k > 5.

Ainsi,

ei—l e; ei‘l‘l

@Q—B3—2

O—0O—O

Vi.g Vj Vin

FIGURE 3.6 — z-coloration de T'(P,) si n > 6.
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3.1.2 Nombre z-chromatique du graphe milieu et du graphe total d’'un
cycle

— Proposition 3.3

Pour tout cycle C,, d’ordre n > 3, on a;

z(M(C,))=3.

Preuve. Posons V(C,)=v,, 1,,...,v, et E(C,)=ey, e,,...,e,_; avec, e;=vjVj, 1< j<n—L
Soit G = M(C,). Par définitionde G, ona V(G)=V(C,)U E(C,). Soit c est une z-coloration
de G avec k couleurs.

Pour n=3.

D’apres le Théoreme(2.12), on a,
k <min(I'(M(G3)), b(M(G))).
Et on a dans la Proposition (2.16) et le Théoreme (2.6),

T(M(C,)=4 et b(M(Cs)=3.

Donc,
k <min(4,3).

Alors,

k<3.
Eton a, w(G)=3. Alors,

k>3.
Ainsi,

k=3.

FIGURE 3.7 — z-coloration de M(C;).
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Pour n > 3.
Puisque nous avons pu colorier avec 3 couleurs pour n = 3, il est alors possible de colorier
avec 3 couleurs pour tout n > 3, en réutilisant le méme coloriage a 3 couleurs et en complé-
tant le reste a ’'aide d'un coloration de grundy, grace au Théoreme (2.11) d’interpolation.
Donc,

k>3.

Montrons maintenant que k < 3.

Par I'absurde, supposons que k > 4. Comme A(G) =4, alors, 3 < k <5. De plus, Proposi-
tion (2.16) implique que, k < 4.
Pour obtenir une z-coloration avec 4 couleurs, il fait que G comprend un sommet de degré
au moins 3 et adjacent a au moins 3 sommet de degré au moins 3, et cela est impossible a
cause de la structure de G. Alors, k < 3.
Ainsi,

FIGURE 3.8 — z-coloration de M(C,,).
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— Proposition 3.4

Pour tout cycle(C,) d'ordre n >3, on a;

n sin=3,4

Preuve. Posons V(C,)= vy, 15,...,v, et E(C,) = ey, e,,...,e,_, avece; = v;v;,;, 1 < j<n—1.
Soit G = T(C,). Par définitionde G, ona V(G)= V(C,)U E(C,). Soit c est une z-coloration
de G avec k couleurs. Pour n =3.
D’apres le Théoreme(2.12), on a,

k <min(I(T(G)), b(T(G))).
Et on a dans la Proposition (2.17) et le Théoreme (2.6),

T(T(C)=3 et b(T(Cy)=3.

Donc,
k <min(3,3).

Alors,

k <3.
Montrons maintenant que k > 3.
On a w(G)=3.Donc, k > 3.
Ainsi,

k=3.

FIGURE 3.9 — z-coloration de T(C;).
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Pour n=4.
D’apres le Théoreme(2.12), on a,

k <min(I(T(C,)), b(T(C,))).
Et on a dans la Proposition (2.17) et le Théoreme (2.6),
I[(T(Cy))=4 et b(T(C,))=5.

Donc,
k <min(4,5).

Alors,
k <4.

Pour n =4, une z-coloration de G avec 4 couleurs est obtenue de la facon suivante. e;, e;
avecla couleur 3 et 15, v, avecla couleur 1 et v,,v, avecla couleur 4 et e,, e; avecla couleur 2.
Tel que v, est un nice-sommet et e;, e, et v; est une b-sommets. Cela satisfait les conditions
du z-coloration, (Voir la Figure (3.10)). Donc, k > 4.

Ainsi,

FIGURE 3.10 — z-coloration de T(C,).
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Pour n > 5, une z-coloration de G avec 5 couleurs est obtenue de la facon suivante.e;, 5
avec la couleur 5, e,, v, avec la couleur 1 et e;, v5; avec la couleur 4, e,, v, avec la couleur 2,
es5, U, avec la couleur 3. Tel que v; est un nice-sommet et e, e4, v, €t 1, est une b-sommets.
Cela satisfait les conditions du z-coloration, (Voir la Figure (3.11)). Donc, k > 5.

Etona, A(G)=4et k <A(G)+1.Alors, k <5.
Ainsi,

FIGURE 3.11 - z-coloration de T(Cs).
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@nc&z.sion

A travers ce mémoire, nous avons étudié la z -coloration des graphes, une notion rela-
tivement récente dans le domaine de la théorie des graphes. Le travail a principalement
consisté a déterminer le nombre z-chromatique pour certaines graphes particulieres de
graphes.

Nous nous sommes intéressés en particulier aux graphes milieux et aux graphes totales
construits a partir des chaine P, et des cycles C,, . Les résultats obtenus ont permis de mieux
comprendre 'impact dela structure du graphe de départ sur les propriétés de sa z-coloration.

Les contributions apportées dans le cadre de ce mémoire permettent d’enrichir les connais-
sances existantes sur ce sujet et ouvrent la voie a de futures recherches, notamment sur
des graphes de structures plus complexes. Ce travail constitue ainsi une étape encoura-
geante vers le développement d'une compréhension plus approfondie de la z-coloration
des graphes.
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