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Résumé

Ce mémoire de master a pour but de faire une étude de certaines facons de factoriser les
matrices. Nous avons mis les rappels nécessaires a notre étude, par une fagon pas tres répandue
mais tres utiles, de multiplier les matrices, méthode dite colonne par ligne.

Puis nous avons décrire les projections orthogonales puis déduits le procédé d’orthogonalisation

de Gram-Schmidt.

Ensuite nous avons déduit le théoreme de la décomposition spectrale d’'une matrice symétrique
a partir du théoreme fondamental. Apres nous avons déduit la décomposition en valeurs singu-
liers on a utilisé ce résultat pour définir le concept de pseudo-inverse.

Finalement nous avons appliqué la factorisation spectrale a 1’étude des espaces d’ajustements

aux dimensions supérieurs.

Mots-Clés : Factorisation des matrices, orthogonalisation, la projection, théoreme de la décom-

position spectrale, la décomposition en valeurs singuliers (SVD)
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Abstract

The aims of This master’s are to study certain ways of factoring matrices. We have put the
reminders necessary for our study, by a way not very widespread but very useful, to multiply

the matrices, method called column by line.

Then we described the orthogonal projections then deduced the Gram-Schmidt orthogonaliza-
tion process.

Then we deduced the theorem of the spectral decomposition of a symmetric matrix from the
fundamental theorem. After we deduced the decomposition into values singular ones we used
this result to define the concept of pseudo-inverse.

Finally we applied the spectral factorization to the study of the spaces of adjustments to higher

dimensions.

Keywords :Matrix factorization, orthogonalization, projection, spectral decomposition theorem, sin-

gular value decomposition (SVD)



Notation

R Corps des nombres réels.

N Corps des nombres naturels.

M, (R) L'ensemble des matrices carrées d'ordre n.
E L'espace vectoriel.

R™ L'espace vectoriel des vecteurs a composantes réels, de dimension n.
{e1,e2,e3} La base canonique de R? .

I, La matrice identité d'ordre n .

AT La matrice transposée de la matrice A .
AL La matrice inverse de la matrice A .

detA Le déterminant de la matrice carrée A .
r(A) Le rang de la matrice A.

ker(A) Le noyau de la matrice A.

Im(A) L'image de la matrice A .

tr(A) La trace de la matrice A .

P La projection.

U+ Le sous-espace vectoriel des vecteurs orthogonaux a U .
(u|v) Le produit scalaire de deux vecteurs de R™ .
colt Les colonnes de la matrice A .

LA Les lignes de la matrice A .

A Les valeurs propres de la matrice A .

0ij Le symbole de Kronecker .

) Somme directe .
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INTRODUCTION

Dans ce modeste mémoire nous avons étudié certaines fagons de factoriser les matrices dans le
but de voir comment ces factorisations permettent de définir de nouveaux concepts algébriques
et comment elles permettent de déduire des résultats déja connu de maniere plus simple.

Dans le 1%" chapitre nous avons mis les rappels nécessaires a notre étude, entre une facon pas
tres répandue mais tres utiles, de multiplier les matrices, méthode dite colonne par ligne..

Dans le 2%™¢ chapitre nous avons, a l'aide de la multiplication colonne par ligne, montré com-
ment on peut décomposer une matrice comme somme de produit colonne ligne dans une base
orthonormée de l'espace de départ. Puis nous avons appliqué le résultat pour décrire les pro-
jections orthogonales puis déduits le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt..

Dans le 3%™¢ chapitre nous avons déduit le théoréme de la décomposition spectrale d'une ma-
trice symétrique a partir de théoreme fondamental, puis déduits certaines opérations sur les
matrices telles que la racine carré, et les puissances..

Dans le 4™ chapitre nous avons défini ce qui sont les valeurs singuli¢res d’une matrice ainsi
que les vecteurs singuliers, puis on a montré comment une matrice quelconque se factorise dans
les bases singulieres , on a utilisé ce résultat pour définir le concept de pseudo-inverse..

)

Dans le 5%™¢ chapitre nous avons appliqué la factorisation spectrale & I’étude des espaces d’ajus-
tements aux dimensions supérieurs.

Pour des notions plus précises et détaillées, consulter les références [1], [2], [3], [4],[5],[0], [7],[8],

1,010, [11].



CHAPITRE

1
RAPPELS

Dans ce chapitre, on introduit la multiplication matricielle par différentes méthodes. On par-
lera de la multiplication par la méthode colonne par ligne , la méthode colonne et la méthode
ligne.

On définit la somme directe de espaces supplémentaires. Puis On présente I'unicité de la dé-
composition et on décrira les bases d'une somme supplémentaire. On parlera aussi d’espaces

orthogonaux et la projection sur un sous-espaces vectoriel.

1.1 Multiplication matricielle

1.1.1 Multiplication par la Méthode ligne colonne

En regle générale :

by
by
Soit (a1 as - ap) et | . | deux vecteurs d’ordre p.
bp
Alors
by
by
(Cll (05 Clp) : = a1b1 + a2b2 + 4 apbp.
by

Soit la matrice A = (a;;) une matrice d’ordre n X p et soit B = (b;;) une matrice d’ordre p x m.

Alors

1. La multiplication matricielle AB est possible car le nombre p de colonnes de la matrice

A est égale aux nombres de lignes p de la matrice B.



2. Le résultat de la multiplication AB est une matrice C' = (¢;;) d’ordre n x m et dont
les composantes ¢;; sont définies par la multiplication de la "¢ ligne de A par la jéme

colonne de B.

Autrement dit :

blj

/N

Cij = \Qin Q2 -+ aip)

bpj

= aﬂblj + aigbgj + -+ az-pbpj

p
= Z ik brj-
k=1
1.1.2  Multiplication par la méthode colonne

Si A est une matrice d’ordre n x p et si B est une matrice d’ordre p x m, et si on désigne
par col? colP - colB les colonnes de la matrice B, alors le produit AB sera une matrice a

m colonnes et on a :
AB=A (collB coll - colfb)
= (A.collB A.colB .. A.colﬁ) :

Autrement dit :

La multiplication d’un vecteur colonne par une matrice est une combinaison linéaire des vec-

teurs colonnes de la matrice.

Par induction, si on désigne les vecteurs colonnes de la matrices A par cols!, coly, - - - ,col;j‘,
bo;
. o B __ J
et si on désigne par coly = | |
) bpj
Alors on obtient :
B A A ay | 02
A.coly = (col1 coly - -- colp>
bpj

= byjcoli! + byjcoly + -+ -+ bpjcolpA.



1.1.3 Multiplication par la méthode ligne

1. Si A est une matrice d’ordre n x p dont les n lignes sont désignées par L4, L3, - L4
et (ﬁl By - 571) vecteur ligne .
Alors symboliquement on aura :
A
L
A=|?
A
Alors
Ly
Ly
(B Bo - Ba) | | =B+ BoLf 4+ BuLih
A
2. Si B une matrice d’ordre m x n et LP LB ... LB sont les lignes de la matrice B alors

la multiplication de B par une matrice A d’ordre n X p est donner comme suite :

L5 54
L5 54
BA=| " [A=]| "
LB LB A
Avec
Ly
Ly
LPA = (bm bra -+ bkm) :
L.A
= b L + broLg + -+ + b L.
Exemple 1
1 2 1
Si on veut ajouter la 1°7¢ ligne de la matrice A = | —1 2 3| d sa 2™ ligne sans changer
2 -1 0

, en effet

o = O
_ O O

1
la 1%7¢ et la 3%*™¢ ligne on multiplie a gauche cette matrice par la matrice | 1
0



on a :

L 1L+ 0L4 + 0Ly
Ly | = | 1L + 104 + 0Ly
L3 0L4' + 0L4 + 114

O = =
O = O
_ o O

L
= | L+ L
Ly

1 2
=10 4
2 -1

o =

Si on veut multiplier la premiére ligne de la matrice A par (—2) sans changer les autres lignes.

-2 00
Alors on multiplie a gauche la matrice A par la matrice élémentaire | 0 1 0], en effet on
0 01
a:
-2 0 0\ /L% —2L4' + 0Ly +0L$
0 1 0| |L{| = 0L + 1L +0LE
0 0 1) \L§ 0L{ +0Ls + 114
_or4
=| L3
L
-2 —4 -2
=-1 2 3
2 -1 0

Si on veut retrancher 2 fois la premiere ligne de la troisiéme ligne de la matrice A sans changer
la 21m¢ ligne et la 1% ligne de la matrice A on la multiplie a gauche par la matrice Es (—2)

1 00
0 1 Of, eneffet on a :
-2 0 1

1 0 0\ /L 1L +0Lg + 0L%
0 1 0f(L{]| =] 0Ly +1L4+0L4
0 1) \L{ —2L{ + 0Lg + 11§

o
o



Si on veut permuter la 1°7¢ et la 2™ ligne de la matrice A sans changer la 3*™¢ ligne on

010
multiplie la matrice A a gauche par la matrice |1 0 0|, en effet on a :
0 01
0 1 0\ /L 0L + 114 + 0L4
10 0f|Ly 1LA+0LA+0LA
00 1/ \rg OLA+0LA+1LA

2
2

1
3
-1 0

|
(&
gt

1.1.4 Multiplication colonnes par lignes

Cas simple :
a1

a
Soient A et B deux vecteurs tel que : A= ,2 et B = (by,ba, -+ ,by).

A
Alors AB € M,,xn,(R) et on a :
a1b1 s Cllbn
AB — CLle . " . agbn
ambt -+ anb,.

Cas générale :

Soient A € My, xn(R) et B € M, «,(R), alors AB € M,,»,(R) et on posant :
Ly
Ly

A = (coly, coly, - -+ ,col,) et B=
Ly,

Alors

AB:COll X L1+COl2 X L2+"'+COZn X Ln‘



Exemple 2 Pour A, B € M(R)

A_<z 2) et B = (; £> alors
az= (") (e 9+ (3) 6 0
(e o)+ ()

ae +bg af + bh
ce+dg cf+dh)’

Cas particulier :

Si A= (ay,- - ,ay), alors

aq n
AT = et AAT =3 aia.
i=1

Qn

1.2 Somme directe et espaces supplémentaires

Définition 1 Soit E un R-espace vectoriel et Ey et Ey deux sous-espaces vectoriels de E on
a:

1. By + By ={x+y:x € E ety € Ey}, By + Ey est un sous-espace vectoriel de E.
2. St By N Ey ={0g}, on dit que la somme E; + Ey est directe et on note £y & Es.
3. Si de plus By @& Ey = E, on dit que Ey et Ey sont supplémentaires.

1.2.1 Unicité de la décomposition et propriétés de ’'intersection dans le cas de la
somme directe

Théoreme 1 Les propositions suivantes sont équivalentes, on a :
1. FE = FE, & Es.
2. By N Ey ={0g}.
3. Vre E,dlae Fy,3be Ey:x=a+b.

Exemple 3 Dans R3, {ey, e, 3} considérons la base canonique .



Soit IT = vect (e1,e3) et AN = vect (e3) .

Il est facile de voire que : R® =11 & A .

Si Q = vect {e1,e3} alors R® = 11 + Q, mais comme I1 N Q = vect (e3) # {0g} .
Alors la somme n’est pas directe .

Dans le plan R?, si A\ = vect ((1,1)) et D = vect ((1,-1)) .

Alors R? = A & D.

1.2.2 Bases d’une somme supplémentaire

Théoreme 2 Si E = E; & E; , By une base de E; et By une base de E- .
Alors

1. B = B; U By est une base de E.

2. dimE = dimE| + dimFEs.

1.2.3 Espaces orthogonaux

T

Soit u et v deux vecteurs colonnes de R™. On sait que u' v = (u|v) est un produit scalaire .

Il est donc possible de définir I'orthogonalité de deux vecteurs :

ulv=0&u'v=0.

Définition 2 Soit U un sous-espace vectoriel de R™.
U'={ueR":YocU:u"v=0}
Autrement dit

reU" & (YueU: (z|u) =0).

Théoréme 3

1. UT est un sous-espace vectoriel de R™.

2R"=UaU'.



1.2.4 Projection sur un sous-espace vectoriel dans le cas d’une somme directe

Considérons : R* =U @ U".
On a par définition Vo € R*,Ila € U, b c U" : x =a + b.
Soit P l'application (linéaire) :
P:R" — R"”
r—a
et P D'application :
Pt :R" —R"
r—b

r € KerP < P(x)=0
Sa=0
szeclU’
et
r € KerPt & PH(z) =0
& b=0
Sxel.

On a aussi

y€ImP & (3xr e R":y = P(z))
S yel.

Donc KerP =U" , ImP = U, alors R* = KerP @ ImP.

Définition 3 SiR" =U @ U et P:R* — R", 2 — a .

Tel que définit plus haut, on dit que P est la projection sur U parallélement o U .

Théoréme 4

1. R" = KerP ® ImP = KerP+® ImP+ = KerP ® KerP+.

2. P? = P.
3. PT =P,
4.1 =P + PT.

Définition 4
On dit que P est symétrique si PT = P .
On dit que P est idempotent si P? = P.



1.3 Détermination des valeurs et vecteurs propres d’une matrice

Définition 5 On dit que \ est une valeur propre de la matrice A s’il existe un vecteur u non

nul solution de
Au = .

Le vecteur u est le vecteur propre associé a .

Théoréme 5

A est une valeur propre de la matrice A si et seulement si
det(A— M) =0.

Le polynéme det(A — AI) est dit polynome caractéristique de la matrice A, donc trouver les
valeurs propres de A, revient a chercher les racines du polynéme caractéristique de la matrice
A.

Si A1, Ag, - -+, A\, sont les valeurs propres de A, on cherchera les vecteurs propres uy, ua, - -+ , Uy,

respectifs associés aux valeurs propres,qui sont solutions des equations suivantes :

Au; = du;  ou bien(A — A )u; = 0.

10



CHAPITRE

2
ESPACE VECTORIEL ET PROJECTION

Dans ce chapitre, on introduit le concept de matrice de projection. Ce concept joue un role
important vu qu’il implique le concept "d’orthogonalité" et de "plus courte distance'. On par-
lera de décomposition en somme directe et de supplémentaire orthogonale. Puis en déduira une
expression de la matrice projection. On illustrera ce concept par des exemples de projection sur
des droits et des plans.

On décrira aussi le principe d’orthogonalisation de Gram-Schmidt qui décrit la maniere d’ob-

tenir un systeme orthonormé a partir d’une famille libre de vecteurs.

2.1 Expression d’une application linéaire

Une application linéaire f : R — R™ peut étre représentée par une matrice A d’ordre m xn.
Une fagon de la représenter est de choisir une base orthonormée {us, - - ,u,}, puis de calculer

les images a; = f(u;) et de décomposer ses images dans une base de R™.

Théoréme 6 (Fondamental )[/]

Preuve.

n
On utilise le fait que A et 3" a;u, sont égaux sur une base, ici on utilise la base orthonormée
=1

1=
{ula"' 7un} :

Aug = f(u;) = a; = az(u:ul) = (azu:)ul

11



Comme u, u; = &;; alors

Au; = alulTui + agu;ui + -+ aiu:ui + -+ anuzui.
Donc
n
Aug =) (aju; )u; Vi=1,--- n
j=1
Donc
n
-
A=) a;ju;
j=1
[
Q15
a9;
Exemple 4 Soit {e1,--- ,e,} la base canonique de R"™ on pose f(e;) = a; = 7, alors
amj
A=aje] +-+aze = Zaje;r
j=1
an Q1n
a2 %
A=| | (10 0 )+-+| . [(0 0 1)
am1 Amn,
aiy 0 Qip
A Q21 - Q2p
Qm1 - Qmn
2.2 Sous-espace et projection
Soit {uy,- -+ ,u,} une famille libre de R™.
Notons par U = vect(uy, -+ ,u,) un sous-espace vectoriel de R" de dimension r engendré par

cette famille.

12



Remarques

1- Un sous-espace vectoriel engendré par un seul vecteur non nuls est une droite qui passe
par l'origine et qui contient ce vecteur .

2- Un sous-espace vectoriel de R" engendré par deux vecteurs non nuls est un plan qui
contient l'origine et ces deux vecteurs.

Définition 6 Soit P un point de R"™ et U un sous-espace vectoriel.Le point Q) de U définit de

fagons que ]@ soit orthogonal a U .

Le point Q s’appelle la projection orthogonale de P sur U (Figure 2.1).

FIGURE 2.1 — La projection orthogonale de P sur U

Théoréme 7 [//

La projection orthogonale ) de P sur U vérifie :
A(P.U) = ||PQ).
Autrement dit @ définit la plus petite distance de P au sous-espace U, c’est-a-dire le point de

U le plus proche de P.

Preuve.

Soit )’ € U, par la propriété des triangles rectangles qui y apparaissent on a :
— — — —
1PQ' = PG+ Q|I* = IPGI* + QI + 2(PGIQQ).

—
ol I@J_UetQQ’GU.

Donc (@K)—Q)’) = 0.
Alors

13



IPQ2 = IPQI? + 11QQ1? = | PO

Finalement

PG| > PG

2.3 DMatrices de projection

U+ étant ’ensemble de tous les vecteurs de R” orthogonaux a tous les vecteurs de U.

Rappelons aussi que U+ est un sous-espace vectoriel de R™ qui vérifie :
R'=UPU". (2.1)

Il en résulte I'unicité de la décomposition de R™ en somme direct a partir du sous-espace U.

A partir de (2.1), on peut décomposer n’importe quel vecteur x de R™ :

JacU;MeUr:x2=a+b.

on a

VyeU: |z —yl*=l(z—a)+ (a—y)’
= b+ (a -yl

= [ol* + [la — ylI* + 2(bla — y).
Comme b € Ut et a —y € U, alors (bla —y) = 0.
On déduit :

lz =yl = [I6* + [l — yl?

> [b]* = llz — alf*.
donc Vy e U on a

[ =yl = [l — all

Comme l'unicité de la projection orthogonale implique 1'unicité du point de U qui réalise la
distance minimale, on a bien d(z,U) = a .

Notons par P l'application :

P:R*"—=U
r—a
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et notons par P+ I'application :
PHR"— U*
x—b
P est 'application linéaire projection orthogonale sur U.

P+ est I'application linéaire projection orthogonale sur U+.

On a
rz st xeU

P(x):{o si relU+.

0 si z€U
PL(x)_{a: si xeU™ .

Car z = 2 + 0,1 de facons unique si x € U, et z = 0, + = de facons unique si z € U+,
Soient {uq,- - ,u,} une base orthonormée de U.
On peut, en utilisant le théoreme de la base incomplete compléter cette base de U en une base

orthonormée de R™ moyennement le procédé de Gram-Schmidt qu’on décrira en fin de chapitre.

Soit {uy,++ , Up, Upy1, -+, Uy} cette base orthonormée.

On a

Pu;) = w, st 1<i1<7r car u; €U
YTV 0 sior+1<i<n car w; €U,

0 s2 1<:<r
L)y — <1<
P (u;) {uz st r+1<i<n.

et en utilisant le Théoréme 6 on obtient le théoréeme suivant

Théoréme 8 [/]

P, =wul +-- +uu
Lo T T
P =g, + - Funu, .

Corollaire 1
Pour tout sous-espace vectoriel U de R™, si P, est la projection orthogonale sur U on a

I =P + P~

Preuve.

VeeR" NacUIeUt 2 =a+b,
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ol
donc

alors

Corollaire 2
Vz e R": ||z = | P(2)|]” + | B ()|

Théoréme 9
Si P, est une matrice de projection sur U et Pt la projection orthogonale sur U+, alors pour
tout U on a

Pl =P (2.2)
et

P?=P,. (2.3)
Preuve.

1. Pour démontrer la formule (2.2), on obtient

P=> wul =P" = uul)"

=1 i=1

<

Alors

On dit que P est symétrique.
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2. Pour démontrer la formule (2.3), on a

Vo € R: P*(z) = P(P(z)) ou P(z)eU,
donc  P(P(z)) = P(z),

alors
P?=P

On dit que la projection orthogonale est idempotent dn € N: P" = P

2.4 Projection sur des droites vectorielles et des plans (Hyperplans)
vectoriel.

Soit A une droite vectorielle, dimA = 1 donc il existe un vecteur unitaire

u € A:A=wvect(u).

Si P est la projection sur A alors d’apres le théoreme 6

P=uu'.
On a
P(z) = uu' ()
= u(z|u)
= (z|u)u
L1 Y1
Rappelons quesiu=| : [etv=1| |,
Tp Yn
alors
N
uw'v = (xl xn> :
Yn

n
= xy;
=1

= (z]y).

Si IT est un hyperplan vectoriel de R™ (dim II = n—1), et si n est un vecteur normale (|| n ||= 1)

AL
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alors
R™ =TI @ vect(n)
vect(n) =TIt

Si P est la projection orthogonal sur II,

alors

I=P+ Pt

—P+4+nn',

donc P =1 —nnt et P(z) =x — (z|n)n.

FIGURE 2.2 — La projection orthogonale de P sur un hyperplan vectoriel II de R™

2.5 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Définition 7

On appelle systéme orthonormé une famille de vecteurs unitaires deux d deux orthonormaux.

Théoréme 10 /9]

1l est toujours possible de transformer toute famille libre de vecteurs peut en un systéme ortho-
norme.

Preuve.
Soit {ay, - ,a,} une famille libre.
ai
1. Posons u; = ——, donc |Jus|| = 1.
[las]]
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(ag) |-mmmmmmmem=mmsy

FIGURE 2.3 — Orthonormalisation de Gram-Schmidt

2. On a
ay = P(a) + P (ay)
= (azlur)uy + P*(ay),
donc
PJ_(CLQ) = ag — (a2|u1)u1.
Posons
ay = PH(ay) = as — (aslur)uy.  Alors ayluy
et posons
Ug = L127
[l as|
alors
|lug|| =1 et wylus.
3. 0Ona

az = P(ag) + PL(ag).7

Ou P désigne la projection orthogonale sur vect(uy, us),

alors
ay = P*(ag)
= a3 — (u1u1T + 'LLQU;)(Zg
= az — (azlu1)uy — (as|ug)uy,
donc

ag Lvect(uy, uy)
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/
et si uz = a—?, alors
[la]|
ugLvect(uy, us), etljusl] = 1.
Par itération, on a
k—1
ay = ag — > (an|u)u;.
i=1
ap Lvect(uy, -+ up_1).
a/
k
U = .
.
Pour aboutir enfin & un systéme orthonormal {uy,--- ,u,} obtenu a partir de la famille libre

{ay, -+ an}.
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CHAPITRE

3

VALEURS PROPRES ET DECOMPOSITION
SPECTRALE

On montre dans ce chapitre qu’'une matrice symétrique peut s’exprimer en terme de ses
valeurs propres et ses vecteurs propres. Cette expression s’appelle la décomposition spectrale.
Elle permet de transformer une matrice symétrique en une matrice diagonale par sa multipli-
cation par une matrice orthogonale, a droite et a gauche.

Ce processus s’appelle diagonalisation d’une matrice symétrique. On peut aussi exprimer l'in-

verse et les puissances d’une matrice symétrique en termes de sa décomposition spectrale.

3.1 Valeurs propres et vecteurs propres

On sait qu’une matrice symétrique d’ordre n x n est diagonalisable. Donc I'espace R™ admet
une base de vecteurs propres orthonormés. Les valeurs propres sont toutes réelles.
Rappelons que la somme des multiplicités des valeurs propres est égale a n = dimR"™ ; ce qui si-

gnifie que la multiplicité algébrique d’une valeur propre est égale a sa multiplicité géométrique.

Une facon de calculer les valeurs propres serait de calculer les racines du polynéme caracté-

ristique en utilisant une méthode numérique de calcul des racines, comme roots en Matlab ou

numpy.roots en Python.

On applique les algorithmes suivants pour trouver les valeurs propres.

21



Méthode de JACOBI pour matrices réelles symétriques

Méthode de Jacobi pour matrices réelles symétriques Soit A = (a;;)1<i j< Une matrice réelle
symétrique. La méthode de Jacobi (1846) construit une suite de matrices A = Ag, Ay, -+, A, -
qui converge vers une matrice diagonale D.

On a Axi1 = JEARJ, 00 Ji, est une rotation de Jacobi, J}Jy, = I,.
Si l'on pose J = JoJi -+ Jp_1, on aura D ~ J'AJ, resp. A ~ JDJ!. Comme J est encore une
matrice orthogonale, D contient une approximation de toutes les valeurs propres de A et les
colonnes de J forment une base orthonormée de vecteurs propres.

Une rotation de Jacobi est définie grace a une matrice de Givens :

1 0 0 0 0
0 1
0 c —S 0
G(i, j,0) =
0 s c 0
1 0
0 0 0 1

avec ¢ = cosf et s =sin6.
Pour z € R, G(3, j, §)x représente une rotation d’angle § dans le plan Il(e;, ;).
De méme le produit G(7, j,0)"'A n’affecte que les ¢ etj¢ lignes de A, tandis que AG(%,J,0) ne
transforme que les i etj¢ colonnes de A.
En particulier, le cotit de la multiplication de A par G(i,7,6) est en O(n).
Les matrices de Givens sont souvent utilisées pour annuler, par multiplication, un élément
donné d’une matrice A.
Dans la méthode de Jacobi, la matrice de Givens est construite grace a une valeur de 6 qui

permet d’annuler les éléments a;; et aj. On montre que 0 vérifie alors

_ Qi — 45

cot g(20) =T

2a;;
De cette relation on peut déduire les valeurs de ¢ et s grace a 1’équation vérifiée par
tzzztge,t2+2rt—1:o.
L’algorithme 1 remplace la matrice A par une matrice A" telle que a;j =a, =0.

J
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L’algorithme 1
Rotation de Jacobi pour annuler les éléments de coordonnées {i, j}

Si|a;|>€ alors

S Qi — Qjj
20,2']‘
L signe(T)
|7 | +V1+ 72
1
C= —= et s=ct

Ve
A = G(i, 5,0 AG(i, §,0)

Si on note S(A) = ¥1<peqen 02, alors S(A') = S(A) — al;.
On a ainsi un moyen de mesurer la convergence vers une matrice dont les éléments hors dia-
gonale sont petits. D’ou l'algorithme 2 qui converge vers une matrice diagonale contenant les

valeurs propres, et une matrice J contenant les vecteurs propres de A.

L’algorithme 2

Algorithme de Jacobi pour valeurs et vecteurs propres d’'une matrice symétrique
Seuil 0 > 0 donné, J=1,, k=0
répéter
Choisir {7, j} et en déduire J, = G (4, j, #) par l'algorithme 2.13

A= JtAJ*
J=JJy
—k+1

jusqu’a  mazi<peq<n | apg |[< 0
Dans 'algorithme original de Jacobi, on choisit les coordonnées {i, j} de fagon a avoir
|apg| = Mmaz1<pcg<n|ar|. Ceci permet d’avoir une bonne vitesse de convergence. Par contre, pour

2_—n)/2 éléments hors diagonale va prendre plus

n grand, la recherche du maximum parmi les (n
de temps par itération que la multiplication par la matrice de Givens. En pratique on parcourt

A tout simplement ligne par ligne par exemple.
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Exemple

2 1 -3
Soit A= 1 —6 3 | etlon fixe o =107°.
-3 3 0

On a spec(A) = {—7.7155084, —0.5472851,4.2627936} et S(A) = 19.

0.8112422 0 0.847103
Pour Jy, = 0 1 0 , on annule a;3 = a3; = —3 :
—0.5847103 0 0.8112422

4.1622777  —0.9428887  2.2210716
Ay = JEATy = | —0.9428887 —6 3.0184368 | avec S(A;) = 10.
2.221071¢  3.0184368 —2.1622777

1 0 0
Apres 5 itérations, on a Jy = [0 0.9999904 —0.0043757 | et
0 0.0043757  0.9999904

4.2627928  0.0029793  —0.0000130
As = JtA,J, = | 0.0029793 —7.7155077  6.94107'® | avec S(As) = 0.0000089.
—0.0000130  1.22107'¢  —0.5472851

0.7766476  —0.2219207 0.5895504
En plus J = J1 o J3Jy =] —0.1060891  0.8764440 0.4696712
—0.6209376 —0.4273139 0.6571448

Méthode de HOUSEHOLDER

Matrice de Householder

Définition 8 On appelle matrice de Householder, une matrice de la forme :

H=1-2uu", ot u€R" avec |ul=1.

Toute matrice de Householder est symétrique et orthogonale.

La matrice de Householder est la matrice de la symétrie par rapport a [’hyperplan perpendicu-

laire a wu.

L’algorithme de la méthode de Householder

L’algorithme de Householder est une mise en ceuvre de la méthode QR différente de 1'al-

gorithme de Gram-Schmidt. Il consiste a multiplier la matrice A par une suite de matrices

orthogonales tres simples ( les matrices dites de Householder ) pour amener progressivement A

sous forme triangulaire supérieure.
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A : Données
Début
H+ 1T
Pour k =1,--- ,n— 1 faire

A2
a3 Az,
i=k
5 —a? - OZAkk

// construction du vecteur v
Vg < Akk —

Pouri=k+1,---,m faire
UZ‘FAZ‘]Q
Pour j =k, --- ,n faire

// Construction de A**!
m
C < % ng 'UZAU

Pour i =k,--- ,m faire
Aij (—Aij—C’Ui
Pour j =1,--- ,m faire

// Construction de H = Hy, - - - HyH,
C < 1 E 'UZHZ]

B i=k
Pour i = k,--- ,m faire
Hij < Hz‘j — CU;
Q< ty

Fin
Retourner @), R = A.

3.2 Décomposition Spectrale

Soit A1, -+, A\, les valeurs propres de A et {u;} la base orthonormale des vecteurs propres
correspondants, on a

Au; = Nu; 3 i=1,---,n

Donc A transforme la base a en la base {\u;}.

Alors d’apres le théoreme 6, on a

Théoréme 11 [/]
Pour A est une matrice symétrique et {u;} la base orthonormé formée des vecteurs propres {u;}

relatifs aux valeurs propres X\;, alors
A= )xlululT + -4 /\nunuz.

On sait que uzu; est la projection orthogonale sur la direction u;, donc une matrice symétrique

associe a chaque point de R" la somme de ses projection orthogonale sur les directions princi-

25



pales ( celles formées par les vecteurs propres ) suivie par la multiplication de la valeur propre

respective.
Exemple 5 L’application identité I vérifie :
T T

I =wuy + -+ upu,.

Vu que Tu; = u;, donc toutes les valeurs propres valent 1.

3.3 Décomposition d’'une matrice symétrique

Soit A € M,(R) telle que A" = A. Supposons que rg(A) = r.

Rappelons que rg(A) est le nombres maximum de vecteurs colonnes de A linéairement indé-

pendant.
Siay,---,a, sont les colonnes de A, alors toute combinaison linéaire des colonnes a; réalise :
1
Cla1+"’+cnan:<a17 7an>
Cn
= Ac.
1
Ouc=|:|,et A= Nwu] +- + Auyu, .
Cn
Donc

Ac = )xluluch + e+ )\nunuzc

Ac = M (ug|c)uy + -+ + A (upc)uy,.
Si 7 est le rang de la matrice A, alors r vecteurs propres sont non nuls, les autres sont nuls (
>\r+1:"':/\n:0)‘
Donc

Ac = M (w|c)ug + - -+ + A (ur|0)u,.

Théoréme 12
Toute combinaison linéaire des vecteurs colonne de A s’écrit sous la forme d’une combinaison

linéaire de r vecteurs mutuellement orthogonaux, donc linéairement indépendants uy, - -+ , U,.

Corollaire 3

Le rang d’une matrice symétrique est égale au nombres de ses valeurs propres non nulles.
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3.4 Diagonalisation des matrices symétriques

n
L’équation A = 3> Nugu, s'écrit :
i=1

uj
A=(Nu o A |
Uy
/\1 Uir
— (ul “ .. un>
A/ \u)
A1
=U U'.
An
Avec UT = (u1 e un> est la matrice formée des vecteurs propres de A.

I est facile de voir que UU " = I, en effet si on pose UU " = (a;;) alors

aij:iémeligne de U x j*colonne de U’

a;; = (I7)c)).

Ou I; est la i ligne de U et c]T est 7€ colonne de U, ainsi la ™ ligne de U est la i¢™¢

colonne de UT.

Donc

a;; = (¢ |e] ) = by
Alors UUT = 1.

Théoréme 13 [/

Pour A est une matrice symétrique,

il existe une matrice orthogonale U tel que :

A
UTAU =

U est formé des vecteurs propres de A.

Preuve.|Y]
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3.5 Inverse et Puissance

Soit A une matrice symétrique inversible d’ordre n.
On sait que A est inversible si et seulement si toutes ces valeurs propres non nulles.

Autrement dit : rang(A) = n si Ay, -+, A, les valeurs propres de A.

Théoréme 14 [//

1 1
A7V = Zugul 4 )

A1 An

Preuve.
Pour \; valeur propre de u; vecteur propre

on a Au; = \ju; et A inversible, donc

A_lAUZ' = )\iA_lui.

C’est a dire :
1
Ailui = )\—lul
1 -1
Donc 3 est valeur propre de A™".
Théoréme 15 [//
1 1
A1 A1
At =U U' et U'AU =
1 1
An An

Preuve.[/]

Théoréme 16 [//

Pour tout p € N*, on a

P _ yp T T
A - )\1u1ul + te _'_ )\gunun

A

U'APU =
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U étant la matrice formé des vecteurs propres de A.

Preuve.[/]
[ |
Théoréme 17 [/]
Si [ est une fonction polynomiale, alors
FA) = FOn)uau] + -+ F)unu,
M)
f(A)=U U’
()
f(A)
U f(AU =
fn)
U étant la matrice formée de vecteurs propres de A.
Preuve.[/]
|

Définition 9
les valeurs propres deA € M, (R) une matrice symétrique sont toutes positives (A; > 0 1 =

L---n), alors on peut définir VA comme suit :

VA= \/)\TululT 4 A,
Théoréme 18 [//

VA=U U’

VA
UTVAU =
VA

U étant la matrice formé des vecteurs propres de A.

Remarque 1
Si A est une matrice symétrique définie positive alors AP peut étre définit pour n’importe quel

nombre p réel .
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Remarque 2

2
On peut prouver aisément que si on peut définir /A alors VA = A.

Remarque 3

Pour tout p € N* : (A71)P = (AP)~ 1.
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CHAPITRE

4

VALEURS SINGULIERES ET
DECOMPOSITION EN VALEUR
SINGULIER (SVD)

La décomposition spectrale n’est définit que pour les matrices symétriques, donc pour les
matrices carrées dans ce chapitre, on étend le principe de la décomposition aux matrice rectan-
gulaires. On définit la décomposition en valeurs singulieres, qui permet d’exprimer n’importe
quelle matrice en termes de ses valeurs singulieres et ses vecteurs singuliers. Les vecteurs sin-
guliers forment une base de ’espace engendré par les vecteurs colonnes, définissant ainsi une

matrice de projection sur cet espace.

4.1 Valeurs singuliers et vecteurs singuliers

Soit A une matrice d’ordre m x n & coefficients réels, alors AT A et AAT sont deux matrices
, Ly , ; .
carrées symétriques d’ordre n et d’ordre m respectivement.
ATA et AAT symétriques, ces deux matrices considérons une décomposition spectrale :

Ay
ATA=U Uu'.

H1
AAT =V V.
M
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Ou

U étant une matrice orthogonale de vecteurs propres de AT A.

V une matrice orthogonale de vecteurs propres de AAT.

Théoréeme 19 [5]
Pour A est une matrice d’ordre m X n et B une matrice d’ordre n x m, AB et BA ont les

meémes valeurs propres.

Preuve.

Soit ABx = Ax et A # 0 multiplions les deux nombres par B :
B(ABz) = ABz.

Etant donné que la multiplication matricielle est associative, alors
(BA)(Bx) = ABzx.

Ceci veut dire que Bz est vecteur propre de BA pour la méme valeur propre \.
On impose a A d’étre non nul pour étre sure que Bx n’est pas nul.
Autrement dit : si A = 0 on n’est pas sure que Bx n’est pas nul.

Notons que si B est carrée et inversible, alors
B~ (BA)B = AB.

Ceci veut dire que BA et AB sont équivalentes donc elles possedent les méme valeurs propre.
[ |

Corollaire 4 AT A et AAT ont méme valeurs propres.

Théoréme 20 Les valeurs propres de AT A sont toutes positives.

Preuve.

Soit A une valeur propre de AT A et w un vecteur propre associée a cette valeur propre

AT Au = \u.

(AT Aulu) = (Au|Au) = || Aul?.

et
(AT Aulu) = (Aulu) = ull*.
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Donc

JAul? = Allu]> = A > 0.

[ |
Soit A1, -+, A\ les valeurs propres non nulles de AT A, on peut les considérer classer par ordre
décroissant Ay > Ay > --- > \. > 0 et posons g; = \/Xl
Théoréme 21 [10)]
Soit A € Myxn(R), alors
rg(ATA) = rg(A).
Preuve.
En montre que KerATA = KerA..
Soit x € KerA
donc
Ar=0= ATAz =0
=ze KerATA.
Soit x € KerA' A, alors
ATAr =0= (AT Az|z) =0
= (Az|Az) =0
= [JAz[*=0
= Ax =0
=1 € KerA,
donc
KerATA = KerA,
alors
dimKerA' A = dimKerA.
Finalement on trouve
rg(A"A) = rg(A).
[ |
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Remarque 4 :
Soit ATA € M,,(R).

D’apres le théoreme du rang on a :

m = dimKerATA+rgAT A

m =dimKerA+rgATA
= rgATA =rgA.
m =dimKerA+rgA

Ainsi  rgA=rgATA=rgAA".

Désignes par r le rang de A.

Uest la matrice formée par les vecteurs propres orthogonaux de AT A, comme rgAT A = r, il
y 1 valeurs propres non nulles pour m vecteurs propres distinctes; {u;}"base orthonormée de
vecteurs propres de AT A.

V est la matrice formée par les vecteurs propres orthogonaux de AA" et comme rgAAT = r,
il y r valeurs propres non nulles pour n vecteurs propres distinctes ; {v;}base orthonormée de
vecteurs propres de AA".

Les valeurs propres de AA" non nulles sont o2, .-+, 02, les autres sont nulles.

et

T
ATA = Z a?aiuiT a; = A" Au;.
i=1

AAT = Z aibiv:.
i=1

1
Posons 0? = \; et u; = —Av; € R™, tels que o; #0 V1 <i<r.

1

Théoréme 22 [/
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Preuve.

(wi | uy) = (—Av; | —Avy)

0; §

= (AUZ | AUJ)
00

1

= ?Uj(@uz | ojuy)

= 2% (u; | wy)
00

Alors

Remarque 5
r =rang(A) < min(m,n).

1
1l y a r vecteurs u; définit par u; = — Av;.
o
On peut choisir r —m u; autres vecteurs de R™ deuz a deuz orthogonauz de facons que {u;}7

soient une bases orthonormées ( Gram-Schmidt ).

Théoréme 23 [/

Av; = ou; (par  définition)

Alw; = o, (1<i<mn)

Preuve.

1

ATui = 7AT(AU,L)

0;

- (AT 4)

0;

1

= 70'1'2711‘7
alors on trouve que
Al = o, (1<i<mn)
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Théoréme 24
-

-
A =ouvy + -+ o, .

T T T
A =0y + -+ o

r o

telles que o1 > 09>+ >0, > 0.

Preuve.Application directe du Théoreme 6.

Définition 10
Les o; s’appellent les valeurs singuliers de la matrice A.
Les v; s’appellent les vecteurs singuliers droit de la matrice A.

Les u; s’appellent les vecteurs singuliers gauche de la matrice A.

4.2 Espace colonne et espace ligne d’une matrice

Soit A € M,«n(R), possede n colonnes et m lignes.
On a

U = vect(coly, coly, - - -, col,) = Im(A) C R™.

V = wect(ligy, lig, - - - ,ligy) = Im(A") C R™.

Alors
dimU = dimV =rang de A=r.
Posons
T c]‘
A:ZJiuiviT ou c=|:1]€eR"
i=1 c.
Donc

T
-
Ac = Z oiUY; €

=1
r
= Z O'Z'Ui(C’Ui)
=1

= oy(clvr)uy + - - - + o, (c|v.)u,.
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Donc

U = vect(uy, - ,u,) et comme uy,--- ,u, sont deux a deux orthogonaux, alors
{uy, -+ ,u,} est une base de U.

Il en est de méme pour V

V =wvect(vy, -+ ,v,).

Théoréme 25 [//
{v;}7 est une base orthonormée de Im(A") = V.

{u;}} est une base orthonormée de Im(A) = U.

Théoréme 26 [//

T T
Py =wu, +---+uwu,.

T T
Py =vv) +--- v, .
Preuve.

Application directe du Théoreme 6 et la définition de la projection sur un espace.

4.3 Représentation matricielle

On a

T T

A =ocuwvy + -+ o,

-

U1

g (O‘lul .. UTUT)

-

/U’r‘

01 U;r
= (ul .. uT>
o) \uT
-
Uy
et comme on a U = (u1 Ur) et VIi=| :
-
U'I‘
Alors
01
A=U ’d
0-7"

ou U € My« (R) et V€ M..,(R).
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Théoréme 27 [/]

(1) UTU = 1.
(2) V'V = 1.
(3) UUT - PU-
(4) VVT = Py.
Preuve.
uf
Pour démontrer la formule (1), on prend U = (u1 uT> et UT = | :
-
U

On a (U1|U]) = 5U
En effet, si on pose U'U = (a;).

Alors
QG = i“ligne de U x j®"°colonne de U
= (i®"™colonne de U|j*“"“colonne de U)
= (uiluy).
Donc
Oéij = 52]
De méme maniére on montre la formule (2).
uf
Pour démontrer la formule (3), on a U = (ul ur) et U = | :
U,
Alors
uf
Uu'T = (u1 u,,) :
uT

r

i=1

Donc on trouve

UU' = Py.

De la méme maniére on montre la formule (4).

4.4 Pseudo-inverse

Définition 11

Soit A une matrice telles que A € M5, (R) , posséde une décomposition en valeurs singuliers.
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Ou
Azalulvf—l—---qLarurvrT.pour oy > 09> >0, > 0.

On appelle "Pseudo-inverse” on inverse généralisé, la matrice suivante :

T T
Aiz /Ulul —’—..._i_w.
01 Oy
Théoréme 28 [//
1
A=V U’
1
D’ou
V = (vl vr) et U= (u1 ur).
v; vecteur propre orthonormé de AT A.
Av; .
u; = 1< <r.
0
Théoréme 29 [//
A"A =Py =la projection sur col(A"). (4.1)
AA™ = Py =la projection sur col(A). (4.2)

Preuve.

Pour démontrer la formule (4.1), on a

T

v
A"A =X ) au))
( i=1

i-1 7

T
Z vt T
= O'jUj’U-
o J

1<i,j<r v

0_,
= Z —]viu;ujvT

j
1<ij<r 7

0',
= > *Jvi(uﬂuj)vj

1<i,j<r “t

(o
2 : J T
= 5ijfvivj

1<ij<r v

T T
=0V + -+ U0, .
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Donc on trouve que

ATA=Py.

De méme maniére on montre la formule(4.2).

Remarque 6
VeeU: Pyzr=uz.

Donc Py joue le réle de la matrice identité dans l'espace col(A).
VeeV: Pyr=ux.

Donc Py joue le 16le de la matrice identité dans ['espace col(AT) = espace ligne de A.

D’ot la définition du nom pseudo-inverse.

Théoréme 30 [//
PyA” = A", (4.3)

A Py =A". (4.4)
Dot Py = viv] +---+vw et Py = wu] +-- +uu, .

Preuve.

1. Pour démontrer la formule (4.3), on a

A ey
Ul O-'r*
Pyoju; Pyu,u
PpA- =Y TV telles que(v; € V).
o1 Oy
_mau o Uty
01 Or
Alors on trouve que
PyA” =A".

2. Pour démontrer la formule (4.4), on a d’apres le Théoréme 29
AA™ = Py.
Donc

ATAA” = APy
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(A"A)A" =Py A~ = A",

Finalement on trouve

A Py =A".
Théoréme 31 [//
AATA = A
ATAAT =A".

Preuve.
1. Pour démonter la formule (4.5), on a
AATA = (AA)A.
D’apres le Théoreme 29
AATA = PyA.
Alors

AAA = PU(Z O'Z"LLZ"UZT>.

i=1

Donc

AATA = ZaiPUuiviT = Z aiuiv: car (u; € U).
i=1

i—1
Alors on trouve

AATA=A.

2. Pour prouver la formule (4.6), on utilise le Théoreme 29

AA =Py
Alors
PyrA” = A"
Donc
A AA” = A",
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4.5 Pseudo inverse d’un vecteurs

Soit a € R™; a € M, (R), donc a admet un pseudo -inverse.

On a
_ 1 1 a’
a —_— - . .
[all all
ol
|all*
et
n
a= Zaiuiv:
i=1
a
= |lall - (=)
all
Alors
a’ a
a a= Naf| - —-1=1.
al? al
a a’ aa’
aa™ = flall - (o) 1+ =
al [all* [l
a
Posons u = —, alors on a
all
ol
aa = a-
al?
_a  a’
lall [lall’
Alors
aa” = uu'.
et
ol
a =
all?
(o)
all?
Donc
aa=1

a~a est la projection sur R.

aa~ est la projection sur u.
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CHAPITRE

5
ESPACES D’AJUSTEMENTS

5.1 Droite d’ajustement

Considérons le probleme qui consiste a trouver une droite vectorielle approximante.
Soit v une base unitaire (||v]] = 1) de cette droite.
La longueur de la projections de z, sur la direction de v est donnée par (z, | v).

Ainsi la somme des carrés de ces longueurs est donnée par

a=1
N
= (v ]z v)
a=1

alors

N
ol Y=Y z.x..
a=1

> est une matrice n x n. Cette matrice s’appelle matrice des moments dite aussi matrice de
covariance.
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5.2 Espace d’ajustement

Soient N points x1,--- ,xy € R™
On considere le probleme qui consiste a trouver un sous-espace dans R" tel qu’il soit le plus
proche possible de ces points, on suppose que N > r.
Sin =3 et r=1, le probleme est de trouver une droite passant par ’origine et qui soit le plus
proche possible de ces points.
Sin =3et r=2,le probleme est de trouver un plan vectoriel qui soit le plus proche possible
de ces points.

Ici le notion de proximité ( proche ) est définit par la somme des carrés des distances.

Trouver un sous-espace c’est trouver une base a ce sous-espace.

Soit (uy, - ,u,) une base orthonormée de sous-espace approximant U, et (uq,- - ,u,) une base
orthonormée de R".

Autrement dit, le probleme est de trouver une base orthonormée de R" de fagons que le sous-
espace U engendré par (ui,--- ,u,) est le meilleur espace approximant au sens de la distance

euclidienne.

On sait que

(20, U) =|| Pra, || .

et que

Pt =wpqu) g+ U,
Donc la somme des distances des N points z1,--- , x5 au sous-espace U est donnée par J.
Telle que

N
J = Z | Ptz
a=1

On veut donc minimiser J, on a

|zal® = [[Pzal® + || P aa|>.
D’ou
[P zo | = [[zall? = [ Pzall.
Ainsi
N
J =3 (lzall® = | Pzal?).
a=1
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5.2.1 Extremums d’une forme quadratique

Théoreme 32

Soit A € M,,(R) est une matrice symétrique.

Soit la forme quadratique (v, Av) ot v est un vecteur unitaire (|jv|| = 1).

Soient Ay, -+, A\, les valeurs propres de A tel que \y > Ay > -+ > A, et soit {u;}, la base
orthonormée des vecteurs propres associés a ces valeur propre.

Quels que soit v € R™ :

n
v:Zciui et Zcle.
i=1 j

Preuve.

On sait que

(v]v) = <zu | zm

= Z cici(u; | uyj).

1<i,j<n

Alors

n

(v]v)=> c.

i=1

Théoréme 33 [//
Soit A€ M,(R) etveR,:

Preuve.

On sait que

Donc



On trouve que

Alors

Finalement on a

Corollaire 5 [//

Preuve.

Av = Z )\ZCZ'LLZ

i=1

’U | AU Zczuz Z A Czuz

= 2 Xl [ uy).

1<i,j<n

n

(v] Av) =D N

=1

Max(v | Av) = Aq.
Max(v | Av) = (ug | Aug).
Min(v | Av) = A,.

Min(v | Av) = (u, | Auy,).

D’apres le Théoreme 33, on a

Alors

et on a

Donc

(v | Av) = Z)\c <Z)\10
(v]Av) =MD < A
i=1

(u1|Au1):ZAic2 ot u;=1-u+0-uy+---+0-u,.

(ug | Aug) =N et Max(v| Av) = A\ = (uyg | Aug).
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5.2.2 Espace d’ajustements hiérarchisés

Lemme 1 :/11]

Soit u € Mp«1(R) alors

Preuve.

Donc

Alors

Corollaire 6

Preuve.

Alors

Tr(uuT) = ||u||2

wu' = (aij)

2
Qg = UiU; = Uy -
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La direction u; ainsi obtenue indique l'orientation dans la quelle les N points {z,} se repar-

tissent dans la plus grande distance.

Si toutefois les points se repartissent dans une autre direction alors cette approximation n’est
pas suffisante.
On cherche donc une autre direction v qui soit orthogonale a u; le long de la quelle la somme

des carrés des projections soit maximale.

Cette somme est donnée par K tel que :

K = (v|Xv).
et on a résoudre le probleme :
max K

(v|u)=0.
Théoréme 34 [//
Uy est la solution au probléme précédent.
Preuve.

K= Z afcf
i=1

n

22 2 2

K < ojc] + o5 E c;.
i=2

Siv= i ciug et (v | uy), alors ¢; = 0.
i=1

et comme ||v|| =1 donc 5 c?=1.
i=2

Alors

Si on choisit v = uy alors K = o3.

Donc
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max K = o3

max K = (uy | Zug).

Théoréme 35

Si U =vect(uy,uz) et P = Py alors

K =0} + 05
Preuve.
N
2
K=Y |IP.I*
a=1
P = uyu] + ugus, .
P, = (zo | ur)ug + (x4 | ug)us.
1P, |17 = (2o | u1)® + (2o | ug)®.
Donc
N N
K=Y (za]|w)’+ > (za | u)?* < 0} + 03.
a=1 a=1
Donc

max K = o2 + o3.

Théoréme 36 [//
Si U =wvect(uy, - ,u,) et P= Py on a
N
J=min(>_ ||z.|* — K).
a=1

Alors
JZU?H"’""""%-

Preuve.

N

2
> lzall® =T (%)
a=1



Alors

Donc

On trouve que

J s’appelle la somme résiduelle.
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CONCLUSION

Dans le vaste domaine de la factorisation matricielle, nous avons présenté dans ce mé-
moire le concept de matrice de projection, qu’il implique le concept "d’orthogonalité" et de "plus
courte distance ».

Le calcul des valeurs propres et vecteurs propres de matrices jouent des roles importants dans de

nombreuses applications. Nous avons déduit le théoreme de la décomposition spectrale, qu’elle
permet de transformer une matrice symétrique en une matrice diagonale.

En effet, nous avons également vu que cette décomposition spectrale n’est définie que pour les
matrices symétriques donc pour les matrices carrées on définit la décomposition en valeurs sin-

gulieres. Ainsi, nous avons déduit 1’étude des espaces d’ajustements aux dimension supérieure.
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