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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude des surfaces minimales dans un espace euclidien
de dimension 3. Ce sont des surfaces a courbure moyenne nulle. Nous mention-
nons parmi ces surfaces : le caténoide, I'hélicoide, surface de Scherk... De plus,
nous donnons une formule de représentation pour les surfaces minimales, c¢’est une
généralisation naturelle de la formule de Weierstrass-Enneper pour les surfaces

minimales dans un espace euclidien de dimension 3..



abstract

This work is devoted to the study of minimal surfaces in a Euclidean space of
dimension 3. These are surfaces with zero mean curvature. We mention among
these surfaces : the catenoid, the helicoid, Scherk surface ... In addition, we give
a representation formula for the minimal surfaces, this is a natural generalization
of the Weierstrass-Enneper formula for minimal surfaces in Euclidean space of

dimension 3.
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Notations

— R : L’ensemble des nombres réels.

— fu=2
— f=9
— fuu =24
— fu=5%L
— fw=2L

— |||l : la norme euclidienne.

— < . > : Le produit scalaire.



Introduction

Les surfaces minimales sont d’un grand intérét dans divers domaines des ma-
thématiques, et actuellement ont beaucoup d’applications en architecture et en
biologie, par exemple. Ces surfaces sont des surfaces minimisant ses aires tous en
réalisant des contraintes. Elles ont la propriété que leur courbure moyenne est nulle
partout. La premiére tentative connue de prouver l'existence d’une surface mini-
male est attribuée a Euler. En 1741, il réussit a trouver la caténoide, une surface
de révolution engendrée par une rotation d’une courbe plane, a savoir la caténaire.
En 1776, J. B. Meusnier découvrit une seconde surface minimale, I’hélicoide, c¢’est
la seule surface minimale réglée. Peu de temps aprés, une troisiéme surface mini-
male, la surface de Scherk (H. Scherk, 1834), a été ajoutée aux surfaces minimales
déja connues. En 1863, K. Weierstrass et A. Enneper ont trouvé un moyen de
représenter les surfaces minimales en termes de fonctions complexes holomorphes
et méromorphes d’une variable complexe. Cette méthode est maintenant connue
sous le nom de représentation de Weierstrass-Enneper.

Dans ce travail La plupart des définitions et les résultats citées sont extraites
des références suivantes |1, 2, 3, 4,5, 6,7, 8, 9, 10].

Pour mieux comprendre cette notion nous allons d’abord, dans le premier cha-
pitre, on introduit les notions générales nécessaires pour cette étude dans un espace

euclidien a trois dimensions. Le deuxiéme chapitre présente les concepts essentiels



Introduction Introduction

pour I'étude des surfaces minimales avec quelque exemples classiques. La représen-
tation Weierstrass-Enneper et ses préliminaires seront également discutées. Nous
allons voir comment la représentation de Weierstrass-Enneper peut étre utilisée

pour trouver des surfaces minimales.
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Chapitre 1

(GGénéralités sur les courbes et les surfaces

parameétreées

1.1 Courbes paramétrées

Définition 1.1.1. Une courbe paramétrée ou un arc paramétrée est une applica-
tion de classe O :

v:la,b] — R™
Le paramétrage ~y est dit régulier sur [a,b] si v/ (t) # 0 pour tout t € [a,b].
L’image I'm ~ = ~([a, b]) est appelée le support de .
Exemple 1.1.1. (Droite dans R") La droite dans R? passant par Les deux
points (1,2) et (2,—3) peut étre paramétrer par :

¥(#) = (1,2) + (2, —3) = (1 +2t,2 — 3t)
. Remarquons que, ¥'(t) = (2, —-3) # (0,0) pour tout t € R. Donc ~ est régulier
sur R
Exemple 1.1.2. (Cercle) Le cercle C de rayon 2 et de centre (1, —1) est donné
par I'équation :
(=14 (y+1)* =22

11



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

pour trouver un paramétrage pour C on peut prendre
r—1=2cost e y+1=2sint

alors

x=1+2cost e y=2sint—1

on définit
v :10,27] — R?
t — Y(t) = (x(t),y(t)) = (1 +2cost,2sint — 1)
puisque'(t) = (—2sint,2cost) # (0,0) pour tout t € [0,2x],alors v est un

paramétrage réguliere de C.

Exemple 1.1.3. (Ellipse) Pour trouver un paramétrage de l'ellipse E donné par

I’équation cartésienne :
2

x 9>
4 9

+ =1

on pose
x Y .
— =cost el = =sint
2 3
alors
xr =2cost et y=3sint
on peut vérifier facilement que :
v :R — R?
t — ~(t) =(2cost,3sint)

est un paramétrage de E .

Exemple 1.1.4. (Graphe d'une fonction) Si f : [a,b] — R une fonction de
classe C* et T'y son graphe alors :
v :la,b] — R?

t = () =@ f(1)

Universitié de Yahia Farés - Médéa 12 2019-2020



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

est un paramétrage de I'y .

1.1.1 Vecteur tangent

Définition 1.1.1. Soit v : [a,b] — R™(n =2 ou n = 3) un arc paramétré

et to € [a, D]

1.4/(t) est appelé le vecteur tangent a v au point y(t).

2. Un point y(to) est dit singulier siv'(t) = 0(ou 0 est le vecteur nul de R").
3. Un point v(ty) est dit régulier si y'(t) # 0

4. L’arc paramétré v est dit réguliersi tous ses points sont réguliers

5. Si v est de classe C?, le point p=vy(ty) est dit birégulier si les deux vecteurs

dy

Y (to) = —(to) = (21(to), -y 2 (t0))

' (t0) = Sl t0) = (&), 2 (10)

sont linéarrement indépendants dans R"

6. L’arc paramétré v est dit birégulier si v est de classe C* et tous ses points

sont birégulires .

Exemple 1.1.5. L’application ~(t) = (t2,t1), t € R est un paramétrage de la
parabole

d’équation y = x?. C’est un arc paramétré non régulier .En effet : v'(t) = (2t, 4t°)
pour t = 0,+'(0) = (0,0) donc le point v(0) = (0,0) est un point singulier d’oti 7y

est non régulier sur R.

Exemple 1.1.6. L’arc paramétré :
v :R — R3
t — () = (t 3% 213).

Universitié de Yahia Farés - Médéa 13 2019-2020



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

est birégulier. En effet ~/(t) = (1,6t,6t*) et +"(t) = (0,6, 12t) sont des vecteurs

non nuls et non colinéaires donc linéairement indépendants.

1.1.2 Longueur d’arc
Soit C une courbe dans R* ( ou dans R? )

Définition 1.1.2. La longueur de l'arc de C d’origine vy(a) et d’extrémité ~(t)

est donnée par :
t
L) = [V

Exemple 1.1.7. Soit un paramétrage d’un cercle C' dans le plan
v :10,27r] — R?
t — (t) = (rcost,rsint)
pourt =T :

L(7) /ﬁllv’(t)ldt/wfdtfﬂ-

La longueur du support de v (la circonférence du cercle) est :

2w

L(y) = 7|7’(t)||dt - /rdt = 2.

1.1.3 Abscisse curviligne

Définition 1.1.3. On appelle abscisse curviligne d origine P= ~y(a) lapplica-
tion définie par :
Y :[avb] — [OvL]

¢ ) = [V wlld

Universitié de Yahia Farés - Médéa 14 2019-2020



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

Remarque 1.1.1. 1. L’abscisse curviligne s = s(t) est une fonction différen-
tiable

et croissante. En effet :

t
ds B d , i
= [ @las =l > o

2. Donc s = s(t) est une bijection de [a,b] sur [0, L]. Son inverse est t = t(s).

De plus

on a :
dt 1
— =
ds &

Définition 1.1.4. Soit 7 : [a,b] — R" un paramétrage d’une courbe C.
L’arc ~y est dit paramétré par abscisse curviligne(par longueur d’arc ou a

vitesse unitaire ) noté p.a.c si~y'(t) est un vecteur unitaire pour tout t € |a, b].

Exemple 1.1.8. Soit un paramétrage d’une droite
v(t) = (1 +t,2—5t).

v(t) = (1,-5). Alors
s(t) = /Hv'(u)Hdu _ /J%du NG
0 0

la fonction inverse est

1.1.4 courbes planes

Soit v : I — R? un arc paramétré par abscisse curviligne, nous noterons T(s)

son vecteur tangent 4/(s), qui dans ce cas est un vecteur unitaire.

Universitié de Yahia Farés - Médéa 15 2019-2020



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

Définition 1.1.5. Soit v :— R? un arc paramétré p.a.c. On définit le vecteur

normal au
point y(s) :
0 —1
n(s)=JxT(s),on J=
1 0
remarquons que ||n(s)||= 1.
Exemple 1.1.9. Un paramétrage d’un cercle
vy R — R?
— () = (reos,rsin7)
S s) = (rcos—,rsin—
2} ~7sin
s s s s
(s) =( smr,cosr) et n(s) = ( cos —, smT)

Remarque 1.1.2. Cette définition est réalisée de telle maniére que la famille
{T(s),n(s)} forme une base orthonormée positivement orientée de R*. En d’autres
termes, le vecteur n(s) est obtenu a partir de T'(s) par une rotation d’angle § dans

le sens antihoraire.

Courbure d’une courbe plane
Si vy : I — R?est un arc paramétré p.a.c pour s € I, on a :
<T(s),T(s) >=[[T(s)=1
dérivons cette équation :
<T'(s), T(s)>+<T(s), T'(s) =2<T'(s),T(s) >=0

Ainsi, les deux vecteurs T'(s) et T'(s) sont perpendiculaires. Par conséquent

T'(s) est un multiple du vecteur normal n(s), d’ou :

T'(s) = k(s).n(s).

Universitié de Yahia Farés - Médéa 16 2019-2020



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

Définition 1.1.6. Soit v : I — R? un arc paramétré p.a.c. La fonction
k:l—R

est appelée la courbure de v

Exemple 1.1.10. Soit le paramétrage d’un cercle de centre (0,0) et

de rayon r :
v :R — R?
s — 7(s) = (rcos? rsin?)
remarquons que ||T'(s)||= [|(—sin 2, cos ?)||= 1, c-a-d v est paramétré p.a.c, de
plus

n(s) = (—cos 3, —sin), on a T(s) = (~Feos :,~Lsin3) = L x n(s), doi
1

K(s) = 1.

Remarque 1.1.3. 1 On peut calculer la courbure par :
r(s) =< T"(s),n(s) >= det(y'(s),7"(s))
2 Puisque ||T"(s)||= |k(s)|. La courbure d’une courbe plane est orientée.

Proposition 1.1.1. Soit v un arc paramétré régulier. La courbure de v au point

v(t) est :
_ det(y'(£),7"(1))

" =

Preuve : (voir/7/)

Exemple 1.1.11.

v :R — R?
t +—— 7(t) = (rcost,rsint)

v (t) = (—rsint,rcost) et 7"(t) = (—rcost, —rsint)

Universitié de Yahia Farés - Médéa 17 2019-2020



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

on obtient :

1.1.5 Courbes dans R?

Dans toute la section,y : I — R3 est un paramétrage d’une courbe dans R3.

De plus, si v : I — R3 est p.a.c, on note par T'(s) le vecteur tangent +'(s) au

point y(s).
Courbure

Définition 1.1.7. Soit v : I — R? est un arc paramétré p.a.c. La fonction

k I — R

s > w(s) =[T'(s)|

est appelée la courbure de v au point y(s).

Exemple 1.1.12. 1 La droite dans R? passant par (==,0,1) et (2=, —

\/57 7§ 71)

Sl

peut étre

paramétrer par :
1 1 1 1 1 1
t)=(—=,0,1)+t(—=,——=,0) = + t,——=t, 1

: _\/Li’ 0) pour tout t € R. Puisque ||/ (t)]|=

Remarquons que : /() = (—

G

1, Alors :

r(s) = (17" (@©)l= 11(0,0,0)]]

Universitié de Yahia Farés - Médéa 18 2019-2020



1.1. Courbes paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

/ ——1sz'nt 1cosiL
IV (@®)ll=1

donc 7y est p.a.c

7' (t) = (—% COS(%); _%Sin(%)’ 0)

K() = (=5

Définition 1.1.8. Soit v : I — R3 est un arc paramétré p.a.c. Si k(s) # 0 pour

tout s € 1. on définit le vecteur normal de v au point v(s) par :

s = L) Ts)
[T ()

Exemple 1.1.13.
s 5

7(s) = (cos(—z), sin(—7), \7)

\}

d’apres I'exemple précédent, v est p.a.c :

" 1 S 1. s TN |
v'(s) = (—5 cos(—2), —3 sm(ﬁ),O) et k(s)=|7"(s)||= 3
d’otl :
n(s) _ g (3) _ (—COS(i),—Sin( S

—),0).
7 \/5) )
Proposition 1.1.2. Soit v : I — R3 un arc paramétré régulier. Alors

sa courbure est :

_ @& A1

"0 = o

Preuve : (Voir /7], pp 291) =

Exemple 1.1.14. L’hélice circulaire d’axe (zz') est la courbe paramétrée par :

v(t) = (acos(t),asin(t),bt),t € R

Universitié de Yahia Farés - Médéa 19 2019-2020



1.2. Surfaces paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

oll a,b sont des réels non nuls
7' (t) = (—asin(t), acos(t), b)

IV ®ll= Va* + b2

ceci montre que vy est régulier, mais n’est pas p.a.c.
7" (t) = (—acos(t), —asin(t),0)
et
v (t) A4"(t) = (absin(t), —abcos(t), a*)
il s’ensuit :

|(absint, —abcost,a?)||  (a*b® + a“)% |

[(—asin(t),acos(t),b)[> (a2 +02):  a®+b*

k(t) =

1.2 Surfaces paramétrées

1.2.1 Surfaces paramétrées dans R?

Soit U un ouvert connexe de R% On utilisera (u,v) comme coordonnées dans

espace des paramétres U et (z,y, 2) comme coordonnées dans R?

Définition 1.2.1. Une fonction o : U — R3 est dite lisse sur U si pour tout
entier k > 2, toutes ses dérivées partielles jusqu’a ['ordre k existent et sont conti-

nues.

Définition 1.2.2. Soit U un ouvert connexe de R%. Une application lisse :
o U — olU)CR?
(u,v) —  o(u,v)
est dite un paramétrage d’une surface (ou une surface paramétrée) dans R?

si 0y X 0p(u,v) # Ogs pour tout (u,v) € U. a(U) est appelée le support de o.

Universitié de Yahia Farés - Médéa 20 2019-2020



1.2. Surfaces paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

Remarque 1.2.1. La condition o, X o,(u,v) # Ogs est équivalente & l'une des

deux assertions équivalentes :
1. La matrice Jacobienne de o est de rang 2 en chaque point de U,
2. les deux vecteur o, et o, sont linéairement indépendants pour tout
(u,v) € U.
Exemple 1.2.1. Le plan définit par I'équation cartésienne :
3r+2y—2=0
. De I'équation découle
z=3x + 2y
posons x = u et y = v on obtient un paramétrage de ce plan :
c U CR> — R}
(u,v) — o(u,v) = (u,v,3u+ 20)
Exemple 1.2.2. (Graphe d’une fonction lisse) Soit la fonction lisse
f U cR?® — R
(z,y) — flz,y) ==
Considérons le graphe I'y de
o U CR> — R?
(z,y) — o(z,y) = (z,y, f(2,9))
I'application o est un paramétrage de la surface I'y C R3. En effet, I'application

ode U

dans R? vérifie pour tout (u,v) € U :

ou X oy(u,v) = (= fu, = fu, 1)(u,v) # Ogs.
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1.2. Surfaces paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

Exemple 1.2.3. (Surface de révolution)

Soit y(t) = (y(t), 2(t)), t € [a,b]) un paramétrage régulier d’une courbe C dans la
plan (yz). On suppose que y(t) > 0 pour tout t. La surface obtenue par rotation
de C autour de I'axe 27z’ est appelée la surface de révolution autour de I'axe z7'. Le
point y(u) = (y(u), z(u)) engendre un cercle dans le plan (zy) de centre (0,0) et de
rayon y(t). On peut paramétrer ce cercle par (y(t) cosv,y(t) sinwv) ot v € [0, w2].
En utilisant ce qui précéde, on obtient le paramétrage :

o :la,b x [0,27r] — RS
(t,v) — o(t,v) = (y(t)cosv,y(t)sinwv, z(t))

Vérifions la condition :

oi(t,v) = (y'(t) cosv,y'(t) sin v, 2'(t))

et
ou(t,v) = (—y(t) sinv, y(t) cos v, 0)

Par conséquent :
(00 x 00)(t,0) = (=2 (H)y(t) cos v, 2'(t)y(t) sin v, y'()y(t))

et
(o x a)(t, v)[|= y(@&) [ ()]I# 0

donc la surface de révolution de la courbe C' est une surface paramétrée dans R3.

1.2.2 Plan tangent et vecteur normal
Soit 0 = o(u,v) un paramétrage d'une surface S = o(U) C R? et

v :la,b] — U C R?

t = () = (ult), v(t))
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1.2. Surfaces paramétrées 1. Généralités sur les courbes et les surfaces paramétrées

un paramérage régulier d'une courbe C. Considérons maintenant
o U — R3
(u(t),v(t)) +— o(u(®), v(t)) = o(y(t) = p(t)
'image de C' sur S = ¢(U). L’application p = o o~y est lisse car c’est la composée

de deux applications lisses, de plus %(t) = (0 pour tout t.

Définition 1.2.3. Soit v € R? un vecteur non nul et S une surface de R3. Le
vecteur v est tangent a S en un point p € S s’il existe une courbe sur S passant
par p et paramétrée par 3 telle que %(t) #£ .
Si B(t) = o(u(t),v(t)), alors

g . _0dodu  Jodv du dv

- = O-u_

t) = — v_:u/ 11/
7Y =na g T Ovgp Tt T o

d’ou la définition :

Définition 1.2.4. Soit p = o(u,v) € S. lespace tangent a S au point p, noté
T,S est le plan engendré par les deux vecteurs o,(u,v), oy(u, v).

Pour un point x € T,,S, alors : x = p+ o,(u,v) + o,(u,v).

Exemple 1.2.4. Considérons la fonction f(z,y) = x* + y* définie sur R?. Par
[’exemple
précédent, le graphe Ty = {(x,y, 2% + y*)|(z,y) € R?} est une surface paramétrée
par :

o(u,v) = (u,v, f(u,v))

Soit (u,v) € R?
ou(u,v) = (1,0,2u), 0, (u,v) = (0,1, 20v)

et
ou(u,v) A oy (u,v) = (—2u, —2v, 1) # Ogs
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pour p = 0(0,0) = Ogs

T,S = Vect{s,(0,0),0,(0,0)}
= Vect{(1,0,0),(0,1,0)}

Définition 1.2.5. Soit
o U — S=o0(U)eR
(t,v) —> o(u,v)
une surface paramétrée régulicre. Pour p = o(u,v) € U le vecteur o,(u,v) A
op(u,v) est un vecteur non nul, orthogonal au plan tangent T,S, on obtient le

vecteur unitaire correspondant en prenant

ou(u, v) A o, (u,v)

n(u,v) = ou(u, v) A ay(u, )]

il est appelé le vecteur normal unitaire de S au poit p = o(u,v).

Exemple 1.2.5. 1. Considérons S = {(u,v, f(u,v))|(u,v) € R?*}
Sip=o(u,v) €S, alors : 7, (u,v) = (1,0, fu(u,v)), 0y (u,v) = (0,1, f,(u,v)
et

ou(u,v) A oy(u, v) (—ft, = fo, 1) (—ft, = fo, 1)

n(u,v) = = =

- Nlow(w,v) Now(u o)l I(=fi, —fo, DI 2+ F2+1

2. Pour S = {(z,y,2) € S*|z > 0} paramétrée par :

oc: U=B(0,1 — S=0(U)eR?
(u,v) — o(u,v) = (u,v, V1 — u2 — v?)
ot B(0,1) est la boule ouverte de R>.
Le vecteur normal au point p = o(u,v) est :

ou(u, ) A\ o,(u,v) N g )

n(u,v) = |ou(u, v) A oy(u,v)|
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1.2.3 Surface orientée

Définition 1.2.6. Soit S une surface régulicre de R3. Un champ de vecteurs

normal sur S est une application vectorielle de classe C*°
n:S— R?
tel que pour tout p € S,n(p) € (T,8)* le plan orthogonal a (T,S)

Définition 1.2.7. Une surface réquliere de R?® est orientée si elle admet un

champ de vecteurs normal unitaires global de classe C°.

1.2.4 Surfaces réglées

Définition 1.2.8. On appelle C*-surfaces réglées un sous-ensemble S C R3
pour lequel il existe une parameétre de la forme :
oc: I xR — R3
(u,v) — afu) +vB(u)

ou I est un intervalle et o, B — R3.

1.2.5 Premiére Forme fondamentale

Soit S C R3 une surface paramétrée par :
oc: U — R?
(u,v) — o(u,v)
Définition 1.2.9. [a premiére forme fondamentale de S au point p = o(u,v) est
la restriction du produit scalaire de R? T,S lespace tangent de S en p, c’est
donc la forme bilinéaire symétrique définie positive donnée par :
I,: T,S xT,S — R

(u,v) — Iy(u,v) = (u,v).
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ot {.,.) est le produit scalaire de R?

et
I,(u,v) = Edu® + 2Fdudv + Gdv®

avec : E =|| % 1%, F = %.g—g, et G =|| g—z IR

1.2.6 Aire d’une surface paramétrée

Définition 1.2.10. Soit U un domaine de R? et o une fonction de U dans R3.

S =o(U) est appelée surface paramétrique. son aire est donnée par :

A(S) :// | oy Aoy | dudv.
U

Remarque 1.2.2.

I& I& sin? o

H ou N\ Oy = H Ou HQH Ov

= loull® ol (1—-cos’a)

= H Ou H2 : H Oy H2 _(UU-UU)Q

— EG - F?

alors :

| ou Aoy ||= VEG — F?

1.2.7 Application de Gauss

Soit S une surface orientée et paramétrée par :
oc:UCR*—R?

un paramétrage réguliere, p = o(u,v) un point de S.
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Définition 1.2.11. L’application de Gauss de S est ['application définie par :

v: § — §?

p > vip) =mny(u,v) = HZZEZZ??Z%”

Ou S? est la sphere unité.

1.2.8 Endomorphisme de Weingarten

Soit S une surface orientée et paramétrée par :
c:UCR*—R?
un paramétrage réguliére, p = o(u,v) un point de S.

Définition 1.2.12. L’endomorphisme de Weingarten est [’application linéaire W,
définie par :
Wy: 1,8 — 1,5
X — Wy(X) = —dy(X).
ot dvy(X) la différentielle de l'application de Gauss

1.2.9 Deuxiéme forme fondamentale
Définition 1.2.13. Soit p = o(u,v). La forme bilinéaire symétrique

I, : T, xT,S — R
(X,Y)  — IL(X,Y) = (W,(X),Y) = —(d(X),Y)
est appelée la deuxiéme forme fondamentale de o en p.

On peut l’écrire sous la forme :

I1,(X,Y) = Ldu® + 2Mdudv + N dv*

ou L = %.n(u,v), M = a?jgv.n(u,v) et N = %.n(u,v)
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Proposition 1.2.1. Pour tout p C S, l’endomorphisme de Weingarten est une

forme bilinéaire symétrique pour le produit scalaire euclidien.

Preuve : (Voir [?/)a
Proposition 1.2.2. (Ecriture matricielle de 'endomorphisme de Weingarten et
de la deuzieme forme fondamentale)

Soient W), I, et 11, respectivement les matrices de l'endomorphisme de Wein-

garten, la premiére et la deuxieme forme fondamentale de S au point p = o(u,v)

écrivent dans la base (o,(u,v),o,(u,v)), alors :

Wy(X) = L, (X).I1,(X)
ou X € T,S.

Démonstration

On sait que dn, € T,S, alors n,(u,v) et n,(u,v) s’écrivent dans la base

(ou(u,v), 0y(u,v)) de T,S sous la forme :

Um WOO W()1 Ou
Ty, W10 W1 1 Oy
Ny -~ J
Wp

ou W, est la matrice de l'endomorphisme de Weingarten dans la base (o,(u,v), o,(u, v)).

Les matrices des deux formes fondamentales écrivent dans la base (o (u,v), oy (u, v))

sont :
E F L M
[p: ,IIp:
F G M N
VX,Y €T,S :
]Ip(X, Y) =< Wp(X),Y >
L M X,
:(Yva)
M N X,
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E F Woo Wor Xy

- (Yua }/v)
F G Wio Wn X,
alors : ;)
Woo Wor E F L M
Wio Wn F G M N
1 G -—-F L M
CEG-F\_p pl\u N
1 GL—-FM GM - FN
EG—-F*\ gy —FL EN - FM
donc on a :
det(II,,) LN — M?>
det(W,,) = =
AWn) = 00y ~ BG=F?
et
EN +GL —-2FM
t m) =
r(Wan) EG — F?
Courbures

L’endomorphisme de Weingarten W), étant symétrique donc diagonalisable dans
la base orthonormale (Vi,Va) de TS, ou Vi, V5 sont les vecteurs propres de W),

associés respectivement aux valeurs propres kq, ko.

Définition 1.2.14. On appelle ki et ky. Les courbures principales

de S enp=o(u,v)

Remarque 1.2.3. Si ki = ko = k, alors Wy(X) = kX. St k1 # ko, les deux

vecteurs propres sont appelés directions principales de S en p = o(u,v).
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Définition 1.2.15. La courbure de Gauss de S enp = o(u,v) est :

K(p) = ki(p).ko(p) = det(W,)

Définition 1.2.16. La courbure moyenne de S en p = o(u,v) est :

H(p) = 3 ((p) + ho(p) = 5tr(W))

1.3  Applications

On va appliquer les calculs précédents pour une surface de révolution.

Soit S est une surface de révolution paramétrée par :
o(u,v) = (h{u) cos(v), h(u) sin(v), g(u)) (1.1)

ol u €la,bl,v €]0,2n[ et h(u) > 0.

h'(u) cos(v) —h(u) sin(v)
ou(u,v) = | B'(u)sin(v) | ,00(u,v) = | h(u)cos(v)
g'(u) 0
R (u) COS(U)\ —h(u) cos(v)
Ou(U,v) = | B'(u)sin(v) | ;0w (,v) = | —h(u)sin(v)

g//(u) ) 0
/—h’(u) sin(v)

ouw(u,v) = | R'(u)cos(v)

\ 0
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1.3.1 Le vecteur normal

On a:
—h(u) cos(v)g'(u)
(u,v) A oy(u,v) —h(u)sin(v)g'(u)
h(u)h'(u)
o (u, 0) Aoy, 0)[|= h(u) /' (w)? + b (u)?
donc
(5.9) A 0) 1 —g'(u) cos(v)
TL(U,U) - HUU(U»U) A O'v(U,U)” \/g + h/ —g’(u) Sin(’U)
W (u)

1.3.2 Premiére Forme fondamentale

On a:
= [low(u, v)[I*= h'(u)* + ¢ (u)*.
G = [lov(u, v)|*= h(u)®.
F = (oy(u,v),0,(u,v)) =0
donc
I E F _ ()2 + ¢ (u)> 0
F G 0 h(u)?
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1.3.3 Deuxiéme forme fondamentale

On a:

M = oyy(u,v).n(u,v) = 0.
donc

L M 1 —h(uw)g'(u) + W (u)g"(w) 0O

I =
M ON] VIRt 0 h(t)g' (u)

1.3.4 Les courbures

Soit S une surface de révolution, les courbures donnée par :

¢ les courbures principales :sont les valeurs propres de I1,(X,Y)

L 1
kl = == - —h"u B d (w).

¢ la courbure moyenne :

2H =k + ky =

_|_

1 " / / " 1 g/(u)
= (=R (u)g (u)+h' (u)g" (u ; .
RO Y O I A e T <h<u>>
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¢ la courbure de Gauss :

LN g @)=y () + (1) (w)
BG ™ hu)(g/(w? + WP

Exemple 1. Soit S une surface de révolution paramétrée par :
o 3]0, 7[x]0, 27 [— R?

(w, v) = (f(u) cos(v), f(u)sin(v), g(u))

avec :f(u) = sin(u) et g(u) = cos(u).

alors on a :

cos(u) cos(v) —sin(v) sin(u)
ou(u,v) = | cos(u)sin(v) cos(v) sin(u)
— sin(u 0
— sin(u) cos(v) — cos(v) sin(u)
Ouwu(U,v) = | —sin(u)sin(v) | ;0w(u,v) — sin(v) sin(u)
—cos(v 0
— cos(u) sin(v
ou(u,0) = | cos(u) cos(v)
0

E = |lou(u,v)|*= f'(u)* + ¢'(u)? = cos®(u) + sin?(u) = 1.
G = [low(u, v)[*= f(t)* = sin*(u).

F = (o,(u,v),0,(u,v)) =0.

e 9) A e 0 1 —g'(u) cos(v)
" ouw o) Ao o) g @R 1 Fla —g'(u) sin(v)
f'(u)
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= (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v), cos(u)) = o(u,v).

—ﬂ()%)+f()%®:
Vo' W)+ f(u
1

V' ([£)?+ f(u

M = oyy(u,v).n(u, ) = 0.

L = oy(u,v).n(u,v) = — (sin®*(u) + cos*(u)) = —1.

N = oyu(u,v).n(u,v) =

¢ les courbures principales :

L 1
kjlz—:

E~ g0+ f(w)?)
N 1 g'(u)
kj?:—: 1 :—.

(?(MW+ﬂW%< ) !

¢ la courbure moyenne :

N

2H = k1 + ko = —

¢ la courbure de Gauss :

LN g'(u)(=h"(u)g'(u) + h'(u)g"(u))

R=B6™ 7 hwgwr+ Wu)p)?

= 1.
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Chapitre 2

Surfaces minimales

Les surfaces minimales sont des surfaces qui minimisent leurs aires tout en res-
pectant certaines conditions a leurs bords. Elles ont la propriété que leur courbure

moyenne est nulle partout.

2.1 Courbure moyenne et surfaces minimales

Une surface minimale est une surface de I’espace euclidien R? dont sa courbure
moyenne H est nulle partout. Nous expliquerons la signification géométrique de

la condition H = 0.

Proposition 2.1.1. Une surface orientée S est minimale si et seulement si

H=0.

Preuve . Nous fixons un domaine U dans le plan (u, v) entouré d’une courbe. On
note U la courbe qui est la frontiére de U. Considérons une surface orientée S
parameétrée par

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v))
.ol les parameétres u et v varient dans U. Lorsque (u, v) se déplace sur U, o(u, v)

trace une courbe. Nous déformons la surface en fixant la courbe, c’est-a-dire que

35
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nous gardons o(u, v) inchangé sur OU.
Soit n un champ vectoriel normal unitaire et f une fonction sur U qui prend la
valeur 0 sur la frontiere OU. Alors fn est un champ vectoriel normal a la surface

qui s’annule sur la frontiére. Ainsi, si nous définissons
og=0+¢cfn. (2.1)

pour un réel infiniment petit €, & donne une surface qui déforme un peu o en le
gardant fixé sur oU.

On note A(e) Vaire [[,; | 54 A G, | de la surface G(u,v) et A(0) l'aire de la
surface d’origine o(u, v). Si nous supposons que I'aire ne diminue pas lorsque nous
déformons o(u,v), I'inégalité

A(0) < A(e).

est vraie pour toute fonction f et chaque réel ¢ > 0 .

Pour commencer, supposons que o € C? sur U, alors
n.dn = n.do = 0. (2.2)
D’autre part, en dérivant (2.1) on obtient
do = do + e fdn + edfn. (2.3)

En utilisant (2.2) et (2.3), on trouve

do .do = do.do+2cfdo . dn+ &h,
= (F —2efL)dudu + 2(F — 2 f M)dudv + (G — 2 f N)dvdv + &*h.

Par conséquent

Ale) = // V(E —2efL)(G —2efN) — (F — 2e fM)? + £2h dudv,
_ /f VEG — F? —2:f(EN + LG — 2F M) + £2h dudbv.
U
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En dérivant par rapport a € et en posons € = 0 , on obtient
—f(EN + LG — 2FM)
'(0) = dud
A'(0) //U eI udv,

_ / / FHVEG — F? dudv.

Donc
A'(0) = —//U FHVEG — F? dudv. (2.4)

De cette équation, nous voyons que lorsque o(u, v) est une surface minimale, pour
toute fonction f que nous utilisons pour déformer la surface, nous avons A’(0) = 0.
Inversement, si A’(0) = 0 pour toute fonction f, alors en remplacant f par H dans

I’équation ci-dessus donne

0= // H*\/EG — F2dudv.
U

alors H = 0. Si nous voulons nous limiter a des déformations telles que f = 0
a la frontiere de la région U, nous choisissons une fonction ¢ qui est positive a
Uintérieur de U et 0 a la frontiére. Alors en remplagant f par pH, I'équation (2.4)

devient
A'(0) = — // ©H*\/EG — F2dudv.
U

on obtient H = 0 de la méme maniére. C’est pourquoi nous appelons une surface

de courbure moyenne H = 0 une «surface minimale». [

Par (2.4). Si H # 0, on obtient

A'(0) = — // ©H*\/EG — F2dudv < 0.
U

Par conséquent, nous constatons que la surface diminue pour des ¢ suffisamment

petits si nous déformons la surface dans la direction normale telle que

o =o0+epHn.
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Pour une surface z = f(z,y), on obtient

B faa(1 4+ ny) = 2fufyfey + L1+ [3)
B 21+ f2 + f7)%2 |

cela nous dit qu'une surface est minimale si et seulement si

H

Foa(L+ [2) = 2fufyfoy + fyy(L+ f2) = 0. (2.5)

Elle est connue depuis longtemps comme une équation différentielle définissant les

surfaces minimales.
Remarque 2.1.1. L’équation (2.5) est dite équation de Lagrange.

Définition 2.1.1. Une surface S dans lespace euclidien R? est minimale si tout
point p € S possede un voisinage U C S, qui est la surface de moindre aire parmi

les surfaces de méme frontiére OU .

Définition 2.1.2. Une surface S de R? est une surface minimale si et seulement

st elle est localement le graphe d’une solution de l’équation

Far(L 4 £,) = 2fufyfay + fiu(L+ £7) = 0.

Lagrange a remarqué que les fonctions affines
f(u,v) =au+bv+c
sont des solutions de cette équation. Les surfaces minimales correspondantes sont
des plans.
2.2 Exemples de surfaces minimales

Exemple 2.2.1. Le caténoide.
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Le caténoide est la surface de révolution engendrée par une rotation d’une
caténaire autour de sa base. Comme la courbure moyenne est nulle en tout point,

c’est une surface minimale ; ¢’est d’ailleurs la seule surface minimale de révolution

(voir la figure 2.1).

FIGURE 2.1 — Représentation d’un caténoide

Dans le chapitre 1, nous avons étudié la courbure moyenne d’une surface de

révolution paramétrée par (1.1), comme suit

_ W(u)g"(u) — h"(u)g'(u) N J'(u) | 26)
(g'(w)? + I (u)?)> h(u)(g'(t)? + W (u)?)?

En exprimant la courbe sur le plan (x, 2), on peut soit écrire x = f(u), z = g(u)

2H

en choisissant un parametre u tel que
B (u)? + g (u)? = 1. (2.7)

Pour simplifier (2.6), on va choisir un parameétre w comme dans (2.7). En

utilisant (2.7) et sa dérivation
W () (u) + ¢ (u)(u) = O
On obtient

(h/g// - h//g/)g/ — h/g//g/ - h//g/ / — _h,h/h” . h/l(l . h/h/) — —h”_
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Donc

Soit H =0, alors on a
hh” _ (g/)? —1— (h/)Q.
Donc
(RhY = (B)* + hh" = 1.
En intégrant cette derniére équation, nous obtenons
1
#my:hﬂzu+q VeeR. (2.8)
On intégre (2.8) une fois de plus, on obtient

h? = u?+2cu+d,
h = Vu?+2cu+d, Vd e R.

De (2.7), on a

2
g ==+ Lﬁwﬁi¢ d—c

u? + 2cu +d

On pose : ¢ = 0,d = a® (a > 0), on trouve

r = h(u) =Vu2+ d?

(2.9)
t = +asinh ™! E

v a
u) =+ —d
g(u) /0 V2 + a? a

Eliminez u de (2.9) pour obtenir

z =

r = acoshg (2.10)

Donc

T
2 =acosh™ ' =
a

Le caténoide est obtenue en faisant tourner une caténaire (2.10) dans Le plan

(x,2) autour de l'axe z (voir la figure 2.2).
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uY

FIGURE 2.2 — Rotation d’une caténaire autour de l’axe z

Exemple 2.2.2. L’hélicoide.

Une hélicoide est une surface s’appuyant sur une hélice et sur un azve. Elle
fut découverte par Jean-Baptiste Meusnier en 1776. C’est, avec le plan, la seule
surface minimale réglée (voir la figure 2.3).

Ceci est une surface donnée par la représentation paramétrique
r=ucosv, y=usinv, z=av+b.
son équation cartésienne est
2z =atan ! Yy + 0.

sa courbure moyenne est :
oy, = (cosv,sinv,0), o, = (—usinv, ucosv, a),

0w = (0,0,0), 0y = 0py = (—sinw,cosv,0), o,, = (—ucosv, —usinv,0)
1 .
n=———(asinv, —acosv, u),
\/u2—i—a2( )
E=1F=0,G=u+d* EG—-F?=u>+d°
a

L=0M=——nu,
Vi + a?

N =0,

alors
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FIGURE 2.3 — Hélicoide droit

Remarque 2.2.1. Un hélicoide droit peut étre transformé continiiment et isomé-

triquement en un caténoide, la surface reste constamment minimale (voir la figure

2.4).

FIGURE 2.4 — Transformation de ’hélicoide droit en caténoide

Exemple 2.2.3. Surface de Scherk.
La surface de Scherk a été découverte en 1834. Il s’agissait de la premiere

nouvelle surface minimale sans intersection découwverte depuis l’hélicoide (voir la

figure 2.5).

La surface de Scherk est définie par ’équation implicite :

e’ cosx = cosy (2.11)
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St on pose x = u ety = v, alors

COS v

z = log .
COS U

La courbure moyenne :
o, = (1,0,tanu), o, = (0,1, —tanv),

Ouu = (07 07 sec’ U), Ouwy = Opu = 0; Ovy = (O, 0, — sec? U),
(—tanu, tanw, 1)

Vtan?u + tan?v + 1
E =sec?u, F=—tanutanv, G =sec’v, EG — F? =tan’u + tan?v + 1,
’ sec2 Me—o0 N sec? v

VtanZu + tanZv + 1 7 VtanZu + tan?v + 1
alors

n =

H=0

donc la surface de Scherk est une surface minimale.

FIGURE 2.5 — La surface de Scherk

2.3 Systémes de coordonnées isothermes

Définition 2.3.1. Une application différentiable qui préserve les angles est dite

une application conforme (isotherme).
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Définition 2.3.2. Soit S une surface définie dans R3, paramétrée par la fonction

vectorielle o telle que :

o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

o est dite un systeme de coordonnées isothermes de S si on a :

ool ool
a2 T a9
Gy O
oudv

c-a-d les coefficients de la premiére forme fondamentale sont telles que : £ = G

et F' =0.

Dans ce cas :
EN + EL

v
2F

(Cuy + Opy)-m

2F
Ao.n

2F

alors :

Ao = (2EH).n
Remarque 2.3.1. La fonction % + % est notée Ao et est appelée «laplacieny

de o.

Fonction harmonique

Définition 2.3.3. Soit f une fonction de U C R? & valeurs réelles de classe C?

sur U , on dit que f est harmonique st :

O*f  Of
2 —_— _— =
V(u,v) e U CR 902 + 502 0
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Théoréme 2.3.1. Une surface o(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)) paramétrée par
un systéme de coordonnées isothermes (u,v) est une surface minimale si et seule-
ment si chaque composante x(u,v), y(u,v) ou z(u,v) est une fonction harmonique,
c.-a-d.

Ax(u,v) = Ay(u,v) = Az(u,v) =0,

Preuve. Soit o une surface paramétrée par un systéme de coordonnées isothermes

alors

No =2FHn.

Si o est une surface minimale, c¢’est-a-dire H=0, alors Ao = 2EHn = 0, donc x,
y, z sont harmoniques.

Inversement. Si x, y, z sont des fonctions harmoniques, 0 = Ao = 2FE Hn. Comme
le vecteur normale n et le coefficient £ de la premiére forme fondamentale sont

non nul alors H = 0, donc la surface est minimale. ]

2.4 Quelques rappelles sur ’analyse complexe

2.4.1 Fonction holomorphe

Soient U un ouvert du corps C des nombres complexes et f une fonction de U

dans C.
f:UeC — C

w o fw)
Posons : w = u 4+ iv et f(w) = P(u,v) +iQ(u,v), ot P(u,v) = Ref(w) et
Q(u,v) = Imf(w), on est donc ramené & une application ¢ de R? dans R?, et ceci

en posant ¢(u,v) = (P(u,v), Q(u,v)).
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Définition 2.4.1.1. On dit que f est holomorphe en wy € U si et seulement si

lim f(w) — f(wo)

w—rwo w — OJO

0
existe. La limite se note f'(wg) ou —f(wo) et s’appelle dérivée de f en wy.

Oow

On dit que f est holomorphe sur ["ouvert U si elle est holomorphe en tout point

wy de U.

Remarque 2.4.1. f est dérivable si et seulement si 0.

0w
2.4.2 Conditions de Cauchy-Riemann

Théoréme 2.4.2.1. La fonction f(w) = P(u,v) + iQ(u,v) est différentiable
dans le champ complexe, au point wy = ug + vy si et seulement si, les fonctions

(u,v) = P(u,v) et (u,v) = Q(u,v) sont différentiables au point (ugy,vy)et si

leurs dérivées vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

OP o 0Q
g_}:@(UO’UO) = %UQ(UO,UO)
%(an’vo) — —%(anvo)

Donc la dérivée en un point w quelconque est donnée par :

oP 0Q

f/(CU) - —(U,U)+Z—(U,U)
8 bl

= %(u,v)—z%(u v

2.4.3 Fonction méromorphe

Une fonction méromorphe est une fonction holomorphe dans tout le plan com-
plexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés dont chacun est un

pole pour la fonction.

Théoréme 2.4.3.1. Soit f une fonction holomorphe et telle que f(w) = P(u,v)+

iQ(u,v), alors les deux fonctions réelles P et () sont harmoniques.
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Remarque 2.4.2. Un point wy est un pole si f tend vers oo lorsque w tend vers

wo-

Théoréme 2.4.3.2. Soit P une fonction harmonique de R? dans R, alors il existe
une fonction f holomorphe de U C C dans C telle que Re(f) = P (ou Im(f) =
P).

2.5 Représentation de Weierstrass-Enneper pour les sur-

faces minimales

En1866, K.Weierstrass introduisit une méthode générale de construction de
surfaces minimales en utilisant la théorie des fonctions de la variable complexe.

Cette méthode a permis la construction de nombreuses surfaces minimales.

2.5.1 Théorie préliminaire

A partir de maintenant, on va considérer toujours une surface donnée par
o: UCR? — C?
(u,v) +— o(u,v) = oy — i0y.
tel que

or  Ox oy 0y 0z 0z
p1(w) = 9 5y pa(w) = ER p3(w) = w9 (2.12)

des fonctions complexes avec w = u + iv.

Théoréme 2.5.1.1. 1, w9, 3 sont des fonctions holomorphes si et seulement si

z(u, v), y(u, v), z(u, v) sont des fonctions harmoniques.
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Preuve. 1 est une fonction holomorphe si et seulement si % et % satisfont les

équations de Cauchy-Riemann c-a-d

O _ 0%
o2 o?
o o2

on a donc
0%x N 0%z B 0%x 0%z
ou?  Ov?

T Oudv  Ovdu =0

alors x(u, v) est une fonction harmonique. De méme y(u, v), z(u, v) sont aussi des

fonctions harmoniques. [

Lemme 2.5.1.1. Soit cun systeme de coordonnées isothermes d’'une surface mi-
nimale. Alors les fonctions holomorphes @1, pa, p3 définis par (2.12) satisfont aux

deux conditions suivantes
9 9 9
01+ w5 +p3=0 et ¢ estnon nul.

De plus, toutes les fonctions holomorphe ¢ satisfaisant a ces conditions donnera

lieu au systéme de coordonnées isothermes d’une surface minimale o par (2.12).

Preuve. En admettant que o = (z(u, v), y(u,v), z(u,v)) est un systéme de coor-

données isothermes d’une surface minimale, on voit que

90%_{_90%"’_90% = ‘Uu ‘2 - ‘ Oy ‘2 —21 < 0y, 0y >
= F—G—2iF
Puisque o est un systéme de coordonnées isothermes, les coefficients de la pre-

miére forme fondamentale sont :E = G et F' = 0. Alors
01+ 5+ 5 = 0.

Pour I'inverse, nous supposons que les fonctions o1, @9, 3 satisfont les condi-

tions données et prouvera que o est un systéme de coordonnées isothermes et
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minimale. Définissez maintenant

o(u,v) = Re/{sgo()\)d)\.

ot d est une courbe dans un domaine simplement connecté U C (C'du point de
départ wyg = ug + 19 & un w = u + v arbitraire. On va calculer les dérivées

partielles et va utiliser le fait que :

do_do 0o _ do
ou  dw N

o dw
Ty = %Re ( /5 cp()\)d)\) = Re (% /6 gp()\)d)\) = Rep(w)

oy — (%Re ( /5 gp(A)dA) ~ Re (%z’ /5 QO(A)dA) I S

par conséquent

alors on a

o(w) = oy(u,v) —ioy,(u,v).

Pour montrer que o est un systeme de coordonnées isothermes, on utilise
2 2 2 o
Pty tp3=L—-G-2iF =0

Cela implique que
E=G et F=0.

La deuxiéme condition, ¢ n’est pas nulle. Avec I'identité
L Oy Oy >=< Oy, Oy >

cela implique que ni o, ni g, non nulle. Donc o est régulier.
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2.5. Représentation de Weierstrass-Enneper pour les surfaces minimales 2. Surfaces minimales

Théoréme 2.5.1.2. soient f: U C C — C une fonction holomorphe et g : U C
C — C une fonction méromorphe tel que f.g* est une fonction holomorphe. De
plus, supposons que sin € U est un pole d’ordre n de g alors n est un zéro d’ordre

2n de f, et ce sont les seuls zéros de f. Alors

o) = T (1= g()?). i1+ 9(0)). 20(0)). 213

satisfait les conditions pour ¢ du lemme 2.2. De plus, pour chacun de ces ¢, il
existe une fonction holomorphe f et une fonction méromorphe g tel que (2.13)

est vraze.

Preuve. Etant donné une fonction ¢ telle que (2.13) soit vérifiée, nous avons que :

Gt eh = WP 9wl — pf@P0+ g + fe) o)
= —f(w)’g(w)® + f(w)g(w)’

= 0.

La restriction des zéros et des pole de f et g, respectivement, implique que

fw)g(w)* #0.

Dongc, si on fixe w la premiére et deuxieme coordonnées ne peuvent pas étre toutes
les deux égales a zéros. Par conséquent, ¢ est non nul. Ensuite, on suppose que ¢
est une fonction holomorphe satisfaisant ¢ + @3 + 3 = 0, ¢ est non nul et soit

p3(w)

(@) — iga@) (2.14)

flw) = pr1(w) —ips(w) et g(w) =

alors f est une fonction holomorphe et g est le quotient des fonctions holomorphes.

Si le dénominateur de g est identique a zéro, on laisse a la place

p3(w)
p1(w) + ipa(w)

g(w) =
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Maintenant, le dénominateur de g n’est pas identiquement nul. Par conséquent,

g est une fonction méromorphe. De plus
P+ @5+ 93 =0 (2.15)

implique que
(01 + ip2) (1 — ipa) = —3
Alors
p1+ipy = —fg’.

De(2.14) et de (2.15)

Alors

Cette relation entre la fonction f,g et la minimalité de o par I'équation

o(@) = 0w — i = T (1 — g0, i(1 + gl 20())

donnez nous les outils nécessaires pour définir la représentation de Weierstrass-

Enneper.

2.5.2 Définition de la représentation de Weierstrass-Enneper

Définition 2.5.2.1. Soit S une surface minimale non plane définie sur un do-
maine simplement connexe D C C. Soit X une courbe contenue dans U d’un point
fize zg a z = u + iv. Soit f une fonction holomorphe, non constamment nulle,

et g une fonction méromorphe telle que fg* soit holomorphe. De plus, supposons
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qu’a chaque pole de g d’ordre n, f a un zéro d’ordre 2n et que f n’a pas d’autres

zéros. Alors

otu,0) =0+ e ([ LU0 = git1 -+ 9002, 200m)a) )

tel que o € R3. c’est un paramétrage régulier d’une surface minimale. De plus,
. L ) : ,

pour chaque surface minimale non plane, il existe une telle représentation. C’est

ce qu’on appelle la représentation de Weierstrass-Enneper des surfaces mi-

nimales.

2.6 Applications

Nous allons maintenant voir comment la représentation de Weierstrass-Enneper
peut étre utilisée pour trouver des surfaces minimales en intégrant simplement des

fonctions complexes.

2.6.1 Le caténoide et I’hélicoide

Nous considérons les fonctions holomorphes.

flw)y=e"* et gw)=c¢e".
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on a
o(u,v) = z9+ R M1— 2 (1 %), 2g(n)d
v) = @+ Re 5 (L =9m)" i1+ g(n)7). 29(n)dn)
0
P~
= x0+ Re / (1 —e*i(1 + "), 2e)dn
0
1 .
= x0+ Re /5 T—ei(e™+e),2)dn
1 " 1
— Re (Gl e )
= Re(—coshw,isinhw,w).
alors

o(u,v) = (— coshucosv, — coshusinv, u).

2.6.2 La surface d’Enneper

Un autre exemple intéressant d’une surface minimale est la surface d’Enneper.

Sa représentation Weierstrass-Enneper s’obtient en choisissant

(f(w), g(w)) = (1,w).

ona
1
s(wv) = Re (5 [(( =il + )20y |
0
1 3 3
~ Lre (w_%,m%,w2).
alors

1 u? v?
o(u,v) = = (u— — +uw?, —v+ — —u?v,u® —v?).

2 3 3

qui est la surface d’Enneper.

Universitié de Yahia Farés - Médéa 53

2019-2020



2.6. Applications 2. Surfaces minimales

FIGURE 2.6 — Une surface d’Enneper avec intersection.

2.6.3 Surface minimale de Scherk

La surface de Scherk est définie par 1’équation

. Cosy

e = .
COS T

Nous allons maintenant montrer que sa représentation de Weierstrass-Enneper

est donnée par les fonctions f: C\ {£1,+i} — Cet g: C — C tel que

(1) 9D = ([250w)

On note d’abord que

2 1 1
1— ¢%) = = —
f g) 1+w? w+i w—1
21 1 7
(1 — ¢?) = = -
=) =12~ o1 w1
4w 2w 2w
2fg =

1—w4:w2—|—1_w2—1'

On integre cela, on obtient

) 1 241
o(u,v) = Re z'hnw—jLZ,,z'hqaﬁL ,lnw *
w—1 w—1""w?-1
Donc
w1 w1 w241
= Re | — — 1
o(u,v) e( arg —, —arg 1,nw2_1D
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On va trouver des expressions pour cosx et cosy

De méme,

w+1>
cosy = cos | —arg T )
w_

wf* — 1
jw? = 1]
Ceci implique que
cosy w?+1 B
cosr |w2—1]|

62

Par conséquent, les fonctions f et g comme ci-dessus définissent la surface de

Scherk.
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