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Dans ce mémoire, on a étudié un systéme hyperbolique avec un controle interne
de type diffusif.
On a démontré des résultats d’existence et d'unicité de la solution.
e Via la théorie des semi-groupes, on a établit I'existence et 'unicité de la solution du
notre systeme.
¢ On a utilisé la théorie spectrale pour montrer que notre systéme n’ est pas exponen-
tiellement stable .
Finalement on a établit la stabilité asymptotique, o1 nous avons utilisé le théoréme

général d’Arendt-Batty et de Lyubich-Vu

Mots-clés : Equation hyperbolique, Théoréme des semi-groupes, Stabilité, Dissipa-

tion générale interne de type diffusif.
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Lespace des matrices réelles carrées.

Lapplication identique.
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6(R) Lespace des fonctions continues.

0, La i-i éme dérivée partielle; 6, = 7.

o La dérivée d'ordre a; 0% = ﬁ.

Vu=(5 4%, , %) Gradientde u:Q—R".

divy La divergence du vecteur v = (v, ..., Uy).
dive = Z—Zi+...+§%.

— Convergence forte.

— Convergence faible

F —E F s'injecte dans E.

F—_E F s’injecte de maniére compacte dans E.




Le but de cette mémoire est d’étudier I'existence globale de la solution et la stabili-
sation de I’équation d’'ondes avec des controdles interne.
Le probleme (P) que l'on va étudier est donné par :

e (x, ) —Au(x, )+ [0 w(E)¢(x, &, 1)dE=0 dans 2 x(0,+00),
u(x,t)=0 sur 99 x(0,+00),
(P)y ¢:(x,& ) +(E2+n@(x, &, t)—u,(x, t)u(l)=0 dans Qx(—00,+00) x (0,+00),
u(x,0)= uy(x), u,(x,0)=u,(x) dans Q,
[ @(x,&,0)=¢(x,&) sur Q x (—oo,+00).

qui s'appelle "systeme modele augmenté", Cette représentation permet d’avoir un
systéme augmenté qui peut se maitre sous la forme abstraite d'un probleme de Cauchy
du premier ordre dans H comme suit :

U0)="Uy .

{ U'(t)=AU(t), t>0,
A est le générateur infinitésimal d "'un semi-groupe ce qui rend 'application des outils
del'analyse fonctionnelle et controle possible notamment I’étude de la stabilité asymp-
totique via un théoréme général d’Arendt-Batty dans [3] pour montrer la stabilité
forte du C,-semi-groupe associé au systeme d’ondes (P).
Notre travail est basé principalement sur 'article intitulé
< Stabiliization of a Wave Equation with a General Internal Control of Diffusive Type >
réalisé par 'auteur < Abdelkader Boudaoud > et < Abbes Benaissa > publié dans
< Discontinuity, Nonlinearity, and Complexity 11(2)(2022) 1-12>>



Plan de mémoire :
Notre mémoire est divisée en trois chapitres :

e Le premier chapitre : est consacré aux généralités et rappels de quelques théo-
remes et résultats qui sont nécessaires pour le travail.

¢ Le deuxieme chapitre : est consacré al’étude de l'existence globale de la solution du
systeme.

e Le troisiéme chapitre : est divisé en deux sections :

Dans la premiére section, on étudie le manque de stabilité exponentielle, en utilisant
I'analyse spectrale.

Dans la deuxieme section on étudie la stabilité asymptotique, nous utilisons un théo-
reme général d’Arendt-Batty dans [3] pour montrer la stabilité forte du Cy-semi-groupe
associé au systeme (P).
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Lobjectif de ce chapitre est de rappeler 'essentiel des notions utilisés tout au long
de ce travail.

1.1 Généralités sur des espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1:

Soit E un espace vectoriel sur R et soit f : E x E — R une fonction.

On dit que f est un produit scalaire si :

1) Pour tous (u,v) de E, f(u,v)= f(v,u).

2) Pour tous (u,v,w) de E, f(u+v,w)=f(u, w)+ f(v,w).

3) Pour tous (u,v,w) de E, f(u,v+w)=f(u,v)+ f(u,w).

4) Pour tous A€R et tous (u,v)de E, f(Au,v)=Af(u,v).

5) Pour tous u de E, f(u,u)>0,et f(u,u)=0si, et seulement si, u=0.

Définition 1.2:

Soit E un espace vectoriel sur C et soit f:E x E— C une fonction.
On dit que f est un prodit scalaire si :
1) Pour tous (u,v) de E, f(u,v)=f(v,u).
2) Pour tous (u,v,w) de E, f(u+v,w)=f(u,w)+ f(v, w).
3) Pour tous A€R et tous (u,v)de E, f(Au,v)= f(u,Av)=Af(u,v).
4) Pour tous u de E, f(u,u)>0, et f(u,u)=0si, et seulement si,, u=0.



Chapitre 1. Gnéralités

Définition 1.3: (Espaces de Hilbert )

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel E muni d un produit scalaire (u,v) et
qui est complet pour la norme

Dl

Il ll=(u, u)>.

1.1.2 Espace de Lebesgue

Définition 1.4: (Espace de Lebesgue L”(2))

On définit I'espace de Lebesgue LP(SY) par :
1. Pour 1< p <400

LP(Q):{f:Q—HR , [ mesurable et flf(x)lpdx<+oo},
Q

1 Ny = ( f If(x)lpdx)p.

L’espace LP(SY) muni de la norme ||.||»q) est un espace de Banach.

mini de la norme

2. Pour p=+o00

L®@)={f:Q—R :f mesurable,et 3 C >0 telle que |f(x)| < C p.p.sur Q},
muni de la norme
S |l oo :inf{C >0,|f(x)|]<C p.p x EQ}.

L’espace L*°(2) muni de la norme ||.||1+e0(q) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.
Si feL*).
On a alors,

IfI <N fllzeo) p-p- sUrQ.




1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Théoreme 1.1-[8].
Pour 1< p <+oo, lespace LP(Q) est un espace de Banach et de Hilbert pour
p =2, muni du produit scalaire :

1. Si LP(Q) est un espace de Banach sur R

<f’g>L2(Q):J f(x)g(x)dx.
Q

2. Si LP(Q) est un espace de Banach sur C

<f’g>L2(Q):J f(X)ﬁdx.
Q

Notation :
Soit p eR avec 1< p <+o00o, on désigne par g l'exposant conjugué de p, c’est a dire
que ;+7=1.

Théoreme 1.2 —(Inégalité de Holder) [8].
Soient f e LP(Q) et g€ L1(Q) avec 1< p <+00, et q lexposant conjuguéde p . Alors
fgeL(Q) etdeplusona

J |f(x)g(X)dx < fllLre ”g”LP’(Q)'
Q

Corollaire 1.1.
Soit 1<p<q<+00.8i|Q <+00,alors L1(Q) C LP(Q).

Théoreme 1.3 —(Inégalité de Cauchy-Shwartz). [8]
pour p=q=2 si felL®et geL?alors:

fgelL' etona |fgllp <Iflllgll.

Théoreme 1.4 —(Inégalité de Minkowiski). /8]
Soient fe€L? etge L” alors

If+8gller <Ifllr +l1g e
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1.1.3 Espaces de Soboley, résultats de densité
Soit 2 un ouvertde R”

Définition 1.5:

L’espace de Sobolev H'(Q) est défini par

H\(Q)={vel’Q): & € L¥(Q),i=1,2,..,n},

ov

ox;
L’espace H'(Q) est muni du produit scalaire

ou est prise au sens des distributions.

et la norme correspondante

" Ou(x),2 :
||u||H1(ﬂ):lf|“(x)|2+Z| 2% [fdx :(||u||iz(m+||Vu||iz(m) :
Q i=1 g

Remarque 1.2.

Par définition de la dérivation dans l'espace des distributions ©'(Y), les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

)veHY Q).

i)Vv e L?(Q)etil existeg,, g»,....8, € L*(Q) tel que :

[

0
V@E@’(Q),J v (’dez—f gipdx.
Q 5xl- Q

. OV P
Alors par définition 5y =i ausens des distributions.
Xi

La définition ci- dessus peut etre prolongeé lorsqu'on remplace l'espace L*(Q) par
l'espace LP(Q),1< p <+oo.

Définition 1.6:

Pour tout 1< p <+o00 ['espace de Sobolev WP (Q) est defini par :

0
WLp(Q)= {v e LP(Q): a—” clP(Q),i=1,2,.., n}

i

dv , Y
Ou 7% est prise ou sens des distributions.

14
L’espace WP () est muni de la norme




1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

”v”leP(Q): [J (|V
Q

Vllwirer = Maxd | V]les, |=—lag «ees [[—— , pour p =+00.
10ty =m0l 1l o5l | posr p

ov |p P
E‘ )dx] , pour 1< p <+00,

Lorsque p =2, w**(Q)= H'(Q).

Définition 1.7:
Onprend meNet 1< p<+oo. L'espace de Sobolev W™P(Q) est défini par

WmP(Q)={veLP(Q):D%v e LP(Q), VaeN avec |a|< m},

ot Dv est la dérivé de v au sens des distributions de symboles a .
oy

On rappelle que a=(a;,,,...,a,), Dv= 6x1“1—6xn

L’espace W™P(Q) est muni de la norme

1

”U”Wmvﬂ(ﬂ):l Z le“vI’”dx] , pour 1< p<+090,
o<lal<m J @

1Vl = max ID%vlles , pour p=+o0o.

Lorsque p=2
w™(Q)=H"(Q)={v e L*Q): D e LXQ), YaeN", |a| < m},

H™(Q) est muni du produit scalaire.

(U, V) gm(y = Z J D®u(x)Dev(x)d x,
lal<m J 2

et la norme associée

1ull ey (Z |D“u(x|dx) =(Z||D“u(x)||im).

lal<sm J Q lal<m

L’espace W'P(Q) peut aussi muni de la norme équivalente

”U”LP(Q)

=, avec |a|=a;+a,+...

+a,.

(1.1)
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Théoréme 1.5. [4]

Soit Q un ouvertde R". Pour tout m €N et tout nombre réel p avec

1< p <400, W™P(Q) est un espace de Banach. Lorsque p =2, W™P(Q)= H™({2) estun
espace de Hilbert.

Proposition 1.1:

i)Si m>m’ (m,m’€N), alors H™(Q) est contenu, avec une injection, dans H™ ().

i) H™(QY) muni du produit scalaire (1.1) est un espace de Hilbert.

Définition 1.8:

Par définition

e H!(Q) = la fermeture de ©(Q) dans H'(Q).

e H)() = sous espace de H'(Q) des fonctions nulles sur 95.
o W, P () = la fermeture de D(Q) dans WP(S).

o W,"P(Q) = la fermeture de D(Q) dans W™P(Q).

Puisque (par définition) D(Q) est dense dans H)(Q), on peut identifier le dual
H7'(Q)de Hy a un espace de distribution sur Q

H=H(Q) = (Hy ()Y )
H)(Q)c LAQ)c H(Q) cD'(Q)

Définition 1.9:

Pour m €N, on désigne par H)"(Q) la fermeture de D(Q) dans H™ ().

De maniere évidente, H)"(Q)) est un sous-espace fermé de H™(SQ), mais en général
M #H™(Q)

Signalons deux cas o1 on a bien I'égalité

i) Si m=0,alors H°(Q)=L*() et donc H)(Q)=H"(Q).

ii) Si Q=R", alors on peut montrer que H"(R")=H™(R").

Théoreme 1.6 —(Inégalité de Poincaré ). [4]
Soit Q un ouvertde R" borné dans une direction. Alors, pour tout 1 < p <400, il
existe une constante C, () quidépend seulementde Q, p et n telle que :

(le(x |de) < pn(ﬂ)uﬂlz;la

dx) Vv e Ww,""(Q).




1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Théoreme 1.7 — (Inégalité de Poincaré ). [13]
Soit Q un ouvert bornéde R" et u < H/(Q) . Alors il existe une constante positive C
qui dépend seulementde Q et n telle que

||U||L2(Q) < C”VV”LZ(Q) , Vv EHOI(Q)-

Théoreme 1.8. [13]
Soit Q un ouvert borné de classe C' de R" . Il existe une constante positive C qui
dépend seulement de ) et n telle que pour tout v € H'(Q)

V]l 20 < C(”VUHLZ(Q)+ IJ vdXI)-
Q

Définition 1.10:
Soient deux espaces de Banach E et F tels que F C E . On dit que F s’injecte de
manieére continue dans E (en notation F — E)si et seulement si l'opérateur identité

F—E
Id :

Y=y,

est continu. De méme,on dit que F s’injecte de maniere compacte dans E (en notation
F — E) si et seulement si l'opérateur identité de F dans E est compact.
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Théoreme 1.9 —( de Relliche ). [I, 16]
Si Q un ouvert borné et a bord continu, alors

H™(Q)—, H™(Q), Vm eN*.
En particulier

H™Q)—. L*(Q), YmeN¥,

Théoreme 1.10—( injection de sbolev ). [1, 16]
Si Q un ouvert borné a bord lipschitzien, alors on a les deux injections suivantes :

n n
H™Q)— LP(Q2), VmeN*, 1<p<+o0o tell que m= < >

H™Q)— C(Q), YmeN* tell que m—g>0.

Théoréme 1.11. [13]
Soit Q un ouvert borné de R" de frontiere 011 de classe C'.
Alors, pour toute fonction u <€ H'(Q), lestimation suivant a lieu

1 1
tll 200 < Cllul gl

avec C une constante positive indépendante de u .

Théoreme 1.12—( Formule de Green ). [5]
Soit Q un ouvert borné de R" de classe C'.

(1)SiueCl(Q),veCli) et Ave C(Q), alors

J u(x)Av(x)dx :—J Vu(x).Vv(x)dx+f u(x)a—vdl“.
Q Q 179 a 4

2)Si u,veC*(QQNCHQ) et Au, Ave C(Q), alors

f [u(x)Av(x)—v(x)Au(x)]dx :f
Q

2

duv(x) du(x)
Q(u(x) 7y —v(x) 2y )d]".

10



1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Théoreme 1.13—(Théoréme de Fubini).
Soit f : (X, A)— (R, B(R)) une fonction mesurable positive sur l'espace produit X muni
de la o-algebre produit A intégrable par rapport a la mesure produit u, autrement

dit f |fldu < oo, alors

X
f fd.u:f (J f(xlyxz)d.uz(xz)) du,(x,).
X X \Jx

ainsi que la formule analogue en renversant le role des indices 1 et 2.

Dans la pratique, le théoreme de Fubini s’appuie sur celui de Tonelli en vérifiant au
préalable la condition d’intégrabilité | |f|du < oo par intégration partielle, suivant

I'une ou I'autre des coordonnées, puiquue que |f| est mesurable positive.

Ilestillustratif d’appliquer les théoremes de Fubini et Tonelli a la situation < idéale> ot
la fonction a intégrer est un produit f(x)= fi(x,)£(x,), x =(x;, x,) € X, donnant lieu a
une séparation des variables. Dans ce cas, sous les conditions de mesurabilité et d’in-

Si u, et u, sontla mesure de comptage sur {1,..., n}, I'identité précédente recouvre
des propriétés classiques du type

D Axbe =2 @ by,

pour des réels (ou complexes) ay, b, k, {=1,...,n.

Théoréeme 1.14 —(Théoréme de convergence dominée de Lebesgue).
Soit(f,).en Une suite de fonctions mesurables sur l'espace mesuré (X ./, u) a valeurs
dansR ou C, qui converge simplement-p.p. (pour u) vers une fonction f. Supposons
qu'il existe une fonction intégrable positive g : X — R, dite dominante, telle que :
VneN,|f,|<g—p.p.Alors:

1) f et f, sontintégrables (pour tout n € N)

2)lim | |f,— fldu =0 (autrement dit || f — f,|l, — 0 lorsque n — +0c0)

3)) li;lnf fadu =ffdu-

11
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1.2 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans ce chapitre par donner quelques résultats qui sont connus sur
les opérateurs bornés et non bornés . On n'essaye pas de donner tout, mais de donner
les définitions et les théoremes de base dans la plus part on les présente sans démons-
trations que I'on voit nécessaires dans notre travail. Soient (E,||.||z) et (F,|.||z) deux
espaces de Banach sur C, et H désigne toujours un espace de Hilbert muni d’'un
produit scalaire (.,.); etlanorme correspondante ||.||y;.

Définition 1.11:
Un opérateur linéaire T : E — F est dit bornée s’il existe C >0 telle que
ITxllr <Cllxllg, Vx<€E,

dans le cas contraire, T est dit non borné.
L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F est noté par L(E,F).
De plus, I'ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté par L(E).

Définition 1.12:

Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple (T,D(T)), avec D(T)C
E est un sous-espace de E (dit le domaine de T) et la transformation linéaire

T:D(T)c E—F,

dans le cas ot E =F , alors on dit que (T,D(T)) est un opérateur linéaire non borné sur
E .

Définition 1.13:

Soit T :(T,D(T))C E— F un opérateur linéaire non borné.
i) L'image de T est définie par
Im(T)={Tx:xeD(T)}CF,
ii) Le noyau de T est définie par
Ker(T)={xeD(T):Tx=0}CE,
iii) Le graphe de T est défini par

Gr(T)={(x,Tx):xeD(T)}CEXF,

Définition 1.14:

L'opérateur T € L(E, F) est dit compact si de toute suite (x,),en de E avec

llx,l|=1 pourtout neN, lasuite (T x,),en admet une sous-suite convergente dans F .
L’ensemble de tous les opérateurs compacts de E dans F est noté par K(E,F), et si
E=F ,onécrit K(E,E)=K(E).

12



1.3. Analyse spectrale

Définition 1.15:

Un opérateur T :(T,D(T))C E— F est dit fermési Gr(T) est fermédans Ex F .
Un opérateur linéaire non borné fermé est caractérisé par :
T est fermé si et seulement si

Pour tout suite (x,) telle que (x,) C D(T), x€D(T),
X, — x dans E, = et
etTx, — y dans F. Tx=y.

1.3 Analyse spectrale

Définition 1.16:
Soit E un espace de Banach et (A, D(A)) un opérateur borné ou non borné
1) On appelle ensemble résolvant de A 'ensemble

p(A)={AeC: AI—A: D(A)— E est inversible}.

L’ensemble résolvant est un ouvert de C .

2) Pour A€ p(A) on note, R(A)=(AI—A)™".
La famille d’opérateurs linéaires {(AI—A)™: A€ p(A)} est appelée la résolvante de A,
e La fonction A — R(A) est analytique de p(A) dans L(E).

e D’apres le théoreme du graphe fermé, il résulte que I'opérateur
(AI—A)':E— E est continu sur E .

o L'application (Al — Ay : E — D(A) ¢ E est compacte si l'injection
(D(A), Il pay)—(E, II.llg) est compacte.

e On a pour tout (A,u)e€ p(A)x p(A), l'identité de la résolvante
R(A)—R(u) = (u— MR(A)R(W).
3)On appelle spectre de A 1'ensemble
o(A)=C\ p(A)={A€C: AI — A non inversible}.

Un tel A est appelle une valeur spectrale de A.
e 0(A) est compacte de C.

4)
ap(A)z{?Le(C :Al—A:D(A)— E non injectif},

0 ,(A) est I'ensemble des valeurs propres de A. o ,(A) est I'ensemble des A € C tels qu'il
existe u € E\ {0} tel que :
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Chapitre 1. Gnéralités

Au=Au.
5)
0,(A)={AeC :AI—A:D(A)— E injectifet Im(AI—A)#E}

0 .(A) est le spectre résiduel de A,
et

O'C(A):{ A€C :AI—A:D(A)— E injectifet Tm(AI—A)=E }’

et  AI—A)"':Im(AI—A)— D(A) non born

0 .(A) est le spectre continu de A.

6) L'ensemble o .(A) se décompose en I'union disjointe

o(A)=0,(A)uo, (A)uao(A).

1.4 Théoremes Fredholm

Le théoreme suivant, appelé I'alternative de Fredholm permet, entre autre, de mon-
trer I'existence et 'unicité des solutions des équations aux dérivées partielles de type
elliptique ne vérifiant pas les conditions de coercivité.

Théoreme 1.15— (Alternative de Fredholm ).
Soit T € K(E) et A#0. On considere l'équation de Fredholm : pour y € E, trouver
x€E telque:

Ax—Tx=y. (1.2)

Alors, un des deux cas suivants est possible.

1) Pour tout y € E, il existe un unique x € E solution de l'équation (1.2).

2) L'équation homogeéne Ax — T x =0 admet une solution x #0.

Dans le second cas, l'équation (1.2) admet une solution (qui est non unique) si et
seulementsi y e Im(A—T).

Théoreme 1.16 — (Alternative de Fredholm ).
Soit E unespacede Banach et soit T unopérateur compactde E dans lui méme. Alors:

e Ker{I—T) estde dimension finie.(I est lopérateur identité de E ).
o Im(I —T) est fermé, et plus précisément Im(I — T) = (Ker{(I — T*))".

o Lopérateur 1—T estinjectif si et seulement s'il est surjectif, cest a dire

Ke{I—T)=0< Im(I—T)=E.

14
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e dim Ker(I — T)=dim Ker{(I — T*).

Remarque 1.3.
1) On emploie ce résultat dans le cas d'un opérateur de la forme AI—T out T estun

opérateur compact et A#0 pour exprimer que deux cas, et deux seulement peuvent se
présenter :

- Ou l'équation homogene (AI — T)u =0 nadmet que la solution nulle, et alors I'équa-
tion (AI — T)u = f admet un solution unique pour tout f.

- Oul'équation (AI—T)u =0 admet un nombrefini n de solutions linéairement indépen-
dantes et alors l'équation (A1 —T)u = f admet des solutions si et seulement si f vérifie
n relations linéairement indépendantes (n conditions d'orthogonalités), auquel cas
léquation (AI—T)u= f admetn solutions.

. L . T
2) Le méme résultat est vrai pour lopérateur [ —T puisque x est compact.

1.5 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 1.17:

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d’un produit scalaire (.,.) et de la
norme induite ||.||. Soit A un opérateur linéaire a domaine dense sur H, c’est a dire

A:D(A)cH—H et D(A)=H.
-Encasoi H estde Hilbert sur C, on dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),
R (Ax,x)<0.
- En cas out H est de Hilbert sur R, on dit que A est dissipatif si pour tout x € D(A),
(Ax,x)<0.

Définition 1.18:

Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach E est dit m-dissipatif si A et dissipatif
et AI—A est surjectif c’est a dire Im(AI —A)=E, pour tout A>0.

Théoréme 1.17.
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach E. Si A est

dissipatif avec Im(I—A)=E, et E estréflexif, alors D(A)=E.

Théoreme 1.18.

Soit A un opérateur m-dissipatif, alors
o Im(AI—A)=E.

¢ ]0,+00[C p(A).
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1.6 Théoréme de (Lax-Milgram)

Soit H un espace de Hilbert sur R.

Définition 1.19:

Soit H un espace de Hilbert et f:H —R.
On dit que f est une forme linéaire sur H si et seulement si :

Yu,veH,Va, eR: f(au+pPv)=af(u)+pf(v).

Définition 1.20:

Une forme bilinéaire a:H x H— R est :
e Continue s'il existe une constante C telle que

la(u, v)| < Cllullgllvlly  V(u,v)eHxH.
e Coercive sil existe a > 0 telle que

a(u,u)>allullf, VueH.

Théoreme 1.19 —(Lax Milgram ). [4]
Soit H un espace de Hilbert sur R muni du produit scalaire (.,.)y et la norme corres-
pondante ||.||z={.,.)5-

Soit a:H x H— R une forme bilinéaire qui satisfait les deux condition suivantes

i) a estcontinue, cest a dire il existe une constante M >0 telle que
Vu,veH |a(u,v)|<Mllullgllvlg,
i) a est coercive, cest a dire il existe une constante a >0 telle que
YveH a(v,v)>allv|3,

Alors pour tout L€ H’' (L est une forme linéaire continue sur H), il existe une unique
u e H tel que

a(u,v)=L(v) YveH.
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1.7 Semi-groupes

1.7.1 Concepts sur les semi-groupes

Dans cette section on va introduire quelques notions de base concernant les semi-
groupes. On commence par des définitions et théoremes de base.

Définition 1.21:

La famille (S(t)),»o d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach E (c’est a
dire Yt >0, S(t)€ L(E)) est dite un semi-groupe fortement continu

(en bref Cy-semi-groupe) si :

1) S(0)=1 (I=I'opérateur identité).

2)S(t+s)=S(t)S(s) Vt, s>0.

3) (S(2));»0 est fortement continue sur [0,+00]
(ce qui est équivalent a tlir(1)1+||S(t)x —x|lp=0,Vx€E).

Pour un tel Cy-semi-groupe (S(t));»o, l'opérateur A défini sur l'ensemble :

t —
D(A)= {x €E :lim m existe},
=0+ t
par
S(t)x —

est dit le générateur infinitésimal du semi-groupe (S(t));»o et D(A) est dit le domaine
de A.

Etant donné un opérateur A , si A coinside avec le générateur infinitésimal du semi -
groupe (S(t)):»o , alors on dit qu'il génére le semi-groupe fortement continu (S(t));>o -
Parfois on note également S(t)=e'".

Proposition 1.2:

Soit (S(t));=0 un C,-semi-groupe sur un espace de Banach E. Alors ils existent des
constantes M >1 etw >0 telles que

IS(E) ) < Me®, Y 20.

Si w =0 alors le semi-groupe correspondant est uniformément borné, de plus, si M =1
alors (S(1)), estdit C,-semi-groupe de contraction.(cest a dire ||S(t)l| )< 1)
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Théoreme 1.20 — (Hille-Yosida). [13]
Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d'un C,-semi-
groupe de contraction (S(t));s, sur un espace de Hilbert H si et seulement si :

i) A estferméet D(A)=H.
ii) l'ensemble résolvant p(A) de A contient R* et pour tout A>0

AT =A<

> =

Théoreme 1.21. [14]

Soit (S(t));so un C,-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de
Banach E

Alors le type w, du semi-groupe (S(t)),so satisfait

_ o InIS(2)
wo= lim ———.
t—+00 A

Théoréme 1.22. [14]

Soit (S(t));so un C,-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de
Banach E et o(A) le spectre de A.
Alors le type w, du semi-groupe (S(t)),so satisfait

Wy > sup {%(A)’ Ae U(A)} )

ot Z(A) désigne la partie réelle de A et sup{Z(A), Ac o(A)} est la borne spectrale
de A.

Théoréme 1.23. [14]

Soit (S(1));so un C,-semi-groupe analytique de générateur infinitésimal A sur un
espace de Banach E eto(A) le spectre de A.
Alors le type w, du semi-groupe (S(t));s, satisfait

wo=sup{Z(A), Aco(A)},.
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Théoreme 1.24 — (Lumer-Phillips).
Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E. Alors A est générateur d'un
C,-semi-groupe de contraction (S(t)),s, Si et seulement si :

i) D(A)=E.

ii) A est m-dissipatif.

Corollaire 1.2.
Soit A Un opérateur linéaire sur un espace de Banach E. Alors A est générateur d'un
C,-semi-groupe de contraction (S(t));s, sur E si et seulement si :

i) A estferméet D(A)=E.

ii) A et A* sont dissipatifs.

Corollaire 1.3.
Soit (A,D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hilbert H . A est le

générateur d'un C,-semi-groupe de contraction si et seulement si A est un opérateur
m-dissipatif.

Théoreme 1.25. [13]

Soit A un opérateur linéaire a domaine dense D(A) sur un espace de Hilbert H.

Si A est dissipatifet 0 € p(A) lensemble résolvant de A, alors A est le générateur
infinitésimal d'un C,-semi-groupe de contraction sur H. La majorité des équations
d’évolution peuvent étre réduites sous la forme d’'un probléeme de Cauchy abstrait
suivant

U=AU t>0,
(1.3)

uo=u ,

ot A estle générateur infinitésimal d'un C,-semi-groupe (S(t)),so SUr un espace de
Hilbert H.

Théoreme 1.26 — (Hille-Yosida ).
Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur H. Supposons que A est le généra-
teur infinitésimal d'un C,-semi-groupe de contraction (S(t)),so . Alors,

1)Pour U, € D(A), le probleme (1.3) admet une solution forte unique
U(£)=S(t)U, € C°(R,, D(A))NC' (R, H).
2)Pour Uy€ H le probleme (1.3) admet une solution faible unique

U(t)e C'R,,H).
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1.7.2 Stabilité des semi-groupes

Définition 1.22:

Soit w(A)=sup{Z(A), A€ o(A)} la borne spectrale de A .
On dit que le semi-groupe (S(t)),»¢ est stable si :

lim S(£)=0, pourtout x €E.
t—+00

Si w(A)<0,alors (S(t));»o est dit exponentiellement stable.

Définition 1.23:

Supposons que A est le générateur d'un Cy-semi-groupe de contraction (S(t));»o sur un
espace de Banach E. On dit que le Cy-semi-groupe (S(t));»o est
1) Fortement stable si

t1i£n ||S(t)x||z =0, Pour tout x € E.
2) Uniformément stable si

Tim [[S(2)l e =0.
3) Faiblement stable si

Pour tout x€ E et y€eE’, (S(t)x, y) —0 lorsque t— oo.
4) Asymptotiquement stable si
Pour tout x € E : ||S(¢)x||—0 lorsque t — oo.
5)Exponentiellement stable sils existent deux constantes M >1 et w >0 telles que
IS(t)x]| < Me ®||x||g Pourtout t>0,x€E.
6) Polynomialement stable s’ils existent deux constantes positives C et a telles que

[|S(t)x|| < Ct79||x||z Pourtout t>0,x<E.

Définition 1.24:

Un semi-groupe (S(t));»o sur H est dit uniformément exponentiellement asymptoti-
quement stable si et seulement s'ils existent deux nombres positifs M >1 et w tell
que

[IS(t)|| < Me=®" Pour tout t>0.

Définition 1.25:

Un Cy-semi-groupe (S(t)),»o sur H est dit fortement L*-stable si et seulement si,

IS(¢)x|l € L*([0,4+09[), Pour tout x € H .
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Définition 1.26:

Un semi-groupe (S(t));»o sur H est dit uniformément stable ou L,-stable, ou unifor-
mément borné, si et seulement s’il existe une constante positive M telle que , pour tout
t=>0

IS(2)l < M.

Théoréme 1.27. [11]
Soit (S(1));so un Cy-semi-groupe sur E de générateur A . Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) (S(1));so estexponentiellement stable . Cest a dire
IS(t)l| < Me~“*, pourtoutM >1, w>0.
i) (S(t));»o est uniformément stable. Ceest a dire
lim [IS(0)l5) = 0.

iii) Il existe t,>0 tell que ||S(t)llp<1.

Théoréme 1.28. [11]
Soit (S(1));so un Cy-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Banach E et
soit A son générateur . Alors

i) Si(S(1));so estasymptotiquement stable, alors oc(A)NiR c o .(A) le spectre continu
de A.

ii) Si o(A)niRco.(A), et o.(A) est dénombrable, alors (S(t));s, est asymptoti-
quement stable.

iii) Si (AI—A)™! est compacte, alors (S(t)),s, est asymptotiquement stable si et seule-
ment si RA <0 pour tout A€ o(A).

Théoréme 1.29. [11]
Soit (S(t));so un C,-semi-groupe sur un espace de Hilbert H de générateur A . Alors
(S(1));=0 est exponentiellement stable si et seulement si

{A:RA >0} c p(A),
et

NAI—A)Y|<M pourtout A avec RA>0 et M >0 une constante.
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Corollaire 1.4.

Soit (S(t)),;so un Cy-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H de
générateur A . Alors (S(t));»o estexponentiellement stable si et seulement si

iIRC p(A) et My:=supl||(iBI—A)"| <+oo.

neR

Théoreme 1.30. [13]

Soit S(t) = e?" un C,-semi-groupe sur un espace de Hilbert H. Alors (S(t)),so est
exponentiellement stable si et seulement si

sup{RA, Leo(A)} <0,
et

sup||(AI —A) Y| < oo
RAZ0

Lemme 1.1.
Soitip € iR, pour tout fixe n>0, l'intégrale

e
J_Oo mdg—)(), lorsque |/3n|—>OO (n — o).

Preuve : voir[7] page 10

1.7.3 Critere du domaine fréquentiel

Théoréme 1.31. [19]

Les deux énoncés suivants sont équivalents dans le contexte d'un espace de Hilbert :

1). Le semi-groupe (S(t));so , est exponentiellement stable :

dAM >1,3a>0,||S(t)|| < Me .

(1.4)
2).

p(A)2{iB: B eR}=iR, (1.5)
et

supl|(iBI—A)|| < +o0. (1.6)

PeR

22



Chapitre

Sommaire

2.1 Position du probléme
2.2 Existence et unicité de la solution

23
26

2.1 Position du probléme

Dans ce chapitre, on va établir I'existence et 'unicité de la solution de I'équation
d’'onde avec controle interne général de type diffusif . Le systéeme est donné par :

( +00
utt(x»t)_Au(x’t)'i'gf M(§)¢(x»€,t)d5:0
u(x,t)=0 -

O:(x, &, 1)+ (E2+N)P(x, &, t)—u,(x, H)u(E)=0

U(X,O) = u()(x)’ ut(x’o): ul(x)

\ (p(x’ 5,0) = ¢0(x)§)

ou: le déplacement
eu,(x,t): lavitesse
eu,(x,t): laccélération

e Au(x,t): laplaciendeu

dans Q2 x (0,+00),

sur 990 x(0,+00),

dans 2 x (—o00,+00) % (0,+00),
dans ©,

sur Q x(—oo,+00).

{1 eu: la mesure générale de densité
o fonction de diffusion
o la variable diffusive
°n: constante positive
o(: constante positive

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d'unicité pour le probleme

(P).
Nous définissons I'espace suivant

H/(Q)= {u eHY Q) : ulzq= 0},

et 'espace de I'énergie
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S = HJ () x L*() x L*(Q x (—00, +00)). 2.1)

Lemme 2.1.
Lespace ¢ défini dans (2.1) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

(U,U>%,:J(v5+VuV5)dx+{Jf ppdEdsx,

telle que : U =(u,v, )" ,U=(i1,, )7, v=u,.

Proposition 2.1:

La fonction d’énergie associée a la solution du probleme (P) est définie par la formule :

E(0)= Sl + 51V uli + {ff o(x, &, PdEdx. 2.2)
oJ—

Démonstration.

On multiplie la premiére équation de (P) par u, eton intégresur Q on obtient:

Ju_tun(x,t)dx—fu_tAu(x,t)derCff uu(S)p(x,¢,t)dsd x =0,
Q Q QJ—oc0

ce qui équivalent a

dtzflu |dx—[u, Vu]r+f(Vut)Vu)

+Cff (@o(x, &, ) +(E2+mp(x, &, 1) (x, &, t)dEdx =0,
QJ -0

ce qui équivalent a :

dtzf |u,|dx— J dF+L(Vﬁ)t(Vu)dx

w f f 0:(x, & Dp(x,E, )dEd x +C f J (& )b, 1P dEdx =0,
1J—o0 QJ—o0

ce qui équivalent a:

dt2f|u|dx d1"+——J|Vu| dx

+(§JJ ¢t(x>€,t)¢(x,§,t)d5dx+§JJ &2+ ne(x,&, 1)?dldx =0,
2J-o0 QJ—o0
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ce qui équivalent aussia:

drl 1 ,
E[§L|ut|dx+§fﬂ|vu| dx
+gJJ |¢(x,€)t)|2dgdx:|+gJJ‘ (§2+n)¢(x)€yt)2d§dx:0,
QJ—0c0 0t oo

Donc on conclut que::

1 2 1 2 g e 2
E(t)=5||ut||2+§||Vu||2+§ lp(x,&, )" dEd x, (2.3)
QJ—o0o

]

Lemme 2.2.
Soit (u, v, ¢) unesolution réguliere du probleme (P) . Alors, la fonctionnelle énergétique
définie par l'équation (2.2) satisfait:

d +00o
EE(I)=—§JJ E*+le(x, &, 1)PdEdx <0. (2.4)
QJ—00
Démonstration.

On multiplie la premieére équation de (P) par u, eton intégre sur 2 on obtient:

e 2
dt2f|ut|dx+ JIVuI dx

Jf x,i,t)ldedX+§Jf (E*+ne(x,&,t)dldx =0.
WTE o)

Donc on conclut que :

d

EE(I)z—{ff (E*+ne(x,&,t)*dldx <0. (2.5)
QJ—o0
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2.2 Existence et unicité de la solution

Pour montrer I'existence et I'unicité de la solution, on réécrit le probleme (P) sous
la forme abstraite d'un probléme de Cauchy du premier ordre dans .# comme suit :

{ U'(t)=AU(t) t>0, (2.6)

u0) =,

telle que : Uy =(uy, uy, )" et A: D(A)C ¥ — ¢ est défini par:

1
u +00
NEPRE Au—Cf wEPE)dE |,
¢ 0P+ u(E)v(x)

et son domaine est donné par :

(u,v,¢)" € ueH(QNHNQ),ve HI(Q), )

+00

D(A)=1 Au=Z|  u&e(E)de e L* ),

—(E2+ )¢ +uE)v(x) € LA x (—00, +00))
1E]¢p € L2(Q x (—00, +00))

V

J

Nous montrons que l'opérateur A engendre un C,-semi-groupe dans 2 . Dans cette
étape, nous montrons que I'opérateur A est m-dissipatif sur £ .

Par conséquent d’apres le théoreme de Lumer-phillips, 'opérateur A engendre un
C,-semi-groupe de contraction.

‘ Proposition 2.2:

Lopérateur A est m-dissipatif sur 7 .

Démonstration.

Montrons que A est m-dissipatif
-Tout d’abord , nous prouvons que 'opérateur A est dissipatif c’est a dire
pour tout U € D(A): Z (AU,U) <0.

Soit U € D(A)
Ona
v
u u +00
U=| v |etAl v |= Au—CJ u&e)ds |,
¢ ¢ (&4 1)+ p(E)(x)
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2.2. Existence et unicité de la solution

donc:

(AU, U) = Au—lf u(&)o( )di)vdx+§JJ —(E2+ )¢ +u&)v(x))pdidx
Q —00 QJ-

+J VvVudzx,

Au?dx—é’fj u(€)¢(§)?d§dx—5fj (E*+nlg(x, & t)PdEdx
Q QJ—o0 QJ—oc0

+vaVﬂdx+§fJ uEv(x)pdédzx,
QJ—00

=—CJJ .U(i)mvdidlﬁ-ijf M(i)v(x)adidx+fVUVﬁdJH‘[Vqu
Q 0J-oo Q

—J VuV?dx—iJf (E+n)p(x, &, )PdEdx,
Q QJ—00

r‘ +0oo . a
=25¢ f w(E)w(x)pdEdx + f U Sar— f VvVﬁdx+f VuVidx
JQ —o0 o0 a 4 Q Q

r-ﬁ-oo
—CJJ (& +nlg(x, & 1)fFdEdx,
Q

—00

[+ _
=257 f u(i)v(x)¢d§dx+2‘3JVvVﬁdx

JQ Q

r+c>o
—Gf (E+n)p(x, & 1)dEdx.
Q

—00

Et comme

CJf E*+nl(x, &, )*dEdx > 0.
QJ—0

Donc:

%(AU,U)=—CJ f (& +nlg(x, &, 1)PdEdx <0
QJ—o0

D’ou l'opérateur A est dissipatif. O

e Maintenant on va montrer que 'opérateur A est maximal, c’est a dire que 'opéra-
teur AI—A est surjectif pour tout A>0.
Smt F=(f, fz, f3 € #. On montre qu'’il existe une (unique) solution
(u,v,¢)" ) del’équation :

(AI—A)U =F. 2.7)
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L'équation (2.7) est équivalente a:

Au—v=H,
Av— Au+§f w(&eE)ds = f, (2.8)
AP +(E2+n)p —v(x)u(E) = f5.

Supposons que nous soyons trouvés avec la régularité appropriée .
En vertu la premiére équation et la troisieme équation du systeme (2.8) ,ona:

v=Au—f, € H\(Q), (2.9)
_ B +u)v(x)
o= (2.10)

En utilisant la deuxieme équation du systeme (2.8) , on peut facilement montrer que
u satisfait :

Azu—Au+8,’f U(E)P(E)dE = fo+ Afi. (2.11)

La résolution du systéme (2.11) équivaut a trouver u € H*(Q)NH;(Q2) tel que pour
tout w e Hj(Q)ona:

J(AZM—AM)WHVJJ (u(i)cb(i))Wdi:f(fz+7tf1)de- (2.12)
Q QJ—00 Q

En utilisant (2.9) et (2.10), la fonction w satisfait le systeme suivant :

trouver u <€ H?*(2

J(Azu Au) wdx+§Jf KE)Fple)v(x ))wdé' (2.13)

&24+n+A
= [(h+Af)wdx.

Ce qui équivalent a:

(trouver ue H*(Q)NH}(Q),
" £(©)
\ f (Wu=du W%JSJ_ (g £241) ) wdsdx (2.14)
- JJ u(€)2 _J _
4 v(x)wdédx (L+Afi)wdx.
&2+n 0
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2.2. Existence et unicité de la solution

On injecte (2.9) dans (2.14), On obtient :

(trouver u € H*(Q)NH, (),
+00
) uw+Vqu)dx+)LZj i uwdx=| (L+Afilwdx (2.15)
B MOy wmaxac+? | fwdx Yw e H(Q).
o o&2n+a ), o ’ 0
p*(é)
Oug—gf_oo —§2+n+ld5'
Donc’équation (2.15) est de la forme :
a(u,w)= L(w), (2.16)

ou la forme sesquilinéaire a:[H}() x Hy(©2)]— C etla forme antilinéaire
L:H}(©)— C sont définies par :

a(u, w):J(AZuW+VuVW)dx+/IZf uwdx,
Q —00
et

L(w) f (L+Afi)wdx— {f §2+7’I+7Lff3x &) wdxd§+{ff1wdx

On applique le Théoreme de Lax-Milgram, sur I'espace Hj(Q)x H,(2) pour la forme
sesquilinéaire a(.,.) et sur H;(©2) pour la forme antilinéaire L(.).
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du systéme

- La sequilinéarité de a(.,.) etla antilinéarité de L(.) découle de la sequilinéarité et
la antilinéarité de 'intégrale .

1- La continuité de a(.,.) sur H;(Q)x H/(€):
Soient (u,w)e€ H}() x H (%)
ona:

la(u, w)| < f A% ul |w|dx+J |V ul |Vw|dx+7téjj |u| |lw|dx.
Q Q

Utilisons I'inégalité de Cauchy Schwarz dans les trois intégrales,on obtient :

la(u, w)| < A|ullllwlle: +llullg lwllg + AN ull =l wll e,
|a(u, w)| < A2 ullgyllwllgy +lullgllwllg + AL ullg lwllg,,

la(u, w)| < Cllullgllwllg;-

out C=max(A%,1,A%).

Par conséquent a(.,.) est continue sur Hol(Q) X HOI(Q).
2- La coercivité de a(.,.):

C’est a dire:

da>0:a(u, u)>allull?,,Vue H} (),

Hl)

Soit u€ H/(2),ona:

+00
a(u, u)=f(/12|u|2+|Vu|2)dx+7L§J‘ |ul*dx,
Q %]

> min(22 A0 ull2, + IV ul,,
> min(M,1)(|ul’?, + IV ul?,),

2
2 (1” u||H01(Q)
Ou M=min(A%A0) et a=min(M,1).

3- Continuitéde L(.) sur H;(Q):
Soit u e H/(Q)

L(w):J(j”z+/\ﬁ)de—{J Jf3 x,&) wdxd§+{Jflwdx,
Q —

§2+n+/1
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2.2. Existence et unicité de la solution

_ _ (3 _ 5 _
|L(w)|<JQ|f2||w|dx+AL|ﬁ||w|dx—4f_oo lefg(x,i)llwldxdiﬂLlﬁlledx,

<||fz||L2(m||LU||L2(Q)"‘7L||fl||L2(Q)||w||L2(Q)—Z.:||f3||L2(m||W||L2(Q)C‘|‘é'”fl”LZ(m”W||L2(m
< Alle@llwilg @ + Al Al @l wil g + Sl fll 2 ”w“HOl(Q)C+§||fi||L2(Q)||w||H(}(Q)
<Cl||w||H +C2||w||H +Cs||w||H(Q)+C4||w||H

<

Kllwllz @
Ot
e )
C:f_oo N d& et ¢, =|lfllrzwy ¢ =Alfillrzwy €=l )y €= Sl Allz2w

et K =max(c,,c,, C3, Cy).
D’ou1 la continuité de L(.).

Alors af(.,.) est sequilinéaire, continue et coercitif sur H}(Q) x H}(Q), et L(.) est
antilinéaire et continue sur Hj(Q).
D’apres le théoreme de Lax-Milgram, on en déduit que pour tout w € H/(Q?) le pro-
bleme (2.16) admet une solution unique u € Hol(Q).

Et donc l'opérateur (AI —A) est surjectif pour tout A > 0.
Enongons les hypotheéses précises sur la fonction u qui est une fonction mesurable
non négative telle que

+00 )
J ffé),zdé<oo. (2.17)

En particulier, comme ©(2) est dense dans H;(€2), en définissant w € D(Q2) dans I'équa-
tion (2.16) nous obtenons:

J/lzuwdx+JVqudx+7L{J uwdx

J(ferAfl Jwd x — {f 5Z_i_n_i_)tffgx<§wdxd§+§Jflwalx

ce qui équivalent a

f?tzuwdx+[_Vu]r fAuwdx+)k§f uwdx
Q

ffz-i—lfl wdx-i—g“fﬁwdx CJ €2+1’)+AJfSX€LUdXd€

ce qui équivalent aussi a

31



Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du systéme

) (&) _\ .
<(;\ +A)u— Au+§f mf x,§)d§,w>—<f2+(7t—|-§)fl,w> YweD(Q).

Donc

(7&2+Af)u—Au+{f ue)

Tangaoelde =Lt A+Q)f; dans D(Q). (2.18)

Comme:

L+A+Df L () et J %fa(%@)d&ELZ(m,

en utilisant I'’équation (2.18), nous en déduisons que :

(AZ+A§)M—Au+§J Hie) fi(x,8)dE=f,+(A+0)f, dans L*), (2.19)

o S2TN+A

ona u€H}(Q) doncona:

u(é)

g e AE e Q)

uel?Q) et f[+A+0fel?(Q) et J

et en utilisant I'’équation (2.19). On obtient Au € L?(%2).

D'out u€ H*(Q)etona ue€ H;} ().

Alors u € H*(Q)N Hy(Q).

Par conséquent, en définissant v =Au— f; parl’équation (2.11), on en déduit que

Av— Au+{f E)dé = f,. (2.20)

Afin de compléter 'existence de U € D(A), il faut prouver ¢ et|&|¢ € L*(Q2x(—00,+00)).
d’apre ’équation (2.10) , nous obtenons:
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2.2. Existence et unicité de la solution

-
f J pEfazdx = | | [ LA DL g
o U1 @,
= X
JoJ ?+n+l)
T IR+ uER ) F+ 2RO
= X
Jo (E2+n+A)2
O mer J HEP IR
J wd?+n+M2 QIM@+W+A
RN ELENETE] dcix
J (E2+n+A)?
_ f‘} F G u—hE .
a (E2+n+AR +7L)2 §2+ +7L)2
1) u@Au— ﬁ
gE2+N+A §2+n+7t
| (87 P(Aul+1£1)?
(&2+n +A)2d€d +Jf (E2+n+A)2 dedx
1AE) wE)|Aul+]f])
RG2tNTA  E24n+A dedx
|0 UEP (AP [ul? + | AP+ 2| Allull £i])
@ +n+aptod? (E2+n+ AP dedx
| 5(E)] u@Mﬂm mam
gE2TN+A §2+n+/1+€2+n+/1] sdx
s UEP A ul + AP +IAP ul +1f7)
@+nrap Tt 2+t AP dedx
mﬁﬁmtlﬁ dEdx]+ 2| flu(E) A u
(E24n+AR g (E2+N+A2’
Utilisons le théoreme de Fubini, on obtient :
) ([ AP 20112 2 u(&)
LJRMP(&)I dédx <Jr:zJ,Rmd€dx+(m llull; + 21 £l3) Rmdi
1 2
——|Ifs 7ldéd
+JM(€2+ O +uEPIAFIagd
1 2 2
+JFJFW[|]3| +UEPIAP ulldEd x
VA 2 u*(&)

(E2+n+A)P (?+n+1)
<3 Mdéd L3022+ AR —d€
g (E2+N+A) R TRV
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du systéme

En utilisant I'’équation (2.17), il est facile de voir que :

u(Ey L[ pey
L(mmwd“ XJR Erninte <t

D’autre part et, en utilisant le fait que f; € L?(Q2 x (—oo,+00)), on obtient :

| f3(x, )7 1 2
JQ Rmdgdx < ﬁJleg(x,S)l dédx <+00,

donc ¢ € L?(Q2x (—o0,+00)) . Ensuite, en utilisant I'équation (2.10), nous obtenons :

: €L P al? £PE)
JQ E9(e) dédx<sfn ey A 30l ) )f Fornt e

En utilisant I'’équation (2.17), il est facile de voir que :

ERu(E) L2(E)
J(§2+n+7t)2 ¢ < J 52+n+7od'5<+°°'

Maintenant, en utilisant le fait que f; € L*(Q2 x (—o00,+00)), on obtient :

JJ lgilj]:;+)t §dx<%ff|f3(x,§)|2d§dx<+oo,

donc |&|¢ € L*(Q2x(—o0,+00)). Finalement, puisque ¢ € L*(2x(—00,+00)), on obtient :

—(E2+ e +u&)v(x)=A¢(x,&)— fi(x, &) € L*(2 x (—00,+00)).

Alors U € D(A).
Par conséquent, d’aprés Lumer-Phillips A est le générateur d'un C,-semi-groupe de
contraction (S(t)),so, en utilisant le théoréme de Hille-Yosida assure l'existence et I'uni-
cité de la solution de (P).
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Le but de la stabilisation est de réduire les vibrations par un feedback, il s’agit de
garantir la décroissance de I'énergie vers zéro plus ou moins rapide lorsque t — +oc0 .
Plus précisément, on est intéressé de déterminer le comportement asymptotique de
I'énergie E(t) .

IL y’a divers types de stabilisation :

1). Stabilisation forte : E(¢#)— 0 lorsque ¢t — +oo0.

C
2). Stabilisation polynomiale : E(t) < 5 C et 6>0.

3). Stabilisation logarithmique: E(t) < ﬁ ,C,0>0.

4). Stabilisation uniforme: E(t)< Ce%*,C,5 > 0.

Dans la premiere section de ce chapitre, on va établir le manque de Stabilité exponen-
tielle de la solution, o1 on utilise 'analyse spectrale. Et dans la deuxiéme section de ce
chapitre, on établit la stabilité forte de la solution.

3.1 Mangque de stabilité exponentielle

On sait que si les valeurs propres de A sont a partie réelle constante C <0 ,alors
on a la stabilité exponentielle.
Mais si la partie réelle des valeurs propres tend vers zéro, c’est a dire sont assez proches
de I'axe imaginaire, alors on a pas une stabilité exponentielle.
Dans cette section, on va établir le manque de stabilité exponentielle, pour ce but on a
le théoreme principal suivant :

Théoreme 3.1.
Le semi-groupe engendré par l'opérateur A nest pas exponentiellement stable.
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

Pour démontrer le théoréme prancipal, on aura besoin du théoreme suivant :

Théoréeme 3.2. [19]
Les deux énoncés suivants sont équivalents dans le contexte d'un espace de Hilbert :

1). Le semi-groupe (S(t));so , est exponentiellement stable :

AM>1,3a>0, ||S(2)| < Me . (3.1)
2).
p(A)2{iB: B eR}=iR, (3.2)
et
sup||(iBI—A)|| < +oo. (3.3)
BeR

Démonstration. (du Théoreme (3.1))

Soit —B2 = (if3,)* une suite de valeurs propres correspondante a la suite de fonc-
tions propres normalisées u, del'opérateur A telle que |f,]— oo , n— oo et
Au,=—p%u, dansf,
{ =P, 3.4)

u,=0 sur 09.

Notre objectif est de prouver, que si i, satisfait]’équation (3.2), alors I’équation
(3.3) n'est pas vérifiée. En d’autres terme, nous voulons montrer qu'un nombre infini
de valeurs propres de A se rapprochent de ’axe imaginaire, ce qui empéche le systeme
d’ondes (P) d’étre exponentiellement stable. En effet, nous calculons d’abord I’équa-
tion caractéristique qui donne les valeurs propres de A . Soit A une valeur propre
de A associée a un vecteur propre U =(u, v, ¢)" #0.

Alors :

AU =AU. 3.5)
L'équation (3.5) est équivalentea:
Au—v=0,
+00
Av—Au+¢ uE)e()de =0, (3.6)

A +(E 1) — v(xPI(E) =0,

D’apres la premiére équation du systéme (3.6) ona:
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3.1. Manque de stabilité exponentielle

v=2Au. (3.7)

On injecte (3.7) dans la deuxieme équation du systéme (3.6) , On obtient:

‘u— Au+{f P(&)dE=0. (3.8)

Ensuite, d’apres la premiere équation du systeme (3.6) et la troisieme équation du
systeme (3.6) , nous obtenons :

Au(x)u(é)
=77 3.9
¢ &24+n+A 5.9
On injecte '’équation (3.9) dans’équation (3.8), On obtient:
‘u— Au+2,’ ue) ———d&=0, (3.10)
§2+n+/1
L'équation (3.10) est équivalente a
+00 2
p(S)
Au=| A —_— . 3.11
u ()l +§'f_oo A§2+n+ld§)u ( )

En vertu de I'équation (3.4) etdel’équation (3.11), nous obtenons l'existence d'une
suite de valeurs propres (4,) de A correspondante a la suite (83, , telle que

_ﬁ u,=Au, —(AZ +§’J %di)un, (3.12)

alors nous obtenons

_ 92
=—A" gVJ 52+77+/1 ——d¢. (3.13)
Uy
R () _ Zﬁn
En prenant: ¢_—§2+7)+iﬂn u, etlevecteur U, = ¢
Ona U, D(A), alors !
ul’l
iBn
A w, |= if,u, é;”f A8)dE . (3.14)
Pn iBun
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

Il s’ensuit que :

Uy
iBu o

_ T u¥E)
i gu”J_oo Sintip,

0
1
La démonstrationde |[|(ifI—A)}| _— 00, |B,|— 00 (n— 00),
v 0= apr—a o> P
se réduit a montrer que :
u?(&)
———d&||—0 — .
ICu f F24n+ip, Ell (n— o0)

Ona
+00 2
u(&)
Joo Fran+ip, O lorsque |f,[= oo (n—oo).

Utilisons le lemme (1.1), etle théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on a
toutes les conditions du théoreme de convergence dominée sont satisfaites, car

p*(é)
S+ iB, 0, lorsque|B,|— oo (n— 00),
et
u*(&) < lu(&)l? 1
——————<¢ +c/—— ool € LY{(—00,+00),
E2n+iB,] WP 10,1 52 ARool

Du fait que U, est une fonction propre normalisée de 'opérateur A ,pour chaque

n €N, on obtient la limite souhaitée.

Alors le semi-groupe engendré par 'opérateur A n’est pas exponentiellement stable.
[
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3.2. Stabilité asymptotique

3.2 Stabilité asymptotique

3.2.1 Stabilité forte du systeme (P)

Dans cette partie, nous utilisons un théoréme général d’Arendt-Batty dans [3] pour
montrer la stabilité forte du C,-semi-groupe et A associé au systeme d'ondes (P).Notre
résultat principal est le suivant :

Théoreme 3.3.
Le Cy-semi-groupe e'* est fortement stable dans ¢ , c'est-a-dire que pour tout
Uy € # , la solution de I'équation (2.6) satisfait :

lim [|e "4 Uyl ,» = 0.
—00

Pour aboutir au résultat du théoreme principal (3.3), on utilise le théoreme d’Arendt-
Batty-Lyubich-Vu suivant :

Théoreme 3.4 —(Arendt-Batty-Lyubich-Vu,1988 ). [3]

Soit S(t);so un Cy-semi-groupe sur un espace de Banach réflexif E de générateur A si
1) o,(A)NIR=0.

2) o ,(A)NiR est dénombrable.

Alors S(t),s, est fortement stable

Pour la preuve du théoreme (3.4), nous avons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.1. /8]
A na pas de valeurs propres dans iR.

Démonstration.

Etape 1:1#£0
Nous montrons par I'absurde. Supposons qu’il existe AR, A#0 et U #0 telle que

AU =iAU. (3.15)
v
+00 iAu

Au—=¢ | u@eEas |=| irv |, (3.16)
—00 irQ

—(&2+n)g +u(&)v(x)

alors nous obtenons
iAu—v=0,
iv—Autl | pEeE)dE=0 (3.17)

iAP +(E2+ )¢ — v(x)u(E) =0.
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

Ensuite, un calcul simple donne

?/?(AU,U)%:—CJJ (& +n)g(x,E)PdEd x. (3.18)
QJ—o0

Ensuite, en utilisant ’équation (3.15) et1’équation (3.18) , nous déduisons que
¢ =0 dans Qx(—o00,+00).

D’apres la troisieme équation du systeme (3.17) et la premiere équation du systéme
(3.17) , nous avons :

v=0 et u=0 dans 9,
et par conséquent U =0. Ce qui contredit le fait que U est vecteur propre.
Etape2:1=0

L'équation systeme (3.17) devient :

v=0,

—0oQ0

Au—¢ u@eE)dE=0 (3.19)

+00

+HE*+n)p —v(x)u(£)=0.
Par conséquent, a en vertu la premiere équation du systeme (3.19) et la troisieme
équation du systeme (3.19) , nous avons :
v=0et ¢ =0 dans 0

En multipliant la deuxiéme équation du systéme (3.19) par u , et en utilisant
I'intégration par parties sur Q etle faitque u =0 sur 9, on obtient:

fﬁAudx—{ff uu(E)p(&)dEdx =0, (3.20)
Q QJ+oo
comme ¢ =0 dans €, alors
f Auudx =[ﬂVu]m—f VuVu=—||Vul=0.
Q Q

Comme u est constant sur tout et u=0sur 99 alors nous avons u =0 dans tout le
domaine 9.
Il s’en suitque U =0 N

Lemme 3.2. /8]
Ona:

{iRCp(A) Sin#0 (3.21)

iR*Cc p(A) sin=0.
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3.2. Stabilité asymptotique

Démonstration.

Soit A € R nous prouvons iA € p(A).

el) Ona iAI—A estinjectif

¢2) Nous allons démontrer que 'opérateur iAI —A est surjectif pour A#0.

Soit F =(fi, £, ;)T € o, on cherche X = (u,v,¢)<€ D(A) solution de I’équation sui-
vante :

(iAl—A)X =F. (3.22)

Léquation (3.22) est équivalente a:

iAu—v=",

—00

Dv—Au+l | wEeEdE=f (3.23)

iAQ +(E2+n)p — v(x)u(&) = f.

D’apres la premieére équation du systeme (3.23) et la deuxiéme équation du systeme
(3.23) , nous avons

—AZM—AIHCJ u)p(Q)dE = f,+iAfi. (3.24)

La résolution de I'’équation du systéme (3.24) équivaut a trouver u € H*(Q)N H;(Q)
telle que :

(trouver u € HA(Q)N H}(Q)

J— 270 W | 4 w
L( Auw+VuVw)dx+iAl | uwdx (3.25)

A

too VY
L:ng(ffFMﬁ)de_gf_oo %Lﬁ(x,&)ﬁdxd&JrZLﬁde.

+00 2
<z u(&)
oul= ——d&.
ud=¢ Joo Forn+a 3
Pour tout w € H}(Q) . Alors, on obtient :

(trouver u € H(Q)N H(®)
J (—Vuw+Vuvw)dx+idl | uwdx
Q

Q
_ Y (3 _ o
k—L(f2+17tfl)wdx {J_OO gZ_HH_MJ;fg(x,é’)wdxdé'+§fnflwclx.

Nous pouvons écrire I'équation (3.26) comme :

(3.26)

A

_(Ll u, w)(HJ(Q)Y(HJY) + dHol(Q)(u, U)) = l(W), (327)

avec la forme sesquilinéaire définie par :
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Chapitre 3. Stabilité du systeme

amo(tt, w)= f VuVwdx + i?tff uwdx et (Lyu, w)yeo= f Auwdx.
Q Q Q
En utilisant la compacité du plongement de L*(2) dans H'(w) et de H;(Q) dans
L?(2), on en déduit que 'opérateur L, est compactde L*(Q2) dans L3(Q).
Par conséquent, d’apres l'alternative de Fredholm, la prouve d’une solution u de
I’équation (3.27) se réduir a la prouve qu’il n'existe pas de solution non triviale pour
I’équation (3.27) pour [ =0.

En effet, s’il existe u #0, telle que

(Lat, W) mly) = Ango(, w) Vw € Hy (), (3.28)

alors iA est une valeur propre de A.
On déduit donc dulemme (3.1) que u =0.
Maintenant, si A = 0 et n # 0, en utilisant le lemme de Lax-Milgram, sur l'espace
H/(Q) x H/(©) pour la forme sesquilinéaire (L, u, w) @,y etlaforme antilinéaire
amo(u, w), nous obtenons le résultat.

]

Démonstration. du théoreme (3.3)

Suivant un théoreme général d’Arendt-Batty et de Lyubich-Vu dans [3] le C,semi-
groupe de contractions est fortement stable si A n’a pas de valeurs propres sur iR et
o(A)NiR estau plus un ensemble dénombrable. Par lemme (3.1) et lemme (3.2) nous
concluons le résultat. N
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Nous avons étudié la stabilisation d’'une équation d’'onde avec un contrdle interne
général de type diffusif. En utilisant une analyse spectrale nous avons prouvé que la
stabilité est non uniforme. Nous avons également prouvé la stabilité forte du systeme
en utilisant le critéere d’Arendt-Batty.
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