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Résumé

Dans cemémoire, on a étudié un système hyperbolique avec un contrôle interne

de type diffusif.

On a démontré des résultats d’existence et d’unicité de la solution.

• Via la théorie des semi-groupes, on a établit l’existence et l’unicité de la solution du

notre système.

•On a utilisé la théorie spectrale pourmontrer que notre système n’ est pas exponen-

tiellement stable .

Finalement on a établit la stabilité asymptotique, où nous avons utilisé le théorème

général d’Arendt-Batty et de Lyubich-Vu

Mots-clés : È quation hyperbolique, Théorème des semi-groupes, Stabilité, Dissipa-

tion générale interne de type diffusif.
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Notations

Ω Un ouvert borné deRN .

∂ Ω Frontière topologique de Ω.

|Ω| Mesure de Lebesgue du l’ensemble Ω.

Ω L’adhérence de l’ensemble Ω.

H 1 Un espace de Sobolev.

x = (x1, · · · , xN ) Point générique deRN .

D (A) Le domaine de définition de l’opérateur A .

D(Ω) L’espace des fonctions indéfiniment differentiables à support compact .

D′(Ω) L’espace de distributions.

inf La borne inférieure.

sup La borne supérieure.

t ∈ [0,+∞[ Variable de temps.

d x = d x1d x2 · · ·d xN Mesure de Lebesgue sur Ω.

ν La normal extérieure de Ω.
∂
∂ ν La dérivée normale extérieure.

R La partie réelle d’un nombre complexe.

p.p. Presque partout.

E Un espace de Banach.

H Un espace de Hilbert.

H ′ Le dual topologique de H .

〈., .〉H×H ′ Le crochet de dualité entre l’espace H et Son dual topologique H ′.

∥.∥ La norme sur l’espace de Banach E .

〈., .〉H Le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H .

|.| la norme sur L’espace de Hilbert H .

M (Rn ) L’espace desmatrices réelles carrées.

Id L’application identique.
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C 0(R) L’espace des fonctions continues.

∂i La i-i ème dérivée partielle ; ∂i =
∂
∂ xi
.

∂ α La dérivée d’ordre α; ∂ α = ∂ |α|

∂ x
α1
1 ···∂ x

αN
N
.

∇u = ( ∂ u
∂ x1

, ∂ u
∂ x2

, · · · , ∂ u
∂ xN
) Gradient de u :Ω−→Rn .

div v La divergence du vecteur v = (v1, ..., vN ).

div v = ∂ v1
∂ x1
+ ...+ ∂ vN

∂ xN
.

−→ Convergence forte.

* Convergence faible

F ,→E F s’injecte dans E .

F ,→c E F s’injecte demanière compacte dans E .
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Introduction générale

Le but de cette mémoire est d’étudier l’existence globale de la solution et la stabili-
sation de l’équation d’ondes avec des contrôles interne.
Le problème (P) que l’on va étudier est donné par :

(P)



























ut t (x , t )−∆u (x , t ) +ζ
∫ +∞
−∞ µ(ξ)φ(x ,ξ, t )dξ= 0 dans Ω× (0,+∞),

u (x , t ) = 0 sur ∂ Ω× (0,+∞),
φt (x ,ξ, t ) + (ξ2+η)φ(x ,ξ, t )−ut (x , t )µ(ξ) = 0 dans Ω× (−∞,+∞)× (0,+∞),
u (x , 0) = u0(x ), ut (x , 0) = u1(x ) dans Ω,

φ(x ,ξ, 0) =φ0(x ,ξ) sur Ω× (−∞,+∞).

qui s’appelle "système modèle augmenté", Cette représentation permet d’avoir un
système augmenté qui peut semaitre sous la forme abstraite d’un problème de Cauchy
du premier ordre dans H comme suit :

¨

U ′(t ) = AU (t ), t > 0,

U (0) =U0 .
(1)

A est le générateur infinitésimal d ’un semi-groupe ce qui rend l’application des outils
de l’analyse fonctionnelle et contrôle possible notamment l’étude de la stabilité asymp-
totique via un théorème général d’Arendt-Batty dans [3] pour montrer la stabilité
forte du C0-semi-groupe associé au système d’ondes (P).
Notre travail est basé principalement sur l’article intitulé
≪ Stabiliization of aWave Equation with a General Internal Control of Diffusive Type≫
réalisé par l’auteur ≪ Abdelkader Boudaoud ≫ et ≪ Abbes Benaissa ≫ publié dans
≪Discontinuity, Nonlinearity, and Complexity 11(2)(2022) 1-12≫

1



Plan demémoire :

Notre mémoire est divisée en trois chapitres :

• Le premier chapitre : est consacré aux généralités et rappels de quelques théo-
rèmes et résultats qui sont nécessaires pour le travail.

• Le deuxième chapitre : est consacré à l’étude de l’existence globale de la solution du
système.

• Le troisième chapitre : est divisé en deux sections :
Dans la première section, on étudie le manque de stabilité exponentielle, en utilisant
l’analyse spectrale.
Dans la deuxième section on étudie la stabilité asymptotique, nous utilisons un théo-
rème général d’Arendt-Batty dans [3] pourmontrer la stabilité forte duC0-semi-groupe
associé au système (P).
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Gnéralités

Sommaire
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1.5 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs 15
1.6 Théorème de (Lax-Milgram) 16
1.7 Semi-groupes 17

L’objectif de ce chapitre est de rappeler l’essentiel des notions utilisés tout au long
de ce travail.

1.1 Généralités sur des espaces fonctionnels

1.1.1 Espace de Hilbert
Définition 1.1:
Soit E un espace vectoriel sur R et soit f : E ×E −→R une fonction.
On dit que f est un produit scalaire si :
1) Pour tous (u , v ) de E , f (u , v ) = f (v, u ).
2) Pour tous (u , v, w ) de E , f (u + v, w ) = f (u , w ) + f (v, w ).
3) Pour tous (u , v, w ) de E , f (u , v +w ) = f (u , v ) + f (u , w ).
4) Pour tous λ ∈R et tous (u , v ) de E , f (λu , v ) =λ f (u , v ).
5) Pour tous u de E , f (u , u )≥ 0, et f (u , u ) = 0 si , et seulement si , u = 0.

Définition 1.2:
Soit E un espace vectoriel sur C et soit f : E ×E −→C une fonction.

On dit que f est un prodit scalaire si :
1) Pour tous (u , v ) de E , f (u , v ) = f (v, u ).
2) Pour tous (u , v, w ) de E , f (u + v, w ) = f (u , w ) + f (v, w ).
3) Pour tous λ ∈R et tous (u , v ) de E , f (λu , v ) = f (u ,λv ) =λ f (u , v ).
4) Pour tous u de E , f (u , u )≥ 0, et f (u , u ) = 0 si , et seulement si , u = 0.

3



Chapitre 1. Gnéralités

Définition 1.3: (Espaces de Hilbert )

Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire 〈u , v 〉 et
qui est complet pour la norme

∥ u ∥= 〈u , u〉
1
2 .

1.1.2 Espace de Lebesgue
Définition 1.4: (Espace de Lebesgue L p (Ω))

On définit l’espace de Lebesgue L p (Ω) par :

1. Pour 1≤ p <+∞

L p (Ω) =

�

f :Ω−→R , f mesurable et
∫

Ω

| f (x )|p d x <+∞
�

,

mini de la norme

∥ f ∥L p (Ω) =

�∫

Ω

| f (x )|p d x

�
1
p

.

L’espace L p (Ω) muni de la norme ∥.∥L p (Ω) est un espace de Banach.

2. Pour p =+∞

L∞(Ω) =
�

f :Ω−→R : f mesurable, et ∃ C > 0 telle que | f (x )|<C p .p . sur Ω
	

,

muni de la norme

∥ f ∥L∞(Ω) = inf
�

C > 0, | f (x )|<C p .p x ∈Ω
	

.

L’espace L∞(Ω) muni de la norme ∥.∥L+∞(Ω) est un espace de Banach.

Remarque 1.1.
Si f ∈ L∞(Ω).
On a alors,

| f (x )|⩽ ∥ f ∥L∞(Ω) p.p. sur Ω.

4



1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Théorème 1.1 – [8].
Pour 1≤ p ≤+∞, l’espace L p (Ω) est un espace de Banach et de Hilbert pour
p = 2, muni du produit scalaire :
1. Si L p (Ω) est un espace de Banach surR




f , g
�

L 2(Ω)
=

∫

Ω

f (x )g (x )d x .

2. Si L p (Ω) est un espace de Banach surC




f , g
�

L 2(Ω)
=

∫

Ω

f (x )g (x )d x .

Notation :
Soit p ∈R avec 1≤ p ≤+∞, on désigne par q l’exposant conjugué de p , c’est à dire
que 1

p +
1
q = 1.

Théorème 1.2 – (Inégalité de Hölder) [8].
Soient f ∈ L p (Ω) et g ∈ L q (Ω) avec 1≤ p ≤+∞, et q l’exposant conjugué de p . Alors
f g ∈ L 1(Ω) et de plus on a

∫

Ω

| f (x )g (x )|d x ≤ ∥ f ∥L p (Ω) ∥g ∥L p ′ (Ω).

Corollaire 1.1.
Soit 1≤ p ≤ q ≤+∞. Si |Ω|<+∞, alors L q (Ω)⊂ L p (Ω).

Théorème 1.3 – (Inégalité de Cauchy-Shwartz). [8]
pour p = q = 2 si f ∈ L 2 et g ∈ L 2 alors :

f g ∈ L 1 et on a ∥ f g ∥L 1 ⩽ ∥ f ∥L 2 ∥g ∥L 2 .

Théorème 1.4 – (Inégalité de Minkowiski). [8]
Soient f ∈ L p et g ∈ L p alors

∥ f + g ∥L p ⩽ ∥ f ∥L p + ∥g ∥L p .

5



Chapitre 1. Gnéralités

1.1.3 Espaces de Sobolev, résultats de densité
Soit Ω un ouvert de Rn

Définition 1.5:

L’espace de Sobolev H 1(Ω) est défini par

H 1(Ω) =
�

v ∈ L 2(Ω) : ∂ V
∂ xi
∈ L 2(Ω), i = 1, 2, ..., n

	

,

ou
∂ V

∂ xi
est prise au sens des distributions.

L’espace H 1(Ω) est muni du produit scalaire

〈u , v 〉H 1(Ω) =

∫

Ω

�

u v +
n
∑

i=1

∂ u

∂ xi

∂ v

∂ xi

�

d x ,

et la norme correspondante

∥u∥H 1(Ω) =

�

∫

Ω

|u (x )|2+
n
∑

i=1

�

�

∂ u (x )
∂ xi

�

�

2
d x

�
1
2

=
�

∥u∥2L 2(Ω)+ ∥∇u∥2L 2(Ω)

�
1
2

.

Remarque 1.2.
Par définition de la dérivation dans l’espace des distributions D′(Ω) , les deux conditions
suivantes sont équivalentes :
i) v ∈H 1(Ω).
ii) ∀v ∈ L 2(Ω) et il existe g1, g2, ..., gn ∈ L 2(Ω) tel que :

∀ϕ ∈D′(Ω) ,

∫

Ω

v
∂ ϕ

∂ xi
d x =−
∫

Ω

g iϕd x .

Alors par définition
∂ v

∂ xi
= g i au sens des distributions.

La définition ci- dessus peut etre prolongeé lorsqu’on remplace l’espace L 2(Ω) par
l’espace L p (Ω) , 1⩽ p ⩽+∞.

Définition 1.6:

Pour tout 1⩽ p ⩽+∞ l’espace de Sobolev W 1,p (Ω) est defini par :

W 1,p (Ω) =
§

v ∈ L p (Ω) :
∂ v

∂ xi
∈ L p (Ω), i = 1, 2, ..., n

ª

.

Ou
∂ v

∂ xi
est prise ou sens des distributions.

L’espace W 1,p (Ω) est muni de la norme

6



1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

∥v ∥W 1,p (Ω) =

�

∫

Ω

�

|v |p +
n
∑

i=1

�

�

�

∂ v

∂ xi

�

�

�

p
�

d x

�
1
p

, pour 1⩽ p <+∞,

∥v ∥W 1,p (Ω) =max
§

∥v ∥∞,∥
∂ v

∂ x1
∥∞, ...,∥

∂ v

∂ xn
∥∞
ª

, pour p =+∞.

Lorsque p = 2 , w 1,2(Ω) =H 1(Ω).

Définition 1.7:
On prend m ∈N et 1⩽ p ⩽+∞ . L’espace de Sobolev W m ,p (Ω) est défini par

W m ,p (Ω) = {v ∈ L p (Ω) : D αv ∈ L p (Ω) , ∀α ∈N avec |α|⩽m} ,

où D αv est la dérivé de v au sens des distributions de symboles α .

On rappelle que α= (α1,α2, ...,αn ) , D αv =
∂ |α|v

∂ x α1
1 ...∂ x αn

n
, avec |α|=α1+α2+ ...+αn .

L’espace W m ,p (Ω) est muni de la norme

∥v ∥W m ,p (Ω) =

�

∑

0⩽|α|⩽m

∫

Ω

|D αv |p d x

�
1
p

, pour 1⩽ p <+∞,

∥v ∥W m ,p (Ω) = max
0⩽|α|⩽m

∥D αv ∥∞ , pour p =+∞.

Lorsque p=2

w m ,2(Ω) =H m (Ω) =
�

v ∈ L 2(Ω) : D αv ∈ L 2(Ω), ∀α ∈Nn , |α|⩽m
	

,

H m (Ω) est muni du produit scalaire.

〈u , v 〉H m (Ω) =
∑

|α|⩽m

∫

Ω

D αu (x )D αv (x )d x , (1.1)

et la norme associée

∥u∥H m (Ω) =

�

∑

|α|⩽m

∫

Ω

|D αu (x )|2d x

�
1
2

=

�

∑

|α|⩽m

∥D αu (x )∥2L 2(Ω)

�
1
2

.

L’espace W 1,p (Ω) peut aussi muni de la norme équivalente

∥v ∥L p (Ω)+
n
∑

i=1










∂ v

∂ xi










L p (Ω)
.
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Chapitre 1. Gnéralités

Théorème 1.5. [4]
Soit Ω un ouvert de Rn . Pour tout m ∈N et tout nombre réel p avec
1⩽ p ⩽+∞,W m ,p (Ω) est un espace de Banach. Lorsque p = 2,W m ,p (Ω) =H m (Ω) est un
espace de Hilbert.

Proposition 1.1:

i) Si m ≥m ′ (m , m ′ ∈N), alors H m (Ω) est contenu, avec une injection, dans H m ′(Ω).

ii) H m (Ω) muni du produit scalaire (1.1) est un espace de Hilbert.

Définition 1.8:
Par définition
• H 1

0 (Ω) = la fermeture de D(Ω) dans H 1(Ω) .
• H 1

0 (Ω) = sous espace de H 1(Ω) des fonctions nulles sur ∂ Ω .
•W 1,p

0 (Ω) = la fermeture de D(Ω) dans W 1,p (Ω).
•W m ,p

0 (Ω) = la fermeture de D(Ω) dans W m ,p (Ω).

Puisque (par définition) D(Ω) est dense dans H 1
0 (Ω), on peut identifier le dual

H −1(Ω) de H 1
0 à un espace de distribution sur Ω
¨

H −1(Ω) = (H 1
0 (Ω))

′ ,

H 1
0 (Ω)⊂ L 2(Ω)⊂H −1(Ω)⊂D′(Ω) .

Définition 1.9:
Pour m ∈N, on désigne par H m

0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans H m (Ω) .
De manière évidente, H m

0 (Ω) est un sous-espace fermé de H m (Ω), mais en général
H m

0 (Ω) ̸=H m (Ω) .
Signalons deux cas où on a bien l’égalité

i) Si m = 0, alors H 0(Ω) = L 2(Ω) et donc H 0
0 (Ω) =H 0(Ω) .

ii) Si Ω=Rn , alors on peut montrer que H m
0 (R

n ) =H m (Rn ) .

Théorème 1.6 – (Inégalité de Poincaré ). [4]
Soit Ω un ouvert de Rn borné dans une direction. Alors, pour tout 1 ≤ p < +∞ , il
existe une constante Cp ,n (Ω) qui dépend seulement de Ω , p et n telle que :

�∫

Ω

|v (x )|p d x

�
1
p

⩽Cp ,n (Ω)

�

∫

Ω

n
∑

i=1

�

�

∂ v

∂ xi

�

�

p
d x

�
1
p

, ∀v ∈W 1,p
0 (Ω).

8



1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Théorème 1.7 – (Inégalité de Poincaré ). [13]
Soit Ω un ouvert borné de Rn et u ∈H 1

0 (Ω) . Alors il existe une constante positive C
qui dépend seulement de Ω et n telle que

∥v ∥L 2(Ω) ⩽C ∥∇v ∥L 2(Ω) , ∀v ∈H 1
0 (Ω).

Théorème 1.8. [13]
Soit Ω un ouvert borné de classe C 1 de Rn . Il existe une constante positive C qui
dépend seulement de Ω et n telle que pour tout v ∈H 1(Ω)

∥v ∥L 2(Ω) ⩽C

�

∥∇v ∥L 2(Ω)+ |
∫

Ω

v d x |
�

.

Définition 1.10:
Soient deux espaces de Banach E et F tels que F ⊂ E . On dit que F s’injecte de
manière continue dans E (en notation F ,→ E ) si et seulement si l’opérateur identité

F →E
Id :

y →y ,

est continu. De même,on dit que F s’injecte de manière compacte dans E (en notation
F ,→c E ) si et seulement si l’opérateur identité de F dans E est compact.

9



Chapitre 1. Gnéralités

Théorème 1.9 – ( de Relliche ). [1, 16]
Si Ω un ouvert borné et à bord continu, alors

H m (Ω) ,→c H m−1(Ω), ∀m ∈N∗.

En particulier

H m (Ω) ,→c L 2(Ω), ∀m ∈N∗,

Théorème 1.10 – ( injection de sbolev ). [1, 16]
Si Ω un ouvert borné à bord lipschitzien, alors on a les deux injections suivantes :

H m (Ω) ,→ L p (Ω), ∀m ∈N∗, 1⩽ p <+∞ tell que m −
n

2
⩽−

n

p
,

H m (Ω) ,→C (Ω) , ∀m ∈N∗ tell que m −
n

2
> 0.

Théorème 1.11. [13]
Soit Ω un ouvert borné de Rn de frontière ∂ Ω de classe C 1.
Alors, pour toute fonction u ∈H 1(Ω) , l’estimation suivant a lieu

∥u∥L 2(∂ Ω) ⩽C ∥u∥
1
2

H 1(Ω)∥u∥
1
2

L 2(Ω),

avec C une constante positive indépendante de u .

Théorème 1.12 – ( Formule de Green ). [5]
Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C 1.

(1) Si u ∈C 1(Ω) , v ∈C 1(Ω) et ∆v ∈C (Ω), alors

∫

Ω

u (x )∆v (x )d x =−
∫

Ω

∇u (x ).∇v (x )d x +

∫

∂ Ω

u (x )
∂ v

∂ ν
dΓ .

(2) Si u , v ∈C 2(Ω)∩C 1(Ω) et ∆u ,∆v ∈C (Ω), alors

∫

Ω

[u (x )∆v (x )− v (x )∆u (x )]d x =

∫

∂ Ω

�

u (x )
∂ v (x )
∂ ν
− v (x )

∂ u (x )
∂ ν

�

dΓ .
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1.1. Généralités sur des espaces fonctionnels

Théorème 1.13 – (Théorème de Fubini).
Soit f : (X , A)−→ (R, B(R))une fonctionmesurablepositive sur l’espaceproduit X muni
de la σ-algèbre produit A intégrable par rapport à la mesure produit µ, autrement

dit
∫

X

| f |dµ<∞, alors

∫

X

f dµ=

∫

X1

�

∫

X2

f (x1, x2)dµ2(x2)

�

dµ1(x1).

ainsi que la formule analogue en renversant le rôle des indices 1 et 2.

Dans la pratique, le théorème de Fubini s’appuie sur celui de Tonelli en vérifiant au

préalable la condition d’intégrabilité
∫

X

| f |dµ<∞ par intégration partielle, suivant

l’une ou l’autre des coordonnées, puisque que | f | est mesurable positive.
Il est illustratif d’appliquer les théorèmesdeFubini etTonelli à la situation ≪ idéale≫ où
la fonction à intégrer est un produit f (x ) = f1(x1) f2(x2), x = (x1, x2) ∈ X , donnant lieu à
une séparation des variables. Dans ce cas, sous les conditions demesurabilité et d’in-
tégrabilité requises

∫

X

f dµ=

�

∫

X1

f1dµ1

��

∫

X2

f2dµ2

�

.

Si µ1 et µ2 sont la mesure de comptage sur {1, ..., n}, l’identité précédente recouvre
des propriétés classiques du type

∑n
k ,ℓ=1 aK bℓ =
∑n

k=1 ak

∑n
ℓ=1 bℓ,

pour des réels (ou complexes) ak , bℓ, k , ℓ= 1, ..., n .

Théorème 1.14 – (Théorème de convergence dominée de Lebesgue).
Soit ( fn )n∈N une suite de fonctions mesurables sur l’espace mesuré (XM ,µ) à valeurs
dansR ouC, qui converge simplement-p.p. (pour µ) vers une fonction f . Supposons
qu’il existe une fonction intégrable positive g : X −→R+, dite dominante, telle que :
∀n ∈N, | fn |⩽ g −p .p . Alors :
1) f et fn sont intégrables (pour tout n ∈N)

2) lim
n

∫

| fn − f |dµ= 0 (autrement dit ∥ f − fn∥1 −→ 0 lorsque n −→+∞)

3)) lim
n

∫

fn dµ=

∫

f dµ.
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Chapitre 1. Gnéralités

1.2 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans ce chapitre par donner quelques résultats qui sont connus sur
les opérateurs bornés et non bornés . On n’essaye pas de donner tout, mais de donner
les définitions et les théorèmes de base dans la plus part on les présente sans démons-
trations que l’on voit nécessaires dans notre travail. Soient (E ,∥.∥E ) et (F,∥.∥F ) deux
espaces de Banach sur C , et H désigne toujours un espace de Hilbert muni d’un
produit scalaire 〈., .〉H et la norme correspondante ∥.∥H.

Définition 1.11:
Un opérateur linéaire T : E −→ F est dit bornée s’il existe C > 0 telle que

∥T x∥F ≤C ∥x∥E , ∀x ∈ E ,

dans le cas contraire, T est dit non borné.
L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans F est noté par L (E , F ) .
De plus, l’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté par L (E ).

Définition 1.12:
Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple (T , D (T )) , avec D (T ) ⊂
E est un sous-espace de E (dit le domaine de T ) et la transformation linéaire

T : D (T )⊂ E −→ F ,

dans le cas où E = F , alors on dit que (T , D (T )) est un opérateur linéaire non borné sur
E .

Définition 1.13:
Soit T : (T , D (T ))⊂ E −→ F un opérateur linéaire non borné.

i) L’image de T est définie par

I m (T ) = {T x : x ∈D (T )} ⊂ F,

ii) Le noyau de T est définie par

K e r (T ) = {x ∈D (T ) : T x = 0} ⊂ E ,

iii) Le graphe de T est défini par

G r (T ) = {(x , T x ) : x ∈D (T )} ⊂ E × F ,

Définition 1.14:
L’opérateur T ∈ L (E , F ) est dit compact si de toute suite (xn )n∈N de E avec
∥xn∥= 1 pour tout n ∈N , la suite (T xn )n∈N admet une sous-suite convergente dans F .
L’ensemble de tous les opérateurs compacts de E dans F est noté par K (E , F ) , et si
E = F , on écrit K (E , E ) = K (E ) .

12



1.3. Analyse spectrale

Définition 1.15:
Un opérateur T : (T , D (T ))⊂ E −→ F est dit fermé si G r (T ) est fermé dans E × F .
Un opérateur linéaire non borné fermé est caractérisé par :
T est fermé si et seulement si




Pour tout suite (xn ) telle que (xn )⊂D (T ),
xn → x dans E ,

etT xn → y dans F.



⇒





x ∈D (T ),
et

T x = y .



 .

1.3 Analyse spectrale

Définition 1.16:
Soit E un espace de Banach et (A, D (A)) un opérateur borné ou non borné

1) On appelle ensemble résolvant de A l’ensemble

ρ(A) = {λ ∈C : λI −A : D (A)→ E est inversible}.

L’ensemble résolvant est un ouvert de C .

2) Pour λ ∈ρ(A) on note, R (λ) = (λI −A)−1 .
La famille d’opérateurs linéaires

�

(λI −A)−1 :λ ∈ρ(A)
	

est appelée la résolvante de A.
• La fonction λ→R (λ) est analytique de ρ(A) dans L (E ) .

• D’après le théorème du graphe fermé, il résulte que l’opérateur
(λI −A)−1 : E −→ E est continu sur E .

• L’application (λI − A)−1 : E −→ D (A) ⊂ E est compacte si l’injection
(D (A),∥.∥D (A))−→(E ,∥.∥E ) est compacte.

• On a pour tout (λ,µ) ∈ρ(A)×ρ(A) , l’identité de la résolvante

R (λ)−R (µ) = (µ−λ)R (λ)R (µ).

3)On appelle spectre de A l’ensemble

σ(A) =C \ρ(A) = {λ ∈C :λI −A non inversible}.

Un tel λ est appelle une valeur spectrale de A.
• σ(A) est compacte de C.

4)

σp (A) =
�

λ ∈C :λI −A : D (A)→ E non injectif
	

,

σp (A) est l’ensemble des valeurs propres de A. σp (A) est l’ensemble des λ ∈C tels qu’il
existe u ∈ E \ {0} tel que :

13



Chapitre 1. Gnéralités

Au =λu .

5)

σr (A) =
�

λ ∈C :λI −A : D (A)→ E injectif et I m (λI −A) ̸= E
	

σr (A) est le spectre résiduel de A,
et

σc (A)=
�

λ ∈C :λI −A : D (A)→ E injectif et I m (λI −A) = E
et (λI −A)−1 : I m (λI −A)→D (A) non born

�

,

σc (A) est le spectre continu de A.

6) L’ensemble σc (A) se décompose en l’union disjointe

σ(A) =σp (A)∪σr (A)∪σc (A).

1.4 Théorèmes Fredholm
Le théorème suivant, appelé l’alternative de Fredholm permet, entre autre, demon-

trer l’existence et l’unicité des solutions des équations aux dérivées partielles de type
elliptique ne vérifiant pas les conditions de coercivité.

Théorème 1.15 – (Alternative de Fredholm ).
Soit T ∈ K (E ) et λ ̸= 0 . On considère l’équation de Fredholm : pour y ∈ E , trouver
x ∈ E tel que :

λx −T x = y . (1.2)

Alors, un des deux cas suivants est possible.
1) Pour tout y ∈ E , il existe un unique x ∈ E solution de l’équation (1.2).
2) L’équation homogène λx −T x = 0 admet une solution x ̸= 0 .
Dans le second cas, l’équation (1.2) admet une solution (qui est non unique) si et
seulement si y ∈ I m (λ−T ).

Théorème 1.16 – (Alternative de Fredholm ).
Soit E unespacedeBanachet soit T unopérateur compactde E dans luimême.Alors :

• Ker(I −T ) est de dimension finie.(I est l’opérateur identité de E ).

• Im(I −T ) est fermé, et plus précisément Im(I −T ) = (Ker(I −T ∗))⊥.

• L’opérateur I −T est injectif si et seulement s’il est surjectif, c’est à dire

Ker(I −T ) = 0⇔ I m (I −T ) = E .

14



1.5. Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

• dim Ker(I −T )=dim Ker(I −T ∗).

Remarque 1.3.
1) On emploie ce résultat dans le cas d’un opérateur de la forme λI −T où T est un
opérateur compact et λ ̸= 0 pour exprimer que deux cas, et deux seulement peuvent se
présenter :
-Ou l’équation homogène (λI −T )u = 0 n’admet que la solution nulle, et alors l’équa-
tion (λI −T )u = f admet un solution unique pour tout f.
-Ou l’équation (λI −T )u = 0admet unnombre fini n de solutions linéairement indépen-
dantes et alors l’équation (λI −T )u = f admet des solutions si et seulement si f vérifie
n relations linéairement indépendantes (n conditions d’orthogonalités), auquel cas
l’équation (λI −T )u = f admet n solutions.
2) Le même résultat est vrai pour l’opérateur I −T puisque

T

λ
est compact.

1.5 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Définition 1.17:
Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d’un produit scalaire 〈., .〉 et de la
norme induite ∥.∥. Soit A un opérateur linéaire à domaine dense sur H , c’est à dire

A : D (A)⊂H −→H et D (A) =H .

- En cas où H est de Hilbert sur C, on dit que A est dissipatif si pour tout x ∈D (A) ,

R 〈Ax , x 〉⩽ 0.

- En cas où H est de Hilbert sur R, on dit que A est dissipatif si pour tout x ∈D (A),

〈Ax , x 〉⩽ 0.

Définition 1.18:
Un opérateur linéaire A dans un espace de Banach E est dit m-dissipatif si A et dissipatif
et λI −A est surjectif c’est à dire I m (λI −A) = E , pour tout λ> 0.

Théorème 1.17.
Soit (A, D (A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach E . Si A est
dissipatif avec I m (I −A) = E , et E est réflexif, alors D (A) = E .

Théorème 1.18.
Soit A un opérateur m-dissipatif, alors
• I m (λI −A) = E .
• ]0,+∞[⊆ρ(A).
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1.6 Théorème de (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert surR.

Définition 1.19:
Soit H un espace de Hilbert et f : H →R.
On dit que f est une forme linéaire sur H si et seulement si :

∀u , v ∈H , ∀α, β ∈R : f (αu +βv ) =α f (u ) +β f (v ) .

Définition 1.20:
Une forme bilinéaire a : H ×H −→R est :
• Continue s’il existe une constante C telle que

|a (u , v )| ≤C ∥u∥H ∥v ∥H ∀(u , v ) ∈H ×H .

• Coercive s’il existe α> 0 telle que

a (u , u )≥α∥u∥2H ∀u ∈H .

Théorème 1.19 – (Lax Milgram ). [4]
Soit H un espace de Hilbert sur Rmuni du produit scalaire 〈., .〉H et la norme corres-
pondante ∥.∥H = 〈., .〉

1
2
H .

Soit a : H ×H −→R une forme bilinéaire qui satisfait les deux condition suivantes

i) a est continue , c’est à dire il existe une constante M > 0 telle que

∀u , v ∈H |a (u , v )| ≤M ∥u∥H ∥v ∥H ,

ii) a est coercive, c’est à dire il existe une constante α> 0 telle que

∀v ∈H a (v, v )≥α∥v ∥2H ,

Alors pour tout L ∈H ′ (L est une forme linéaire continue sur H ), il existe une unique
u ∈H tel que

a (u , v ) = L (v ) ∀v ∈H .
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1.7. Semi-groupes

1.7 Semi-groupes

1.7.1 Concepts sur les semi-groupes
Dans cette section on va introduire quelques notions de base concernant les semi-

groupes. On commence par des définitions et théorèmes de base.

Définition 1.21:
La famille (S (t ))t>0 d’opérateurs linéaires bornés dans un espace de Banach E (c’est à
dire ∀t ≥ 0, S (t ) ∈ L (E )) est dite un semi-groupe fortement continu
(en bref C0-semi-groupe) si :

1) S (0) = I (I=l’opérateur identité).

2) S (t + s ) = S (t )S (s ) ∀t , s ≥ 0.

3) (S (t ))t≥0 est fortement continue sur [0,+∞[
(ce qui est équivalent à lim

t→0+
∥S (t )x − x∥E = 0 , ∀x ∈ E ) .

Pour un tel C0-semi-groupe (S (t ))t≥0, l’opérateur A défini sur l’ensemble :

D (A) =
§

x ∈ E : lim
t→0+

s (t )x − x

t
existe
ª

,

par

Ax = lim
t→0+

S (t )x − x

t
, ∀x ∈D (A),

est dit le générateur infinitésimal du semi-groupe (S (t ))t≥0 et D (A) est dit le domaine
de A.
Etant donné un opérateur A , si A coïnside avec le générateur infinitésimal du semi -
groupe (S (t ))t≥0 , alors on dit qu’il génére le semi-groupe fortement continu (S (t ))t≥0 .
Parfois on note également S (t ) = e t A.

Proposition 1.2:

Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe sur un espace de Banach E. Alors ils existent des
constantes M ≥ 1 etω≥ 0 telles que

∥S (t )∥L (x ) ≤M eωt , ∀t ≥ 0.

Si ω= 0 alors le semi-groupe correspondant est uniformément borné , de plus, si M = 1
alors (S (t ))t≥0 est dit C0-semi-groupe de contraction.(c’est à dire ∥S (t )∥L (x ) ⩽ 1)
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Chapitre 1. Gnéralités

Théorème 1.20 – (Hille-Yosida). [13]
Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-
groupe de contraction (S (t ))t≥0 sur un espace de Hilbert H si et seulement si :

i) A est fermé et D (A) =H .

ii) l’ensemble résolvant ρ(A) de A contient R+ et pour tout λ> 0

∥(λI −A)−1∥ ≤
1

λ
.

Théorème 1.21. [14]
Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de
Banach E
Alors le type ω0 du semi-groupe (S (t ))t≥0 satisfait

ω0 = lim
t→+∞

ln∥S (t )∥
t

.

Théorème 1.22. [14]
Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe de générateur infinitésimal A sur un espace de
Banach E etσ(A) le spectre de A.
Alors le type ω0 du semi-groupe (S (t ))t≥0 satisfait

ω0 ≥ sup{R(λ), λ ∈σ(A)} ,

où R(λ) désigne la partie réelle de λ et sup{R(λ), λ ∈σ(A)} est la borne spectrale
de A.

Théorème 1.23. [14]
Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe analytique de générateur infinitésimal A sur un
espace de Banach E etσ(A) le spectre de A.
Alors le type ω0 du semi-groupe (S (t ))t≥0 satisfait

ω0 = sup{R(λ), λ ∈σ(A)} , .
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Théorème 1.24 – (Lumer-Phillips).
Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach E . Alors A est générateur d’un
C0-semi-groupe de contraction (S (t ))t≥0 si et seulement si :

i) D (A) = E .

ii) A est m-dissipatif.

Corollaire 1.2.
Soit A Un opérateur linéaire sur un espace de Banach E . Alors A est générateur d’un
C0-semi-groupe de contraction (S (t ))t≥0 sur E si et seulement si :

i) A est fermé et D (A) = E .

ii) A et A∗ sont dissipatifs.

Corollaire 1.3.
Soit (A, D (A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hilbert H . A est le
générateur d’un C0-semi-groupe de contraction si et seulement si A est un opérateur
m-dissipatif.

Théorème 1.25. [13]
Soit A un opérateur linéaire à domaine dense D (A) sur un espace de Hilbert H .
Si A est dissipatif et 0 ∈ ρ(A) l’ensemble résolvant de A , alors A est le générateur
infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction sur H . Lamajorité des équations
d’évolution peuvent être réduites sous la forme d’un problème de Cauchy abstrait
suivant

¨

U ′ = AU t > 0,

U (0) =U0 ,
(1.3)

où A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi-groupe (S (t ))t≥0 sur un espace de
Hilbert H .

Théorème 1.26 – (Hille-Yosida ).
Soit (A, D (A)) un opérateur linéaire non borné sur H . Supposons que A est le généra-
teur infinitésimal d’un C0-semi-groupe de contraction (S (t ))t≥0 . Alors,

1)Pour U0 ∈D (A) , le problème (1.3) admet une solution forte unique

U (t ) = S (t )U0 ∈C 0(R+, D (A))∩C 1(R+, H ) .

2)Pour U0 ∈H le problème (1.3) admet une solution faible unique

U (t ) ∈C 0(R+, H ) .
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1.7.2 Stabilité des semi-groupes

Définition 1.22:
Soit ω(A) = sup{R(λ), λ ∈σ(A)} la borne spectrale de A .
On dit que le semi-groupe (S (t ))t≥0 est stable si :

lim
t→+∞

S (t ) = 0 , pour tout x ∈ E .

Si ω(A)< 0 , alors (S (t ))t≥0 est dit exponentiellement stable.

Définition 1.23:
Supposons que A est le générateur d’un C0-semi-groupe de contraction (S (t ))t≥0 sur un
espace de Banach E. On dit que le C0-semi-groupe (S (t ))t≥0 est
1) Fortement stable si

lim
t→+∞
∥S (t )x∥E = 0 , Pour tout x ∈ E .

2) Uniformément stable si

lim
t→+∞
∥S (t )∥L (E ) = 0.

3) Faiblement stable si

Pour tout x ∈ E et y ∈ E ′,



S (t )x , y
�

→ 0 lorsque t →∞.

4) Asymptotiquement stable si

Pour tout x ∈ E : ∥S (t )x∥→ 0 lorsque t →∞.

5)Exponentiellement stable s’ils existent deux constantes M ≥ 1 et ω> 0 telles que

∥S (t )x∥ ≤M e −ωt ∥x∥E Pour tout t ≥ 0, x ∈ E .

6) Polynomialement stable s’ils existent deux constantes positives C et α telles que

∥S (t )x∥ ≤C t −α∥x∥E Pour tout t ≥ 0, x ∈ E .

Définition 1.24:
Un semi-groupe (S (t ))t≥0 sur H est dit uniformément exponentiellement asymptoti-
quement stable si et seulement s’ils existent deux nombres positifs M ≥ 1 et ω tell
que

∥S (t )∥ ≤M e −ωt Pour tout t ≥ 0.

Définition 1.25:

Un C0-semi-groupe (S (t ))t≥0 sur H est dit fortement L 2-stable si et seulement si,

∥S (t )x∥ ∈ L 2([0,+∞[), Pour tout x ∈H .
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Définition 1.26:
Un semi-groupe (S (t ))t≥0 sur H est dit uniformément stable ou L∞-stable, ou unifor-
mément borné, si et seulement s’il existe une constante positive M telle que , pour tout
t ≥ 0

∥S (t )∥⩽M .

Théorème 1.27. [11]
Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe sur E de générateur A . Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) (S (t ))t≥0 est exponentiellement stable . C’est à dire

∥S (t )∥⩽M e −ωt , pour tout M ≥ 1,ω> 0.

ii) (S (t ))t≥0 est uniformément stable. C’est à dire

lim
t→+∞
∥S (t )∥L (E ) = 0.

iii) Il existe t0 > 0 tell que ∥S (t0)∥L (E ) < 1 .

Théorème 1.28. [11]
Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Banach E et
soit A son générateur . Alors

i) Si (S (t ))t≥0 est asymptotiquement stable , alors σ(A)∩ iR⊂σc (A) le spectre continu
de A .

ii) Si σ(A)∩ iR ⊂ σc (A) , et σc (A) est dénombrable, alors (S (t ))t≥0 est asymptoti-
quement stable.

iii) Si (λI −A)−1 est compacte, alors (S (t ))t≥0 est asymptotiquement stable si et seule-
ment si Rλ< 0 pour tout λ ∈σ(A).

Théorème 1.29. [11]
Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert H de générateur A . Alors
(S (t ))t≥0 est exponentiellement stable si et seulement si

{λ : Rλ≥ 0} ⊂ρ(A),

et

∥(λI −A)−1∥ ≤M pour tout λ avec Rλ≥ 0 et M > 0 une constante .
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Corollaire 1.4.
Soit (S (t ))t≥0 un C0-semi-groupe uniformément borné sur un espace de Hilbert H de
générateur A . Alors (S (t ))t≥0 est exponentiellement stable si et seulement si

iR⊂ρ(A) et M0 := sup
π∈R
∥(iβ I −A)−1∥ ≤+∞.

Théorème 1.30. [13]
Soit S (t ) = e At un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert H. Alors (S (t ))t≥0 est
exponentiellement stable si et seulement si

sup{Rλ, λ ∈σ(A)}< 0 ,

et

sup
Rλ≥0
∥(λI −A)−1∥<∞ .

Lemme 1.1.
Soit iβ ∈ iR, pour tout fixe η≥ 0 , l’intégrale

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2+η+ iβn

dξ→ 0, lorsque |βn | →∞ (n→∞).

Preuve : voir[7] page 10

1.7.3 Critère du domaine fréquentiel

Théorème 1.31. [19]
Les deux énoncés suivants sont équivalents dans le contexte d’un espace de Hilbert :

1). Le semi-groupe (S (t ))t≥0 , est exponentiellement stable :

∃M ≥ 1,∃α> 0,∥S (t )∥ ≤M e −αt . (1.4)

2).

ρ(A)⊇
�

iβ :β ∈R
	

≡ iR, (1.5)

et
sup
β∈R
∥(iβ I −A)−1∥<+∞. (1.6)

22



2
C
ha
pi
tr
e

Existence et unicité de
la solution du système

Sommaire
2.1 Position du problème 23
2.2 Existence et unicité de la solution 26

2.1 Position du problème
Dans ce chapitre, on va établir l’existence et l’unicité de la solution de l’équation

d’onde avec contrôle interne général de type diffusif . Le système est donné par :

(P)



































ut t (x , t )−∆u (x , t ) +ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(x ,ξ, t )dξ= 0 dans Ω× (0,+∞),

u (x , t ) = 0 sur ∂ Ω× (0,+∞),
φt (x ,ξ, t ) + (ξ2+η)φ(x ,ξ, t )−ut (x , t )µ(ξ) = 0 dans Ω× (−∞,+∞)× (0,+∞),
u (x , 0) = u0(x ), ut (x , 0) = u1(x ) dans Ω,

φ(x ,ξ, 0) =φ0(x ,ξ) sur Ω× (−∞,+∞).































































• u : le déplacement
• ut (x , t ) : la vitesse
• ut t (x , t ) : l’accélération
•∆u (x , t ) : laplacien de u
• µ : la mesure générale de densité
•φ : fonction de diffusion
• ξ : la variable diffusive
• η : constante positive
• ζ : constante positive

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour le problème
(P) .
Nous définissons l’espace suivant

H 1
0 (Ω) =
�

u ∈H 1(Ω) : u |∂ Ω = 0
	

,

et l’espace de l’énergie
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du système

H =H 1
0 (Ω)× L 2(Ω)× L 2(Ω× (−∞,+∞)). (2.1)

Lemme 2.1.
L’espace H défini dans (2.1) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :




U ,Ũ
�

H =

∫

Ω

�

v ṽ +∇u∇ũ
�

d x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
φφ̃dξd x ,

telle que :U = (u , v,φ)T , Ũ = (ũ , ṽ , φ̃)T , v = ut .

Proposition 2.1:

La fonction d’énergie associée à la solution du problème (P) est définie par la formule :

E (t ) =
1

2
∥ut ∥22+

1

2
∥∇u∥22+

ζ

2

∫

Ω

∫ +∞

−∞
|φ(x ,ξ, t )|2dξd x . (2.2)

Démonstration.

Onmultiplie la première équation de (P) par ut et on intégre sur Ω on obtient :

∫

Ω

ut ut t (x , t )d x −
∫

Ω

ut∆u (x , t )d x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
utµ(ξ)φ(x ,ξ, t )dξd x = 0,

ce qui équivalent à

d

d t

1

2

∫

Ω

|ut |d x − [ut∇u ]Γ +

∫

Ω

(∇ut )(∇u )d x

+ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(φt (x ,ξ, t ) + (ξ2+η)φ(x ,ξ, t ))φ(x ,ξ, t )dξd x = 0,

ce qui équivalent à :

d

d t

1

2

∫

Ω

|ut |d x −
∫

Γ

ut

∂ u

∂ ν
d Γ +

∫

Ω

(∇u )t (∇u )d x

+ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
φt (x ,ξ, t )φ(x ,ξ, t )dξd x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)φ(x ,ξ, t )2dξd x = 0,

ce qui équivalent à :

d

d t

1

2

∫

Ω

|ut |d x −
∫

Γ

ut

∂ u

∂ ν
d Γ +

d

d t

1

2

∫

Ω

|∇u |2d x

+ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
φt (x ,ξ, t )φ(x ,ξ, t )dζd x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)φ(x ,ξ, t )2dζd x = 0,
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ce qui équivalent aussi à :

d

d t

�1

2

∫

Ω

|ut |d x +
1

2

∫

Ω

|∇u |2d x

+
ζ

2

∫

Ω

∫ +∞

−∞
|φ(x ,ξ, t )|2dζd x

�

+ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)φ(x ,ξ, t )2dζd x = 0,

Donc on conclut que :

E (t ) =
1

2
∥ut ∥22+

1

2
∥∇u∥22+

ζ

2

∫

Ω

∫ +∞

−∞
|φ(x ,ξ, t )|2dξd x , (2.3)

Lemme 2.2.
Soit (u , v,φ) une solution régulière du problème (P) . Alors, la fonctionnelle énergétique
définie par l’équation (2.2) satisfait :

d

d t
E (t ) =−ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ, t )|2dξd x ⩽ 0. (2.4)

Démonstration.

Onmultiplie la première équation de (P) par ut et on intégre sur Ω on obtient :

d

d t

1

2

∫

Ω

|ut |d x +
d

d t

1

2

∫

Ω

|∇u |2d x

+
d

d t

ζ

2

∫

Ω

∫ +∞

−∞
|φ(x ,ξ, t )|2dζd x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)φ(x ,ξ, t )2dζd x = 0.

Donc on conclut que :

d

d t
E (t ) =−ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)φ(x ,ξ, t )2dζd x ≤ 0. (2.5)
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du système

2.2 Existence et unicité de la solution
Pourmontrer l’existence et l’unicité de la solution, on réécrit le problème (P) sous

la forme abstraite d’un problème de Cauchy du premier ordre dans H comme suit :
¨

U ′(t ) = AU (t ) t > 0,

U (0) =U0,
(2.6)

telle que : U0 = (u0, u1,φ0)T et A : D (A)⊂H →H est défini par :

A





u
v
φ



=









v

∆u −ζ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ

−(ξ2+η)φ+µ(ξ)v (x )









,

et son domaine est donné par :

D(A)=























(u , v,φ)T ∈H : u ∈H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω), v ∈H 1

0 (Ω),

∆u −ζ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ ∈ L 2(Ω),

−(ξ2+η)φ+µ(ξ)v (x ) ∈ L 2(Ω× (−∞,+∞)),
|ξ|φ ∈ L 2(Ω× (−∞,+∞))























.

Nousmontrons que l’opérateur A engendre un C0-semi-groupe dans H . Dans cette
étape, nousmontrons que l’opérateur A est m-dissipatif sur H .
Par conséquent d’après le théorème de Lumer-phillips, l’opérateur A engendre un
C0-semi-groupe de contraction.

Proposition 2.2:

L’opérateur A est m-dissipatif sur H .

Démonstration.

Montrons que A est m-dissipatif
-Tout d’abord , nous prouvons que l’opérateur A est dissipatif c’est à dire
pour toutU ∈D (A) :R 〈AU ,U 〉⩽ 0.
SoitU ∈D (A)
On a

U=





u
v
φ



 et A





u
v
φ



=









v

∆u −ζ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ

−(ξ2+η)φ+µ(ξ)v (x )









,

26



2.2. Existence et unicité de la solution

donc :

〈AU ,U 〉H =
∫

Ω

�

∆u −ζ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ

�

v d x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞

�

−(ξ2+η)φ+µ(ξ)v (x )
�

φdξd x

+

∫

Ω

∇v∇ud x ,

=

∫

Ω

∆u v d x −ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)v dξd x −ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ, t )|2dξd x

+

∫

Ω

∇v∇ud x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
µ(ξ)v (x )φdξd x ,

=−ζ
∫

Ω

∫ +∞

µ(ξ)φ(ξ)v dξd x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
µ(ξ)v (x )φdξd x +

∫

Ω

∇v∇ud x + [∇u v ]∂ Ω

−
∫

Ω

∇u∇v d x −ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ, t )|2dξd x ,

= 2ℑζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
µ(ξ)v (x )φdξd x +

∫

∂ Ω

∂ u

∂ ν
v d Γ−
∫

Ω

∇v∇ud x +

∫

Ω

∇v∇ud x

−ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ, t )|2dξd x ,

= 2ℑζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
µ(ξ)v (x )φdξd x +2ℑ

∫

Ω

∇v∇ud x

−ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ, t )|2dξd x .

Et comme

ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ, t )|2dξd x ≥ 0.

Donc :

R 〈AU ,U 〉=−ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ, t )|2dξd x ⩽ 0

D’où l’opérateur A est dissipatif.

•Maintenant on vamontrer que l’opérateur A est maximal, c’est à dire que l’opéra-
teur λI −A est surjectif pour tout λ> 0.
Soit F = ( f1, f2, f3)T ∈H . Onmontre qu’il existe une (unique) solution
U = (u , v,φ)T ∈D (A) de l’équation :

(λI −A)U = F. (2.7)
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L’équation (2.7) est équivalente à :















λu − v = f1,

λv −∆u +ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= f2,

λφ+ (ξ2+η)φ− v (x )µ(ξ) = f3.

(2.8)

Supposons que nous soyons trouvés avec la régularité appropriée .
En vertu la première équation et la troisième équation du système (2.8) , on a :

v =λu − f1 ∈H 1
0 (Ω), (2.9)

φ =
f3(ξ) +µ(ξ)v (x )
ξ2+η+λ

. (2.10)

En utilisant la deuxième équation du système (2.8) , on peut facilement montrer que
u satisfait :

λ2u −∆u +ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= f2+λ f1. (2.11)

La résolution du système (2.11) équivaut à trouver u ∈ H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω) tel que pour

tout w ∈H 1
0 (Ω) on a :

∫

Ω

(λ2u −∆u )w +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞
(µ(ξ)φ(ξ))w dξ=

∫

Ω

( f2+λ f1)w d x . (2.12)

En utilisant (2.9) et (2.10) , la fonction w satisfait le système suivant :














trouver u ∈H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω),

∫

Ω

(λ2u −∆u )w d x +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞

�

µ(ξ)
f3(ξ) +µ(ξ)v (x )
ξ2+η+λ

�

w dξ

=
∫

Ω
( f2+λ f1)w d x .

(2.13)

Ce qui équivalent à :






















trouver u ∈H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω),

∫

Ω

(λ2u −∆u )w +ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞

�

µ(ξ)
f3(ξ)

ξ2+η+λ

�

w dξd x

+ζ

∫

Ω

∫ +∞

−∞

µ(ξ)2

ξ2+η+λ
v (x )w dξd x =

∫

Ω

( f2+λ f1)w d x .

(2.14)
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2.2. Existence et unicité de la solution

On injecte (2.9) dans (2.14), On obtient :






















trouver u ∈H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω),

∫

Ω

(λ2u w +∇u∇w )d x +λζ̃

∫ +∞

−∞
u w d x =

∫

Ω

( f2+λ f1)w d x

−ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

∫

Ω

f3(x ,ξ)w d x dξ+ ζ̃

∫

Ω

f1w d x ,∀w ∈H 1
0 (Ω).

(2.15)

Où ζ̃= ζ
∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2+η+λ

dξ.

Donc l’équation (2.15) est de la forme :

a (u , w ) = L (w ), (2.16)

où la forme sesquilinéaire a : [H 1
0 (Ω)×H 1

0 (Ω)]−→C et la forme antilinéaire
L : H 1

0 (Ω)−→C sont définies par :

a (u , w ) =

∫

Ω

(λ2u w +∇u∇w )d x +λζ̃

∫ +∞

−∞
u w d x ,

et

L (w ) =

∫

Ω

( f2+λ f1)w d x −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

∫

Ω

f3(x ,ξ)w d x dξ+ ζ̃

∫

Ω

f1w d x .

On applique le Théorème de Lax-Milgram, sur l’espace H 1
0 (Ω)×H 1

0 (Ω) pour la forme
sesquilinéaire a (., .) et sur H 1

0 (Ω) pour la forme antilinéaire L (.) .
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du système

- La sequilinéarité de a (., .) et la antilinéarité de L (.) découle de la sequilinéarité et
la antilinéarité de l’intégrale .

1- La continuité de a (., .) sur H 1
0 (Ω)×H 1

0 (Ω) :
Soient (u , w ) ∈H 1

0 (Ω)×H 1
0 (Ω)

on a :

|a (u , w )|⩽
∫

Ω

λ2|u | |w |d x +

∫

Ω

|∇u | |∇w |d x +λζ̃

∫ +∞

−∞
|u | |w |d x .

Utilisons l’inégalité de Cauchy Schwarz dans les trois intégrales,on obtient :

|a (u , w )|⩽λ2∥u∥L 2∥w ∥L 2 + ∥u∥H 1
0
∥w ∥H 1

0
+λζ̃∥u∥L 2∥w ∥L 2 ,

|a (u , w )|⩽λ2∥u∥H 1
0
∥w ∥H 1

0
+ ∥u∥H 1

0
∥w ∥H 1

0
+λζ̃∥u∥H 1

0
∥w ∥H 1

0
,

|a (u , w )|⩽C ∥u∥H 1
0
∥w ∥H 1

0
.

où C=max(λ2, 1,λζ̃).
Par conséquent a (., .) est continue sur H 1

0 (Ω)×H 1
0 (Ω).

2- La coercivité de a (., .) :
C’est à dire :

∃α> 0 : a (u , u )≥α∥u∥2
H 1

0
,∀u ∈H 1

0 (Ω),

Soit u ∈H 1
0 (Ω) , on a :

a (u , u ) =

∫

Ω

(λ2|u |2+ |∇u |2)d x +λζ̃

∫ +∞

−∞
|u |2d x ,

≥mi n (λ2,λζ̃)∥u∥2L 2 + ∥∇u∥2L 2 ,

≥mi n (M , 1)
�

∥u∥2L 2 + ∥∇u∥2L 2

�

,

≥α∥u∥2H 1
0 (Ω)

.

Où M =mi n (λ2,λζ̃) et α=mi n (M , 1) .

3- Continuité de L (.) sur H 1
0 (Ω) :

Soit u ∈H 1
0 (Ω)

L (w ) =

∫

Ω

( f2+λ f1)w d x −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

∫

Ω

f3(x ,ξ)w d x dξ+ ζ̃

∫

Ω

f1w d x ,
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2.2. Existence et unicité de la solution

|L (w )|⩽
∫

Ω

| f2| |w |d x +λ

∫

Ω

| f1| |w |d x −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

∫

Ω

| f3(x ,ξ)| |w |d x dξ+ ζ̃

∫

Ω

| f1| |w |d x ,

⩽ ∥ f2∥L 2(Ω)∥w ∥L 2(Ω)+λ∥ f1∥L 2(Ω)∥w ∥L 2(Ω)−ζ∥ f3∥L 2(Ω)∥w ∥L 2(Ω)C + ζ̃∥ f1∥L 2(Ω)∥w ∥L 2(Ω),

⩽ ∥ f2∥L 2(Ω)∥w ∥H 1
0 (Ω)
+λ∥ f1∥L 2(Ω)∥w ∥H 1

0 (Ω)
+ζ∥ f3∥L 2(Ω)∥w ∥H 1

0 (Ω)
C + ζ̃∥ f1∥L 2(Ω)∥w ∥H 1

0 (Ω)
,

⩽ c1∥w ∥H 1
0 (Ω)
+ c2∥w ∥H 1

0 (Ω)
+ c3∥w ∥H 1

0 (Ω)
+ c4∥w ∥H 1

0 (Ω)
,

⩽ K ∥w ∥H 1
0 (Ω)

.

Où
C =

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

dξ et c1 = ∥ f2∥L 2(Ω), c2 =λ∥ f1∥L 2(Ω), c3 = ζ∥ f3(x ,ξ)∥L 2(Ω), c4 = ζ̃∥ f1∥L 2(Ω)

et K =max(c1, c2, c3, c4).
D’où la continuité de L (.).

Alors a (., .) est sequilinéaire, continue et coercitif sur H 1
0 (Ω)×H 1

0 (Ω), et L (.) est
antilinéaire et continue sur H 1

0 (Ω).
D’après le théorème de Lax-Milgram, on en déduit que pour tout w ∈H 1

0 (Ω) le pro-
blème (2.16) admet une solution unique u ∈H 1

0 (Ω).

Et donc l’opérateur (λI −A) est surjectif pour tout λ> 0.
Énonçons les hypothèses précises sur la fonction µ qui est une fonctionmesurable
non négative telle que

∫ +∞

−∞

µ(ξ)2

1+ξ2
dξ<∞. (2.17)

En particulier, comme D(Ω) est dense dansH 1
0 (Ω), en définissant w ∈D(Ω) dans l’équa-

tion (2.16) nous obtenons :

∫

Ω

λ2u w d x +

∫

Ω

∇u∇w d x +λζ̃

∫ +∞

−∞
u w d x

=

∫

Ω

( f2+λ f1)w d x −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

∫

Ω

f3(x ,ξ)w d x dξ+ ζ̃

∫

Ω

f1w d x ,

ce qui équivalent à

∫

Ω

λ2u w d x + [w∇u ]Γ −
∫

Ω

∆u w d x +λζ̃

∫ +∞

−∞
u w d x

=

∫

Ω

( f2+λ f1)w d x + ζ̃

∫

Ω

f1w d x −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

∫

Ω

f3(x ,ξ)w d x dξ,

ce qui équivalent aussi à
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du système

�

(λ2+λζ̃)u −∆u +ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

f3(x ,ξ)dξ, w

�

=



f2+ (λ+ ζ̃) f1, w
�

∀w ∈D(Ω).

Donc

(λ2+λζ̃)u −∆u +ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

f3(x ,ξ)dξ= f2+ (λ+ ζ̃) f1 dans D′(Ω). (2.18)

Comme :

f2+ (λ+ ζ̃) f1 ∈ L 2(Ω) et
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

f3(x ,ξ)dξ ∈ L 2(Ω),

en utilisant l’équation (2.18), nous en déduisons que :

(λ2+λζ̃)u −∆u +ζ

∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

f3(x ,ξ)dξ= f2+ (λ+ ζ̃) f1 dans L 2(Ω), (2.19)

on a u ∈H 1
0 (Ω) donc on a :

u ∈ L 2(Ω) et f2+ (λ+ ζ̃) f1 ∈ L 2(Ω) et
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+λ

f3(x ,ξ)dξ ∈ L 2(Ω),

et en utilisant l’équation (2.19). On obtient ∆u ∈ L 2(Ω).
D’où u ∈H 2(Ω) et on a u ∈H 1

0 (Ω).
Alors u ∈H 2(Ω)∩H 1

0 (Ω).
Par conséquent, en définissant v =λu − f1 par l’équation (2.11), on en déduit que

λv −∆u +ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= f2. (2.20)

Afin de compléter l’existence de U ∈D (A), il faut prouver φ et |ξ|φ ∈ L 2(Ω×(−∞,+∞)).
d’âpre l’équation (2.10) , nous obtenons :
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∫

Ω

∫

R
|φ(ξ)|2dξd x =

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ) +µ(ξ)v (x )|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x

=

∫

Ω

∫

R

(| f3(ξ)|+ |µ(ξ)v (x )|)2

(ξ2+η+λ)2
dξd x

=

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2+µ(ξ)2|v (x )|2+2| f3(ξ)|µ(ξ)|v (x )|
(ξ2+η+λ)2

dξd x

=

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x +

∫

Ω

∫

R

µ(ξ)2|v (x )|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x

+

∫

Ω

∫

R

2| f3(ξ)|µ(ξ)|v (x )|
(ξ2+η+λ)2

dξd x

=

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x +

∫

Ω

∫

R

µ(ξ)2|λu − f1|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x

+2

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|
ξ2+η+λ

µ(ξ)|λu − f1|
ξ2+η+λ

dξd x

⩽
∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x +

∫

Ω

∫

R

µ(ξ)2(|λu |+ | f1|)2

(ξ2+η+λ)2
dξd x

+2

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|
ξ2+η+λ

µ(ξ)(|λu |+ | f1|)
ξ2+η+λ

dξd x

=

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x +

∫

Ω

∫

R

µ(ξ)2(λ2|u |2+ | f1|2+2|λ||u || f1|)
(ξ2+η+λ)2

dξd x

+2

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|
ξ2+η+λ

[
µ(ξ)|λ||u |
ξ2+η+λ

+
µ(ξ)| f1|
ξ2+η+λ

]dξd x ,

⩽
∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x +

∫

Ω

∫

R

µ(ξ)2(λ2|u |2+ | f1|2+ |λ|2|u |2+ | f1|2)
(ξ2+η+λ)2

dξd x

+

∫

Ω

∫

R

2| f3(ξ)|µ(ξ)| f1|
(ξ2+η+λ)2

dξd x ] +

∫

Ω

∫

R

2| f3|µ(ξ)|λ||u |
(ξ2+η+λ)2

,

Utilisons le théorème de Fubini, on obtient :

∫

Ω

∫

R
|φ(ξ)|2dξd x ⩽

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x + (2λ2∥u∥22+2∥ f1∥22)

∫

R

µ2(ξ)
(ξ2+η+λ)2

dξ

+

∫

Ω

∫

R

1

(ξ2+η+λ)2
[| f3(ξ)|2+µ(ξ)2| f1|2]dξd x

+

∫

Ω

∫

R

1

(ξ2+η+λ)2
[| f3|2+µ(ξ)2|λ|2|u |2]dξd x

⩽
∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x + (2λ2∥u∥22+2∥ f1∥22)

∫

R

µ2(ξ)
(ξ2+η+λ)2

dξ

+2

∫

Ω

∫

R

| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x + (λ2∥u∥22+ ∥ f1∥22)

∫

R

µ2(ξ)
(ξ2+η+λ)2

dξ

⩽ 3

∫

Ω

∫

R

| f3(x ,ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x +3(λ2∥u∥22+ ∥ f1∥22)

∫

R

µ2(ξ)
(ξ2+η+λ)2

dξ.

.
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Chapitre 2. Existence et unicité de la solution du système

En utilisant l’équation (2.17) , il est facile de voir que :
∫

R

µ(ξ)2

(ξ2+η+λ)2
dξ⩽

1

λ

∫

R

µ(ξ)2

(ξ2+η+λ)
dξ<+∞.

D’autre part et, en utilisant le fait que f3 ∈ L 2(Ω× (−∞,+∞)) , on obtient :
∫

Ω

∫

R

| f3(x ,ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x ⩽

1

λ2

∫

R
| f3(x ,ξ)|2dξd x <+∞,

donc φ ∈ L 2(Ω× (−∞,+∞)) . Ensuite, en utilisant l’équation (2.10), nous obtenons :
∫

Ω

∫

R
|ξφ(ξ)|2dξd x ⩽ 3

∫

Ω

∫

R

|ξ|2| f3(x ,ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x +3(λ2∥u∥22+ ∥ f1∥22)

∫

R

|ξ|2µ2(ξ)
(ξ2+η+λ)2

dξ.

En utilisant l’équation (2.17) , il est facile de voir que :
∫

R

|ξ|2µ2(ξ)
(ξ2+η+λ)2

dξ⩽
∫

R

µ2(ξ)
(ξ2+η+λ)

dξ<+∞.

Maintenant, en utilisant le fait que f3 ∈ L 2(Ω× (−∞,+∞)), on obtient :
∫

Ω

∫

R

|ξ|2| f3(ξ)|2

(ξ2+η+λ)2
dξd x ⩽

1

λ

∫

Ω

∫

R
| f3(x ,ξ)|2dξd x <+∞,

donc |ξ|φ ∈ L 2(Ω×(−∞,+∞)). Finalement, puisque φ ∈ L 2(Ω×(−∞,+∞)), on obtient :

−(ξ2+η)φ+µ(ξ)v (x ) =λφ(x ,ξ)− f3(x ,ξ) ∈ L 2(Ω× (−∞,+∞)).

Alors U ∈D (A).
Par conséquent, d’après Lumer-Phillips A est le générateur d’un C0-semi-groupe de
contraction (S (t ))t≥0, en utilisant le théorème de Hille-Yosida assure l’existence et l’uni-
cité de la solution de (P).
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Le but de la stabilisation est de réduire les vibrations par un feedback, il s’agit de
garantir la décroissance de l’énergie vers zéro plus oumoins rapide lorsque t −→+∞ .
Plus précisément, on est intéressé de déterminer le comportement asymptotique de
l’énergie E (t ) .
IL y’a divers types de stabilisation :

1). Stabilisation forte : E (t )−→ 0 lorsque t −→+∞.

2). Stabilisation polynomiale : E (t )⩽
C

t δ
, C et δ>0.

3). Stabilisation logarithmique : E (t )⩽
C

(ln(t ))δ
,C,δ > 0.

4). Stabilisation uniforme : E (t )≤C e −δt ,C,δ > 0.

Dans la première section de ce chapitre, on va établir le manque de Stabilité exponen-
tielle de la solution, où on utilise l’analyse spectrale. Et dans la deuxième section de ce
chapitre, on établit la stabilité forte de la solution.

3.1 Manque de stabilité exponentielle
On sait que si les valeurs propres de A sont à partie réelle constante C < 0 ,alors

on a la stabilité exponentielle.
Mais si la partie réelle des valeurs propres tend vers zéro, c’est à dire sont assez proches
de l’axe imaginaire, alors on a pas une stabilité exponentielle.
Dans cette section, on va établir le manque de stabilité exponentielle, pour ce but on a
le théorème principal suivant :

Théorème 3.1.
Le semi-groupe engendré par l’opérateur A n’est pas exponentiellement stable.
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Chapitre 3. Stabilité du système

Pour démontrer le théorème prancipal, on aura besoin du théorème suivant :

Théorème 3.2. [19]
Les deux énoncés suivants sont équivalents dans le contexte d’un espace de Hilbert :

1). Le semi-groupe (S (t ))t≥0 , est exponentiellement stable :

∃M ≥ 1 , ∃ α> 0, ∥S (t )∥ ≤M e −αt . (3.1)

2).

ρ(A)⊇
�

iβ :β ∈R
	

≡ iR, (3.2)

et
sup
β∈R
∥(iβ I −A)−1∥<+∞. (3.3)

Démonstration.
�

du Théorème (3.1)
�

Soit −β 2
n = (iβn )2 une suite de valeurs propres correspondante à la suite de fonc-

tions propres normalisées un de l’opérateur ∆ telle que |βn | →∞ , n→∞ et
¨

∆un =−β 2
n un dans Ω,

un = 0 sur ∂ Ω.
(3.4)

Notre objectif est de prouver, que si iβn satisfait l’équation (3.2) , alors l’équation
(3.3) n’est pas vérifiée. En d’autres terme, nous voulonsmontrer qu’un nombre infini
de valeurs propres de A se rapprochent de l’axe imaginaire, ce qui empêche le système
d’ondes (P) d’être exponentiellement stable. En effet, nous calculons d’abord l’équa-
tion caractéristique qui donne les valeurs propres de A . Soit λ une valeur propre
de A associée à un vecteur propre U = (u , v,φ)T ̸= 0 .
Alors :

AU =λU . (3.5)

L’équation (3.5) est équivalente à :














λu − v = 0,

λv −∆u +ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= 0,

λφ+ (ξ2+η)φ− v (xφ)µ(ξ) = 0.

(3.6)

D’après la première équation du système (3.6) on a :
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3.1. Manque de stabilité exponentielle

v =λu . (3.7)
On injecte (3.7) dans la deuxième équation du système (3.6) , On obtient :

λ2u −∆u +ζ

∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= 0. (3.8)

Ensuite, d’après la première équation du système (3.6) et la troisième équation du
système (3.6) , nous obtenons :

φ =
λu (x )µ(ξ)
ξ2+η+λ

. (3.9)

On injecte l’équation (3.9) dans l’équation (3.8) , On obtient :

λ2u −∆u +ζ

∫ +∞

−∞
λu (x )

µ2(ξ)
ξ2+η+λ

dξ= 0, (3.10)

L’équation (3.10) est équivalente à

∆u =

�

λ2+ζ

∫ +∞

−∞
λ
µ2(ξ)

ξ2+η+λ
dξ

�

u . (3.11)

En vertu de l’équation (3.4) et de l’équation (3.11) , nous obtenons l’existence d’une
suite de valeurs propres (λn ) de A correspondante à la suite (βn) , telle que

−β 2
n un =∆un =

�

λ2
n +ζ

∫ +∞

−∞
λn

µ2(ξ)
ξ2+η+λn

dξ

�

un , (3.12)

alors nous obtenons

β 2
n =−λ

2
n −ζ
∫ +∞

−∞
λn

µ2(ξ)
ξ2+η+λn

dξ. (3.13)

En prenant : φ = µ(ξ)
ξ2+η+ iβn

un et le vecteur Un =







un

iβn
un

φn






.

On a Un ∈D (A) , alors

A







un

iβn
un

φn






=









un

iβn un −ξ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φn (ξ)dξ

iβnφn









. (3.14)
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Il s’ensuit que :

(iβn I −A)Un =





un

iβn un

iβnφn



−









un

iβn un −ξ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φn (ξ)dξ

iβnφn









=









0

ζun

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2+η+ iβn

dξ

0









.

La démonstration de ∥(iβ I −A)−1∥L (H ) =
1

∥(iβ I −A)∥
−→∞, |βn | →∞ (n→∞),

se réduit à montrer que :

∥ζun

∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2+η+ iβn

dξ∥→ 0 (n→∞).

On a
∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2+η+ iβn

dξ→ 0, lorsque |βn | →∞ (n→∞).

Utilisons le lemme (1.1), et le théorème de convergence dominée de Lebesgue, on a
toutes les conditions du théorème de convergence dominée sont satisfaites, car

µ2(ξ)
ξ2+η+ iβn

→ 0, lorsque |βn | →∞ (n→∞),

et
µ2(ξ)

|ξ2+η+ iβn |
⩽ c |µ(ξ)|2χ[0,R ]+ c ′

|µ(ξ)|2

ξ2
χ[R ,+∞] ∈ L 1(−∞,+∞),

Du fait que Un est une fonction propre normalisée de l’opérateur ∆ ,pour chaque
n ∈N , on obtient la limite souhaitée.
Alors le semi-groupe engendré par l’opérateur A n’est pas exponentiellement stable.
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3.2. Stabilité asymptotique

3.2 Stabilité asymptotique

3.2.1 Stabilité forte du système (P)
Dans çette partie, nous utilisons un théorème général d’Arendt-Batty dans [3] pour

montrer la stabilité forte du C0-semi-groupeet A associé au systèmed’ondes (P) . Notre
résultat principal est le suivant :

Théorème 3.3.
Le C0-semi-groupe e t A est fortement stable dansH , c’est-à-dire que pour tout
U0 ∈H , la solution de l’équation (2.6) satisfait :

lim
t→∞
∥e t AU0∥H = 0.

Pour aboutir au résultat du théorème principal (3.3), on utilise le théorème d’Arendt-
Batty-Lyubich-Vu suivant :

Théorème 3.4 – (Arendt-Batty-Lyubich-Vu,1988 ). [3]
Soit S (t )t≥0 un C0-semi-groupe sur un espace de Banach réflexif E de générateur A si
1) σp (A)∩ iR= ;.
2)σp (A)∩ iR est dénombrable.
Alors S (t )t≥0 est fortement stable

Pour la preuve du théorème (3.4), nous avons besoin des deux lemmes suivants.
Lemme 3.1. [8]
A n’a pas de valeurs propres dans iR.
Démonstration.

Étape 1 : λ ̸= 0
Nousmontrons par l’absurde. Supposons qu’il existe λ ∈R, λ ̸= 0 et U ̸= 0 telle que

AU = iλU . (3.15)









v

∆u −ζ
∫ +∞

−∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ

−(ξ2+η)φ+µ(ξ)v (x )









=





iλu
iλv
iλφ



 , (3.16)

alors nous obtenons



















iλu − v = 0 ,

iλv −∆u +ζ

∫ −∞

+∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= 0 ,

iλφ+ (ξ2+η)φ− v (x )µ(ξ) = 0.

(3.17)
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Ensuite, un calcul simple donne

R 〈AU ,U 〉H =−ζ
∫

Ω

∫ +∞

−∞
(ξ2+η)|φ(x ,ξ)|2dξd x . (3.18)

Ensuite, en utilisant l’équation (3.15) et l’équation (3.18) , nous déduisons que
φ = 0 dans Ω× (−∞,+∞).

D’après la troisième équation du système (3.17) et la première équation du système
(3.17) , nous avons :

v = 0 et u = 0 dans Ω,
et par conséquent U = 0. Ce qui contredit le fait que U est vecteur propre.
Étape 2 :λ= 0

L’équation système (3.17) devient :



















v = 0,

∆u −ζ
∫ −∞

+∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= 0 ,

+(ξ2+η)φ− v (x )µ(ξ) = 0.

(3.19)

Par conséquent, à en vertu la première équation du système (3.19) et la troisième
équation du système (3.19) , nous avons :

v = 0 et φ = 0 dans Ω
En multipliant la deuxième équation du système (3.19) par u , et en utilisant

l’intégration par parties sur Ω et le fait que u = 0 sur ∂ Ω , on obtient :

∫

Ω

u∆ud x −ζ
∫

Ω

∫ −∞

+∞
uµ(ξ)φ(ξ)dξd x = 0, (3.20)

comme φ = 0 dans Ω, alors
∫

Ω

∆u ud x = [u∇u ]∂ Ω−
∫

Ω

∇u∇u =−∥∇u∥22 = 0.

Comme u est constant sur tout Ω et u = 0 sur ∂ Ω alors nous avons u = 0 dans tout le
domaine Ω.
Il s’en suit que U = 0

Lemme 3.2. [8]
On a :

¨

iR⊂ρ(A) si η ̸= 0

iR∗ ⊂ρ(A) si η= 0.
(3.21)
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Démonstration.
Soit λ ∈R nous prouvons iλ ∈ρ(A).
•1) On a iλI −A est injectif
•2) Nous allons démontrer que l’opérateur iλI −A est surjectif pour λ ̸= 0 .
Soit F = ( f1, f2, f3)T ∈ H , on cherche X = (u , v,φ) ∈ D (A) solution de l’équation sui-
vante :

(iλI −A)X = F. (3.22)

L’équation (3.22) est équivalente à :



















iλu − v = f1,

iλv −∆u +ζ

∫ −∞

+∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= f2 ,

iλφ+ (ξ2+η)φ− v (x )µ(ξ) = f3.

(3.23)

D’après la première équation du système (3.23) et la deuxième équation du système
(3.23) , nous avons

−λ2u −∆u +ζ

∫ −∞

+∞
µ(ξ)φ(ξ)dξ= f2+ iλ f1. (3.24)

La résolution de l’équation du système (3.24) équivaut à trouver u ∈H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω)

telle que :























trouver u ∈H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω)

∫

Ω

(−λ2u w +∇u∇w )d x + iλζ̃

∫

Ω

u w d x

=

∫

Ω

( f2+ iλ f1)w d x −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+ iλ

∫

Ω

f3(x ,ξ)w d x dξ+ ζ̃

∫

Ω

f1w d x .

(3.25)

Où ζ̃= ζ
∫ +∞

−∞

µ2(ξ)
ξ2+η+λ

dξ.

Pour tout w ∈H 1
0 (Ω) . Alors, on obtient :























trouver u ∈H 2(Ω)∩H 1
0 (Ω)

∫

Ω

(−λ2u w +∇u∇w )d x + iλζ̃

∫

Ω

u w d x

=

∫

Ω

( f2+ iλ f1)w d x −ζ
∫ +∞

−∞

µ(ξ)
ξ2+η+ iλ

∫

Ω

f3(x ,ξ)w d x dξ+ ζ̃

∫

Ω

f1w d x .

(3.26)

Nous pouvons écrire l’équation (3.26) comme :

−(Lλu , w )(H 1
0 (Ω),(H

1
0 )′)
+aH 1

0 (Ω)
(u , w ) = l (w ), (3.27)

avec la forme sesquilinéaire définie par :
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aH 1
0 (Ω)
(u , w ) =

∫

Ω

∇u∇w d x + iλζ̃

∫

Ω

u w d x et (Lλu , w )H 1
0 (Ω)
=

∫

Ω

λ2u w d x .

En utilisant la compacité du plongement de L 2(Ω) dans H −1(ω) et de H 1
0 (Ω) dans

L 2(Ω) , on en déduit que l’opérateur Lλ est compact de L 2(Ω) dans L 2(Ω) .
Par conséquent, d’après l’alternative de Fredholm, la prouve d’une solution u de
l’équation (3.27) se réduir à la prouve qu’il n’existe pas de solution non triviale pour
l’équation (3.27) pour l ≡ 0 .

En effet, s’il existe u ̸= 0 , telle que

(Lλu , w )(H 1
0 (Ω),(H

1
0 )′)
= aH 1

0 (Ω)
(u , w ) ∀w ∈H 1

0 (Ω), (3.28)

alors iλ est une valeur propre de A.
On déduit donc du lemme (3.1) que u = 0.
Maintenant, si λ = 0 et η ̸= 0, en utilisant le lemme de Lax-Milgram, sur l’espace
H 1

0 (Ω)×H 1
0 (Ω) pour la forme sesquilinéaire (Lλu , w )(H 1

0 (Ω),(H
1

0 )′)
et la forme antilinéaire

aH 1
0 (Ω)
(u , w ) , nous obtenons le résultat.

Démonstration. du théorème (3.3)

Suivant un théorème général d’Arendt-Batty et de Lyubich-Vu dans [3] le C0semi-
groupe de contractions est fortement stable si A n’a pas de valeurs propres sur iR et
σ(A)∩ iR est au plus un ensemble dénombrable. Par lemme (3.1) et lemme (3.2) nous
concluons le résultat.
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Conclusion

Nous avons étudié la stabilisation d’une équation d’onde avec un contrôle interne
général de type diffusif. En utilisant une analyse spectrale nous avons prouvé que la
stabilité est non uniforme. Nous avons également prouvé la stabilité forte du système
en utilisant le critère d’Arendt-Batty.
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