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Résumé

Résumé

Dans la présente mémoire, on étudié analytiquement et numériquement les transferts de
chaleur et de masse par convection naturelle dans des milieux poreux. La géométrie
considérée est une cavité rectangulaire contenant un milieu poreux saturé par un fluide ou
mélange de fluide. Dans cette investigation, les écoulements convectifs sont pilotés par des
conditions aux frontiéres thermiques et solutales de type Neumann (flux constants de chaleur
et de masse) avec un champ magnétique uniforme est appliqué dans la direction x. Le milieu
poreux est modélis¢ a 1’aide du Darcy. Le probléme est régi par un ensemble d’équations
différentielles non linéaires et fortement couplées appelées équations gouvernantes, en
I’occurrence 1’équation de la conservation de la masse (équation de continuité), I’équation de
mouvement, 1’équation de I’énergie et I’équation de la concentration. Ce probléme est
gouverné par différents parameétres de contréle, a savoir le nombre de Rayleigh thermique,

Ry, le nombre de Hartmann, Ha, le rapport de force de volume, N, le nombre de Lewis, Le,

le rapport de forme de la cavité, A, et la porosité normalisée, €, de la matrice poreuse. On
utilise deux approches distinctes et complémentaires : la premiére, c’est 1’approche d’une
solution analytique valide pour une cavité élancée A > 8 développée sur la base du concept
de I’écoulement parallele lorsque la cavité est soumise a des conditions aux frontieres de type
Neumann; la deuxieme, c’est I’approche d’une méthode aux différences finies employées
pour I’obtention des solutions numériques des équations gouvernantes générales. Pour les
valeurs des paramétres de contréle considérées dans cette étude, on obtient un bon accord
entre les résultats analytiques et numériques.

Mot clés : convection naturelle, milieu poreux, champ magnétique, convection transfert de
chaleur et de masse.

Abstract

In this study, the heat and mass transfer by natural convection in porous media has been
analytically and numerically studied. The investigation is conducted in a rectangular
enclosure containing a porous medium saturated by a fluid. The convective flow is driven by
either applying constant fluxes of heat and mass with a uniform magnetic field is applied in
the x-direction. The porous medium considered here is modeled according to the Darcy

formulation. The problem is defined by a system of strongly coupled non linear differential
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Résumé

equations, called governing equations, which include the masse conservation equation
(continuity equation), the momentum equation, the energy equation and species equation.
Governing parameters of the problem under study are the following: thermal Rayleigh
number, Ry, Hartmann number, Ha, buoyancy ratio, N, Lewis number, Le, aspect ratio of the
enclosure, A, and the normalized porosity, &, of the porous matrix. Two distinct and
complementary approaches are used: first, an analytical solution valid for shallow enclosures
A > 1 derived on the basis of the parallel flow approximation when the annulus is subjected
to constant heat and mass fluxes; the second approach is a numerical solution based on finite
differences method employed to solve the governing equations in porous medium. In the
range of the governing parameters considered in this study, a good agreement is found
between analytical and numerical results.
Keyword: natural convection, porous medium, magnetic field, heat and mass transfer.
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Chapitre 1 Introduction

CHAPITRE I
INTRODUCTION

La convection désigne I'ensemble des mouvements internes (verticaux ou horizontaux)
qui animent un fluide et qui impliquent le transport des propriétes des parcelles de ce fluide au
cours de son déplacement. ce transfert implique I'échange de chaleur entre une surface et un
fluide mobile a son contact, ou le déplacement de chaleur au sein d'un fluide par le
mouvement d'ensemble de ses molécules d'un point a un autre. la convection constitue, avec
la conduction thermique et le transfert radiatif, I'un des trois modes d'échange de chaleur
entre deux systéemes, et differe de ces derniers par la méthode de transfert. Elle a aussi pour
effet d'accélérer I'homogénéisation de la composition chimique du fluide, par rapport a la

seule diffusion chimique.
1 Types de convection
1.1.1 convection naturelle

La convection naturelle est un phénomeéne important de la mécanique des fluides. elle
est généralement due a des variations de la masse volumique causées par une distribution non
uniforme de la température et/ou de la concentration des especes dans un mélange. pour cette
raison on parle soit de convection thermique et/ou de convection d’origine solutale. les
gradients de température et de concentration peuvent agir selon le cas, ensemble ou en
opposition, donnant ainsi naissance a des comportements dynamiques intéressants. Deux
variantes sont possibles : pour la convection thermosolutale, les gradients de chaleur et de
concentration sont tous les deux imposes sur les frontieres du systeme, tandis que dans le
probleme de soret, le gradient de concentration et induit par le gradient thermique. ce dernier

phénomeéne est connu sous le nom de I'effet soret [1].

L’¢tude de la convection naturelle a suscité et suscite encore aujourd’hui I'intérét de
nombreux chercheurs scientifiques et de son omniprésente dans les procédes industriels. les
recherches menées jusqu'a date, dans ce domaine, s’étendent sur un peu plus d’un siecle. un
nombre considérable de travaux a été entrepris, suite a la découverte de ce phénomene par les

experiences de Bénard, l'analyse théorique de Rayleigh et de Lapwood au début du vingtiéme
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siecle, jusqu'a présent. Il s'agit principalement de I'étude des mouvements convectifs
(écoulements naturels) induits par un gradient de température et un gradient de concentration
au sein d'espaces confines ou semi confines, dont le contenu est généralement un milieu fluide
ou un milieu poreux sature par un fluide.ces gradients (température et concentration)
engendrent u ne distribution non uniforme de la densité du mélange qui génére a son tour un
mouvement convectif sons l'effet de la gravite ces deux gradients peuvent agir, selon le cas,
ensemble ou en opposition, donnant ainsi naissance a des comportements dynamiques
intéressants et compliques. Plusieurs variantes sont possibles : pour la convection
thermosolutale, les gradients de chaleur et de concentration sont tous les deux imposes, tandis

que dans le probléme de sorte, le gradient de concentration et induit par le gradient thermique

la convection naturelle thermosolutale est due principalement a sa présence dans
plusieurs, applications industrielles tels que les procédés de separation en industries
chimiques et pétrolieres de stockage des déchets nucléaires, la dispersion des contaminants
Chimiques dans les couches d’eau souterraine, la migration de I’humidité a travers les
isolations fibreuses, les processus de séchage, les opérations de dessalement de 1’eau de

mer[2].

L'image suivante nous montre la convection naturelle

Tf = Température ambiante du fluide

I Le fluide froid
descend
.
Le fluide chaud ' ‘

monte Srawvité

T = Température de la suirface

Figure (1.1) : Convection naturelle[3]
1.1.2 Convection forcée

La convection forcée est provoquee par une circulation artificielle (pompe, turbine)
d’un fluide. Le transfert est plus rapide que dans le cas de convection naturelle. voici quelques
exemples de convection forcée dans des appareillages : chauffage central avec accélérateur

Chauffages électriques avec soufflerie, chauffe-eau solaire et four a convection de cuisiniere.
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le corps humain a son propre systeme de convection forcée, la circulation sanguine dans un
environnement a microgravité comme dans I'espace, la convection naturelle n'est pas Possible
puisque la poussée d'Archimede s'exerce par la différence de force gravitationnelle sur des
volumes de densités différentes. ainsi la circulation de la chaleur doit étre forcée dans
une capsule spatiale. une flamme aurait également de la difficulté a exister car les gaz de
combustion resteraient pres de la flamme, la coupant de I'apport d'oxygene. il faut pour

I'entretenir une circulation forcée pour éloigner ces gaz et amener I'oxygene [4].

L'image suivante nous montre la convection forcée

Ajr refroidi

Eléments
chauffants

Turbine de
ventilation

Ajr chaud insufflé
dansz 'enceinte

Figure (1.2) :le four a convection forcée [5]

La résolution d’un probleme type de convection thermique en milieux poreux se
ramene a prédire les champs de flux de chaleur et de vitesse ainsi que D’intensité¢ de
I’écoulement en fonction des divers paramétres du probléeme. Il est également important de

prédire les taux de transferts thermiques correspondants (en termes de nombre de Nusselt) [6].
1.1.3 Convection mixte

Couplage des deux phénomenes quand les vitesses d'écoulement fictives, dues aux
deux types de convection, sont considérées séparément comme étant du méme ordre de

grandeur [7].
1.2 Milieu poreux

On appelle milieu poreux un corps composé¢ d’une matrice solide a I'intérieur de
laquelle se trouvent Des vides appelés pores. Généralement, ces pores peuvent communiquer
entre eux ou Eventuellement sont isolés (Figure 1.3). Dans cette étude, nous nous intéressons
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aux phénomenes de transfert de chaleur et de masse dans les milieux poreux. L’étude de la
convection naturelle dans des espaces confinés a suscité 1’intérét de plusieurs chercheurs. cela
s’explique par le vaste domaine d’applications pratiques. Nous nous limitons a citer quelques
exemples parmi les plus typiques : I’extraction de pétrole et de gaz, les problémes de

purification de I’cau, le probléme de transport des polluants dans le sol etc [8].

stucture haute porosité (92 %) Image MEB d'un échantillon d'or poreux
Figure (1.3) : milieu poreux [8]
1.3 Propriétés structurales et thermo-physique d’un milieu poreux :

1.3.1 Porosité

La porosité d’un milieu poreux notée &,
est la fraction du volume moyen de

milieu poreux occupé par les espaces

vides .I’espace vide est égale au rapport
- Porosté dinterstice Porasité dinterstice
du volume totale du milieu poreux Vi (sements ien lassés) (#emen's hétérométiaues)
duquel on soustrait le volume de la
matrice solide Vs par le volume total de

milieu poreux V. [9]

Porosite de fissures Porosite de chenaug

Figure 1.4 : les types de porosité[10]

_ V1=V
€= (1.2
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P §
l 4 = S
1.3.2 Perméabilité : | -| _—Fau
7 - 7 R H -”' :

La perméabilitt K d’un milieu poreux melad,
dépend de la porosité et de la géométrie de la | ) S
matrice solide. La valeur de la perméabilité est | Reche 4

_ _ meuble L
généralement déterminée expérimentalement et
plusieurs modeles empiriques ont été proposées et !
S
11].
[11] LT

Figure(1.5) : Perméabilité [12]
1.4 Les modeles de milieu poreux:
1.4.1 Modele de Darcy

Le modéle de Darcy, est considéré pour les conditions suivantes:

£<0.8 }
-6
Da<10 (1.2)
ou ¢ est la porosité du milieu poreux, Da est le nombre de Darcy [13]. Les nombres de

Darcy et de Reynolds sont définis par :

Da=L.
!

K (1.3)

14

Re=

ou V, est la vitesse moyenne des particules de fluide a travers la matrice solide, K la
perméabilité du milieu poreux, v la viscosité cinématique du fluide et /K une longueur

représentative du diametre des pores. Dans le cas d’un milieu de Darcy, Re << 1.
1.4.2 Modele Darcy-Dupuit : Forchheimer

La formulation de Dupuit-Darcy [14] a été vérifiée pour des écoulements du nombre de
Reynolds (Re>1). Cette formulation introduit un terme de trainée de forme de la matrice

poreuse, qui est un terme quadratique de la vitesse considérée faussement reconnu comme un
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terme d’inertie dans les études antérieures, le terme est trés répondu parmi la communauté

scientifique sous le nom de Forchheimer [15] ou terme d’inertie.

La forme compacte géneérale de la loi de Dupuit-Darcy, y compris la force du corps pour

les écoulements en milieux poreux isotrope, est donnée par:

VP':—%V " /fl?; ViV - pg (1.4)

ou P'est la pression, V ' le vecteur de vitesse d’infiltration, ¢ la viscosité dynamique du
fluide, p la densité du fluide K la perméabilité de la matrice poreux, g est I’accélération de
la pesanteur et C . est un coefficient indépendant de 1’écoulement et des propriétés des

fluides, mais il dépend du régime et du comportement de 1’écoulement a travers la géométrie

de la matrice poreuse ainsi que de la forme et de la taille des grains du milieu poreux. En
d’autre terme, le coefficient de C - est directement lié au coefficient de la trainée de forme

(pression) d’un grain ou de la matiére solide poreuse élémentaire qui délimite les pores au
sein de la matrice poreuse solide. Du point de vue hydrodynamique ou aérodynamique, un
écoulement visqueux autour d’un grain submergé induit une force de trainée, appelée trainée

de profil dont le coefficient, C, =C, +C,c, est la somme de coefficient de la trainée

visqueuse C,, (lié a Darcy) et du coefficient de la trainée C . (lié¢ & Dupuit). Pour tout

nombre de Reynolds la trainée visqueuse est toujours présente, mais la trainée de forme ou la
trainée de pression dépend du comportement de 1I’écoulement autour du grain si elle est
attachée ou séparée. Si 1’écoulement est attaché, a trés faible nombre de Reynolds, la
récupération du gradient de pression autour du grain se produit et la trainée de forme est
proche de zéro et la trainée visqueuse est dominante. Cependant, pour un nombre de
Reynolds relativement élevé et en raison de la forme non cariné du grain, I’écoulement se
sépare et la trainée de forme devient significative et surmonte la trainée visqueuse. Dans une
matrice poreuse, un grain est entouré par d’autres et la trainée de forme de « grain individu »
prend en compte I’interférence hydrodynamique/aérodynamique mutuelle entre les grains.
Ensuite, un grain est soumis & un écoulement amont trés complexe et le coefficient de la force

de la trainée de forme C . dépend fortement de la forme du grain et du nombre de Reynolds

qui influence le comportement de I’écoulement. Ainsi, il ne peut pas étre considéré comme
une constante universelle, susceptible pour une sphére solide ou le coefficient de la trainée de

forme (au-dela de régime d’écoulement de Stokes) est une fonction du nombre de Reynolds.
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Globalement, le coefficient de la trainée de forme C . dépend de la taille et de la forme des

grains de la matrice poreuse ainsi que du comportement de 1’écoulement.

1.4.3 modele Brinkman
Brinkman a supposé un écoulement ou les effets visqueux sont dominants avec

I’équation darcy pour écrire 1’équation du mouvement sous la forme suivante [16]:

] ﬂ 1 1
AP'=—2V '+ 4V '+
Y Jale (1.5)

Cette loi empirique est connue sous le nom de formulation de Darcy-Brinkman,
fortement utile pour le cas de haute porosité. Le premier terme a droite de 1’équation ci-dessus
contenant la viscosité u est le terme de Darcy et le deuxiéme contenant la viscosité effective
est appelé le terme de Brinkman. La difficulté dans I’utilisation de ce modele réside dans
I’évaluation de la viscosité équivalente du milieu 4 . En effet cette grandeur est fonction non

seulement de la porosité de milieu mais aussi de sa geométrie (tortuosité). Brinkman a

assimilé la viscosité équivalente du milieu a celle du fluide (/Je =ﬂ). Le modele de

Brinkman permet ainsi d’imposer la condition de non glissement au champ de vitesse de

filtration, au niveau des parois imperméables.
1.4.4 Approximation de Boussinessq

L'approximation de Boussinesq est la base pour la plupart de ce qui est connu a propos
de la convection naturelle. L’application de cette approximation aux problémes
technologiques et environnementaux ne peut avoir un sens que lorsque les conditions dans

lesquelles les équations de Boussinesq sont valides est explicitement connues.

L’hypothése de Boussinesq suppose que la densité du fluide dans le terme des forces de

volume, varie linéairement avec la température et la concentration comme [17] :
P:po[l_ﬂT(Tl_Tol)_ﬁs(sl_scl))] (1.6)
ou:T 'etS' représentent respectivement, la température et la concentration de fluide en un
point du systéeme, T,', S,"'et p, représentent la température, la concentration et la masse
volumique de référence, f; et fs sont respectivement les coefficients d’expansion thermique

et solutal du fluide. Ils sont définis par :
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__1(op __1(op
A= pOEaT j & po(as j &0

1.5 Contenu de la these

Le contenu de ce mémoire est compose de Cinque chapitres. Le premier chapitre est
une introduction au present travail et une recherche bibliographique des travaux antérieurs
trouvés dans la littérature dans ce domaine d’investigation. Le deuxiéme chapitre de la thése
est consacré a la définition de la géométrie étudiée, et La formulation mathématique du
probleme ou les équations de bases gouvernant le systeme et les conditions aux frontiéres
associées seront presentées. Dans le troisieme chapitre, nous avons développé une solution
analytique basée sur la méthode du concept de 1’écoulement parall¢le dans le cas d’une
couche poreuse élancée. Dans cette situation, les équations gouvernant du probleme sont
réduites a des équations différentielles ordinaires qui sont solvables analytiqguement. Toutes
les étapes de la démarche numérique (méthode des différences finies) ainsi que ’algorithme
de calcul utilisé sont présentés dans le quatriéme chapitre. Le cinquieéme chapitre est consacré

a la discussion des résultats obtenus.

1.6 revue bibliographique

La convection naturelle induite en milieu poreux a stimulé I’intérét des chercheurs et
des ingénieurs depuis 1’apparition du travail du maitre Darcy [14]. Ce dernier a établit pour la
premiere fois, une relation entre la vitesse d’écoulement d’infiltration et la chute de pression,
ce qui a pris le nom de la loi de Darcy. Cette relation n’est valable que pour des faibles
nombres de Reynolds (Re=V,K¥?/v ot V. est la grandeur de la vitesse d’infiltration, K est la
perméabilité de la matrice poreuse et v est la viscosité cinématique du fluide). Dans le passe,
de nombreuses recherches ont été menées sur la modélisation du phénoméne de la convection
thermique . la convection naturelle thermosolutale a été etudiée en premier par Bejan et
Poulikakos [18] d’apres avoir réalise la convection naturelle d’une couche limite verticale
prés de la paroi solide adjacente a un milieu poreux saturé par un fluide, dans le cas ou le
nombre de Reynolds, Rey basé sur le diamétre des pores, est suffisamment grand pour lequel
le régime de Darcy n’est plus valide. L’écart par rapport au modele d’écoulement de Darcy
est présenté par le nombre adimensionnel G, avec la limite de grand Rey (G—), et la limite
de I’écoulement de Darcy (G—0). Avec les effets d’inertie, les résultats indiquent que le taux
du transfert thermique est complétement différent de celui rencontré dans le cas classique de

8
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I’écoulement de Darcy. Prasad et Tuntomo [19] dans le cadre de 1’étude réalise sur 1’effet
d’inertie sur le transfert de chaleur convectif dans une cavité poreuse verticale. Les équations
gouvernantes sont formulées avec le terme Darcy—Forchheimer ou Dupuit pour un
écoulement en milieu poreux saturé. Les équations de mouvement sont traitées par la méthode
des différences finies. Les résultats ont montré que la couche limite de I’écoulement n’existe
pas lorsque le terme G=Fs/ Pr 2w, et par conséquence 1’applicabilité d’une solution de la
couche limite dans le régime d’inertie et trés limité. Lauriat et Prasad [20] gras a la mise en
ceuvre de I’importance des effets visqueux et d’inertie sur la convection naturelle dans le cas
d’une cavité chauffée par les cotés. Le modeéle de Darcy-Brinkman-Forchheimer a été utilise.
La méthode des déférences finies a été utilisée pour résoudre les équations gouvernantes. Les
résultats montrent qu’il existe un régime asymptotique pour lequel la solution est
indépendante de la perméabilité K de la matrice poreuse et des nombres de Darcy, Da, et de
Forchheimer, Fs. Les solutions numériques montrent aussi que le flux de chaleur peut étre
supérieur a celui calculé dans le cas d’un fluide lorsque la perméabilité K est suffisamment
élevée, et lorsque la conductivité thermique du solide Ky, est supérieure a celle du fluide.
Douglas et Huiping [21] la grande importance d’avoir le théoreme de la moyenne appliqué
aux equations microscopiques pour obtenir 1’équation d’écoulement macroscopique. pour
cette étude, ils ont choisi un modé¢le trés simple de tube d’écoulement dans un milieu poreux.
Les auteurs ont démontré que les termes d’inertie microscopiques ramenés a une moyenne ne
pouvant pas mener a une représentation significative des effets d’inertie. Les effets d’inertie
microscopiques tordent le champ de vitesse et de pression et par conséquent menant aux
changements des intégrales de surface qui résultent du processus d’établissement d’une
moyenne Shenoy [22] a fait une étude préliminaire sur 1’effet d’inertie de Darcy-Forchheimer
dans un milieu poreux saturée par un fluide non Newtonien non élastique en utilisant le model
en loi de puissance.les équations de base ont été resolues avec la méthode d’intégrale
approximative. Les auteurs on trouve que la similitude de solution existe spécifiquement pour
le cas d’une plaque plane verticale isotherme incorporée dans le milieu poreux. Les résultats
basés sur la méthode approximative ont été comparés avec les solutions précises existantes.
Bahloul et al. [23] ont examiné les écoulements dans une cavité horizontale soumise a des
flux verticaux de chaleur et de masse avec 1’effet Soret. Ils ont démontré que la solution prend
la forme d’une bifurcation qui peut étre sous critique ou fourche. Bourich et al. [24] ont
analysé numeriquement la convection double diffusive dans une cavité poreuse carrée dont les
parois horizontales sont chauffées a des températures constantes et des concentrations sont

appliqués sur les parois verticales. Nawaf et Pop [25] ont mit I’accent sur 1’importance d’une

9
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étude numérique sur la convection naturelle dans une cavité verticale carrée soumise a des
températures constantes appliquées sur les parois verticales. I’équation de Darcy avec les
termes de Darcy-Forcheimer qui prend en considération I’effet d’inertie a été utilisé pour
dériver I’équation de mouvement. Les équations couplées sont résolues par la méthode de
volumes finies. les résultats obtenus montrent 1’effet du paramétre d’inertie, Pr’, sur le
nombre moyen de Nusselt, Nup, et sur la circulation du fluide dans la cavité poreuse pour
différentes valeurs du nombre de Rayleigh thermique, Ry. Hadim [26] a explique d’une
maniere numérique la convection naturelle de non-Darcy dans une enceinte poreuse saturée
avec un fluide non Newtonien en utilisant le model en loi de puissance. la configuration est
une enceinte chauffée par une paroi latérale avec les parois horizontales isolées. I’écoulement
dans le milieu poreux est modélisé a I’aide du model de Brinkman- Forchheimer, qui tient
compte des effets d’inertie et visqueux. L’auteur a utilisé une discrétisation en volumes finies
pour résoudre les équations gouvernantes. Cette méthode assure la conservation de la masse
et d’énergic sur chaque volume de contrdle. le terme nonlinaire de Darcy et le terme de
Forchheimer ou Dupuit dans 1’équation de mouvement sont traités comme des termes
linéaires. les résultats sont obtenus en utilisant la méthode de double balayage (TDMA).ces
résultats montrent que 1’augmentation du nombre de Darcy, Da, augmente la vitesse de
I’écoulement prés des murs et provoque un accroissement du nombre de Nusselt dans la
cavité. cependant I’augmentation du nombre de Rayleigh thermique Ry, produit des effets
similaires pour un exposant de la loi de puissance n faible. Krishna et al. [27] ont mit en
évidence sur le phénomeéne de la convection thermique dans une cavité rectangulaire poreuse
anisotrope, dont les parois verticales sont maintenues a une température constante tandis que
les parois horizontales sont supposées adiabatiques et imperméables. cependant, sur la paroi
horizontale inférieure, il existe une partie soumise a un flux de chaleur constant. la solution

du probléme a été obtenue numériquement en utilisant 1’extension du model de Darcy.
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CHAPITRE 11
MODELE PHYSIQUE ET FORMULATION MATHEMATIQUE

2.1 Description du probleme

Nous considérons qu'il est de notre cavité rectangulaire de hauteur H’ et de
longueur L contenant un milieu poreux saturé par un fluide . la configuration géométrique
bidimensionnelle de notre écoulement est il apparait sur la figure . les axes de
coordonnées x’ et y’ sont respectivement orientés suivant les directions horizontale et
verticale . Dans cette investigation, les écoulements convectifs sont pilotés par des conditions
aux frontiéres thermiques et solutales de type Neumann (flux constants de chaleur et de
masse) avec un champ magnétique uniforme est appliqué dans la direction x. Tandis que, les

parois verticales sont considérées comme adiabatiques et imperméables.

: JF
------------ x’ a)
/! i
T [
L)
Figure(2.1) : Image 3D de notre cavité
qQ g y
A
y”V’
H’ L’ x’,u’ b)
qQ B i’

Figure (2.2) : Image 2D de notre cavité.
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2.2 Hypotheses simplificatrices :

Lors de notre étude plusieurs approximations ont été adoptées afin de simplifier la

formulation du modele mathématique :

e La largeur de I’enceinte, W, est supposée suffisamment grande par rapport aux autres
dimensions (W"/L' et W/H' >> 1) de facon a ce que les effets tridimensionnel deviennent
négligeables. Ceci nous amene alors a un probleme bidimensionnel comme le montre la
Fig (2.1).

e On suppose que la solution est un fluide newtonien et incompressible

e la matrice poreuse est isotrope, perméable et homogéne

e [’écoulement est suppos¢ laminaire

e Il n’y aaucune réaction chimique ou une source de chaleur et de masse

e Transfert de chaleur par rayonnement est négligeable, et les interactions entre la chaleur et
de masse sont négligeables

e Les propriétés thermophysiques du fluide sont constantes et sont évaluées a la
température de référence. Cependant, la densité du fluide dans le terme des forces de
volume varie linéairement avec la température.

2.3 Formulation mathématique

En tenant compte de toutes les hypothéses considérées, le systéme d’équations
différentielles aux dérivées partielles décrivant ce probleme est composé de 1’équation de
continuité, des équations de la conservation de la quantité de mouvement et des équations de

la conservation de 1’énergie et de la matiere dans un milieu poreux.

Pour que les résultats obtenus soient valides, il faut que la porosité du milieu poreux soit
inférieure a 0.8, dans le cas contraire, les forces visqueuses (connues sous les noms de termes
de Brinkman) doivent étre prises en considération.

Les équations gouvernantes d’un écoulement convectif a travers un milieu poreux
s’écrivent alors sous les formes suivantes :

2.3.1 Equation de continuité
VV =0 (2.1)
2.3.2 Equation de mouvement

%V':—Vp#pgﬂ'*ég 2.2)
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2.3.3 Equation de conservation de I’énergie

oT’ - ,
(PC), POl (KC)¢ (V VT ) =kv'T (2.3)
2.3.4 Equation de la conservation de la masse

¢a—'\.'+\7'.VN =DV°N
ot (2.4)
Le vecteur v'est le vecteur vitesse dont les composantes sont «’ et v’ dans les
directions x’ et y’, respectivement. En outre, x« est la viscosité dynamique, k est la
conductivité thermique de milieu poreux et P’ est la pression hydrodynamique. les parametres
(pC)p et (pC)¢ sont la capacité calorifique thermique du milieu poreux saturé et la capacité

calorifique thermique du fluide respectivement.
2.3.5 Equations adimensionnelles

Pour mettre les équations (2.1)-(2.2)-(2.3) et (2.4) sous une forme adimensionnelle,
nous introduisons les variables adimensionnelles suivantes [28]:
() =0 Y)/H ) = (W V)H e
t=ta/H? s=¢ly
T=(T-T,)/AT AT =q'H /k \ 2.5)
S=(S-S,)/AS ,AS = jH /D

w=w,la,S=N/AN )

oo £ ,P,t U sont la longueur, la pression, le temps et la vitesse caractéristiques,

respectivement. ces grandeurs sont définies comme suit :

N b4 «  a

k (oC)s

_ - , 2.7
““) 7T (e, &7)

Avec a est la diffusivité thermique du milieu poreux.

La longueur caractéristique ¢” et définie comme :
0 =H' (2.8)
Le parametre A, quand a lui, désignant le rapport de forme de la cavité, est défini par :
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L
A= — 2.9
VT (2.9)
Comme les parois actives de 1’enceinte sont soumises a des flux chaleurs constants nous
prenons :
. IHI
Tlo:T'(o,O), AT L (2.10)
k.
, , N 3! H 1
S'0=S'0y,  AS'= JF (2.11)

En introduisant les variables sans dimensions (2.5) dans les équations (2.1)- (2.4), nous
obtenons les équations adimensionnelles suivantes[29] et [30] :

2
vy =R (e NSy Har Y ~
OX OX oy
CLITCLIYCL I v -
a ox (2.12)
e BB B evis
ot ox oy /

A partir de ces équations, six groupements adimensionnels émergent dans les équations

ci-dessus, a savoir le nombre de Rayleigh thermique R, , le nombre de Lewis, le rapport des

forces de volume N , le nombre de Hartmann, Ha, le rapport de forme de la cavité et la

porosité normalisée, €, de la matrice poreuse qui sont définis par :

R o OKHEAT @ AAS
v D BiAT
(2.13)
1 '
Ha=|3(;(&)2, A=L., e=¢ly
U H

2.4 Equation de fonction de courant

Etant donné que I’écoulement est considéré bidimensionnel, il existe alors une fonction

de courant W(X, y) définie par :

u=—, V=—"—— (2.14)
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En introduisant les expréssions (2.14) dans les équations (2.12) nous obtenons les

équations gouvernantes adimensionnelles :

2
vy rHae Y - R (@ inS) )
oy ox  ox

i v 2.1
ot 0oy ox oOx oy > (2.19)
@ a_tpﬁ_a_\yé = LeV?S
ot oy ox Ox oy J
2.5 Conditions aux limites
X:ié, —O’£:§:
2 OX OX
(2.16)
y=lyo0 B _
2 oy oy

2.6 Transfert thermique et massique

Dans la présente étude, nous nous intéressons particulierement aux calculs du taux de
transfert de chaleur et de masse a une position X donnée, qui sont exprimeés en termes des

nombres de Nusselt et Sherwood définis par :

q 1
Nu = T =
k £ T(x,—l/2) _T(x,1/2)
HI
) (2.17)
] 1
Sh = ) =
D AS S(x,—l/Z) - S(x,l/Z)
HI

Les valeurs moyennes des nombres de Nusselt et Sherwood sur les parois actives sont obtenus

par :

Al2
Nu, = INudx (2.18)

-Al2

Al2
Sh. = j Shdx (2.19)

m
-A/l2
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CHAPITRE 111
SOLUTION ANALYTIQUE

3.1 Introduction

Les equations aux dérivées partielles non linaires en milieu poreux (2.12) régissant le
probleme de la convection double diffusive, sont fortement couplées. Une solution analytique
pour ces équations est en général impossible, sauf pour certains cas et hypotheses pour

lesquels les équations se simplifient considérablement. Dans le cas d’une couche poreuse de
grand rapport d’aspect (A >> 1) avec des parois actives exposées a des flux de chaleur et de

masse constants, il est possible de trouver une solution analytique approximative. Cette
derniere, obtenue en utilisant le concept de 1’écoulement paralléle, permet de prédire
analytiqguement certains phénomenes physiques impliqués dans la convection naturelle
doublement diffusive.

3.2 Concept de I’écoulement paralléle

Le concept de I’écoulement paralléle a été utilisé avec succés dans le passe par
plusieurs nombre des auteurs du projet de résolution pour 1’étude de la convection naturelle
dans des cavités élancées (A>>1). Parmi les auteurs du projet de résolution : Cormack et al.
[31], Sen et al.[32], Vasseur et al. [33], Hasnaoui [34], Mamou [35], Alavyoon [36]et Mamou
etal. [37].

Ce concept suppose que lorsque la cavité présente un grand rapport de forme (A >> l),

I’écoulement engendré devient relativement parallele le long des longues parois de la cavité,
ce qui permet bien sdr de négliger la composante de la vitesse perpendiculaire a ces parois.

Lorsque la cavité présente un grand rapport de forme L’>>H’ (voir la figure (3.1)), les
lignes de courant, au centre de la cavité, deviennent paralléles a 1’axe de x. Autrement dit, la
fonction de courant ¥ devient une fonction de 1’ordonnée y seulement. On peut alors écrire :
Lorsque la fonction de courant ¥ devient une fonction de 1’ordonnée y, nous pouvons alors
écrire :

W(x,y)="F(y) (3.1)
En injectant cette approximation (3.1) dans les équations de conservation de la quantité

de mouvement (2.12) nous pouvons montrer que les profils de la température et de la
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concentration sont donnés par la somme de deux termes; un définissant une variation

longitudinale linéaire et I’autre donnant la distribution transversale :

T (X,y)=Cix+6 (y)
S (x,y)~Cqx +95(y)} 3.2

ou C; et C, sont des constantes exprimant les gradients de température et de concentration

selon la direction x.

3.3 Equations de base simplifiées

La substitution de ces approximations dans les équations (3.1), (3.2) et en supposant

que les flux de chaleur et de masse a 1’état permanent, on obtient les équations différentielles

ordinaires suivantes :

d’y

V:_RT (CT + NCs) )

d’6, . d¥ \ (3.3)
dy? ' dy

d?e, dy

—— =Cs )

dy dy

3.4 Solution générale de la fonction de courant et de la vitesse

Apres I’intégration de 1’équation (3.3), la solution générale de 1’équation de mouvement

(3.3) donne le résultat suivant pour ¥ :

2
P(y)="¥,1-4y") (34)
La fonction de courant au centre de la cavité, Wy, caractérisant l’intensité de

I’écoulement peut s’écrire sous la forme :

v, - %(CT +NC,) (3.5)
L’expression de la distribution de la vitesse suivant y comme suit:
u(y) =-8%,y (3.6)

3.5 Equation générale du profil de température

Pour obtenir la forme générale de la distribution 6; de température en fonction de vy,

pour simplifé le profil de temperature (3.2), ce qui nous donne :
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4
6T (y):_ECT\Poy3 +CT\POy_y (3-7)

L’équation générale du profil de température peut étre obtenue en substituant

respectivement 1’équation (3.2) dans I’équation de la distribution de la température (3.7) :

3

T(x,y)=ch—4cTTo(y?—¥j—y

4 (3.8)
3.6 Equation générale du profil de concentration
La résolution de 1’équations (3.3) est alors donnée par:
y> Yy
0,(y)=—4LeC W, (-——>) —

L’équation générale du profil de concentration peut étre obtenue en substituant

respectivement 1’équation (3.2) dans I’équation de la distribution de la température (3.9) :

3
S(X’ y) = Csx_4CsLP0(y?_%j_ y

(3.10)

3.7 Les gradients horizontal de température et de concentration
On consideére le volume de contréle (©2) montré sur la figure (3.1) pour déterminer les

gradients de température Cr et de concentration Cs.

Ay

.

Volume de contrile —————+ £2

T,

Figure (3.1) : Représentation schématique d’une cavité élancée
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Dans le cas des flux de chaleur et de masse imposes, les bilans d’énergie et de matiére

dans le volume de controle (Fig 3.1) s’écrivent Selon sous les formes suivantes:

1/2 1/2
[Tay-c, |2 (3.11)
1/2 ax 1/2
1/2 1/2
[ Say-retc, [ & (3.12)
1/2 ax -1/2

Les termes des gradients de température, C. , et de concentration, C , sont obtenus en

substituant les profils W , T et S dans les relations (3.4), (3.8) et (3.10), apres une

manipulation algébrique nous obtenons 1’expression suivante :

10V, 10¥,Le
=20 C, =
15+8Y;

!  15+8¥2Le? (3.13)

L’équation (3.13) a été résolu numériquement pour C. et C; en utilisant la méthode de

Newton-Raphson.
3.8 Taux de transfert chaleur

En substituant les équations (3.8) et (3.10) dans les équations (2.12), les taux des
transferts de chaleur et de masse sont donnés par :
, - 305+8%,)

3.14
45+ 497 (3.14)
L _ 3015+8¥;Le’)
45+ 492 Le? (3.15)

En combinant les équations (3.5)et (3.13), on obtient une équation polynomiale d’ordre

cing en ¥, admettant comme solutions :

¥, =0
(3.16)
b++/b?—4ac:
Yy =] oa I’

19



Chapitre 111 Solution Analytique

Avec : a=64Le2 ™

2
| b=120(1+ Le?) - 2-& Rr
L+Ha - (3.17)
¢ =75%[12 R; 1+ N1+ Le))

1+ Ha? —
Les solutions correspondant a 0 ¥ # 0 existent uniquement si les conditions suivantes sont

satisfaites :

—b++b?—4ac et b2 — 4ac >0 (3.18)

La résolution de ces inéquations dans le plan ¢-Le, permet de diviser ce plan en trois

régions correspondant a différents comportements. Dans la premiere région, seule la

convection super-critique (démarrage de la convection avec une amplitude nulle) est possible
et son seuil de démarrage est donné par :

Rrc’ = 115 (IiIJ(rLHei?)

(3.19)

Dans la seconde région, les convections super-critique et sous-critique (démarrage de la

convection avec une amplitude non nulle) sont possibles. Le seuil marquant la naissance de la

convection sous-critique est donné par :

2
rew - 2L+ VAT H) o 4 oN o CN(Le-1-N)]

Le (3.20)
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CHAPITRE IV
METHODE NUMERIQUE

Dans cette partir, nous discutons de la méthode numérique utilisée pour la résolution de
systtme d’équations différentielles non-linéaires telles que présentées dans la solution
analytique. la méthode proposée est baseée sur la technique des différences finies.cette
méthode est la plus ancienne des méthodes numériques. elle a été introduire au 18 siécle par
Euler, elle s’avére la plus adaptée et la plus facile d’utilisation pour les problémes a géométrie
simple. Cette méthode consiste a discrétiser les équations continues aux nceuds d’un maillage
prédéfini (voir figure (4.1)).

Dans un repére cartésien, chaque nceud est désigné par le couple d’indices (i, )
désignant les lignes d’intersection du maillage. les nceuds voisins sont implicitement définis
en augmentant ou en abaissant I’un des indices par un incrément unitaire.

Domaine intérieur Pourtour de domaine
y

NSV INNO0eN
(LT L T Ty DT
(LT L AN LT
SOOSEENONSSNeN
C L Ll L INNG b o]
L T T T T TN

1 -1, 0 i+l

N+1

Figure(4.1) : Maillage du domaine de calcul en (i, j)

Les équations de 1’énergie (2.3) et de la concentration (2.4) sont discrétisées avec un
schéma centré de deuxiéme ordre et en utilisant la forme conservatrice pour les termes
convectifs. pour chaque pas de temps la méthode implicite aux directions alternées (ADI)
donne lieu a deux systémes matriciels tridiagonaux a résoudre, 1'un résultant de la
discrétisation implicite en x et I’autre de la discrétisation implicite en y. la méthode (ADI)
divise le pas de temps en deux parties égales, dans la premiere demi-pas de temps, le systéeme

est implicitement en x mais explicitement en y et le deuxiéme demi-pas de temps, le systéme
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est implicitement en y et explicitement en Xx. pour chaque étape de temps, la solution est
obtenue en balayant le domaine de calcul dans la direction des x puis dans celle des vy.
connaissant les champs de la température et de la concentration a 1’instant (n +1)At, I’étape
suivante consiste a déterminer le champ de la fonction de courant a partir de 1’équation (2.14),
une fois discrétisée avec un schéma centrée classique, et résolue avec la méthode de sur-
relaxation successive (SOR) par point proposé par Frankel [38], est une méthode explicite qui
donne directement la valeur de ¥ a I’instant (n+1) At, au nceud considéré, moyennant un

nombre suffisant d’itérations pour que le critére de convergence souhaité soit satisfait.
4.1 Discrétisation des conditions aux frontieres thermiques

Les conditions aux frontiéres (2.16) sont discrétisées selon un schéma aux différences

finies décentré a droite et a gauche selon la paroi considérée :

4.1.1 Selon les parois adiabatiques et imperméables :2—(9 =0
X

oll @ représente soit la température, T, (I, =1,T} =1) ou la concentration S,(I', = ¢,I, = Le)

40, -0, 1
=273 A X=—= 4.1
w= > @1

10, . -0 .
®Nx+1,j: il 3 b a x:% (4.2)

4.1.2 Selon les parois actives :

©_4
% 43)
40, , -0, , +2A .
@ivl _ i,2 3|,3+ y a y:_% (44)
40, \, —0; 1 —24Y 1
®i,Ny+1 = ~ 3Ny - a y= E (4.5)

4.2 Discrétisation de I’équation d’énergie et de la concentration

L’équation d’énergie et de la concentration étant paraboliques par rapport au temps et

elliptiqgues par rapport aux coordonnees spatiales, la méthode implicite aux directions
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alternées ADI est choisie comme outil de résolution. compte tenu les équations de 1’énergie

(2.3) et de la concentration (2.4) se réécrire de la fagon suivante :

1"8@+M+M:ivz® (46)
ot OoX oy I,

4.2.1Schém aimplicite en x et expliciteeny :

C’est un schéma aux différences centrées, au temps (n+1/2) pour les dérivées en x et au

temps (n) pour les dérivées en y, est discrétisé comme suit :

0% _ Oz _ 2@/ 4 @MY %0 _ 0,200, +0),, “7)
ox’ |i’j AX? oy? |i’j Ay?
oue) _ uily O —uly 0 o(vO)| _ V11Ol VO “8)
ox i 2AX ’ oy |, 2AY '
M _e"
© =24 4.9
otli; At
on obtient un systéeme de la forme :
AO!Z+BOM +COM =D, (4.10)
Avec :
u’, . u’. .
2AX  AXT| At AXT 2AX  AXT,
(4.11)

Di:_ﬁ"' ]2- ®?j+1+ E_% inj+ T ]2- ®inj—l
2Ay  Ay°T, | At AT, | 2AYy  AYT, |

En remplagant I’expression (4.11) dans 1’équation (4.10) on obtient la forme discréete

implicite en x sous la forme suivant :

Pour i =2, |:A2 —%CZ}(*DQ’J}UZ _|_|:B2 +%C2:|®2’+jll2 _ D2 (412)
. 4 n+1/2 1 n+1/2
Pour i=Ny S Au =B (O +[ Cu =3 Ay |ORI = D, (4.13)

4.2.2Schéma implicite en x et explicite en y

C’est un schéma aux différences centrées, au temps (n+1/2) pour les dérivées en x et au

temps (n+1) pour les dérivées eny. la discrétisation des dérivées partielles est donnée par :
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00| @I -2eniiertt  gte| O 2001+ e

i-1,j ’ i,j+1 i,j-1 (414)
ox? |i’j AX? oy’ |”. Ay?
oWe) Ul 0T -uL O awe) VIOt —viOl @.15)
ox | 2AX ’ oy |i,j '
oMt —eM?
PO _ 2t (4.16)
ot ; At
on obtient un systéeme de la forme :
A® L +BON +CON, =D (4.17)

n n 3
. V. . V. .
Aﬁ _ i,j+1 + 1- , Bi =2 £+ :i ' Ci — | i,j-1 _ :2

2Ay  AYT, At AY’T, 20y AYT,

. ul, r Uy |
D =| s S L 42 o B S oy
2AX  AXT, At AXT, 2AX  AXT, )

En remplagant I’expression (4.17) dans 1’équation (4.16) on obtient la forme discréte implicite

(4.18)

en x sous la forme suivant :

Pour j=2, |:A'2 —%c,;}@;gl +[B; +%c'2}®r;l _D, —gc'sz (4.19)
P '_N 4 ' ' n+l ' 1 ' n+l ! 2 ! 4 20
our J=Ny, 5 ANy - BNy ®i,Ny + CNy _§ ANy ®i,Ny—1 = DNy +§ ANyAy ( . )

4.3 Discrétisation de ’équation du mouvement

L’équation de mouvement du milieu poreux basé sur le modele de Darcy pur

s’écrire sous la forme suivante :

(4.21)

V¥ + Ha? :—RT(GT +N OS]

OX OX
Chaque terme de 1’équation de mouvement (2.2) est discrétisé selon un schéma centré

classique, on trouve I’expression générale suivante de la fonction de courant :

g () (k1) _ (1_ w)\},_(ml),k + a){a1 (\P(n+1),k + \P_(n+l),(k+l)) +a, (\P(n+1),k + lI,_(n+1),(k+1)) +

i,]j i,]j i+1, ] i-1,j i, j+1 i,j-1

o[y - e NGty -se )

i+1,

(4.22)

ou ay, a; et az sont des constantes définies par :
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_ Dy ? o = Dx *Ha
o 2((@+ Ha?)Dx?+Dy?)  * 2(@+ Ha*)Dx?+ Dy?)’
B DxDy?
=R
R 4((1+ Ha*)Dx 2+ Dy?)

Le paramétre w est le facteur de sur-relaxation, compris entre 1 et 2, pour accélérer la
convergence. Sa valeur optimale, wqp: dépend de la forme du domaine, du maillage et du type

des conditions aux limites. Pour un domaine rectangulaire avec un maillage uniforme, wqp est
, 2W_ =2
donnée par : Oy :? —y1-¢

cos(/N,.,)+(Ax? / Ay? )cos(z/ N )
1+(Ax 1 ay?)

Avec : G=

OU Ny+1 et Nyi+q désignent les nombres des nceuds suivant les directions horizontales et

verticales respectivement.
4.4 Discrétisation les Champs de vitesse

Les composantes du champ de vitesse sont obtenues a partir de la fonction de courant
selon les relations (2.14). La discrétisation de ces équations par un schéma de différence finies

centré du deuxiéme ordre donne :

+1 +1
u_n-f—l — \Pi?jJrl _\Pil:]j*l (4 23)
" 2Ay
n+l n+1
Vinfl _ lPi,j+l _\Pi,j—l (4_24)
. 2AX
4.5 Discrétisation les conditions aux frontiéres des Vitesses
u o =0 v :_4‘1’211—3‘111’]—‘{’3’] 3 x:_é
L " 2AX 2 (4.25)
4LPNX,' _3‘{]Nx+l,' _\PNx—l,' N A -
Unyar,j = 0, Vings = : 2AX : : a X= E
4¥Y. —3¥.. -V
49 3¥ ¥ 1 (4.26)
_ _ i,Ny 2 LiNy+1 T i Ny-1 _
Vingss =0, Upyuyj =— 20y a Y—E
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4.6 Algorithme de calcul
Les principales étapes de notre algorithme de calcul sont :

1. Génération du maillage.

2. Initialisation et lecteur des données.

3. Calcul du facteur de sur-relaxation.

4. Introduction des conditions initiales sur la température, T, sur la concentration, S, et sur la

fonction de courant, V.

o

évaluation du champ de vitesse initiale uijet Vi

6. début de la boucle dans le temps.
6.1. Résoudre 1’équation de 1’énergie (2.3) par la méthode ADI et calcul le champ de
température Tij.
6.2. Résoudre I’équation de concentration (2.4) par la méthode ADI et calcul le champ de
concentration S;.
6.3. Résoudre 1’équation de mouvement (2.2) par la méthode SOR et calcul le champ du
fonction du courant ¥j;;.
6.4.Détermination du champ de vitesse u;; et vjj.
6.5. Refaire 1’étape (6.1) jusqu’a I’obtention de la convergence de la solution.
7. Fin de la boucle sur le temps : une fois la solution permanente ou la solution transitoire est
atteinte.
8. Impression des résultats.
9. Fin du programme.
Le critére de convergence

lors de la résolution de I’équation (4.27) est donné par :

22, -
22,

| <10° (4.27)
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Methode Numérique

Lecture et écriture les
données

A
Génération du maillage

A 4

Calcul du facteur de
sur-relaxation @

A 4

Initialisation du champ de température, T, de
concentration, S. et de fonction de cournat W

n+1

A 4

Calcul de la dilstribution de T

v

Calcul de la distribution de S

yvy

k+1

Calcul de la fonction

Utilisation du
nouveau champ deT,

de courant ¥y

&
<«

non

4 v

Calcul des composantes
des vitesses u, v

<
<

) 4

Convergence de la

solution ?
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Impression des résultats
valeursde T, S, ¥, uetv

A 4

Calcul des taux de
transfert de chaleur Nu
et de masse Sh

v

Fin
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CHAPITRE V
RESULTATS ET DISCUSSION

Ce chapitre s’intéresse a la présentation des résultats analytiques et numériquesdans le cas
d’une cavité horizontale soumise a des flux de chaleurq'et de massej‘constants avec un champ
magnétique uniforme est appliqué dans la direction x. Ce probleme est gouverné par les
nombres sans dimensions suivant: le rapport de la force de volume, N, le nombre de Rayleigh,

Ry, le rapport d’aspect, A, de la cavité le nombre de Hartmann, Ha, et le nombre de Lewis,Le.
5.1 Validation de code numérique

A fin de vérifier ’exactitude du programme développé dans le présent travail, on a
comparé les modeles analytiques avec les calculs numériques en se basant sur la
détermination destrois parameétres souvent traités dans 1’étude des écoulements convectifs, a
savoirles nombres de Nusselt, Nu, et de Sherwood, Sh, caractérisant respectivement les taux
de transfert de chaleur et de masse au sein de la cavité, et I’intensité de 1’écoulement exprimée
par la fonction de courant, . D’abord, nous présentons quelques comparaisons en convection
naturelle dans le cas d’une cavité horizontale, dont les parois horizontales de la cavité sont
soumises a des flux de chaleur constants et les parois verticales sont adiabatiques et

imperméables comme illustré dans le tableau (5.1)pour un rapport d’aspect A=8.

Le programme élaboré pour résoudre les équations de base a été validé en se référant
aux difféerentes études numériques disponibles dans la littérature. Le tableau. (5.1) comparé
nos résultats avec ceux de Rakoto et Vasseur[39]. Cette étude a été réalisée pour le cas d’une
cavité horizontale chauffée par le bas a des flux de chaleur et de masse constants. Notre
simulation a été réalisée pour A = 8avec Ry =200, N =0,Ha =1, Le = 10ete = 1. La
comparaison des champs de la fonction de courant, ainsi que les taux de transfert de chaleur
et de masse sont en excellente concordance. Des erreurs variant entre 0.02% et 0.4% ont été

observées.
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Tableau (5.1): Comparaison des valeurs de la fonction de courant, ¥,, des nombres de
Nusselt, Nu, et de Sherwood, Shavec les résultats donnés par Rakoto et Vasseur pour A = 8,
Rr =200,N =0,Ha =1, Le = lete = 1.

Rakoto et Vasseur (2007) present étude Error (%)
Yo 3.706 3.707 0.026
Nu 3.734 3.742 0.214

Sh 6.059 6.087 0.462

5.2 Résultats et discussion

La solution analytique présentée dans le chapitre 5 a été obtenue pour le cas d’une
cavité infiniment longue,A _, 0, Dans le cas de la simple diffusion, N=0, Vasseur et al. [40],
Mamou [41]. on démontré que, dans le cas d’une cavité chauffée avec un flux de chaleur
constant, la solution analytique obtenus avec 1’hypotheése de 1’écoulement parallele était
satisfaisante a condition que le rapport de forme de la cavité soit supérieur a quatre A>6. Pour
A<4 et pour des valeurs modérées du nombre de Rayleigh, les résultats numériques
s’écartement de la solution analytique et les lignes de courant perdent leur parallélisme.

Le tableau (5.2) présente la sensibilité du maillage de la solution numérique et la
compare avec la solution analytique pour A = 10, R = 100, N = —0.5,Ha = 1, Le = 10.
Les résultats sont donnés en termes de, ¥, NuetSh. Le tableau montre que les valeurs
numeériques de ¥, Nuet Sh(évalués au centre de la couche poreuse) tendent vers les résultats
analytiquement prédits.

Tableau (5.2) : Etude de la sensibilité du maillage et une comparaison entre la solution
numérique et analytique pourA = 10,R; = 200, N = —0.5,Ha = 1 etLe = 10.

Solution numérique Solution numérique
N, X N, 50x 25 100x 50 200x 100 300x 200
Po 2.292 2.323 2.327 2.327 2.3206
Nu 2.497 2.604 2.625 2.625 2.6186
Sh 5.565 5765 5.868 5.891 5.8976

Comme illustré sur la figure (5.1.a)-(5.1.b), pour prédire avec précision la solution
numérique, un maillage a haute densité est nécessaire. La figure (5.1) montre les profils de
température, T, et de concentration, S, obtenus pour différents maillage avec A = 10,
Ry =200, N=-0.5 et Le=10. Pour capturer les profils de température et de
concentration, le maillage devrait étre dextrement raffiné. La meilleure approche pour obtenir

une solution précise avec un maillage raisonnable est d’utiliser une distribution de maillage
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non uniforme avec des nceuds concentré au centre de la couche. On remarque que la solution

numérique pour un maillage 300x200 est plus proche de la solution analytique.

0z 02
L Maillage Maillage
10x5 N 5. S 10x5

20x10 L 20x10
i 50x25 R S0x25
2 A 100x50 VRY S 100x50
: — = 200x100 : 200x100
om0 | N v TTTTTTr 300x200

T § 2 ——— Analytique S Analytique

kY I

(a) (k)
S L L L . -0 L L -
Dgﬂ_s -0.25 7] 0.25 0.5 1-;0.5 -0.25 1] 025 05

X X
Figure (5.1) : L’effet du maillage sur les profils (a) de température et (b) de concentration
pour A = 10, Ry = 200, N = —0.5et Le = 10.

L'effet de la force du champ magnétique sur la convection double-diffusive dans une
cavité carrée, A = 1pourR; = 400, Le = 10, N = 0.5, € = 1 et pour différentes valeurs du
nombre de Hartmann, Ha = 1, 0, 4 et 7 , respectivement, est illustré sur les figures( 5.2.a)-
(5.2.¢), les lignes de courant, isothermes et iso concentrations sont présentés de gauche a
droite, respectivement. Les résultats présentés dans la Fig. (5.2.a) sont obtenus pourHa = 0,
c'est-a-dire en absence d’effet de champ magnétique et correspondent a un milieu poreux
modélisé selon la loi de Darcy. La structure d'écoulement est monocellulaire, elle remplit
toute la cavité avec une circulation dans le sens antihoraire. Un renversement de la circulation
de I’écoulement dans le sens antihoraire a horaire et vice versa est observé. L’effet de
I’augmentation de champ magnétique sur la structure de I’écoulement est illustré dans les
figures( 5.2.b) et ( 5.2.c) pourHa = 4 et 8 respectivement. En général, la figure (5.2.a) illustre
clairement le fait que I’augmentation du nombre de Hartmann, Ha, pour un nombre de
Rayleigh donne, permet de réduire considérablement la force de mouvement de convection
dans la couche, comme indiqué par les valeurs numérique de I’intensité de 1’écoulement au
centre de la cavité,¥, = 5.781, pour Ha = 4 et ¥, = 1.158, pour Ha = 8 et ¥, = 0.204.
Par conséquent, comme on peut le constater a partir des figures. (5.2.b) et (5.2.c), la
température et la concentration sont considérablement inhibées par une augmentation du
nombre de Hartmann. Figure (5.3) montre les résultats typiques obtenus pour A = 10,
Ry = 200, Le =10, € = 1 et différentes valeurs de Ha (Ha =0, 2 et 4).Les résultats

illustrent clairement la dépendance du probléme actuel sur le rapport d'aspect A. Dans ces
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graphiques, les lignes de courant, isothermes et iso concentrations sont présentés de haut en
bas. Les résultats illustrent clairement le fait que pour une cavité infinieA — oo, I’écoulement
dans la région centrale de ’enceinte est sensiblement parall¢le alors que la température et la
concentration sont stratifiées de maniére linéaire dans les directions horizontales de la cavité.
La solution analytique développée dans la section préceédente, est fondée sur ces observations.
Naturellement, comme de nombreux auteurs I’ont déja signalé, il est prévu que I’écoulement

ne peut étre considéré comme paralléle que si le rapport d’aspect de la cavité est grand.

Figure(5.2) :Les lignes de courant (gauche), isothermes (milieu) et isoconcentrations (droit)
pour A = 1pourRy = 300, Le = 10, N =0.5ete=1.

a) Ha = 0,¥, = 5.781, Nu = 4.666, Nu,, = 4.156, Sh = 13.720 et Sh,, = 13.060.

b) Ha = 4,¥, = 1.158, Nu = 1.465, Nu,, = 1.424, Sh = 6.305 et Sh,, = 6.089.

¢) Ha = 8,¥, = 0.204, Nu = 1.018, Nu,, = 1.017, Sh = 2.322 et Sh,, = 2.231.
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Figure (5.3) :Les lignes de courant (haut), isothermes (milieu) et iso concentrations (bas)
pour A = 10pourRy = 200, Le = 10, N = 0.5,¢=1.

a) Ha = 0,¥, = 5.535, Nu = 4.586, Nu,, = 4.491, Sh = 6.202et Sh,,, = 7.192.

b) Ha = 2,¥, = 2.182, Nu = 2.462, Nu,, = 2.426, Sh = 5.734et Sh,, = 5.988.

C) Ha = 4,¥, = 0.647, Nu = 1.177, Nu,, = 1.174, Sh = 4.812 et Sh,,, = 4.788.

La figure (5.4) montre I’effet du rapport de forme sur I’intensité de 1’écoulement et les
taux de transfert de chaleur et de masse obtenu pourR; = 200, Ha =1, Le =10 et N =
—0.5et e=1. La solution analytique obtenue pour A > 1est indiquée sur la figure (trait plein).
Pour A =1, on observe que la solution numérique (cercle plein et vide) s’écarte
considérablement de la solution analytique et que la structure de I’écoulement (voir figure
(5.2)) ne correspond pas aux prédictions de I’écoulement paralléle. Cependant, en augmentant
progressivement le rapport de forme, les résultats de la solution numérique s’approchent de
plus en plus de la solution analytique et un bon accord est observé au-dela de A = 8. Les
lignes de courant, les isothermes et isoconcentrations présentées sur la figure (5.3) illustrent

clairement les caracteéristiques de I’écoulement parall¢le.
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Figure (5.4) : L’influence du rapport de forme de la cavité sur (a) I’intensité de 1’écoulement
au centre de la cavité, ¥, (b) les transferts de chaleur, (Nu, Nu,,) et (c) les transferts de
masse (Sh, Sh,,) pourRy = 200, Ha = 1, Le = 10,N = —0.5 et e=1.

D’autres comparaisons entre la solution analytique et numérique sont présentées dans
les figures (5.5.a)-.(5.5.d). Les figures montrent 1’effet du paramétre de flux magnétique, Ha,
sur les profils de la fonction de courant, ¥, de température, T, de concentration, S, et de

vitesse, u, a la mi-hauteur de la couche poreuse (x = 0), pour Ry = 200, Le = 10, N = 0.5
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etdifférentes valeurs de Ha. Un excellent accord est observé entre la solution paralléle,
représentée par des traits pleins, et les résultats numériques representés par des cercles pleins.
Les profils de température, de concentration et de vitesse sont symetriques par rapport a x.
Puisque le milieu poreux est modelisé selon la loi de Darcy, il est observé a partir de figure
(5.5.b) que la vitesse est maximale sur les parois ou le cisaillement est annulé. Du plus, ceci
résulte du fait que, selon ce modele le fluide est autorisé a glisser sur les frontieres de la
cavité. Les profils de la fonction de courant, de vitesse, de température et de concentration
obtenus pour Ha = 0 sont ceux qui correspondent & un milieu poreux modélisé selon la loi de
Darcy. Lors de ’augmentation de la valeur du paramétre de flux magnétique, Ha, on voit que
la vitesse au voisinage des parois est considérablement réduit. L’effet de, Ha, sur le profile de
température est illustré sur la figure(5.5.c). Une augmentation de, Ha, réduit I’intensité de la
convection résultante et causse une augmentation de la température sur les parois de telle
sorte que le méme flux de chaleur peut étre maintenu dans le systéeme . Concernant le profile
de concentration, on peut voir dans la figure(5.5.c) que, dans le cas de convection induite par
double diffusion, similaire au profile de température, la concentration prés des parois solides

est promue avec une augmentation du parametre de flux magnétique.
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Figure (5.5) : Profils de fonction de courant, ¥, de la vitesse, u, de la température, T, et de la

concentration, S, dans le plan médiane horizontal pour Ry = 200, Le = 10 et N = 0.5.

Une vue plus compléte de I’effet du nombre de Hartmann, Ha, et du nombre de
Rayleigh, Ry, sur I’intensité de I’écoulement au centre de la cavité, ¥, et les taux de transfert
de chaleur, Nu et de masse, Sh, sont présentés dans la figure (5.6.a)-(5.6.c) pour N = —0.5,
Le = 10 et € = 1. Les résultats sont obtenus pour des valeurs du nombre de Hartmann, Ha,
variant entre Ha = 0 (Darcy) et Ha = 4. En général, la figure (5.6.a) illustre clairement le fait
que ’augmentation du nombre de Hartmann, Ha, pour un nombre de Rayleigh donng, permet
de réduire considérablement la force de mouvement de convection dans la couche. Par
conséquent, comme on peut I’observer a partir des figures (5.6.b) et (5.6.c), les transferts de
chaleur et de masse sont a la fois considérablement inhibés avec une augmentation du nombre
de Hartmann. Les digrammes montrent aussi clairement ’effet de, Ha, sur 1’existence de
bifurcation supercritique. La courbe de bifurcation résultante pour Ha = Oest compatible
avec les comportements rapportés dans le passé par Mamou et Vasseur [42] et Bahloul et al.
[43], tout en considérant la convection induite par double diffusion et I’effet de Soret dans
une couche poreuse modélisée selon la loi de Darcy. Le début du mouvement est caractérise
par une transition du I’état de repos (¥, = 0) vers la convection d’amplitude finie, ¥, # 0,
c’est-a-dire instabilité non linéaires. Cette transition se produit & un nombre de Rayleigh
supercritique, Ry = 2.4, Eq. (3.20). Ce type de seuil, appelé bifurcation supercritique, ne se
produit que lorsque les forces de volume thermique et solutalecooperentN > 0. Dans le
graphique, la solution analytique représentée par une ligne solide, elle est confirmée par les
résultats numériques représentés par des cercles pleins. En général, les résultats numériques
présentés dans les figures(5.6.a)-(5.6.c) indiquent que, en dessous du nombre de Rayleigh
supercritique Ry < Ry, Iétat de repos prévaut (¥y = 0, Nu = Sh = 1). Il est bien connu
que la circulation de 1’écoulement dans la couche peut étre indifféremment dans le sens
horaire ou antihoraire. Comme les résultats sont symétriques les solutions antihoraire
(¥, > 0) et horaire (¥, < 0) sont présentées dans les courbes de bifurcation présentées dans
ce cas. Dans le graphique, lignes pleines positives, I’écoulement résultant circule dans le sens
antihoraire. D’autre part, dans le cas les lignes pleines négatives, 1’écoulement circule dans le

sens horaire.
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Figure (5.6): Diagramme de bifurcation en fonction de Ry et Ha sur: (a) I'intensité de
I’écoulement au centre de la cavité, ¥, (b) taux de transfert de chaleur, Nu et (c) taux de

transfert de masse, Sh pour, Le = 10, N = 0.5ete=1.

Les résultats présentés dans les figures(5.7.a)-(5.7.c)sont obtenus pour une valeur du
rapport de la flottabilité négative, & savoirN = —0.5.Les diagrammes des bifurcations
résultants sont présentés en termes de ’intensité de I’écoulement au centre de la cavité, W, et
les taux de transfert de chaleur, Nu, et de masse, Sh, en fonction du nombre de Rayleigh, Ry,
pour Le = 10 et ¢ = 1. Les courbes représentées sur ces graphiques sont les prédictions de la
présente théorie (écoulement paralléle), les lignes pleines correspondant aux branches stables
et les lignes en pointillées sont les branches instables. Les solutions numériques des équations
gouvernantes complétes, sont obtenues pour A = 10 et sont représentées par des symboles
pleins. Le comportement prédit par ce modele analytique est qualitativement en accord avec
les résultats numériques. Dans les Figures(5.7.a), nous constatons qu’a partir de convection
souscritique,R77*° I’intensité de 1’écoulement augmente d’une facon monotone avec le
nombre de Rayleigh. Dans le cas de convection souscritique, le seuil de bifurcation est donné
par la relation (3.20). Avant ce seuil, le transfert de chaleur et de masse se fait par la
conduction pure (W), Nu=Sh =1). Au de la de ce seuil Ry = R7?*°, deux solutions
convectives a amplitudes finies bifurquent de I’état de repos. Notons que pour la solution
instable, représentée en pointillés de cet écoulement, qui est maximale au point de bifurcation
Ry = R7#, diminue avec I’augmentation de Ry. L’amplitude de la solution stable, ¥, quant
a elle, augmente continuellement avec Ry. D’autre part Nu et Sh augmentent
considérablement au début et convergent par la suite vers une valeur constante comme illustré
dans les résultats (voir Figures (5.8)). Notons que d’aprés la relation (2.13) le nombre de
Rayleigh supercritique devient infinie.D’autre part, 1’effet du nombre de Hartmann sur
I’intensité de 1’écoulement et les taux de transfert de chaleuret de masseest qualitativement

similaire a ceux obtenus dans la Fig( 5.6).
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Figure (5.7) : Diagramme de bifurcation en fonction de Ry et Ha sur: (a) I’intensité de
I’écoulement au centre de la cavité, ¥, (b) taux de transfert de chaleur, Nu et (c) taux de

transfert de masse, Sh pour, Le = 10, N = —0.5ete=1.

Pour une couche poreuse de rapport d’aspect infini A — oo, un examen rapide de
I’écoulement convectif et du comportement de transfert de chaleur et de masse sur une large
gamme du nombre de Rayleigh a partir de régime de Darcy (Ha = 0) & Ha = 6 est effectué,
en utilisant la solution analytique. Les figures (5.8.a)-(5.8.c) montrent la dépendance de la
fonction de courant, ¥,, Nusselt, Nu, et Sherwood, Sh, sur Ry et Ha pour Le = 10 et
N = —0.5. Les lignes solides affichées dans les graphes correspondent a la prédiction de la
présente solution analytique. Les résultats indiquent clairement que, pour une valeur donnée
du parametre de flux magneétique, Ha, il existe un nombre de Rayleigh souscritique, R3¢,
caractérisant le début de la convection d’amplitude finie unicellulaire (comme on a déja
discuté dans laFig (5.7)). Les courbes représentées pour Ha = Ocorrespondent au régime de
Darcy pur. Pour cette situation, le nombre de Rayleigh souscritique est donné par R73* =
20.57 ou: ¥, = 0.747,Nu = 1.236 et Sh = 5.161. La figure (5.8.a) montre que, comme
prévu, la force du mouvement de convection, ¥,, augmente de fagon monotone avec R; et
Ha. Cependant, d’aprés les figures(5.8.b) et (5.8.c), il est claire que pour les grandes valeurs
de, Ry, le nombre de Nusselt, Nu, et de Sherwood, Sh, tendent asymptotiquement vers une
valeur constante (Nu = Sh = 6.0), comme déja prédit par Mamou et al. [44] et ce

indépendamment de la valeur du parametre de flux magnétique.
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Figure(5.8) : Effets du nombre de Rayleigh, Ry, et nombre de Hartmann, Ha, sur: a)
I’intensité de I’écoulement, ¥y, b) le nombre de Nusselt, Nu, et c) le nombre de Sherwood,

Sh, pour Le = 10, N = —0.5 et différentes valeurs de Ha.

Les figures (5.9.a)-(5.9.c) montrent les variations de ¥, Nu et Sh en fonction de R; et
N pour Ha = 2 et Le = 10. La courbe obtenue pour N > 0 (i.e, N = 1 et 0.5) correspond a la
convection induite par les effets thermiques et solutales positive. Elle donne lieu a une
bifurcation de type fourche se produisant & un nombre de Rayleigh supercritique Ry = 6 et
12, respectivement. La courbe de bifurcation supercritique et affectée suivant la diminution de
la valeur du rapport de la flottabilité, N. En effet, I’évolution des courbes de bifurcation avec
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le taux de flottabilité est tout a fait semblable a celle décrite dans les figures (5.6 )et (5.7) sur

I’effet du nombre de Hartmann, Ha.
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Figure( 5.9) : L’effets du nombre de Rayleigh Rret le rapport des forces de volume N sur:
(a) I'intensité de 1’écoulement, ¥,, (b) le nombre de Nusselt, Nu, et (c) le nombre de

Sherwood, Sh, pour A = 10, Ha = 2 et Le = 10.

L’influence des nombres de Rayleigh et de Lewis sur I’intensité de 1’écoulement est
illustrée sur la figure (5.10). PourN = —0.5, la figure (5.10.a) montre la variation de ¥, en
fonction de Ry pour différentes valeur de Le. Le nombre de Rayleigh souscritique(en fonction
de Net Le) est donné par la relation (3.20). Ainsi pour Le = 102, 10, 5 et 2 nous avons une
bifurcation souscritique. Notons que, d’aprés la relation (3.20), le nombre de Rayleigh

supercritique devient infinie ou négative.
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Figure( 5.10) : L’effets du nombre de Rayleigh Rret du nombre de Lewis Le sur: (a)
I’intensité de I’écoulement, Wy, ( b) le nombre de Nusselt, Nu, et (c) le nombre de Sherwood,
Sh,pour A =10,Ha =2et N = —0.5.

Le nombre de Hartmann Haest une mesure de la force de poussée magnétique. Son
effet sur les évolutions de I’intensité de 1’écoulement, W¥,, du nombre de Nusselt, Nu, et
dunombre de Sherwood,Sh, est montré sur la figure (5.11.a)-(5.11.c) pourR; = 200, Le =
10etdifférentes valeurs de N.On pourra noter un effet considérable du champ magnétique sur
les caractéristiques de 1’écoulement et les transferts de chaleur et de masse. Pour N =
0.5 seule la branche stable (celle validée numériquement) existe. L’augmentation de Ha
engendre une diminution continue de ¥, vers un état de repos (i.e., ¥, = 0) et une diminution
similaire de Nu vers une valeur asymptotique (Nu = 1).Quant aux variations de Shavec Ha,
elles sontcaractérisées par une augmentation vers une valeur asymptotique maximum
(Sh = 6.0), suivie d’une diminution vers Sh = 1; valeur caractérisant le régime diffusif(non
encore atteint sur la figure (5.11.c). Le comportement du rapport des forces de volume N est
également illustré sur la figure( 5.11.a)-(5.11.c) pour N = —0.5. Dans cette région la branche
instableprédite par le modele analytique il n’a pas été possible de confirmer numériquement
(existent pour Ha variant dans la gamme 0 < Ha < Ha, = 2.95). Pour Wyet Nu, les
branches stables correspondant a N = —0.5 disparaissent avant I’atteinte du régime diffusif et
présentent un comportement similaire a celui décrit pour N = 0.5 (diminution avec
Ha).L’effet de Ha sur W, et Nu reste limité dans le cas des branches instables. L’évolution de
la branche stable de Shavec Ha dans la gamme0 < Ha < Ha, = 2.95 est caractérisée par

une augmentation similaire & celui obtenu par N = 0.5 et suivie d’une diminution avant sa
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disparition.L’augmentation de Sh avec Ha est importante pour la branche instable dans sa

gamme d’existence (Ha < Ha, = 2.95).
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Figure (5.11) : Effet du nombre de Hartmann, Ha, sur (a) I’intensité de 1’écoulement au
centre de la cavité, ¥, (b) le transfert de chaleur, Nu et (c) transfert de masse,ShpourR; =
200, Le = 10et N = £0.5.

L’influence du nombre de Lewis, Le, sur les nombres de Rayleigh critiques
(supercritique et souscritique) sont représentées sur Figures. (5.12.a) et (5.12.b) pour
différentes valeurs du nombre de Hartmann, Haet N = —0.05. Le nombre de Rayleigh
souscritique a été évalué a partir du modele analytique en recherchant numériquement pour
valeur de, Ry, I’inverse de la dérivée de, ¥, par rapport a, R, est égale a zéro. Les résultats
représentés dans la figure (5.12.a) correspondent a des seuils de souscritique de régime de
convection d’amplitude finie unicellulaire. Les courbes obtenus pour Ha =0 sont la
prédiction de la solution analytique pour un milieu poreux de Darcy pur. En général, on
observe que le systeme est stable, indépendamment de la valeur de,Ha, quand Le = 1 comme
prédit par 1’équation (3.20). Quand on augmente la valeur de Hartmann, Ha, il est claire que
le seuil, R, augmente puisque l’effet de flux magnétique devient de plus en plus
stabilisant. Pour une valeur donnée de, Ha, la Figure (5.12.a) indique que, pour la convection
induite par double diffusion, R77*°, augmente fortement vers une valeur constante quand le
nombre de Lewis, Le, augmente au dessus de I’unité. D’autre part, lors de la diminution de la
valeur du nombre de Lewis en dessous de I'unité, le nombre de Rayleigh souscritique
augmente. Dans la Figure (5.12.b), pour un nombre de Lewis donné, le nombre de Rayleigh
supercritique, Ry, correspond a la valeur critique du nombre de Rayleigh thermique au
dessus duquel le régime diffusif devient purement instable. On constate aussi, quand on

sup

augmente la valeur de, Ha, le seuil de convection supercritique, R, , augmente. Pour une
valeur donnée de,Ha, la figure montre que, le nombre de Rayleigh supercritique, Ry,
diminue fortement vers une valeur constante quand le nombre de Lewis, Le, diminue en
dessous de 1'unité. Par contre, lors de 1’augmentation du nombre de Lewis au dessus de
'unité le seuil supercritique diminue de fagon monotonevers Ry’ — 0. En général, on
observe que, lorsque le nombre de Lewis égale 20 le seuil de convection supercritique tend

vers ’infinie.
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Figure(5.12) : Effets du nombre de Lewis, Le, et du nombre de Hartmann, Ha, sur les

nombres de Rayleigh critiques : a)R7%** et @) Ry’ pourN = —0.05.

Le diagramme de bifurcation présenté sur la Figure (5.13) illustre la variation de
I’intensité de 1’écoulement en fonction de Ry pour Le = 10, Ha =2 et € = 1. Pour ces
données, R3%* = 68.78et Ry = 120, respectivement. Ces valeurs sont indiquées sur le
graphique par des lignes verticales. La solution permanente (écoulement paralléle) est
représentée en trait plein, et les résultats numeriques représentés par des cercles. A partir de
1’état de repos, ¥, = 0, Nu = Sh = 1, comme condition initiales de la région (1), le systéeme
reste & I’état de repos jusqu’a Rpe = Ry, comme indiqué par les résultats numériques
présentés dans le graphique par des cercles vides. Cependant, au fil du temps, la solution du

46



Chapitre V Resultates et discussion

I’état de repos évolue vers la solution de convection d’amplitudefinie, ¥y # 0. La boucle
d’hystérésis est indiquée sur le graphe par des fleches. Ces derniers indiquent le

comportement de la solution du probleme quand augmente de zéro a 150 et diminue de 150 a

zéro.
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Figure ( 5.13) : Diagramme de bifurcation en terme de, ¥, en fonction de Ry pour Ha = 2,
Le = 10 et e=1.

En complément des résultats présents ci-dessus, au-dessous du seuil de bifurcation de Hopf,
I’existence des solutions multiples est démontrée. Comme indiqué par Kimura et al.[45],
I’écoulement de convection unicellulaire est le mode préféré dans une couche poreuse de Darcy
avec les parois horizontales chauffées par le bas par un flux de chaleur constant. Cela est vrai a
proximité du début de la convection; toutefois, pour un grand nombre de Rayleigh, divers modes
de convection a différents nombres de cellules de convection sont possibles, ce qui est
indépendant du rapport d’aspect de I’enceinte. Dans la présente étude, pour la convection Darcy
avec un flux magnétique imposé sur les parois horizontales, la multiplicité de solutions
convectives est démontrée pour une couche poreuse ayant un rapport d’aspect de A = 6. Pour
Ry =300, N = —0.5,Ha = 1 et e=1au moins quatre modes de convection stables sont constatés,
comme indiqué dans la figure (5.15). Huit cellules, six cellules, quatre cellules et une cellule sont
calculées en utilisant la méme distribution du maillage 400x200. Quel que soit le rapport d’aspect
de I’enceinte, comme démontré par Mamou [46], lorsque le nombre de Rayleigh augment juste

sup

au-dessus du seuil de la convection supercritiqueR,. , le mode de convection monocellulaire

reste dominant avec une augmentation du taux de croissance de la perturbation. Comme le
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nombre de Rayleigh augmente encore, deux autres cellules, qutre cellules, etc...,de convection
émergent et deviennent instables, mais avec différentes valeurs du taux de croissance. Ainsi, dans
une enceinte confinée, comme illustré dans la figure(5.15) pour une grande valeur du nombre de
Rayleigh, plusieurs modes convectifs avec le nombre de cellules différentes coexistent.
Naturellement, pour obtenir les différentes solutions possibles, les simulations numériques sont
effectuées en utilisant la convection monocellulaire, avec deux cellules, etc..., comme conditions

initiales.
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Figure (5.14): Solutions multiples stables pourA = 6. Pour Ry = 300, N = —0.5,Ha = 1 et e=1

a) huit cellules, b) six cellules, c) quatre cellules et d) une cellule.
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CONCLUSIONS GENERALES

Dans le présente mémoire, on a étudié les transferts de chaleur et de masse par
convection naturelle induite par double diffusion dans une couche poreuse
rectangulaire horizontale saturée par un fluide binaire soumise a des conditions aux
frontiéres thermiques de type Neumann (flux constants de chaleurs et de
concentration) avec un champ magnétique uniforme est appliqué dans la direction x.

La loi de Darcy a été utilisée pour établir les équations gouvernantes du systeme.

Grace a I’approximation de Boussinesq, nous avons développé un modeéle
mathématique décrivant 1’écoulement convectif et les transferts de chaleur et de
masse. Le probléme a été abordé en utilisant deux approches différentes pour résoudre
les équations résultantes dans leur intégrité. En premier lieu la méthode numérique
basée sur un schéma aux différences finies a été utilisée. En second lieu, pour le cas
des cavités élancées soumises a des flux constants de chaleur et de masse, des
solutions analytiques basées sur 1’approximation de 1’écoulement paralléle, ont été
dérivées. L’influence de chacun des paramétres du probléeme a été discutée dans cette
mémoire. Ces paramétres sont le nombre de Rayleigh, Ry, le rapport de forme de la
cavité, A, le rapport des forces de volume, N, la porosité normalisée, ¢, le nombre de
Hartmann, Ha, et le nombre de Lewis, Le. Les codes de calculs ont été validés en se

basant sur les résultats disponibles dans la littérature.

Les principales conclusions tirées dans cette étude sont résumées ci-dessous :

Dans le cas d’une cavité élancée A > 1, une approximation d’écoulement
parallele a été supposée pour laquelle une solution analytique est possible. On observe
que le mode de convection unicellulaire résultant est en excellent accord avec la
solution numérique des équations gouvernantes. Pour N > 0, c'est-a-dire quand les
forces de volume sont coopérants, le seuil de 1’apparition de la convection se produit a
un nombre de Rayleigh supercritique donné, Ry . Puisque les forces de volume
agissent dans le méme sens et qu’elles tendent toutes deux a déstabiliser le systeme, la
convection est dite coopérante. Cependant, pour les forces de volume thermique et
solutale opposées N < 0, la solution analytique prédit que le seuil de mouvement peut
étre souscritique R3¢**, c'est-a-dire, se produisant & une convection d’amplitude finie.

On constate que, pour un ensemble donné de parameétres de contrdle Ry, Le, et N,
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I’intensité de 1’écoulement Wy, le transfert de chaleur Nu et le transfert de masse Sh
diminue quand Ha est plus grande. En fait, pour Ha — oo 1’état de repos est
finalement atteint, pour lequel W, —» 0 et Nu =Sh — 1. Le modele analytique
montre qu’indépendamment des valeurs du nombre de Hartmann, Nu =Sh - 6
quand le nombre de Rayleigh est suffisamment grand. Cependant, cette limite peut
étre seulement théorique, car une transition vers la convection oscillante peut se
produire a un Ry trés élevé. Pour les nombres de Rayleigh relativement éleveés, des
solutions convectives, stables, multiples et multicellulaires avec différents modes de

convection ont été trouvées.

Comme observations finales, le régime d’écoulement de convection Darcy est
caractérisé par I’existence d’un écoulement paralléle; 1’augmentation du nombre de
Hartmann affaiblit a la fois la convection et le taux de transfert de chaleur. L’effet de
la trainée de forme n’a pas affecté le seuil du déclanchement de convection. En
géneral, pour les écoulements convectifs unicellulaires ou multiples, les seuils des
mouvements convectifs, supercritique et soucritique augmentent avec 1’augmentation
du nombre de Hartmann, Ha, qui joue le role d’un parameétre de stabilisation
d’écoulement, ce qui provoque le retard de I’apparition de la convection souscritique

et supercritique et la réduction substantielle du mouvement de convection.

Dans la présente étude, le modéle mathématique est basé sur de nombreuses
hypothéses simplificatrices. En pratique, les milieux poreux ne sont pas isotropes et
les fluides pas toujours Newtonien. Pour approfondir les connaissances dans ce
domaine il serait intéressant de reprendre la méme étude pour un milieu poreux non-
Newtonien, anisotrope, en perméabilité, en conductivité thermique. Il sera aussi
intéressant de considéré des configurations géométriques autres que celles étudiées
dans ce mémoire. Il est recommandé de généraliser le modéle utilisé par une approche
tridimensionnelle qui tient compte des géométries complexes et d’autres conditions
aux limites. L’objectif important, sur lequel il conviendra sans doute de porter des

efforts prioritaires, est la vérification des résultats obtenus par voie expérimentale.
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