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Résumeé

Dans ce travail, on va étudier I'existence globale et la stabilisation frontiére pour 'équation de

Schrédinger de quatriéme ordre dans un domaine régulier et borné Q de RY suivant :

Ou(aa;,t) = iA%u(x, t) dans Q x (0, +00),
u(x,0) = ug(x) dans €2,
(P) : u(z,t) = 6u((9x,t) =0 sur I'y x (0, +o00),
14
Au(z,t) =0 sur Iy x (0, +00),
OAu(x,t) Ju(z,t)
5, = m(x) - v(x) Y sur I'g x (0, +0o0).

Nous prouvons que la solution décroit de facon exponentielle dans un espace d’énergie appro-
prié, nous prouvons la décroissance exponentielle de I'énergie de la solution.

En utilisant les techniques des multiplicateurs et des arguments de compacité/unicité.

Mots clés : Equation de Schrodinger de quatriéme ordre, controlabilité exacte, stabilisation

uniforme, existence globale, contréle frontiére.
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Abstract

In this work, we study the global existence and boundary stabilization for the fourth order

Schrédinger equation in a regular and smooth bounded domain 2 of RY as follows :

aug’t) = iA%u(z, t) in Q x (0, 4+00),
u(z,t) = up(x) in Q,
. ou(z,t)

(P) : U(l’,t) = £y =0 on Fl X (0, +OO),
Au(z,t) =0 on I'g x (0, +00),
0Au(x,t) Ju(z,t)

— = m(z) - v(z) 5 on I’y x (0,400).

We prove that the solution decays exponentially in an appropriate energy space, we prove the ex-
ponential decay of the energy of the solution.
Both results are established by using multiplier techniques and compactness/uniqueness argu-

ments.

Keywords : Fourth order Schrodinger, exact controlability, uniforme stabilization, boundary

control.
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Notations

E := espace de Banach.

‘H := espace de Hilbert.

H' := espace de Sobolev.

R := ensemble des nombres réelles.

C := ensemble des nombres complexes.

Re := la partie réelle d'un nombre complexe.

A := opérateur.

D(A) :=le domaine de définition de 'opérateur .A.
D(A) := adhérence de I'ensemble D(A).

A* :=l'adjoint de 'opérateur .A.

L(E, F) := espace des opérateurs linéaires continus de £ dans F.

D(Q) := espace des fonctions dérivables a support compact dans 2.

VII



D'(Q2) := l'espace des distribution sur 2.

D%v := la dérivée au sens de distribution de v.

||.]| := la norme.

(, )3 := le produit scalaire sur 'espace de Hilbert #.
|.| := le module.

I'yg,T'1 : deux parties disjointes de T".

T" := la frontiere de ).

. 0% .
Av=>", 92 = Laplacien de v.

A2y = A(Av) = bi-laplacien de u.

d d

s d—)T := le gradient dans R".
T In

V=

divo=Dv=>) := divergence de v.

n —_—
i=1 axz

¢¥ := I'espace des fonctions continues.
C(9Q) := fonctions continues sur ().

x := la variable du domaine 2, ¢ € [0,+4o0] :=variable de temps.

ou(z,t)
ot

:=la dérivée de u par rapport .

m(x) =z — xo := la masse (z( est un point fixé a 'extérieur de (2).



Introduction

L’équation de Schrodinger d’ordre quatre est apparue dans plusieurs domaines comme la physique
de plasma, communications optiques [4], la physique atomique, la chimie ou encore la biologie,
etc....

Les problemes d’existence et d’unicité de la solution pour sa forme non linéaire ont été étudié
intensivement dans [6, 3, 5], les probléemes de contréle pour ’équation linéaire de Schrodinger
d’ordre quatre ont été récemment considérés dans [7, 17]. Dans [7] ils ont montré que la premier
équation de systéme (P) avec le controle frontiere L2-Neumann est exactement contrdlable dans
un temps arbitraire 7 > 0 dans H2(Q2).

Dans [17], les auteurs ont montré que la premier équation du systéeme (P) avec un contrdle fron-
tiere de Dirichlet ou Neumann et observation associée colloquée est bien posé dans le sens de
Salamon [9] et régulier dans le sens de Weiss [10].

Ils ont aussi établi un résultat de contrdlabilité exacte pour la premier équation du systéme (P)
avec un contréle L?-Dirichlet.

ces résultats ainsi que celui de [7] leur permis de déduire la stabilité exponentielle de la premier
équation du systeme (P) avec un feedback dispersif agissant sur condition aux limites de Dirichlet
ou Neumann.

Notre travail dt aux B. Aksas et S.E. Rebiai sous le titre "Uniform stabilization of the fourth order
Schrédinger equation " recu en 10 juin 2016 [1], étudie ’équation de Schrodinger d’ordre quatre

suivant :



Introduction

ou(z,t)

e iA%u(z,t) dans Q x (0, +o0),
u(z,0) = ug(x) dans €2,

(P): S u(x,t) = 6uéa;y, b _ 0 sur I'y x (0, +00),
Au(z,t) =0 sur I’y x (0, +00),
0Au(x,t) Ju(x,t)
a5 = m(x) - v(x) 5 sur Iy x (0, +00).

ou :
o (z,t) € Qx (0,+00).
o u:Q x(0,+00) — C est la fonction d’état.

e u(x,0) = up(z) est la condition initiale.
. 0Au

3 : La dérivée normale extérieure de Au.
14

et ) est un ouvert borné de R" de frontiere I suffisamment réguliére et {I'y,I'; } une partition de
I', C’est a dire

1ﬂiOmeil:@a
FOUF1:F:6(2,

avec I'y et I'y définies par :

Ioy={xeT, m(z) v(x) >0}, (D

' ={zxel, m(z) v(z) <0}, (2)

et v est le vecteur normal extérieur a I' et m(x) = z — g, et xg est un point fixé a 'extérieur de

2 comme dans la figure 1 ci-dessous :

Figure 1



Introduction

(z — x03 -V = ||z —zo|| x | 7| cos(z — z¢, T)

17 cas :
2 €Ty = (7 — a0, 7) > 90
= cos(a:——xg, 7)< 0
— (7 — 20, 7) < 0.
2™ cas :

2 el = (7 — a0, V) < 90
— cos(a:——scg, 7) >0
— (z—z¢,7) > 0.
Plan de mémoire
Notre mémoire est divisée en 3 chapitres :

— Le premier chapitre est consacré aux généralités et rappels de quelques théoremes et résul-

tats qui sont nécessaires pour le travail.

— Le deuxieme chapitre est consacré a ’étude de 'existence globale de la solution du systéme
(P).

— Le troisiéme chapitre est consacré a I'étude de la stabilité frontiére uniforme du systéme

(P).



Chapitre 1
Rappels et généralités

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de rappeler I'essentiel des notions et résultats utilisés tout au long
de ce travail. Le chapitre est composé de six sections, la premiére section nous rappelons quelques
définitions et résultats sur les espaces fonctionnels, la deuxieme section donne quelques définitions
et résultats fondamentaux concernant les espaces de Soboley, la troisi€me section nous rappelons
quelques définitions et théorémes connu sur les opérateurs bornés et non bornés, la quatriéme
section on cite aussi quelques théoremes et définitions utiles sur les opérateurs dissipatifs, la cin-
quieme section on cite quelques notations sur les semi-groupes et le théoréme d’existence et unicité
de la solution et on termine ce chapitre par stabilité des semi-groupes on défini les degrés de la

stabilité .

1.2 Généralités sur des espaces fonctionnels

Espace de Hilbert

Définition 1.2.1
Soit E un espace vectoriel sur R et soit f : E x E — R une fonction.
On dit que f est un produit scalaire si :
e pour tous (u,v)de E f(u,v) = f(v,u).
e pour tous (u,v,w)de Eet A € C f(Au+v,w) = Af(u,w) + f(v,w).

e pour tous ude E, f(u,u) > 0, avec égalité si et seulement si u = 0.



Généralités sur des espaces fonctionnels

Définition 1.2.2
Soit E un espace vectoriel sur C et soit f : E x E — C une fonction.
On dit que f un produit scalaire si :
e pour tous (u,v) de E f(u,v) = f(v,u).
e pour tous (u,v,w)de Eet A\ € C f(Au+ v, w) = Af(u,w) + f(v,w).

e pour tous u de E, f(u,u) >0, avec égalité si et seulement si u = 0.

Définition 1.2.3 (Espace de Hilbert)
Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’'un produit scalaire (u,v) et qui est complet pour

la norme ||u|| = (u, v)%.

1.2.1 Espace [’

Soit Q un ouvert de RY.

Définition 1.2.4
Soitp e Ravecl <p < 400

> Si 1 <p<+oo

LP(Q)={f:Q—R: f mesurable et | f|lr < 0},

1fller = (/ab!f(az)]pdx>;.

L’espace LP () muni de la norme ||.||L» est un espace de Banach.

avec

> Si p=2
L*Q)={f: Q= R: f mesurable et ||f||2 < oo},

1= ( ] b!f(fﬁ)l2dw>%-

L’espace L*(Q)) est un espace de Hilbert réel muni du produit scalaire

avec

(f:9)r2(0) Z/Qf(x)g(:z)dx.

Lespace L*(Q) est un espace de Hilbert complexe muni du produit scalaire

(f,9) 2 Z/Qf(:c)g(x)d:c.



Espace de Soboleyv, résultats de densité

» Si p=+00
L*Q)={f:Q—R: f mesurable et 3C > 0 telle que |f(z)| < C p.p sur Q}.

On note

[ fllLee = inf{C > 0;|f(2)| < C p.psur Q}.
L’espace L>°() muni de la norme ||.|| . est un espace de Banach.

Notation

1 1
Soient p, p" € [1, +oo] tels que — + — = 1. On désigne par p’ I'exposant conjugué de p.
p p

Théoreme 1.2.1 (Inégalitie de Holder)
Soient f € LP et g € L¥ . Alors, fg € L' et

19l < 1 f |z llgll o

Théoreme 1.2.2 (Inégalitie de Cauchy-shwartz)

Pourp=p =2 si fe L?etgec L? Alors, fg € L' et

19l < [ fllz2llgll2-

1.3 Espace de Sobolev, résultats de densité

Soit 2 un ouvert de R™.

Définition 1.3.1
Lespace de Sobolev H'() est défini par :

HY(Q) = {v e L*(Q) : D*v € L*(Q), |a| = 1},
C’est-a-dire que pour tout multi-indice « il existe une fonction g, € L*(f) telle que
[ o@ Det@de = = [ go(e)ptois

pour tout ¢ € D(Q2). On écrit donc, D*v = g,, au sens de distribution.

On munit Uespace H' () du produit scalaire

(o = [ (s + gj () g (2) )

et de la norme associée

ol = | [ (o6 +§<§;<x»2dw)r = (Iollzo) + 190210

NI



Espace de Soboleyv, résultats de densité

dlaly

m , davec |CY| = o] + a9...0p.

On rappelle que a = (aq, ag, .., ), D% =

On peut étendre la définition (1.3.1) de I'espace L?(f2) a I'espace LP(2), pour 1 < p < +o0.

Définition 1.3.2
Soit 1 < p < +o0. Lespace de Sobolev W1?(Q) est défini par :

WP (Q) = {v e LP(Q) : D*v € LP(Q), |a| = 1},
L’espace WP (Q) est muni de la norme suivante :

" | v |?
fetroey = | [ (10 r+2\8

v , = max < ||v| g, s ey 0o ¢ ST P = 400,
Lp(Q) L Loo 92, L D

1 1
P p
>dm] = <HU”LP(Q) + HVUHLp(Q)> si 1 <p < oo,

lorsque p = 2, W2 = HY(Q).

Définition 1.3.3
Pour m e Net 1< P < +4o00. Lespace de Soboleyv WP (Q) est défini par :

WmP(Q) ={ve LP(Q) : D% € LP(Q), Va € Navec |a| < m}.

L’espace WP (Q) est muni de la norme suivant :

P A
[vllwmre) = { > \D"v\pdw] —< > HDO‘UHZD) , 8i1< P <400
0<]a|<m Q 0<|a|<m
||vHWm,p(Q) = max [[D%]| >, si p=-+oc.

0<|a|<m
Lorsque p = 2, W™2(Q) = H™(Q) = {v € L?(Q) : D € L*(Q), Y a € N |a| < m}, est munit
du produit scalaire

(U, V), / D%u(x) D (x)dz, (1.1)

|a|<m

et la norme associée

folma = (30 [ 107 |dz) (X 10wl

la|<m lo|<m

N |=

L’espace WP () peut aussi étre muni de la norme équivalente

lvllze ZH*”LP(Q



Espace de Soboleyv, résultats de densité

Théoréme 1.3.1 (théoréeme 5.1.2 [11])
Soit Q2 un ouvert de R™. Pour tout m € N et tout nombre réel p avec 1 < p < +oo, W"P(Q) est un

espace de Banach. Lorsque p =2, W"™P(Q) = H™(2) est un espace de Hilbert.

Proposition 1
(i) Sim >m' (m,m’ €N), alors H™(S) est contenu, avec une injection, dans H™ (£2).

(ii) H™ () muni du produit scalaire (1.1) est un espace de Hilbert.

Preuve (Voir [18] proposition 1 p. 93 ) m

Définition 1.3.4

Par définition :

HE(Q) = la fermeture de D(Y) dans H(Q).
H}(Q) = sous-espace de H'(Q) des fonction nulles sur o).
W, P(Q) = la fermeture de D(S2) dans WP ().
Wy"P(Q) = la fermeture de D(2) dans W™P((Q).

Puisque (par définition) D(R2) est dense dans H} ((2), on peut donc identifier le dual H~1(Q) de H}(2)

a un espace de distribution sur ).

H7H Q) = (H5(Q))

H(Q) C L*(Q) c HY(Q) c D'(Q).

Définition 1.3.5

Pour m € N, on désigne par Hy*(Q2) la fermeture de D(2) dans H™ ().

De maniére évidente, Hy"(2) est un espace fermé de H™(S)), mais en général HJ*(2) # H™(Q).
Signalons deux cas ott on a bien Uégalité :

(i) Sim =0, alors H*(Q) = L*(Q) et donc H)(Q?) # H°(Q).

(ii) Si Q =R, alors on peut montrer que Hj*(R") = H™(R").

Théoreme 1.3.2 (Inégalité de Poincaré) (théoréme 5.3.1 [11]) ]
Soit Q un ouvert borné de R™ et 1 < p < +o0 . Il existe une constante C'(p,n,) > 0 telle que :

n

(/ﬂw(x)ypdx)‘l’ < C(p,m, Q)(Z g;’i

i=1

AT Lp
de ) , Yve Wy (Q). (1.2)




Espace de Soboleyv, résultats de densité

Théoréme 1.3.3 (Inégalité de Poincaré) (théoréeme 1.4.6 [20])

Soit Q) ouvert borné de R" et u € Hi (). Alors il existe une constante positive C' > 0 telle que :
[ullz@) < C IV ullr2q)- (1.3)

Théoréme 1.3.4 (théoreme 1.4.7 [20])
Soit Q ouvert borné de classe C* de R™ et u € H{ (). Il y a une constante positive C' > 0 telle que

pour tout u € H*(Q),
ull oy < C(W“Hm(m s | u(w)d:cr) 1.4

Définition 1.3.6
Soient E et F deux espaces de Banach tels que F' C E. On dit que F s’injecte de maniére continue

dans E (en notation) F — F si et seulement si Uopérateur identité

F—FE (1.5)

Id: y—y (1.6)

est continu. De méme, on dit que F' s’injecte de maniére compacte dans E (en notation F' —. E) si et

seulement si Uopérateur identité de F' dans FE est compact.

Théoréme 1.3.5 (injection de Sobolev)

Si Q un ouvert borné a bord lipschitzien, alors on a les deux injections suivantes :

i) W™P(Q) — LP(Q), Vm € N*|1 < P < +oo telle que, m — g < —%

(i) W™P(Q) — C(Q), Vm € N*, telle que, m — g >0

Pour la théoreme 1.3.5, voir [19] [14] [15].

Théoréme 1.3.6 (théoreme de trace) (théoréme 1.4.3 p. 10 [20] )

Soit v = (v1, v2..., ) la normale unitaire extérieure sur OS) et

= e o @), =0 1
’Yju_wa)? u € ( )?]_ y T —

Alors lUopérateur de trace, v = {7o0,...Ym—1}, peut étre prolongé uniquement a un opérateur de

m—1 .
WmP(Q) vers [] W’"‘J‘%’P(aﬁ) :
=0

=

m—1 .
y=u€ W™P(Q) — ~vyu={yu,..Ym-1u} € [] W(mﬂ*%’p)((‘?Q).
5=0



Opérateurs bornés et non bornés

de plus, Uopérateur est un application surjective.

—j—1 \ g g . .
Notons que les espaces W™ 7~ »P(9Q) sont des espaces a dérivées d’ordre fractionnaire.

Soit 2 un ouvert borné de R" de frontiére 952 de classe C*. Alors, pour toute fonction u € H(Q2),
on a uj,, € H2(dQ) C L*(99).

Nous avons maintenant les résultats suivants.

Théoréme 1.3.7
Soit Q un ouvert borné de R™ de frontiére 00 de classe C. Alors, pour toute fonction u € H'(Q),

Uestimation suivante a lieu
1 1
[ullzza0) < C”“H;{l(Q)Hu”zQ(Q)a

avec C' une constante positive indépendante de u.

Théoréme 1.3.8 ( formule de Green) [16]

Soit 2 un ouvert borné de R™ de frontiére 052 de classe C*.
1. Siu € CYQ), ve CHQ) et Av € CHQ), alors

/Q (@) Av(x)dz = — /Q Au(z) - Av(z) dz + /d i u(m)%(x) i

2. Siu,v e C*HQ)NCHQ) et Au, Av e C(Q), alors

[ [oete) —ow)duw] ds = [ ()50 v 30 ) ar

3. Siu,v € C?(Q)NCHQ) et Au, Av € C(Q), alors

/Q (Au)(Av) dx = /Q (Au)vdx — / 8(8A“)v dr' + /F (Au)gl dr. (1.7)

T 14

1.4 Opérateurs bornés et non bornés

On commence dans cette section par donner quelques résultats qui sont connus sur les opéra-
teurs bornés et non bornés. On n’essaye pas de donner tout, mais de donner les définitions et les
théorémes de base dans la plupart on les présente sans démonstrations que 'on voit nécessaires
dans notre travail.

Soient (F, ||ul|g) et (F, ||u||r) deux espaces de Banach sur C et ‘H désigne toujours un espace de

Hilbert muni d’un produit scalaire (, ) et la norme correspondante ||u||z.

10



Opérateurs bornés et non bornés

Définition 1.4.1

Un opérateur linéaire A : E — F est dit borné s’il existe C' > 0 telle que
|A(z)||F < Cllz||g, Yo € E

L’ensemble de tous les opérateurs linéaires bornés de E dans E est noté par L(E).

Définition 1.4.2
Un opérateur non borné sur un espace de Hilbert H est un couple (D(A), A) oit D(A) est un sous-
espace vectoriel de H et A est un opérateur linéaire défini de D(A) dans H, on dit que A est un

opérateur non borné de domaine D(.A).Dans la suite, on suppose que D(.A) est dense dans H.

Définition 1.4.3
Un opérateur linéaire non borné de E dans F est un couple (A, D(A)), avec D(A) € E est un

sous-espace de Banach de E (dit le domaine de A) et la transformation linéaire
A:DA)e E—=F
dans le cas ott E = F', alors on dit que (A, D(A)) est un opérateur linéaire non bornée sur E.
Définition 1.4.4
Soit A: D(A) € E — F un opérateur linéaire non borné.
— L’image de A est définie par
Im(A)={ A(u):ue D(A)} C F.
— Le noyau de A est définie par
ker(A) ={ue€ E: Au) =0} C E.
— Le graphe de A est définie par
G(A) ={ (u,A(u)) :ue D(A)} C E x F.

Définition 1.4.5
Un opérateur A : (A, D(A)) C E — F est dit fermé si G(A) est fermé dans E x F. Un opérateur

11



Opérateur dissipatifs et m-dissipatifs

linéaire non borné fermé est caractérisé par :

A est fermé si et seulement si

Pour toute suite (uy,) telle que (uy,) C D(A), u € D(A)
u, — wdans E = et
et A(u), — ydans F Au =1y

1.4.1 Opérateurs adjoints et auto-adjoints

Définition 1.4.6 (Opérateur adjoint)
Soient H et H' deux espaces de Hilbert et A € L(H,H'). L 'unique application linéaire A* € L(H,H')

telle que pour tous u € H et v € H on ait :
(Au,v)3y = (u, A"v)y
est appelé Uadjoint de A.

Théoréme 1.4.1

Soit A, B € L(H). A*, B* leurs adjoints (respectivement), alors on a les propriétés suivantes :
1. (A)*=A
2. (A+B)"=A"+B*.
3. (aA)* =aA*VaeC.
4. (AB)* = B*A*.
5. [JAlF = [l Al
Définition 1.4.7 (Opérateur auto-adjoint)
Soient H et H' deux espaces de Hilbert.

1. Un opérateur A € L(H') est appelé hermitien ou auto-adjoint si :
A=A"

Il est dit anti-adjoint si A = —A*.

2. Un opérateur B € L(H) est appelé normal si :

BB* = B*B.
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Opérateur dissipatifs et m-dissipatifs

1.5 Opérateurs dissipatifs et m-dissipatifs

Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni d'un produit scalaire (, ) et de la norme induite

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné défini sur D(A) C H .

Définition 1.5.1

Soit A : D(A) — H un opérateur linéaire.

1. En cas ou H est de Hilbert sur C, on dit que A est dissipatif si
Re(Azx,z) <0, Vaxe D(A).
2. En cas ou H est de Hilbert sur R, on dit que A est dissipatif si
(Az,2) <0, V2 e D(A).

Définition 1.5.2
Soit A un opérateur linéaire sur un espace de Banach FE, est dit m-dissipatif si A\I — A est surjectif c’est

a dire
Im(\ — A) = E, VA 0.

Théoréme 1.5.1

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach E. Si A est dissipatif avec

Im(I — A) = E et E est réflexif, alors D(A) = E.

1.6 Semi-groupe, existence et unicité de la solution

1.6.1 Concepts sur les semi-groupes

Dans cette section, on va introduire quelques notions de base concernant les semi-groupes. On

commence par des définitions et théoremes de base.

Définition 1.6.1
On appelle Cy-semi-groupe (ou semi-groupe fortement continu) d’opérateur linéaire borné sur E une

famille (S(t))+>o vérifiant les propriétés suivantes

1. S(0) =1; (I =opérateur d’identité).

13



Consepts sur les semi-groupes

2. S(t+s) =s(t)s(s), Vit,s>0;

3. (S(t))¢>0 est fortement continue sur [0, +oo] ce qui est équivalent a lim+ IS (t)u—ul||g = 0, pour tout
- t—0

u € k.

Définition 1.6.2

Le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe (S(t))i>0 , Uopérateur A défini sur U'ensemble

D(A) = {u € E: lim S(t)tu_uexiste }

t—0t

par

Parfois on note également S(t) = '

Théoréeme 1.6.1
Soit (S(t))t>0 un Cy-semi-groupe, Alors

1. Ilexiste n > 0 et M > 1 tels que

IS®)|| < M, pour tout t € [0,n].
2. Ilexiste w > 0 et M > 1 tels que

1S()|| < Met, pour tout t > 0.

Dans ce cas on dit que (S(t))i>0 est un Cy-semi-groupe de type (M, w).
Le semi-groupe correspondant est uniformément borné. De plus, si M = 1 alors (S(t))i=0 est dit

Co-semi-groupe de contraction. (c’est a dire ||S(t)||p ) < 1) .

Définition 1.6.3

Un semi-groupe (S(t)):>o fortement continu sur E est un semi-groupe de contraction si

IIS()]| < 1, pour tout t > 0.

Théoréme 1.6.2 (Hille-Yosida)
Un opérateur linéaire (non borné) A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de contraction
(S(t))t>0 sur un espace de Hilbert H si et seulement si

(i) A est fermé est D(A) = H.

(ii) Uensemble résolvant p(A) contient R et pour tout A > 0

I = A)7H| <

>| =

14



Consepts sur les semi-groupes

Théoréme 1.6.3 (Lumer-Phillips)

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire et @ domaine dense dans V ie : D(A) = V.

(i) Si A est dissipatif et A\g > 0 telle que le rang R(\oI — A) alors A est un générateur infinitésimal
d’un C°-semi groupe de contraction sur V.

(ii) Si A est un générateur infinitésimal d’'un C°-semi groupe de contraction sur V, alors R(AgI —A) =
x pour tout Ao > 0 et A est dissipatif. De plus Re(Au,x*) < 0 pour tout x € D(A) et x* € u(x).

Preuve ( voir théoréme 3.4 P. 15 [2]) m

Corollaire 1
Soit (A, D(.A)) un opérateur linéaire fermé et a domaine dense dans V. Si A et A* sont dissipatifs,

alors A est un générateur infinitésimal d’un C°-semi-groupe de contraction.

Preuve
Voir ( corollaire 1.3.2 p. 15[2]).
|
La majorité des équations d’évolution peuvent étre réduites sous la forme d’un probléme de
Cauchy abstrait suivants

U =AU, t>0
(1.8)

U(0) = U,

ou A est le générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe (S(t)):>o sur un espace de Hilbert .

Théoréme 1.6.4 (Hille-yosida)
Soit (A, D(.A)) un opérateur linéaire non borné sur un espace de Hilbert H). Supposons que A est le

générateur infinitésimal d’'un Cy-semi-groupe de contraction (S(t))¢>o, alors

1. Pour Uy €,H, le probléme (1.8) admet une solution faible unique
U(t) = S(t)Uy € C° <R+,D(A)) nct <R+,H>.
2. Pour Uy €,D(.A), le probléme (1.8) admet une solution forte unique

U(t) e C° (R+,H).

15



Stabilité des semi-groupes

1.7 stabilité des semi-groupes

Définition 1.7.1 (Convergence faible et convergence faible étoile x)
Soit E un espace de Banach de dual E’.

On dit qu’une suite (vy,), € E converge faible vert v € E si

vf € E,a f(vn) = <f7 Un>E’7E — <f7U>E’,E = f(U)

Une suite (fn)n € E' converge faible x vers f € E' si
Vu€E, fu(v)={fn,0)pre = (f,0)e6=f()

Définition 1.7.2
La stabilité consiste a garantir la décroissance du solution de l’énergie E(t) vers zéro de fagon plus ou

moins rapide, par un mécanisme de dissipation.

Définition 1.7.3

On a trois degrés de la stabilité
1. La stabilité forte : Si lim E(t) = 0.
t——+o00

2. La stabilité uniforme : SiVt > 0, E(t) < Cf(t) ou C est une constante par rapport a t, qui

dépend de la norme des donnés initiales et f une fonction décroissante f : R — R qui satisfait
tilgloo f(t) =0
3. La stabilité faible : Lorsque
u(z,t) = 0etu'(x,t) — 0 quand t — +o0.

Dans certains espaces de Hilbert.

Définition 1.7.4
Soit w(A) = sup{Re(\), X € 0(A)} la borne spectrale de A .

On dit que le semi-groupe (S(t))¢>0 est stable si
lim S(t)r =0, pourtoutz € E.

t——+o0

Si w(A) <0, alors (S(t))s>0 est dit exponentielle stable.

Définition 1.7.5

Supposons que A est le générateur d’un Cy-semi-groupe (S(t))t>0 alors A est
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Stabilité des semi-groupes

(i) fortement stable si

lim ||S(t)z]|g =0, Vxe€ B,

t——+00

(ii) uniformément stable si
Jim [[S(t)a]5(z) = 0.

(iii) faiblement stable si

pourtout z € E et ye€ E',(S(t)z,y) — 0, lorsque t — +oo,
(iv) asymptotiquement stable si

pourtout r € E et ye E'||S(t)z| — 0, lorsque t — +oo0,
(v) exponentiellement stable s’ils existe deux constantes M > 1 et w > 0 telles que

1S(t)z|| g < Me “!||x||g, pourtout t>0,z¢cE,
(vi) polynomialement stable s’ils existe deux constantes positives C et « telles que
ISHt)x||p < Ct %||x||g, Vt>0,z € E.

Définition 1.7.6
Un semi-groupe (S(t)) >0 SUr H est dit uniformément exponentiellement asymptotiquement stable si

et seulement s’il existent deux nombres positifs M > 1 et w tels que,

ISz < Me™™*,  pour tout t > 0.
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Chapitre 2

Existence et unicité de la solution du

systeme (P)

2.1 Position du probleme

Dans ce chapitre, on va établir I'existence et I'unicité de la solution de I'équation de Schrodinger

d’ordre quatre suivant :
ou(z,t)

e iA%u(z,t) dans Q x (0, +00),
u(z,0) = ug(x) dans €2,

(P): u(a:,t)—au((;;’ﬂ—o sur I'; x (0, +00),
Au(z,t) =0 sur I'g x (0, +00),
0Au(z,t) ou(z,t)
a5 = m(z) - v(x) 5 sur Ty x (0, +00).

en utilisant la théorie des semi-groupes.
Pour montrer I'existence et I'unicité de la solution, on réécrit le probleme (P) sous la forme abs-

traite d'un probléme de Cauchy du premier ordre dans V' comme suit :

U'(t) = AU(t), t>0

ou

V:{U€H2(Q):u=gu:0 dans I'1}
v

avec V est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire :

(u,U)V:/QAu(:E)Av(:C)d:U

18



Existence et unicité de la solution du systéme (P)

et de la norme induite :

ol = ( [, \Au(w)lzdwf

|||l est équivalente & la norme de H?((2).

2.2 Existence et unicité de la solution du systeme (P)

Théoréme 2.2.1 (Uexistence et unicité de la solution)

Pour toute donnée initiale uy € V, le systéme (P) admet une solution unique.
u € C([0,+0); V) N CL([0, +00); V).
Ici, V' est le dual de V. De plus, si ug € HS(Q) NV, et

Aug(x) =0 sur Ty,

OASB(‘T) =im(z) - v(r)A%ug(xr) sur Ty,

alors, u € C*([0,+00); V) N C([0, +00); H>(Q) NV) et satisfait :
Au(z,t) =0 sur Iy x (0,+00),

0Au(x,t)

YD () - (@)Au(e, 1) sur Tox (0, +00).

2.2.1 Le probleme équivalent

Le systéme (P) est équivalent au probléme de Cauchy suivant :

U'(t) = AU(t), t>0

2.1
U(0) = U,
olt A est un opérateur linéaire non borné défini par :
DA) ={ueV, A*ueV, Au=0 surTy, et Ou = im(z) - v(z)A%u surTo},
o (2.2)

Au = iA2q.

Pour montrer le théoréme (2.2.1), nous utilisons la théorie des semi-groupes en particulier le théo-
reme de Lumer-Phillips (1.6.3), corollaire (1) c’est a dire on montre que les opérateurs fermés non
bornés A et A* sont dissipatifs, et donc A engendre un Cy-semi-groupe de contraction et d’'apres le

théoréme de Hille Yosida (1.6.4) on a Uexistence et Uunicité de la solution.
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Existence et unicité de la solution du systéme (P)

Proposition 2

L’ opérateur A défini dans (2.2) est fermé non borné et a domaine dense, c’est a dire D(A) = V.

Lemme 2.2.1
L’opérateur A défini par :

du

D(A) ={ueV, A%uecV, Au=0 surTy, et m(z) - v(z)A%u sur T},

-
v (2.3)
Au = iA%u.

est anti-adjoint, c’est a dire que A = —A*. telle que A* défini par :

ou
DAY ={uecV, A2ucV, Au=0 surly, et — = —im(z) - v(x)A%u surTy},
() = { o et 2 im(a) - vla) SN

Ay = —iA%u.

Preuve
Soit u € D(A).
On a par définition :

(Au7 U)V = (u7 A*U)V

D’autre par; on a :

(Au, v) = /F (Adu(z, 1)) (Ao 1))dz = /Q i(A2u(, ) (AD(z, D)) da

=i /Q(AZU(SU, t))(Av(z,t))dx

Calculons lintégrale / (A?u(z,t))(Av(z, t))dz on intégre par partie en utilisant la formule de Green
Q
(1.7), on obtient :

B 0Au(x,t) P
/Q(A2u(a:,t))(Av(:r,t))d:1; = /Q(Au(x,t))A(Av(x,t))dx—i—/F8V Av(z,t)dl

_ / (Au(a, )220 4
T 81/

En tenant compte les condition aux limites du systéme (P), on obtient :

2 = u\xr v\ XL M v\
/Q(A w(z, ) (Av(z, t))de = /Q(A (z,4))A(Av(z, £))d +/FO o Ao, 1)l

_ / (Au(a, )220 i
To v

Donc
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Existence et unicité de la solution du systéme (P)

Dou
(Au, v}y =i /Q (Aulz, t))(A%o(z, 1) dz = /Q (Au(z, t))(iA%0(z, 8))de
= | (Aute )&% (oG o
:/Q(Au(:n,t))A(A(—iv))dx

:(uv A2(_iv))\/

—(u, A™)y.

Donc A* = —iA%?u = — Av.

Ce qui montre que A est anti-adjoint. m

Lemme 2.2.2

Les opérateurs A et A* sont dissipatifs.

Preuve

1) Montrons que A est dissipatif, c’est a dire on montre que

Re(Au,u) <0, Yu € D(A)

Soitu € D(A). Ona:
(Au,u)y = / AAu(z,t) Au(z,t) dz.
Q

Ona:

(u, Au)y = (Au, u)y

Donc

Re(u, Au)y = Re(Au, u)y = Re(Au, u)y.

Calculons donc (u, Au)y .

Ona

(u, Au)y = /Q Au(z,t) A(Au(z,1)) da.

Appliquons la formule de Green (1.7), on trouve :

(u, Au)y :L(Azu(m,t))(flu(w,t))dx —/F 9au(z,t) (Au(zx,t)) dT —i—/FAu(:c,t) A Au(z, 1)) dar

Oov ov
B 9 g OAu(x,t) e B I(Au(z,t)) e
= [ (@G ) (Aute e~ [ FEERE ) ar — [ FETRE G )
A QAU gp [ Ay SAUED)

To 174 T 8V
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Existence et unicité de la solution du systéme (P)

Utilisons Uexpression de D(A) (2.3) et les conditions aux limites du systéme (P), on obtient :
(u, Au)y = / (A%u(z,t)) (Au(z, t))ds — / i m(x) - v(z)A%u(z, t)(Au(z, t))dD
Q To

:/(AQu(x,t))(iAzu(m,t))dac —/ i m(z) - v(z)A%u(z, t)(iA2u(z, t))dl
Q T'o

— / (A2u(z, 1)) (AZu(z, 1)) de — / i m(x) - () A2u(z, ) (—i)(BZu(z, 1))dl
Q To

:—7;/ \A2u(x,t))\2dm—/ m(@) - v(2)| A2u(z, )T
Q o

Dot

Re(u, Au)y = — [ m(x) - v(z)|A%u(z,t)>dl < 0.
To

Et comme (u, Au)y = (Au,u)y Donc
Re(u, Au)y = Re(Au, u)y = Re(Au, u)y.

Alors Re(Au,u)y < 0.

Par conséquent A est dissipatif:

2) Montrons que A* est dissipatif.
Soit u € D(A*)Ona:
(u, A"u)y = / Au(z, t)A(A*u(z,t)) de.
Q

Utilisons la formule de Green (1.7), on obtient :

(A*u(z, 1)) dT + /F Au(z, t) oA u(@,1) 4

(u, A*u)y =/ 5

(A2U@%UXfVUCuthx—:/ 0Au(z, t)
Q

T 8V

B 9 S oo U OAu(z,t) o B O(Au(z,t)) e
- [ (a%u(e.0) (Bl D)o A)%<A<¢»ﬂ Al&,M (2, ))dr
+ | Au(z,t) W dl'+ | Au(z,t) W dr.

To v I v

Utilisons Uexpression de D(A*) (2.4) et les conditions aux limites du systéme (P), on obtient :

(u, A*u)y =/

(A%u(x, b)) (A*u(z, t))dz — / —im(x) - v(z)A%u(z, t)(A*u(z, t))dl
Q

To

:/Q(AZU(:U,t))(—iAzu(:c,t))dx —/ —im(z) - v(z)A%u(z, t)(—iA2u(z, t))dl

o

= i/(Azu(x,t))(AQU(x,t))dx —i—/ i m(x) - v(z)A?u(z,t)(—iA2u(x, t))dD
Q N

0

— / |A2y(z, 1) Pdz + / i m(z) - v(z) A2u(z, £)(5)(AZu(z,1))dl
Q Ty

= z/ |A2u(z, t)|?dx —/ m(z) - v(z)|A%u(z, t)|?dl.
Q

To
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Existence et unicité de la solution du systéme (P)

Donc

Re(u, A u)y = — | m(z)-v(z)|A%u(z, t)|*dl < 0.
To

Car : m(x) - v(z) > 0sur Ty

et : |A%u(z,t)|?> > 0.

Et comme (u, A*u)y = (A*u, u)y
et donc

Re(u, A"u)y = Re(A*u, u)y = Re(A u, u)y.

Alors Re(A*u,u)y < 0.
D’ou A* est dissipatif.

D’apres le lemme (2.2.2), A et A* sont dissipatifs, alors d’aprés le corollaire (1), A est la
générateur infinitésimale d’'un Cj-semi-groupe de contraction.
Et par conséquent d’apres le théoréme de Hille-Yosida (1.6.4) le probleme (2.1) admet une solution

unique telle que
u € C([0,+00); V) NCL([0, +00); V),

et

Aug(z) =0 sur Iy,
0Aup(x)
ov

alors, u € C1([0,+0); V) N C([0,+00); H>(2) N'V) et satisfait :

= im(z) - v(z)A%ug(z) sur Ty,

Au(z,t) =0 sur Iy x (0,400),
OAu(z,t)

5, = im(x) v(@)APu(z,t) sur Tox (0,+00).
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Chapitre 3

Stabilité frontiere de la solution du

systeme (P)

Introduction

Le probléme de stabilisation auquel on s'intéresse revient a déterminer le comportement asymp-
totique de 'énergie, a étudier sa limite, si cette limite tend vers 0 de maniere exponentielle ou pas

et a donner le taux de décroissance de 1’énergie, c’est a dire que
E(t) < Me ' E(0), Vt > 0.

0 = le taux de décroissance de 'énergie E(t).

La décroissance de I'énergie vers 0 de maniére exponentielle est la plus rapide.

Dans ce chapitre on va établir la stabilité frontiére uniforme plus précisément la stabilité expo-
nentielle du systeme (P) par des contrdles frontieres de type Neumann, on montre que I'énergie
associée a la solution (P) décroit exponentiellement dans un espace d’énergie approprié.

Le résultat est établi en utilisant la technique des multiplicateurs et un argument de compacité /

unicité.

L’énergie E(t)

Tout d’abord, on détermine I'énergie F(t¢) associé a la solution du systeme (P).
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Stabilité frontiere de la solution du systeme (P)

Lemme 3.0.3

L’énergie associée a la solution du systéme (P) est donnée par :

1
E(t) = / |Au(z, t)|*dz. (3.1)
2 Ja
Preuve
Pour u solution du systeme (P) on a :

1
B(t) =5 lull}

1

:§(u,u)v

1 / (Aulz, ) (Au(z.D))dz

2 Jo

1 2
=— [ |Au(z,t)|*dx.

2 Ja

|
Maintenant en va établir la stabilité exponentielle du systeme (P) par la dissipation frontiere don-

née au sens de Neumann.

Dans le théoréme suivant, on indique un résultat de stabilité pour le systeme (P).

Théoreme 3.0.1
Il existe des constantes positives C' et § telles que pour tout uy € V Uénergie (3.1) de la solution (P)

out T'y et T'1 sont définies dans (1) satisfait l'inégalité suivante :
E(t) < Me % E(0), Vt>0. (3.2)
Pour démontrer le théoréme (3.0.1), on utilise le lemme suivant :

Lemme 3.0.4 (lemme 1.3.1 [15] P. 25)

Soit (S(t))t=0 un semi-groupe de contraction dans un espace de Hilbert H et pour tout u € H,
1 . . . .

E(t) = §||S(t)||§{ Uénergie de S(t)u en temps t. (Il est clair que E(t) est une fonction non croissante

de (0, +o0) vers (0, +o0). Alors :
E(t) < Me™®E(0), Vt>0 (3.3)

avec M > 0 et § > 0 sont indépendants de wu si et seulement si il existe un temps T > 0 indépendant

de u et un constante C > 0 (dépend de T') et indépendant de u telles que :

Et) < —=. (3.4)

/
Q
_|_
—
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Stabilité frontiere de la solution du systeme (P)

Preuve
la condition suffisante de (3.4) :
L’estimation (3.4) implique que

E(t) <~E(0)

1
ouy=——<1.
Tt
Appliquons cette argument sur [(m — 1)T, mT] pour m € N* (qui est valide car le systéme associé

du semi-groupe est invariant par translation en temps), on trouve :
EmT) <~yE((m—-1)T) < ..... <AME(0).
De plus, on a
E(mT) < e *TE(), VmeN*

1 1 1
aveca = —In—+ —In(1+ C) > 0 qui est dépend de 7.
T ~ T

Pour ¢ > 0 arbitraire, il existe m € N* tel que (m — 1)T < t < mT et pour la propriété de non

croissance de I'énergie F(t), on conclut que

—_

E(t) < E((m —1)T) < e~ M= DT E(0) < e~ E(0).

2

. o . .. 1
Donc Iénergie F(t) décroit exponentiellement avec un taux de décroissance o = T In(1+C).
la condition nécessaire de(3.4) :

L’estimation (3.3) implique pour tout 7" > 0 :
E(0) — E(T) > E(0)(1 — Me™T) et

E(T) < Me °TE(0)

1— Me 9T

on choisit 7' > 0 assez grand tel que 1 — Me™9T > 0 et on prend C = Me—oT

D’ol1 on obtient 'estimation (3.4)
"
Preuve (théoreme (3.0.1))
Nous prouvons le théoreme (3.0.1) pour les solutions réguliéres. Le cas général suit par un

argument de densité. Nous procédons en plusieurs étapes.
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Stabilité frontiere de la solution du systeme (P)

Etape 1:
Lemme 3.0.5
Ona: )
d B Ou(x,t)
%E(t) =— /1“1 m(x) - v(x) T dr (3.5)
etvVT >0
r ou(x,t) |?
E(T)— E(0) = —/ m(z) - v(z) ~= | dI dt. (3.6)
o Jro ot
Preuve )
d ou(z,t)
1) Mi =— : ———| dI.
) Montrons que : p E(t) /F1 m(z) - v(x) 5 d
Ona:
1 1
B(t) = 5 llulf = 51 Au)?
Donc
d 2
& B(t) =5 % 1A
1d
Au, A
—g g B ATV

= [(A?;:,A) (Au, Aa(;?)}

Et comme : (A@ Au) = (Au,A@), alors

ot’

dE(t) 1 o)
% 3 [2?]?6(Au, Aat)]
=Re(Au Aaau))
—Re /Q (Au(x,t))(Aa“(;t)))dx.
Calculons /(Au(w t))(Aa E;; t))dx.

Appliquons la formule de Green (1.7) :

dx—/A2 u(x, t ))dl' /Fa(AZE/x’t»au(;;t))dl“—l—/r(Au(x,t))auta(f’t)df‘.

/ (Au(z, 1) (A2
Q

Utilisons les conditions aux limites de (P) et la premiére équation de (P), on obtient :

[ @ute.n @5 Dy = [ atuie it i - [ mia) -vin 228D gy

1)

ou(x,t) |?

dr.
ot

:i/ |A2%u(z, t)|?de — [ m(z)-v(z)
Q

o
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Stabilité frontiere de la solution du systeme (P)

E 2
Dot : dB(t) = Re [2/ |A2u(z, t)|?de — [ m(z)-v(z) du(z, ) dr.
dt o Ty ot
dE(t) ou(z,t)|?
= — . dr'. 3.
o /1“0 m(z) - v(x) 5y 3.7)
Ce qui signifie que 'énergie du systéme (P) est une fonction decrozssante sur lespace V.
2) Montrons que : E(T) / m(x) - v(x) 8u(aai Ll dr dt
r
On intégre (3.7) sur Uintervalle [O T), on obglent
T T 2
/ @ = —/ / m(x) Ou(, t) dl'dt
r ou(z, t) |
== [E(t)] = / / drdt
0 0 ot
— E(t) - B(0) = —/ / U(al; D i

Etape 2

Proposition 3
Soit h(.,.) € C*(Q x [0,T];R™) un champ de vecteur. Alors pour chaque solution faible ou forte u
de systétme (P), cest a dire pour chaque ug € HZ(Y) et pour chaque u € (L'(0,T)HZ(Q)), on a

Uinégalité suivante :
T —1* T r oAu(x,t) —
4/ / |Au(z, t)|2dzdt < Im/ [u(x,t)m(m)Vu(x,t)dm} —28?6/ / T’m(x)-Vu(m,t)dth—
0 o v

nie / /F (e, ) 22U ey / /F )m(x)-u(m)dth+

/ Az, £)2m(z) - v(z)dldt.
0 I

Preuve
Utilisons la technique des multiplicateurs et I'argument d’unicité /compacité :
On multiplie les deux membres de la premiere équation du systéme (P) par h(z,t) - Vu(z,t) et on

integre sur 2 x (0,7"), on obtient

/ / (au o0 ZAQU(%,?S)) hz,t) - Ve, D) = 0

(3.8)
/ 8u (z, t ) - Vu(z,t) dedt = / /2A2 u(z, t)h(z,t) - Vu(z,t) ddt.
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Stabilité frontiere de la solution du systeme (P)

Pour la premiere intégrale du membre gauche de (3.8), nous avons d’ apres intégration par parties

ent
Bu T
/ / ) V(e 1) dedt = / w(z, h(z,t) - Valz, Odz| —
0 (3.9
/ / 6h (z,¢) u(z, t)dzdt — / / u(z,t)h(x,t) V(au(ai t)) dxdt.
En appliquant de nouveau le formule de Green dans (3.9), nous obtenons
8u T
/ / ) - Vu(z,t) dedt = / u(z, t)h(z,t) - Vu(x,t)de| —
Q 0
T -
/ /u(x,t) (z Vu(x,t)dxdt—/ /u(:):,t)au(x’t)h(:c,t) -v(x) dldt— (3.10)
0o Ja o Jr ot

T T
z/ / A2u(az,t)h(:1;,t) -Vu(zx,t) dedt — z/ / A2u(x,t)u(m,t)divh(x,t)da;dt.
0 Q 0 Q

En injecte (3.10) dans (3.8), on obtient

f e ] [ [

/ / xtau  h(eat) - () dudt — i /0 /Q AZu(z, Oh(z,t) - Vu(z, t) dedt—  B1D

- T
Z/ / V2u(x, t)h(z, t)divh(z, t)dzdt — 2/ / A?u(z, t)h(z,t) - Vu(z,t) dedt = 0.
0o Ja 0o Jo

: Vu(:z:, t)dxdt—

En multipliant par (—i), on obtient

—i/ [ (z,)h(z,t) - Va(z,?) x} +z/ / ahx D . ule tdwdt+
/ / u(z,t) a“ @)y 1) () dxdt—/o /QA21L(x,It)h(x,t)-Vu(x,t) dedt+  (3.12)

T
/ / A?u(z, t)h(z, t)divh(z, t)dedt — / / A%u(z, t)h(z,t) - Vu(x,t) dedt = 0.
0 Q 0 Q

N\

D’ou

2§Re/ /A2 (z,t)h(z,t) - Vu(z,t) dedt = Im/[ (x,t)h(x,t) - Vu(z,t) de| —

0

Im/ / 8h (,?) - Vu(z,t) dacdt—[m/ / ulz, t)h(x,t)'u(:r)dxdt— (3.13)

%e/ /Azu(x,t)h(;l?,t)divh(x,t)d:cdt.
0 Q
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Stabilité frontiere de la solution du systeme (P)

Nous calculons I'intégrale du membre droit de (3.8).

D’apres le formule de Green, on obtient

Au( .
/ /A2 (z,)h(z, 1) - Vulz, )dedt = / /8 W) ot V(e DdTdl—

Z/ /8Aux t) ahai t)auajjt drdt — Z/ /aAux t t)a;:a%)d gt

/0 /F Mgif’t t) - Vau(z, t)dldt — Z / / Au( 8;; ) aua(:;;t)l/k(l‘)drdt—F (3.14)
%;/OT/QAu(x,t) )88 dx dt+22/ /Au ahaxi t)aj?xixj)d dt—
%;/OT/QAU(HM)%‘(% )861;(:;; dth+Z/ /Au z, t)h; (@ t)aa Au(z, t)dadt.

En injecte (3.14) dans (3.13), nous obtenons

2Re / / Mh( t)-Vu(z, t)d0dt— 23%2 / / Au(z (,1) amuk(:r)df‘dt+

81‘k 69cj

2T
2%62/ /Au >aa( da;dt+4§ReZ/ /A 8h8; t)aax( )d dt—
k ELj

2T
25&62/ /Au x,t)hj(z,t) aaxia: 2 dth+2§ReZ/ /Au x,t)hj(z t)aaAu(x t)dxdt =

Im/ [u(x,t)h(x,t)-Vu(x,t) dac]o —Im/0 /Qu(x,t);t’-Vu(x,t)dxdt—

Im/ / u(z,t) a“ @8, )~u(a:)drdt—§ree/0T/QAQWh(x,t)divh(x,t)dxdt.

(3.15)
Si h(z,t) =m(x), alors
divm(x) = n,

et

om;(x) 1 sik =,
8$k

0 sik#£j

0*mj(x,t)

—0 Vi, k
83:%(

et (3.15) est équivalente a
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T r aAu(z,t) (z,t) Qu(x,t)
2 — T'dt — 2 Au( r
?Re/ﬂ /F £y m(x) - Vu(z,t)dldt %62/ / u(z 8azk oz, v (x)dldt+

T 92m. Py
2%62/0 /QAu(a:,t) ngxéc )88( da:dt+4§)i‘,eZ/ /Au 8m] ©,1) Oulz, t)d:cdt—

i oxy, Oz

Oz

2%62/ / Au(z, t)m;(z t)a uz, ) (a:)dth+2§)‘EeZ/ / Au(x,t)mj(x,t)aiAu(:c,t)dxdt = (3.16
- Jo JQ J

2) -Vu(z,t) dedt—

Im /Q [u(x,t)m(:c,t)-Vu(x,t) dmL ~Im /0 ! /Q ul
Im /0 ' /F () 2D oy () dadt — Re /0 ! /Q Ao Dym(a)divim () dadt.

alors (3.16) est équivalente

2§Re/ /‘M“ DY) (@) - V(@ D drdt—me/ /A )dFdH—
4/ / |Au(z, t)[*dzdt — 2%62/ /Au x, t)ym;(z) 0 u(z,1) t) v(z)dldt+
o Jo ’ “Jo Jr VO ay O
o T
2?)?62/ /Auxtm] oz, ~—Au(z, t)da:dt—fm/ [ (z,t)m(z,t) - Vu(z, t)d] —

0
Im / / 8“ @30) () - v()dTdt — n Re /0 /Q (o, ) A%u(w, D dwdt.

Mais d’apreés le formule de Green, nous avons

/ / w(z, ) A%u(z, t)dzdt = / / a(w, )2 )dl“dt—/ /a“ U 8) Nl B dTdt+
/ /|Au(x,t)]2dxdt.
0 Q

2?]%62/ /Au x, t)mj(x aa Au(z, t)dzdt = / /]Au z, t)|*m(zx) - v(z)dl'dt—

n/ / |Au(z, t)|*dzdt.
0 Q

(3.17)

(3.18)

et
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Stabilité frontiere de la solution du systeme (P)

Par conséquent, (3.17) peut s’écrire comme suit :

T T 2N
Re / / Mh(x,t}-Vu(m,t)dl“dt—Q%e / Au(z,t)aua($’tdth+

14

3 u(z,t)
/ / |Au(x,t)] dxdt—%%Z/ /Au x, t)m;(x 89%833] v(z)dldt+

/ / Au(z, )| Pm()v(z)dTdt + n¥e / / |Au(z, t)2dadt = Tm / [u(x,t)m(x)-Vu(a:,t)dx -

Im / / ((3 m(z) - v(z)dldt — nRe / / M“ ( t)dl“dtJr 0

n%e/ /aual/ Au(z t)dth+n§}Ee/ /\Au x,t)|2dadt.

donc

me/ /m““ (2,1) - vu(a;tdrdt—za’-ee/ /A )dl“dt-f—

/ /|Aux t)] dxdt—QS%eZ/ /Au:c tym; (x 8:c,f§;ct) (2)dTdt+

/0 /F|Au(m,t)2m( x)-v(x )dth—Im/ [ (z,t)m(z) - Vu(x,t)dx]T_ (3.19)

uf [
/ / QU t) N tyardt.

ou(x,t)
v
Oou(z,t)

or,

m(z) - v(z)dldt — nRe / / u(, )2 )dth+

=0surI'; x (0,7), alors

De plus, puisque u(z,t) =
k=1 sur 'y x (0,7,

et
Pu(z,t) O ,0u(w,t) —_—
ax]agjk = % T%)VJ(J}), 715 k= 1, ceey 1, sur Pl X (O,T) (3.20)

ce qui nous donne :

ij %;ngxi) ve(w) =Y my(x )aay(a%(;t))uj(x)yk(x)

k,j

g M vi(z)(de (3.20
(T ) de (320 .

auazt)
Zm] 7

=m(x) - v(z)Au(z, t), sur I'y x (0,7).

=m(zx) - v(x)
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On injecte la troisieéme et la quatrieme I'équation du systéme (P) et (3.21) dans (3.19), on obtient

4/T/ \Au(x,t)!?dxdtzlm/ [u(w,t)m(x).vu(x’t)dx]:_

23‘%@/ / 8Au (=, t (x) - Vu(z, t)dl“dt—n%e/ / u(z,t) M(ﬂ“dt— (3.22)
To To (91/

Im /0 /F Ou(x,t) (%’ (1) ) )T+ /0 /F (e ) m(z) - v(x)adr.

Puisque m(x) — v(z) < 0 sur I, alors nous avons de

4/OT/Q|AU(3:,t)!2dxdt < Im/Q [“(xvt)m(ﬂf)-Vu(:r,t)dx]OT_

T T P2y
28?6/ / Mm(:ﬁ) - Vu(x,t)dldt — n%e/ / u(x, t)MdI‘dt—
T (91/ T 6

v

- -
Im/ / u(w, t)au(x, t)m(:c) -v(x)dldt. (3.23)
0 To ot

Etape 3
Nous estimons chaque terme du membre droit de (3.23) séparément.

On pose :

I = Im/ [u(z,t)m(a:) -Vu(z,t)dz T.

0
I = 2%6/ / aAu (=, t (z) - Vu(z, t)dldt.
1)

I3 :n%e/ / u(x,t)wdfdt.
T 9

I, = Im/ /Fo 8u (z, t)m(a:) -v(x)dldt.

On estimons [, : Utilisons I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient

‘Im /Q [u(w,t)m(w) v ]

En utilisant I'inégalité de Poincaré, donc en vertu de (3.24) on obtient

/ lu(z, TYm(z) - Valz, T)|dz + [u(z, 0)m(z) - Va(z, 0)|dz

< C'/Q(|u(a:,T)|Vu(x,T) + |u(z,0)||Vu(z,0)|)dz. (3.24)

I < C/(|Vu(a:,0)]2 + [Vu(z, T)?). (3.25)
Q
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Ou C une constante positive.
On estimons /5 : En utilisant la condition limite de systeme (P) et le théoreme de la trace, nous

obtenons

‘25}3 / / Ul vl t)dl“dt‘ ‘zéree/OT /FO Wm(w)-u(x)Vu(:c,t)dth’

T
<C’// ou(x,t
0o Jry

Ot ¢ est une constante positive a fixer ultérieurement et i, est une constante, telle que

2 T
m(x) - v(x)dldt —I—/ \Vu(z, t)>dzdt.
0o Jro

/ VE()Pdr < / AE(x) Pdz VEeV
T'o Q

donc

2 T
m(z) - v(x)dldt + epq / / |Au(z, t)|*dzdt. (3.26)
0 Q

C/T/ ou(x,t
I, < —
€ Jo Jrg

ot

On estimons /3 : En utilisant la théoréme de la trace et 'inégalité de Poincaré, on obtient

u(z,t)|?
n?Re/ / (z, t dth‘ / / : dldt+
. Ty ot
€ / / |Au(z, t) dudt.
2" Jo Ja
Ou g vérifie :
)P < gy [ A6(a) Pt veev
o Q
D’ ot :
Cn2 0 )2 T
< n u(aﬁ, ) dl“dt+€u2/ /Au(x7t)|2d:ﬁdt. (3.27)
To ot 2" Jo Ja

On estimons [, : Appliquant de nouveau la théoréme de la trace et I'inégalité de Poincaré, on
obtient

<2C€/OT/FOm(x)

du(z,t)|?
ot

T
dth+;u2/ /]Au(m,t)|2da:dt. (3.28)
0 Q
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Etape 4
On injecte (I1)—(I4) dans (3.23), on obtient

T
2 2 2
4/0 /Q|Au(:v,t)| ddt gc/(vu(gg,on + |Vau(z, T)[2)da—

T
/ / Bu (z,) )-V(x)dfdt—e,ul/ / |Au(z, t)|*dzdt—
o
Ou(z,t) t) 2 9
/ / dalidt — /Lg/ / |Au(z,t)|*dzdt—
To ot

Qu(z,1
ot

dth—epg/ /yAu(x,t)Fdxdt.

Ou(z,t) t) 2
ot

/ /Fomm

C’/ (IVu(z,0)|* + |Vu(z, T)|? d:c+C’/ /
To

e(m—kug)/ /|Au(w,t)\2dazdt.
0 Q

al'dt+

En choisissant e suffisamment petit pour que 4 — €(u1 + p2) > 0 et en invoquant le fait que la

fonction d’énergie F'(t) est non croissante, on obtient

e(p+p2) / /|Au:1: t)[2dzdt < c/ / aug: .Y dth+C/(|Vu(x,0)2+|Vu(x,T)|2)dx.
To Q
Donc )
T ou(z,t)
T <C /0 /F () e de+ Clul g . @ (3.30)
ol
HE (Q)={f € H'(Q); f =0 sur I'1}.
Etape 5

Proposition 4

Il existe une constante C' > 0, telle que :

Ou(z,t) )2

Preuve
Nous raisonnons par 'absurde.
Supposant que :
T
Au(z,t)|?
2
HUHC(O,T;Hlll(Q)) > C/O /FO m(x) 5 dl'dt. (3.32)
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Alors il existe une suite (u,),en de solutions du systeme (P) avec

U (,0) = ul (), x €,

telle que
2

llleorm, @) =1 ¥n €N (3.33)

et ,
T
/ / m(z) - v(x) 8ug1:t, ) dl'dt — 0 quand n — +0o0 (3.34)
0o Jro

Comme toute solution de systeme (P) satisfait (3.30), on déduit de (3.33) et (3.34) que la suite
0

(u)nen  est uniformément bornée dans V. 11 existe donc une sous-suite encore notée (u)),en
telle que

ud — @ faiblement dans V.
Soit @ la solution du systéme (P) correspondante & la condition initiale ° . Alors

u, — @ étoile faiblement dans L>°(0,7;V),

C’est a dire (u,,) — @ dans L>(0,T;V).
La suite (u,) est uniformément bornée dans L>°(0,7; V). Ce fait et avec la compacité de I'appli-

cation V — H%l (Q) implique qu'il existe une sous-suite encore notée (u,,) telle que
u, — @ fortement dans L>(0,7;V).

Alors en vertu de (3.33), on a

Hﬂ’H%(O,T;H%l(Q)) =1. (3.35)
De plus d’apres (3.34), on a
T ~ N2
/ m(x) - v(x) Ou(z,t) dl’'dt = 0.
o Jro ot
Donc
8u(a:z,t) =0sur Ty x (0;7).
On pose v(z,t) = augf’ t), alors v est une solution du systéme :
8”5;;’ 2 = iA%v(x,t), dans Q x (0,7T)
v(x,0) = vo(x) dans 2
(S): vz, t) = I(z,1) =0, sur 'y x (0,7)
ov
Av(z,t) =0, sur I'g x (0,7
O0Av(x,t
G(V ) =0 sur I'g x (0,7).
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Remarquons que le probleme (S) ne differe du probleme (P) que par la derniere condition aux

limites, alors on peut exprimer I'identité (3.22 ) en fonction de v.

/ /Av b)) 2dxdt—[m/[ (z,t)m(z) - Vo(z, t)da;r—

2§R€/ / 98v(z, t (z) - Vo(z, t)dldt — n?]%e/ / v(x, t )dI‘dt— (3.36)

Im/O /Qv(

L’insertion de la condition aux limites

000, 0) ) (w)dd + /0 /Q Av(z, 8)m(x) - v(z)dTdt.

0Av(z,t)
ov

4/0T/Q’Av(x,t)’2d$dt21m/r [”(ﬁ’t)m(fﬂ)'Vv(a:,t)deT—
9o(z, 1)

Im /OT/QU( ’ t)m(x) -v(x)dldt + /OT/Q |Av(z, t)[*m(z) - v(z)dDdt.

et comme
/|Av(m,t)|2dx:/ |Av(x, 0)*dz,
Q Q

alors on déduit de (3.37) que

= 0surI'g x (0,7"). Nous donne

(3.37)

2
(4T - C) / Av(z,0) c/ / { 4| 2v@t) }drdt.
Q ot
Cette estimation ainsi que le fait que
ol t) = 288D i Ty x (0:7),
ot
implique pour T est assez grande que
v(z,t) =0 dans I'g x (0; 7).
Donc u ne dépend que de z, c’est-a-dire
u(x,t) = u(x),
et par conséquent il satisfait
iA%i(z) =0 dans Ty x (0;7),
_ ou(x
u(z) = %(VA)~(:)O sur I'y,
~ u\xr
Atu(z) = . 0 sur Iy,

et donc u(x) = 0 dans 2 ce qui contredit (3.33).
La preuve de (3.31) est achevée.
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Etape 6

En vertu de (3.30) et (3.31), on obtient 'estimation d’observabilité

ou(z,t)
ot

2
dr'dt. (3.38)

BE(T) < C/[)T/Fom(x) v(z)

(3.38) avec (3.6 ) donné
E(0) - E(T) > CE(T).

Donc

1
E(T) < 5 E(0).

1
Ce qui implique I'estimation de stabilité souhaitée (3.2) puisque 0 < T3¢ <1

Donc d’apreés le lemme (3.0.4) on a :

E(t) < Me ™ E(0)| < E(T) <

Et par conséquent E(t) décroit exponentiellement vers 0.

D’ou la stabilité frontiere exponentielle du systéme (P).
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Conclusion

Dans cette thése nous avons étudié une équation de Schrodinger d’ordre quatre, avec des condi-

0Au(x,t) ou(z,t)

—— = mlx) - V(x)—F— sur
> (@) - v(2)—5

Iy x (0,+00) (dissipation frontiere), telle qu'on a montré que le systeme (P) associé a cette équa-

tions aux limites et un condition aux limites de dissipation

tion est bien posé, c’est a dire ce systéme admet une solution unique faible et forte via la théorie
des semi-groupes et on particulier le théoreme de Lumer-phillips ce qui nous a permet d’étudier la
stabilité frontiére (stabilité exponentielle sur la frontiére du domaine), et pour cet effet on a utilisé
la technique des multiplicateurs, qui est un outil puissant pour faire les calculs .

Donc pour la stabilité exponentielle sur I" on a montré en utilisant une condition de dissipation

appropriée que la solution décroit exponentiellement dans un espace d’énergie approprié.
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