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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié la coloration de Grundy partielle et le nombre de

Grundy partiel dans quelques graphes particuliers.

Une coloration propre de sommets d’un graphe G = (V,E) est une fonction qui attribue

une couleur à chaque sommet telle que deux sommets adjacents ne sont pas colorées

par la même couleur. Le nombre minimum de couleurs dans une coloration propre des

sommets du graphe G est appelé nombre chromatique, noté χ(G).

Une coloration de Grundy partielle est une coloration propre telle que chaque classe de

couleur i contient au moins un sommet de Grundy. Un sommet de Grundy coloré par

une couleur i doit être adjacent à au moins un sommet de couleur j, pour tout j < i. Le

nombre de Grundy partiel de G, noté ∂Γ(G) est le plus grand entier k tel que G admet

une coloration de Grundy partielle avec k couleurs.

Notre travail consiste à déterminer le nombre de Grundy partiel de quelques graphes tels

que le graphe milieu et le graphe total d’une chaîne, d’un cycle et d’une étoile. En outre,

nous donnons quelques propriétés des graphes dits arête ∂Γ-critiques.



Abstract

In this report, we have studied the partial Grundy coloring and the partial Grundy

number in some particular graphs.

A proper vertex coloring of a graph G = (V,E) is a function that assigns at each vertex

such that two adjacent vertices are not colored by the same color. The minimum number

of a proper coloring of the vertices of graph G is called the chromatic number χ(G).

The partial Grundy coloring is a proper coloring of the vertices such that every color

class contains at least one Grundy vertex. A Grundy vertex is a vertex colored by a color

i, must be adjacent to at least one vertex of color j, for all j < i. The partial Grundy

number of G, denoted ∂Γ(G), is the largest integer k such that G admits a partial Grundy

coloring with k colors.

Our work consists firstly in determine the exact value of the partial Grundy number

of some graphs as the middle graph and the total grah of a path, a cycle and a star.

Moreover, we give some properties of graphs called edge ∂Γ-critical.



 ملخص

 .في بعض البيانات الخاصة في هذه المذكرة, درسنا تلوين غراندي الجزئي ورقم غراندي الجزئي

سووووووين أالوووووور و  ب يوووووو  كوووووو  ر ىلوووووووا   لوووووورتوزيوووووو  ا هووووووو  G=(V,E) التلوووووووين ارؤووووووود لوووووور و  بيووووووا  

 Gؤوووووود لووووور و  بيوووووا  ألووووووا  لتلووووووين دنوووووى لعووووودد ارمتجووووواورين ي ونوووووا  ملوووووونين  لوووووى وؤووووو  مختلووووو . ال ووووود ار

 .χ(G)يرمز ل  ب 

  أت توووووووي  لووووووى ر  i لووووووو  ؤووووووود ب يوووووو  كوووووو  ف ووووووة أتلوووووووين  هووووووو G  تلوووووووين غرانوووووودي الجزئووووووي لبيووووووا  إ

وا ووووود  لوووووى ا قووووو    أمجووووواور لووووور i  ذو لوووووو  أ  غرانووووودي كووووو  رأقووووو . ن ووووومي ر لوووووى ار غرانووووودي وا ووووود

  j<i).ؤ  ك  أمن ) jمن لو  

فوووووي تلوووووووين   kاللازموووووة  لوووووووا كبوووووور  ووووودد مووووون ارأهوووووو  ,ƌГ(G) الم ووووومى Gرقوووووم غرانووووودي الجزئوووووي لبيووووووا  

 غراندي الجزئي.

ثانيوووووا ت ديووووود  ووووودد  ,غرانووووودي الجزئوووووي ووووودد  و  فوووووي تبوووووديم بعوووووض النتوووووائ  الموؤوووووودة  لوووووىأتتمثووووو  دراسوووووتنا 

نعطوووووي بعوووووض خيووووورا أم . ونجوووووالوالووووودورات  ,ال لاسووووو ال لوووووي ل ووووو  مووووون  و الوسووووو  ات بيانووووولغرانووووودي الجزئوووووي 

 ال رؤة.- ƌГ ماة  افةالخصائص  للبيانات  الم 
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Introduction

La théorie des graphes est une branche des mathématiques. Elle représente un moyen

très utile et efficace pour modéliser et résoudre beaucoup de problèmes pratiques dans

plusieurs domaines. Par exemple, les problématiques de réseaux : électriques, informa-

tiques, télécommunications et de transport.

L’histoire de la théorie des graphes débute avec les travaux du mathématicien suisse

Leonhard Euler en 1736 [26], quand il a résolu le problème des ponts de Königsberg

énoncé comme suit : « peut-on traverser les 7 ponts de la ville Königsberg, en passant

chaque pont une et une seul fois et de revenir au pont de départ ? ». Euler a résolu ce

problème en le modélisant à l’aide d’un graphe. Il a proposé de représenter les rives de

cette ville par un ensemble de points appelé (sommets) reliés entre eux par des trais

appelé (arêtes) lorsque deux rives ont un pont en commun. Trouver une solution à ce

problème revient à chercher une chaîne qui passe par toutes les arêtes une et une seule fois.

Les problèmes de la coloration dans les graphes sont au cœur de la théorie des graphes.

Elle est depuis plusieurs décennies, un domaine très actif de cette dernière, du fait de ses

nombreuses applications. En 1852, un jeune anglais Francis Guthrie consiste à répondre

à la question suivante : « est-il possible de colorer toute carte de géographie avec quatre

couleurs en respectant la condition que deux pays voisins ne soient pas recouverts par la

même couleur ? ». Ce n’est qu’en 1976, que deux chercheurs K. Appel et W. Haken [?, ?]

ont proposé une solution à cette question à l’aide de l’ordinateur. Plus tard, Robertson,

Sanders, Seymour et Thomas [18] ont obtenu une preuve plus simple et plus courte, mais

toujours à l’aide de l’ordinateur. Bien que ce problème ait été résolu, il attire toujours de

nombreux chercheurs, qui tentent de le résoudre mathématiquement sans l’aide d’ordina-

teurs. En effet, un grand nombre de problème peuvent se traduire comme une partition
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d’un ensemble d’objets selon certaines contraintes. Un graphe peut être coloré de diffé-

rentes manières, elles sont définies par la coloration des éléments du graphe (sommets,

arêtes,...) avec une ou plusieurs variantes. Pour plus d’information, nous pouvons citer

l’ouvrage de Jensen et Tofel [17], « Graph coloring problems », qui rassemble la plu-

part des résultats sur plusieurs types de colorations de graphes ainsi que de nombreuses

questions ouverte.

Supposons par exemple que nous avons k conteneurs de produits chimiques à repartir

dans des entrepôts. Certains produits chimiques ne peuvent être stockés dans le même

bâtiment en raison du risque d’explosion en cas de mélange. Nous voulons ainsi connaître

le nombre minimum d’entrepôt dont nous avons besoin pour stocker ces conteneurs de

façon à minimiser le coût de stockage. Les graphes constituent alors un outil qui permet

de modéliser ce genre de problèmes en se ramenant à l’étude de coloration. Nous construi-

sons tout d’abord un graphe non orienté où chaque sommet représente un conteneur de

produits chimiques, et nous relions deux sommets si les deux conteneurs correspondants

contiennent des produits chimiques qui ne peuvent être stockés dans un même entrepôt.

Nous colorions alors les sommets de ce graphe de telle que deux sommets reliés par une

arête ont des couleurs différentes. Ainsi, chaque couleur correspond à un entrepôt. Il s’agit

dans ce cas de coloration propre d’un sommet du graphe. Par conséquent, les conteneurs

dont les sommets sont de la même couleur seront stockés dans la même entrepôt. Enfin,

en déterminant le nombre minimum de couleurs dont nous avons besoin pour colorier ce

graphe, nous connaîtrons le nombre minimum d’entrepôt dont nous avons besoin pour

stocker les k conteneurs.

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à la coloration du Grundy partielle. Voici un

résumé des différents chapitres qui composent ce travail.

Chapitre 01 : Notions de base

Dans ce chapitre, nous rappelons toutes les définitions de la théorie des graphes néces-

saires à une bonne compréhension de la suite de ce mémoire. Nous donnons également

un bref aperçu de la théorie de la complexité des algorithmes.

Chapitre 02 : Ce chapitre traite le problème de la coloration de Grundy partielle où
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nous donnons quelques résultats existants sur le nombre de Grundy partielle d’un graphe.

Chapitre 03 : Dans ce chapitre, nous déterminons la valeur exacte du nombre de Grundy

partielle de quelques graphes tels que le graphe milieu et le graphe total d’une chaîne ,

d’un cycle et d’une étoile, ainsi le joint de deux graphes. Ensuite, nous donnons quelques

propriétés des graphes dits arête ∂Γ-critiques. Nous terminons ce mémoire en donnant

une conclusion générale sur le travail accompli.



Chapitre 1

Généralités

Dans la première partie de ce chapitre, nous faisons un rappel de quelques définitions de

base de la théorie des graphes utilisées tout au long de ce document. Ainsi, nous présen-

tons quelques opérations sur les graphes qui nous seront utiles dans la suite. Ensuite, nous

donnons quelques types de coloration des graphes et leurs paramètres associés, comme

la coloration classique, a-coloration, b-coloration, coloration de Grundy et coloration de

Grundy partielle, qui fait le but de ce mémoire. Enfin nous faisons une brève présentation

sur l’efficacité des algorithmes et de la complexité des problèmes.

Pour plus de détails sur la terminologie utilisée dans ce mémoire, nous invitons le

lecteur à se référer aux ouvrages [16, 9].

1.1 Définitions et notations basiques sur la théorie des

graphes

1.1.1 Graphe

• Un graphe G est un couple (V,E) composé d’un ensemble fini et non vide de points

V dits sommets, et d’un ensemble E de lignes reliant certains de ces sommets.

• Le cardinal de V , appelé ordre de G, est noté n. Le cardinal de E appelé taille de

G, noté m. Les sommets sont notés de manière usuelle par des lettres minuscules :
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u, v, x, y, a, b... etc. Les arêtes sont notées uv, xy, ab... etc.

• Si u et v sont deux sommets reliés par une arêtes e, alors u et v sont dits adjacents

ou voisins, et e est dite incidente à u et v, de plus u et v sont appelés les

extrémités de e, on écrit donc e = uv ou e = vu.

• Une arête reliant le même sommet est dite boucle. Un ensemble d’arêtes est dits

multiples s’ils ont les mêmes extrémités.

• Un graphe simple est un graphe sans boucles et sans arêtes multiples.

Exemple 1.1.1 Le graphe G = (V,E) donné sur la Figure (1.1) est un graphe simple,

ayant d’ensemble de sommets V (G) = {u, v, x, y, a} et d’ensemble d’arêtes E(G) =

{uv, vx, xy, ya, au, va}. Le graphe G = (V,E) est d’ordre |V | = 5 et de taille |E| = 6.

u

v

x y

a

Figure 1.1 – Un graphe G=(V,E).

Notons que tous les graphes considérés dans ce mémoire sont non-orientés, finis, simples

et sans sommets isolés.

1.1.2 Voisinages

Soit G = (V,E) un graphe.

• Le voisinage ouvert d’un sommet v ∈ V , noté NG(v), est l’ensemble de tous les

sommets adjacents à v. Et défini par l’ensemble suivantNG(v) = {u ∈ V : uv ∈ E}.

• Le voisinage fermé d’un sommet v ∈ V , noté NG[v], est défini comme suit

NG[v] = NG(v) ∪ {v}

.
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• Le voisinage privé d’un sommet v par rapport à un ensemble S est l’ensemble

des sommets du voisinage fermé de v qui n’ont pas d’autres voisins dans S. Cet

ensemble est noté pn[v, S] et défini par pn[v, S] = {u : NG[v] ∩ S = {v}}.

1.1.3 Degré d’un sommet

soit G = (V,E) un graphe.

• Le degré d’un sommet v d’un graphe G, noté degG(v) ou dG(v) est le nombre de

voisins de ce sommet.

• Un sommet de degré 0 est dit isolé.

• Un sommet de degré 1 est dit sommet pendant ou feuille. L’ensemble des som-

mets pendants de G est noté par L(G).

• Un sommet adjacent à au moins à un sommet pendant est appelé sommet sup-

port. L’ensemble des sommets supports de G est noté S(G).

• Un sommet v est dit universel lorsque dG(v) = n− 1.

• Le degré maximum d’un graphe G, est le maximum des degrés de ses sommets,

noté ∆(G).

• Le degré minimum d’un graphe G, est le minimum des degrés de ses sommets,

noté δ(G).

Exemple 1.1.2 Dans le graphe G de la Figure (1.1) on a :

• Les degrés des sommets u, v, x, y et a sont : dG(x) = 2, dG(y) = 3, dG(u) = 2,

dG(v) = 2 et dG(a) = 3.

• Le degré maximum de G est ∆(G) = 3.

• Le degré minimum de G est δ(G) = 2.

1.1.4 Minimalité et maximalité d’un ensemble

Soit G = (V,E) un graphe et P une propriété
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• Un sous-ensemble A de V est dit minimal (resp. maximal ) par rapport à une

propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B ⊆ A (resp. A ⊆ B) tel que G[B] vérifie

P .

• Un sous-ensemble A de V est dit minimum ou de taille minimale (resp. maxi-

mum ou de taille maximale) par rapport à une propriété P s’il n’existe pas

d’ensemble B ⊆ V tel que G[B] vérifie P et | A |>| B | (resp. | A |6| B |).

1.1.5 Chaînes et cycles

soit G = (V,E) un graphe.

• Une chaîne P de G est une séquence finie de sommets v1, v2, ..., vk, où pour tout

i ∈ 1, ..., k − 1, vivi+1 est une arête de G. Les sommets v1 et vk sont les extrémités

de la chaîne P , et les sommets v2, v3, ..., vk−1 sont les sommets intérieurs de P .

• Une Chaîne passant une et une seule fois par chacune de ses arêtes est dite simple.

• Une Chaîne passant une et une seule fois par chacun de ses sommets est dite

élémentaire.

• Une chaîne minimale induite par n sommets est notée par Pn.

• Une arête reliant deux sommets non successifs dans une Chaîne est dite une

corde.

• Un cycle est une chaîne dont les deux extrémités sont confondues.

Exemple 1.1.3 la Figure (1.2) représente une chaîne P5 et un cycle C5.

Figure 1.2 – Une chaîne P5 et un cycle C5.
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1.1.6 Distances, excentricité, diamètres, rayons et centres

Soit G = (V,E) un graphe et u, v deux sommets de V .

• La distance entre u et v, notée d(u, v) est la longueur de la plus courte chaîne

joignant u et v.

• L’excentricité de v, noté exc(v), est définie par exc(v) = max{d(v, w) : w ∈ V }.

• Le diamètre de G est diam(G) = max{exc(v) : v ∈ V }.

• Le rayon de G est rad(G) = min{exc(v) : v ∈ V }.

• Un sommet de G ayant une excentricité minimale est appelé centre.

Exemple 1.1.4 Pour le graphe G de la Figure (1.3), dG(b, e) = 3, exc(c) = 2, diam(G) =

3, r(G) = 2 et a, c, d sont des centres.

b

b

a

a

e

e

d

d

c

c

Figure 1.3 – Un graphe G.

1.1.7 Sous-graphes et graphes partiels

— Soit G = (V,E) un graphe simple. Un graphe partiel de G est un graphe H =

(V,B) tel que B est un sous-ensemble de E (B ⊆ E). Pour un sous-ensemble

S ⊆ V , le sous-graphe induit par S noté par G[S] est le graphe G′ = (S,E(S))

ayant S pour ensemble de sommets et dont l’ensemble des arêtes E(S) est formé

de toutes les arêtes de G ayant leurs deux extrémités dans S.

Exemple 1.1.5 la Figure (1.4) représente un graphe partiel et un sous-graphe d’un

graphe G.
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a

b

c

d

e

Graphe G

a

b

c

d

e

Graphe partiel de G

a

b d

e

Sous graphe de G

Figure 1.4 – Exemple d’un graphe G avec un graphe partiel et un sous graphe de G.

1.1.8 Graphes particuliers

Graphe connexe

Un graphe G = (V,E) est dit connexe si pour toute paire de sommets u, v de V , il existe

une chaîne reliant u à v. Si le graphe G est non connexe, une composante connexe est un

sous-graphe maximal connexe.

• Un sommet v ∈ V est un sommet d’articulation si sa suppression de V aug-

mente le nombre de composantes connexes de G.

• Une arête e ∈ E est un isthme si sa suppression de E augmente le nombre de

composantes connexes de G.

Exemple 1.1.6 Dans la Figure (1.5) Le graphe connexe G admet l’arête cd comme

isthme,car G− cd est non connexe, et les sommets c, d sont des sommets d’articulations

car G− c ou G− d est non connexe.

a

b
c d

e

f

G = (V,E)

a

b
c d

e

f

G′ = (V ′, E ′)

Figure 1.5 – Exemple d’un graphe connexe G et graphe non connexe G′.
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Graphe complet

Un graphe simple est dit complet si tous les sommets sont adjacents, c’est-à-dire s’il

existe toujours une (et une seule) arête entre deux sommets disjoints. Il existe un seul

graphe complet à n sommets. On le note en général Kn.

Un sous-ensemble de sommets dans un graphe G tel que deux sommets quelconques sont

reliés par une arête est appelé une clique. L’ordre maximal d’une clique dans un graphe

G est appelé le nombre de clique de G, et noté par ω(G).

K6K4

Figure 1.6 – Exemples des graphes complets.

Graphe régulier

Un graphe régulier est un graphe dont tous les sommets ont le même degré. Si le degré

est d, alors on dit que le graphe est d-régulier. Un graphe 3-régulier est aussi appelé

cubique.

Notons que les cycles sont des graphes 2-réguliers, les couplages sont des graphes 1-

réguliers, les stables sont des graphes 0-réguliers et les cliques sont des graphes (n− 1)-

réguliers.

Figure 1.7 – Un graphe 3-réguliers (cubique).
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Le graphe de Petersen est un graphe 3-régulier de 10 sommets et 15 arêtes.

a

b

cd

e

f

g

hi

k

Figure 1.8 – Le graphe de Petersen

Graphe complémentaire

Le graphe complémentaire d’un graphe simple G = (V,E), noté G = (V,E), est

le graphe défini par V (G) = V (G) et E = E(G) = {uv : u ∈ V (G), v ∈ V (G) et

uv /∈ E(G)}.

G = (V,E) G = (V,E)

Figure 1.9 – Un graphe G et son complémentaire G.

Graphe biparti

Un graphe G = (V,E) est dit biparti si l’ensemble de ses sommets V peut être par-

titionné en deux sous-ensembles disjoints V1 et V2 de sorte que deux sommets de Vi ne

soient jamais adjacents pour tout i ∈ {1, 2}.

Remarque 1.1.1 Un graphe est biparti si et seulement s’il ne contient pas de cycles de

longueur impaire.
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Remarque 1.1.2 Si tous les sommets de V1 sont adjacents à tous les sommets de V2,

alors G est dit biparti complet, noté Km,n avec m =| V1| et n =| V2|.

Remarque 1.1.3 S’il existe une partition de V en k sous ensembles V1, V2..., Vk, alors

G est dit k-parti, telle que chacun des Vi soit un stable.

Figure 1.10 – Exemple d’un graphe biparti et un graphe biparti complet.

Graphe scindé

Un graphe G = (V,E) est dit scindé, si l’ensemble des sommets V admet une partition

en deux sous-ensembles S et T , où S est un stable et T est une clique.

Exemple 1.1.7 le graphe G de la Figure 1.11 est un graphe scindé, tel que les sommets

a, b, c, d et e forment un graphe complet K5 et les sommets f, g, h et i forment un ensemble

indépendant (stable).
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a

a

b

b

c

c

d

d
e

e

ff

gg

hh

ii

Figure 1.11 – Un graphe scindé.

Graphe auto-complémentaire

Un graphe auto-complémentaire est un graphe isomorphe à son complémentaire. Les

graphes auto-complémentaires non triviaux, les plus simples sont le P4 et le C5.

G = (V,E) G = (V,E)

Figure 1.12 – Un graphe G et son auto-complémentaire G.

Arbre et forêt

• On appelle arbre à n sommets, et on note par T un graphe connexe et sans cycles.

Un arbre comporte exactement (n− 1) arêtes. Un arbre est dit trivial (resp. non

trivial) s’il contient un seul sommet (resp. au moins deux sommets). On appelle

feuille d’un arbre, un sommet de degré 1 (sommet pendant).

• Un graphe sans cycle qui n’est pas connexe est appelé forêt (toutes les compo-

santes connexes sont des arbres).
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Un arbre Une forêt

Figure 1.13 – Exemple d’un arbre et une forêt.

Étoile, galaxie et griffe

• Un cas particulier d’un graphe biparti complet dans lequel | V1| = 1 et | V2| = n

est appelé une étoile, et noté K1,n. Le sommet de V1 est appelé centre ou sommet

central de l’étoile.

. . .

Figure 1.14 – Une étoile K1,n.

Une double étoile Sn,r est le graphe formé par les deux étoiles K1,n et K1,r avec

une arête reliant les deux centres.

• Une galaxie est un graphe dont toutes les composantes connexes sont des étoiles.

• Une griffe d’un graphe G = (V,E) est un sous-ensemble de sommets de G qui

engendre une étoile K1,3. Un graphe est dit sans griffe s’il ne contient pas K1,3

comme sous-graphe induit.

Couronne d’un graphe et graphe adjoint

• On appelle couronne d’un graphe G, notée Cr(G) ou G ◦K1 le graphe obtenu

en attachant à chaque sommets de G un sommet pendant, et donc il est évident

que l’ordre de Cr(G) est égal à 2|V (G) |.
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• Soit G = (V,E) un graphe. Le graphe adjoint de G (ou graphe de ligne) est

le graphe obtenu en associant un sommet à chaque arête de G et en reliant deux

sommets par une arête si les arêtes de G correspondant à ces deux sommets sont

adjacentes.

Exemple 1.1.8 La figure (1.15) représente un graphe G et son adjoint L(G).

a

b

c

d

e

f

g

e1

e2

e3

e4

e5

e6

e7

e8

1

e1

2

e2

3

e3

4

e4

5

e5

6

e6

7

e7

8

e8

Figure 1.15 – Un graphe G et son adjoint L(G).

Graphe central et la maille

• Le graphe central d’un graphe G, noté C(G) (ou (Gc)) est obtenu en subdivi-

sant chaque arête de G exactement une fois et en joignant tous les sommets non

adjacent de G.

Exemple 1.1.9 La Figure 1.16 représente un graphe G et son graphe central C(G).

Figure 1.16 – Un graphe G et son graphe central C(G).

• La maille d’un graphe G, notée g(G), est la longueur d’un plus petit cycle

contenu dans G.

• La maille de graphe de Petersen est 5.(voir la Figure 1.8).

Graphe cordal

un graphe cordal est un graphe dans lequel chacun de ses cycles d’ordre quatre ou plus

possède une corde, c’est-à-dire une arête relie deux sommets non adjacents du cycle.
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De manière équivalente, chaque cycle induit dans le graphe doit avoir exactement trois

sommets.

Exemple 1.1.10 Dans le graphe de la Figure (1.17), on a un cycle d’ordre 5 (a b c d e

a) avec deux cordes (ad) et (ac).

a

a

b b

c cdd

ee

Figure 1.17 – Un graphe cordal.

Graphe planaire

Un graphe G = (V,E) est dit planaire s’il peut être dessiné dans le plan de sorte que

ses arêtes ne se croisent pas.

Exemple 1.1.11 Dans le graphe de la Figure (1.23), il n’existe pas d’intersection entre

deux arêtes donc il est planaire.

Figure 1.18 – Un graphe planaire.

1.1.9 Invariants d’un graphe

Soit G = (V,E) un graphe.

Les graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E ′) sont dit isomorphes et on écrit G ∼= G′ s’il
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existe une application bijective f : V −→ V ′ telle que pour toute paire de sommets

a, b ∈ V , on a ab ∈ E si et seulement si f(a)f(b) ∈ E ′.

Si deux graphes sont isomorphes, alors ils partagent toutes les propriétés qui sont appelées

invariants (des deux graphes). En d’autres termes, un invariant d’un graphe est une

propriété préservée par isomorphisme comme le nombre de ses sommets, le nombre de

ses arêtes.

Un stable de G (ou indépendant) est un sous-ensemble de sommets de G deux à

deux non adjacents. Un stable maximum de G est un stable de cardinalité maximale. Le

nombre de sommets d’un stable maximum dans G est appelé nombre de stabilité (ou

nombre d’indépendance) et noté par α(G).

Un couplage M dans un graphe G est un sous-ensemble d’arêtes deux à deux non

adjacentes. Un sommet x de G est dit saturé par M , s’il existe une arête de M inci-

dente à x. Un couplage est dit parfait, s’il sature tous les sommets de G. Un couplage

maximum est un couplage de taille maximale. On note par β(G) la taille du couplage

maximum dans G.

1.2 Quelques opérations sur les graphes

Soit G = (V,E) un graphe.

• Soient v ∈ V et S ⊆ V . Le graphe G \ {v} est le graphe obtenu à partir de G en

supprimant le sommet v et toutes les arêtes incidentes à v. Le graphe G \ S est

un sous-graphe engendré par V \ S.

• soit uv une arête de G. Le graphe G \ {uv} est le graphe obtenu à partir de G en

supprimant l’arête uv (les extrémités de uv ne sont pas supprimées).

• La subdivision d’une arête uv d’un graphe G = (V,E) à supprimer l’arête uv

et rajouter un sommet w et deux arêtes uw et wv. Le graphe obtenu à partir de

la subdivision de uv est noté par S(G) où V (S(G)) = V (G) ∪ w et E(S(G)) =

E(G) ∪ {uw,wv} .
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• La contraction d’une arête uv d’un graphe G = (V,E) consiste à supprimer

l’arête uv et à fusionner les extrémités de l’arête uv. Le sommet résultant est

adjacents à tous les voisins de u et de v. Le graphe obtenu à partir de la contraction

de uv est noté par Guv

• L’union de deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E ′) notée G+G′ est le graphe

ayant pour ensemble de sommets V ∪V ′ et ensemble d’arêtes E ∪E ′. On note par

kG l’union de k ≥ 1 copies de G.

• Le joint de deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E ′) noté G ∨ G′ est le graphe

ayant pour ensemble de sommets V ∪ V ′ et ensemble d’arêtes (E ∪ E ′) = {uv :

u ∈ V et v ∈ V ′}. Autrement dit, G ∨G′ est le graphe obtenu à partir de G+G′

en ajoutant toutes les arêtes entre tous les sommets de G et G′.

• Le produit cartésien de deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E ′), noté G�G′,

est le graphe ayant pour ensemble de sommets {uv : u ∈ V et v ∈ V ′}. Deux

sommets (u, v) et (u′, v′) sont adjacents si u = u′ et vv′ ∈ E ′ ou v = v′ et

uu′ ∈ E ′.

• Une grille est le produit cartésien de deux chaîne, noté Gm,n.

• Le produit direct de deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E ′), noté G×G′, est

le graphe ayant pour ensemble de sommets {uv : u ∈ V et v ∈ V ′}. Deux sommets

(u, v) et (u′, v′) sont adjacents si u′v′ ∈ E ′ et uv ∈ E.

• Le produit total de deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E ′), noté G�G′, est

le graphe ayant pour ensemble de sommets V (G)× V (G′) et dont deux sommets

(u, v) 6= (u′v′) sont reliés par une arête si et seulement si u = u′ ou uu′ ∈ E(G) et

v = v′ ou vv′ ∈ E(G). Ceci veut dire que E(G�G′) = E(G�G′) ∪ E(G×G′).

1.3 Complexité algorithmique

La théorie de la complexité s’intéresse à l’étude formelle de la difficulté des problèmes en

informatique et plus précisément à leur résolution de façon éfficace, en tenant compte le

temps de calcul et les données stoquées en mémoire.
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1.3.1 Problème de décision

Chaque problème informatique peut se réduire à un problème de décision, c’est-à-dire un

problème formulé comme une question dont la réponse est Oui ou Non. Un problème qui

n’est pas formulé de cette manière peut être très simplement transformé en un problème

de décision équivalent. Le problème du voyageur de commerce qui cherche dans un graphe

à trouver la taille du cycle le plus court passant une fois par chaque sommet, peut

s’énoncer en un problème de décision ainsi : Existe-t-il un cycle passant une et une seule

fois par chaque sommet tel que la somme des coûts des arcs utilisés soit inférieure à k,

avec k ∈ N . Ce problème est équivalent au problème du voyageur de commerce au sens

où si l’on sait résoudre efficacement l’un, on sait aussi résoudre efficacement l’autre.

1.3.2 Classes de complexité

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexité qui permettent

de classer les problèmes en fonction de la complexité des algorithmes qui existent pour

les résoudre.

Classe P

Un problème p est dit Polynomial (ie.p ∈ P ), s’il peut être résolu par un algorithme

déterministe en un temps polynomial.

Prenons par exemple le problème de la connexité dans un graphe. étant donné un graphe

à n sommets, il s’agit de savoir si toutes les paires de sommets sont reliées par un chaine.

Pour le résoudre, on dispose de l’algorithme de parcours en profondeur qui va construire

un arbre couvrant du graphe à partir d’un sommet. Si cet arbre contient tous les sommets

du graphe, alors le graphe est connexe. Le temps nécessaire pour construire cet arbre est

au plus n2, donc le problème est bien dans la classe P .

Les problèmes dans P correspondent en fait à tous les problèmes facilement solubles.
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Classe NP

Un problème p est NP , s’il est résoluble par un algorithme Non déterministe en un temps

polynomial par rapport à la taille de l’instance.

De façon équivalente, c’est la classe des problèmes qui admettent un algorithme dans

P qui, étant donné une solution du problème NP , est capable de répondre oui ou non.

Intuitivement, les problèmes dans NP sont tous les problèmes qui peuvent être résolus

en énumérant l’ensemble des solutions possibles et en les testant avec un algorithme po-

lynomial.

Par exemple, la recherche de cycle hamiltonien dans un graphe peut se faire avec deux

algorithmes :

— Le premier génère l’ensemble des cycles (ce qui est exponentiel,

— Le second teste les solutions (en temps polynomial).

On constate, immédiatement, queP ⊂ NP .

Problème NP-Complet

Un problème est NP -difficile si ce problème est au moins aussi dur que tous les pro-

blèmes dans NP . Formellement, on définit une notion de réduction :Soient p et p′ deux

problèmes. Une réduction de p′ à p est un algorithme transformant toute instance de p′

en une instance de p. Ainsi si l’on a un algorithme pour résoudre p, on sait aussi résoudre

p′. p est donc au moins aussi difficile à résoudre que p′. Les problèmes les plus étudiés sont

les problèmes NP -complets, parce qu’on ne sait pas les résoudre efficacement à cause de

leur indéterminisme. Il est clair que P ⊂ NP , puisqu’un algorithme déterministe est un

algorithme non déterministe particulier.

p est alors NP -difficile si pour tout problème p′ de NP , p′ se réduit à p. Quand on

parle de problèmes NP -difficiles on s’autorise uniquement des réductions dans P , c’est-

à-dire que l’algorithme qui calcule le passage d’une instance de p′ à une instance de p est

polynomial.
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Classe NP-complet

Le problème étant dans NP et NP -difficile, il est NP -complet ; en d’autres termes, les

problèmes NP -complets sont les plus difficiles de la classe NP .

1.4 Coloration des sommets d’un graphe

Dans cette section, nous définissons la notion de le coloration des sommets d’un graphe

qui fait un thème central de ce manuscrit. Ce concept est apparu pour la première fois

en 1852, quand un étudiant anglais "Francis Guthrie" s’est demandé s’il est toujours

possible de colorer n’importe quelle carte géographique avec seulement quatre couleurs

de telle sorte que les pays frontaliers aient des couleurs distinctes. C’est qu’en 1976 que

deux chercheurs K. Appel et W. Haken [12, 13] ont pu répondre affirmativement à cette

question.

Définition 1.4.1 Une coloration propre de sommets d’un graphe G = (V,E) consiste à

affecter une couleur à chaque sommet de V de telle manière que deux sommets adjacents

ne reçoivent pas la même couleur. Une classe de couleur est un sous-ensemble stable de

sommets de V qui sont de même couleur. Si le graphe est coloré avec k couleurs, on dit

qu’il est k-coloriable.

Un graphe est dit k-coloriable, sil admet une coloration propre avec k couleurs.

1.4.1 Coloration minimale et nombre chromatique

Une coloration minimale est une coloration propre en utilisant un nombre minimum de

couleurs. Dans le domaine de la coloration, de nombreux paramètres ont été définis ;

parmi les paramètres fondamentaux nous trouvons le nombre chromatique.

Définition 1.4.2 Le nombre chromatique d’un graphe G, noté χ(G), est le plus petit

entier k tel que G soit k-coloriable.
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1

2

1

3

2

1

3

Figure 1.19 – Exemple d’une coloration minimale avec χ(G) = 3.

Le calcul du nombre chromatique est NP-complet dans le cas général [15]. De ce fait,

beaucoup de travaux ont été consacrés à la recherche des bornes du nombre chromatique

en fonction d’autres paramètres de graphe. Un des vieux résultats établi sur le nombre

chromatique est celui R. Brooks [3].

Théorème 1.4.1 [3] Pour tout graphe G de degré maximum ∆(G),

χ (G) ≤ ∆ (G) + 1.

Avec égalité si et seulement si on est dans l’un des deux cas suivants :

1. soit ∆ (G) 6= 2 et G admet K∆(G)+1 comme composante connexe ;

2. soit ∆ (G) = 2, et G admet un cycle d’ordre impair comme composante connexe.

Il est bien connu aussi que, tout graphe G admet une coloration avec au moins ω (G)

couleurs, et donc χ (G) ≥ ω (G).

Le résultat suivant a été établi par C. Berge [16].

Théorème 1.4.2 [16] Soit G un graphe d’ordre n. Alors,

χ(G)α(G) ≥ n et χ(G) + α(G) ≤ n+ 1.

Gaddum et Nordhaus [4] ont prouvé le résultat suivant.

Théorème 1.4.3 [4] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors

χ(G) + χ(G) ≤ n+ 1.
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De nombreux paramètres de coloration propre sont dérivés du nombre chromatique.

La plupart de ces paramètres minimisent le nombre de couleurs. D’autres paramètres

cherchent à maximiser le nombre de couleurs, on cite entre autres le nombre a-chromatique

noté ψ(G), le nombre b-chromatique, noté b(G), le nombre de Grundy noté Γ(G) et le

nombre de Grundy partiel noté ∂Γ(G) qui fera l’objet de notre étude dans ce mémoire.

1.4.2 a-coloration et nombre a-chromatique

Une façon de minimiser le nombre de couleurs d’un graphe consiste, à partir d’une co-

loration propre donnée, de réduire le nombre de classes de couleurs en fusionnant des

classes de couleurs différentes. Cette technique de coloration est impossible s’il existe une

arête entre toute paire de stables, d’où l’introduction de la a-coloration et du nombre

a-chromatique par Harary, Hedetniemi et Prins, en 1967 [5].

Définition 1.4.3 Une a-coloration d’un graphe G (également dite coloration complète)

est une coloration propre de sommets de G, telle que pour toute paire de couleurs dif-

férentes i et j, le sous-graphe engendré par les deux classes de couleur i et j, contient

au moins une arête. Le nombre a-chromatique, noté ψ(G), est le nombre maximum de

classes de couleur dans une a-coloration.

4

3

2

1

2

1

3

Figure 1.20 – Exemple d’une coloration a-chromatique optimale avec ψ(G) = 4.

1.4.3 b-coloration et nombre b-chromatique

La notion de la a-coloration a inspiré Irving et Manlove [20, 19] à introduire un autre

procédé de coloration en 1999, en effet une autre manière de réduire le nombre de couleurs
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dans un graphe est d’essayer à partir d’une coloration propre donnée du graphe de réduire

le nombre de classes de couleurs en transférant les sommets d’une même classe de couleur

dans les autres classes de couleurs. D’où la définition de la coloration dominante ou la

b-coloration.

Définition 1.4.4 Une b-coloration, ou bien une coloration dominante est une coloration

propre telle que, chaque classe possède un sommet ayant un voisin dans chaque classe de

couleur autre que la sienne. Le nombre b-chromatique est le nombre maximum de classes

de couleurs dans une b-coloration.

Définition 1.4.5 Étant donné une b-coloration optimale c, un sommet x est dit b-

sommet pour c, s’il possède toutes les couleurs dans son voisinage.

Proposition 1.4.1 Toute χ(G)-coloration satisfait la définition de la b-coloration, et

cette dernière vérifie la définition de la a-coloration, alors le résultat suivant est immédiat.

χ(G) ≤ b(G) ≤ ψ(G).

1

2

3

4

2

4

3

Figure 1.21 – Exemple d’une coloration b-chromatique optimale avec b(G) = 4(les b-

sommets en noir).

1.4.4 Coloration de Grundy et Grundy partielle

Un article publié en 1939 [1] de Patrick Michael Grundy (1917,1959) traitant de jeux

combinatoires contenait des idées qui ont conduit à la notion de coloration de Grundy

dans les graphes. Cette coloration a été définie et introduite par Christen et Selkow

[14] en 1979, dans le cadre de la théorie des jeux. Cette coloration cherche à maximiser

le nombre de couleurs nécessaires pour colorer les sommets d’un graphe sous certaines

conditions.
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Définition 1.4.6 [25] Une k-coloration de "Grundy" est une k-coloration propre véri-

fiant la propriété suivante : chaque sommet v, coloré par une couleur i avec (1 ≤ i ≤ k),

doit être adjacent à au moins i− 1 sommets colorés par chacune des couleurs j telles que

(1 ≤ j ≤ i− 1), un tel sommet est dit sommet de Grundy . Le nombre de Grundy Γ(G)

d’un graphe G est le nombre maximum de couleurs nécessaires pour avoir une coloration

de Grundy de G.

1

3

2

4

1

2

Figure 1.22 – Exemple d’une coloration de Grundy optimale avec Γ(G) = 4.

Récemment (en 2003), P. Erdös et al. ont introduit une nouvelle coloration dérivée de

la coloration de Grundy appelées colorations Grundy partielles [21], et ils ont étudié le

paramètre lié à cette dernière.

Définition 1.4.7 [21] Une coloration de "Grundy partielle" est une coloration propre

vérifiant la propriété suivante : chaque classe de couleur i contient au moins un sommet

de Grundy. Le nombre de Grundy partielle ∂Γ(G) d’un graphe G est le nombre maximum

de couleurs nécessaires pour avoir une coloration de Grundy partielle de G.

3

4

1

2

3

1

Figure 1.23 – Exemple d’une coloration de Grundy partielle optimale avec ∂Γ(G) = 4.

Observation 1.4.1 [28, 21]

Si G admet une coloration de Grundy partielle avec k couleurs alors ∂Γ(G) ≥ k.
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La définition d’un b-sommet implique qu’il est un sommet Grundy, et par suite toute

b-coloration d’un graphe G est une coloration de Grundy partielle de G, et donc

∂Γ(G) ≥ b(G), ∀G.



Chapitre 2

Quelques résultats existants sur la

coloration de Grundy partielle

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats obtenu sur la coloration de Grundy

partielle, bornes et valeurs exactes du nombre de Grundy partiel pour certains graphes.

2.1 Théorème d’interpolation

Récemment en 2013, R. Balakrishnan et T. Kavaskar ont prouvé que la coloration partielle

de Grundy admet un théorème d’interpolation similaire à celui de la coloration de Grundy

[29].

Théorème 2.1.1 (Théorème d’interpolation) [29] Pour tout graphe G et pour tout

entier k avec χ(G) ≤ k ≤ ∂Γ(G), il existe une coloration de Grundy partielle de G avec

k couleurs.

2.2 Quelques bornes du nombre de Grundy partiel

Du point de vue de complexité, Shi et al. [23] en 2005, ont prouvé que le problème de

décision lié au nombre de Grundy partiel est NP-complet pour les graphes cordaux et la

classe des graphes bipartis. Ils ont également introduit une borne supérieure naturelle,

appelée facteur d’escalier d’un graphe G notée ζ(G) pour ∂Γ(G).
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Définition 2.2.1 [23] La suite S de r sommets (g1, g2...gr) d’un graphe G est une sé-

quence de Grundy réalisable si : pour 1 ≤ i ≤ r le degré de gi dans G−{gi+1...gr}, est au

moins i− 1. Le facteur d’escalier ζ(G) de G est la cardinalité maximale d’une séquence

de Grundy réalisable.

Si nous avons une coloration de Grundy partielle d’un graphe G et prenons un sommet de

Grundy de chaque classe de couleur de Vk à V1, nous obtenons une séquence de Grundy

réalisable. Il s’ensuit donc que

∂Γ(G) ≤ ζ(G) ≤ ∆ + 1. (2.1)

Dans [23], les auteurs ont parvenu à montrer le résultat suivant.

Théorème 2.2.1 [23] Pour un graphe G de maille supérieure à 8. On a

ζ(G) = ∂Γ(G).

La différence entre le facteur d’escalier ζ(G) et le nombre de Grundy partiel ∂Γ(G)

peut être arbitrairement large [36]. En effet, soit Kn1,n2 un graphe biparti complet dont

les ensembles des sommets sont {x1, ..., xn1} et {y1, ..., yn2}. Sans perte de généralité,

n1 ≤ n2. Comme {x1, ..., xn1 , y1} est une séquence de Grundy réalisable de taille n1 + 1,

ζ(Kn1,n2) = n1 + 1, mais ∂Γ(Kn1,n2) = 2.

Dans [30], N. Gastineau et al. ont montré que si G est un graphe connexe cubique et

G 6= K3,3, alors ∂Γ(G) = 4.

Shi et al. [23] ont prouvé que le nombre de Grundy peut être trouver rapidement, dans

le cas des graphes réguliers.

Théorème 2.2.2 [23] Pour tout entier fixé r, il existe un entier Nr tel que tous les

graphes r-réguliers G avec plus de Nr sommets ont

∂Γ(G) = r + 1.

Remarque 2.2.1 ∂Γ(C4) =2 mais tout les autres 2 réguliers graphes G ont ∂Γ(G) = 3.
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Théorème 2.2.3 [22] Pour tout graphe G de degré maximum ∆(G), on a

χ(G) ≤ Γ(G) ≤ ∂Γ(G) ≤ min{ψ(G),∆(G) + 1}.

Dans [36], Panda et Verma ont montré que le problème reste NP-complet pour les

graphes doublement cordaux qui est une sous-classe de la classe des graphes cordaux.

Dans le même manuscrit, les auteurs ont donné des algorithmes linéaire pour détermi-

ner le nombre de Grundy partiel de graphes scindés et de blocs graphes (ce sont deux

sous-classes importantes de la classe des graphes cordaux).

Théorème 2.2.4 [36] Pour un graphe scindé G avec un nombre de cliques ω(G),

ω(G) ≤ ∂Γ(G) ≤ ω(G) + 1.

Lemme 2.2.1 [36] Soit (R, S) une partition de l’ensemble de sommets du graphe scindé

G tel que S est une clique de taille ω(G) et R est un ensemble indépendant.

Alors ∂Γ(G) = ω(G) si et seulement s’il existe un sommet x ∈ S tel que x ne soit adjacent

à aucun sommet dans R.

Proposition 2.2.1 [36] Soit F une coloration partielle de Grundy d’un graphe G =

(V,E), si N(u) = N(v) pour deux sommets u, v ∈ V (G), alors u et v ne peuvent pas être

des sommets de Grundy avec des couleurs différents correspondants à F .

Proposition 2.2.2 [35] Pour un graphe G sans sommets isolés, on a ∂Γ(G) = 2 si et

seulement si G = kn,m, pour n ≥ 2 et m ≥ 1 où G ne contient que les arêtes isolés.

Corollaire 2.2.1 [33] Soient G un graphe d’ordre n et de taille m et soit Gc son graphe

central. Alors

— 1 + Γ(G) ≤ ∂Γ(Gc) ≤ n.

— ∂Γ(Gc) ≥ α(G) + 1.

— m ≤ ∂Γ(Gc) ≤ m+ n− 2.

— ∂Γ(Gc) + ∂Γ(Gc) ≤ m+ 2n− 2.
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Dans [33], Effantin a déterminé le nombre de Grundy partielle du graphe central d’une

chaîne.

Théorème 2.2.5 [33] Soit Pn une chaîne d’ordre n ≥ 7, Alors

∂Γ(P c
n) =


n si n est impair.

n− 1 sinon .

Proposition 2.2.3 [33] Soit G un graphe cordal d’ordre n ≥ 3. Alors,

∂Γ(Gc) = n.

Théorème 2.2.6 [22] Soit G un graphe d’ordre n, de degré maximum ∆(G) et de degré

minimum δ(G). Alors

— 2n ≤ ∂Γ(G) + ∂Γ(G) ≤ n+ 1 + ∆(G)− δ(G).

— n ≤ ∂Γ(G)∂Γ(G) ≤ [(n+ 1 + ∆(G)− δ(G))/2]2.

Corollaire 2.2.2 [22] Soit G un graphe k-réguliers. Alors

∂Γ(G) + ∂Γ(G) 6 n+ 1.

Corollaire 2.2.3 [22] Pour tout graphe auto-complémentaire G. Alors

∂Γ(G) + ∂Γ(G) ≤ 2(∆(G) + 1).

Proposition 2.2.4 [22] Pour tout graphe G d’ordre n ayant un sommet d’ordre n− 1 ,

c’est à dire G = K1 +H, pour quelque graphe H. Alors

∂Γ(G) = 1 + ∂Γ(H).[22]



Chapitre 3

Nouveaux résultats sur la coloration de

Grundy partielle

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la détermination du nombre de Grundy partiel

du graphe milieu et graphe total de certains graphes particuliers, comme celui de la chaîne,

du cycle et d’une étoile. Ainsi nous donnons la valeur exacte de ce paramètre du joint de

deux graphes. En outre, nous introduisons la notion des graphes arête ∂Γ-critiques, d’où

nous donnons quelques propriétés de ces graphes.

3.1 Nombre de Grundy partiel de quelque graphes par-

ticuliers

Après avoir définir le graphe milieu et graphe total d’un graphe G, nous déterminons le

nombre de Grundy partiel du graphe milieu et graphe total d’une chaîne, d’un cycle et

d’une étoile.

3.1.1 Graphe milieu et graphe total

Définition 3.1.1 (Hamada et Yoshimura) [10] Soit G = (V,E) un graphe simple. Le

graphe milieu de G, noté M(G) est défini comme suit : L’ensemble des sommets de
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M(G) est V ∪ E, et deux sommets x, y de M(G) sont adjacents si l’une des conditions

suivantes est vérifiée :

• x, y ∈ E et x est adjacent à y dans G.

• x ∈ V et y ∈ E et x est incident à y dans G.

v1

e1

v2

e2

v3

e3

v4

e4

v5

Figure 3.1 – Le graphe milieu d’une chaîne d’ordre 5 (P5).

Définition 3.1.2 (Behzad) [6] Soit G = (V,E) un graphe simple. Le graphe total de

G, noté T (G), est défini comme suit : L’ensemble des sommets de T (G) est V ∪ E, et

deux sommets x, y de T (G) sont adjacents si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

• x, y ∈ V et x, y sont adjacents dans G.

• x, y ∈ E et x est adjacent à y dans G.

• x ∈ V et y ∈ E et x est incident à y dans G.

v1

e1

v2

e2

v3

e3

v4

e4

v5

Figure 3.2 – Le graphe total d’une chaîne d’ordre 5 (P5).

3.1.2 Nombre de Grundy partiel du graphe milieu et du graphe

total d’une chaîne

Théorème 3.1.1 Pour toute chaîne Pn d’ordre n avec n ≥ 2, on a :
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∂Γ(M(Pn)) =


n si 2 ≤ n ≤ 4,

5 si n ≥ 5.

Preuve. Soit Pn une chaîne d’ordre n ≥ 2 d’ensemble de sommets V (Pn) = {v1, v2, ...vn}

et d’ensemble d’arêtes E(Pn) = {e1, e2, ...en−1}, tel que ej = vjvj+1 pour 1 ≤ j ≤ n− 1.

Soit G le graphe milieu de Pn d’ensemble de sommets V (G) = V (Pn) ∪ E(Pn). Soit c

une coloration de Grundy partielle de G avec k couleurs. Si n = 2, alors G ≡ P3, d’où

∂Γ(P3) = 2. (Voir Figure 3.3).

1

v1

2

e1

1

v2

Figure 3.3 – Une coloration de Grundy partielle optimale de M(P2).

Pour n = 3, il n’est pas difficile de vérifier que ω(G) = 3, ce qui implique que ∂Γ(G) ≥ 3.

Montrons maintenant que ∂Γ(G) ≤ 3. Supposons le contraire, c’est-à-dire ∂Γ(G) ≥ 4.

Comme ∆(G) = 3 et en utilisant (2.1) alors ∂Γ(G) = 4. La structure de G et la coloration

de Grundy partielle impliquent que les sommets de G qui peuvent être des sommets de

Grundy de couleur 3 et 4 sont e1 et e2, car ils sont de degré 3. Sans perte de généralité,

supposons que e1 et e2 sont des sommets de Grundy de couleur 3 et 4 respectivement.

Par conséquent tous les voisins de e1 et e2 sont de couleurs distinctes. Pour que e1 et e2

soient des sommets de Grundy de couleurs 3 et 4 respectivement, nous affectons (sans

perte de généralité) les couleurs 1, 2 et 1 aux sommets v1, v2 et v3 respectivement. Mais

dans ce cas, v2 n’est pas un sommet de Grundy puisque il n’a pas un voisin de couleur

1, donc dans la classe de couleur 2 on n’a aucun sommet de Grundy, contradiction. D’où

k = 3.
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2

v1

3

e1

1

v2

2

e2

1

v3

Figure 3.4 – Une coloration de Grundy partielle optimale de M(P3).

Pour n = 4, G possède un seul sommet (e2) de degré 4, deux sommets de degré 3 (e1 et e3),

deux sommets de degré 2 (v2 et v3) et deux sommets de degré 1 (v1 et v4). Une coloration

de Grundy partielle de G avec 4 couleurs est obtenue comme suit : c(e2) = 4, c(e3) = 3,

c(e1) = c(v3) = 2, c(v1) = c(v2) = c(v4) = 1, et donc k ≥ 4. Montrons maintenant que

k ≤ 4. Supposons le contraire que k ≥ 5. Comme ∆(G) = 4 et d’après l’inégalité (2.1),

alors k = 5. Le seul sommet de degré 4 est e2, donc forcément e2 sera le seul sommet

de Grundy de couleur 5, ce qui implique que tous les voisins de e2 sont de couleurs

distinctes. Vu que dG(e1) = dG(e3) = 3, dG(v2) = dG(v3) = 2 et dG(v1) = dG(v4) = 1,

alors les sommets e1 ou bien e3 peuvent être de Grundy de couleur 4, disons et sans perte

de généralité e1 l’est, ce qui impossible car il est de degré 3 et il a un voisin de couleur 5

alors il aura toujours une couleur manquante dans son voisinage. Il en résulte donc que

k = 4.

1

v1

2

e1

1

v2

4

e2

2

v3

3

e3

1

v4

Figure 3.5 – Une coloration de Grundy partielle optimale de M(P4).

Si n ≥ 5, alors comme ∆(G) = 4 et d’après l’inégalité (2.1) , on a ∂Γ(G) ≤ 5. Pour

montrer que ∂Γ(G) ≥ 5 il suffit de donner une coloration de Grundy partielle à G avec 5

couleur comme suit : c(e1) = 3, c(e2) = 5, c(e3) = 4, c(e4) = 2, c(v1) = c(v3) = c(v5) = 1,

c(v2) = 2, c(v4) = 3, et on termine le reste par une coloration propre sans condition. D’où

k = 5.
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Graphe M(P5)
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1 . . .
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2 . . .
e4

1

vj+1

. . .

3

ej
2

ej+1
. . .

Graphe M(Pn) ,n ≥ 6.

Figure 3.6 – Une coloration de Grundy partielle optimale de M(Pn) , n ≥ 5.

Théorème 3.1.2 Pour toute chaîne Pn d’ordre n ≥ 2, on a :

∂Γ(T (Pn)) =


n+ 1 si n = 2, 3

5 si n ≥ 4

Preuve. Soit Pn une chaîne d’ordre n ≥ 2 d’ensemble de sommets V (Pn) = {v1, v2, ...vn}

et d’ensemble d’arêtes E(Pn) = {e1, e2, ...en−1}, tel que ej = vjvj+1 pour 1 ≤ j ≤ n− 1.

Soit G le graphe total de Pn d’ensemble de sommets V (G) = V (Pn) ∪ E(Pn). Soit c

une coloration de Grundy partielle de G avec k couleurs. Si n = 2 alors G = K3, donc

∂Γ(G) = 3.

1

v1

3

e1

2

v2

Figure 3.7 – Une coloration de Grundy partielle optimale de T (P2).

Pour n = 3, G possède un seul sommet v2 de degré 4, deux sommets de degré 3 e1 et e2 et

deux sommets de degré 2 v1 et v3. Une coloration de Grundy partielle de G avec 4 couleur

peut être obtenue comme suit : c(v2) = 4, c(v3) = c(v1) = 1, c(e1) = 3 et c(e2) = 2, d’où

k ≥ 4. Montrons maintenant que k ≤ 4, supposons le contraire que (k ≥ 5), comme

∆(G) = 4 et d’après l’inégalité (2.1), alors ∂Γ(G) ≤ 5, donc k = 5. Comme le seul

sommet de degré 4 est v2 donc forcément c(v2) = 5, ce qui implique que tous les voisins
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de v2 sont de couleurs distinctes. Vu que dG(e1) = dG(e2) = 3 et dG(v1) = dG(v3) = 2,

alors la couleur 4 peut être affectée à l’un des deux sommets e1 et e2, mais dans les deux

cas c ne possède aucun sommet de Grundy de couleur 4 (car les deux sommets sont des

voisins au sommet déjà coloré 5). Contradiction, d’où k = 4.

1

v1

3

e1

4

v2

2

e2

1

v3

Figure 3.8 – Une coloration de Grundy partielle optimale de T (P3).

Pour n ≥ 4. Comme ∆(G) = 4 et en utilisant l’inégalité (2.1), alors ∂Γ(G) ≤ 5. Pour

montrer que ∂Γ(G) ≥ 5, il suffit de donner une coloration de Grundy partielle à G avec

5 . En effet, c(e1) = c(v4) = 2, c(e2) = 3, c(e3) = c(v1) = 1, , c(v2) = 5, c(v3) = 4, et nous

terminons la coloration des autres sommets par une coloration propre sans condition.

D’où k = 5.
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. . .

2

v4

. . . 1

vj−1
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4

vj

5

ej−1

1

ej

2

vj+1

Graphe T (Pn), n ≥ 5

Figure 3.9 – Une coloration de Grundy partielle optimale de T (Pn),n ≥ 4.

3.1.3 Nombre de Grundy partiel du graphe milieu et du graphe

total d’un cycle

Théorème 3.1.3 Soit Cn un cycle d’ordre n ≥ 3. Alors,
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∂Γ(M(Cn)) =


4 si n = 3

5 si n ≥ 4

Preuve. Soit Cn un cycle d’ordre n ≥ 3 d’ensemble de sommets V (Cn) = {v1, v2, ...vn}

et d’ensemble d’arêtes E(Cn) = {e1, e2, ...en}, tel que ej = vjvj+1 pour 1 ≤ j ≤ n − 1.

Soit G le graphe milieu de Cn d’ensemble de sommets V (G) = V (Cn) ∪ E(Cn). Soit c

une coloration de Grundy partielle de G avec k couleurs.

Pour n = 3, une coloration de Grundy partielle de G avec 4 couleurs peut être obtenue

comme suit : c(e1) = 2, c(e2) = 3, c(e3) = 4 et c(v1) = c(v2) = c(v3) = 1, d’où k ≥ 4. Il

nous reste de montrer que k ≤ 4, supposons le contraire que k ≥ 5. Puisque ∆(G) = 4

alors k = 5. Étant donnée une coloration de Grundy partielle de G avec 5 couleurs, la

structure de G implique que l’un des trois sommets e1 ,e2 ou bien e3 est candidat d’être

des sommets de Grundy de couleur 4 et 5. Sans perte de généralité, supposons que e1

et e2 sont des sommets de Grundy de couleur 4 et 5 respectivement. Dans ce cas, un

seul sommet qui peut être un sommet de Grundy de couleur 3, c’est e3, car dG(vi) = 2

(pour 1 ≤ i ≤ 3) et l’un de ses voisins est déjà coloré. Les sommets e1, e2 et e3 ont

besoin de la couleur 1 et 2 dans leur voisinage, sans perte de généralité,supposons que

c(v1) = c(v3) = 2 et c(v2) = 1, mais dans ce cas, e3 a la couleur 1 est manquante dans

son voisinage, d’où il ne peut pas être de Grundy, contradiction. Il en résulte donc que

k = 4.

1v1

1

v2

1 v3

2e1

3

e2

4 e3

Figure 3.10 – Une coloration de Grundy partielle optimale de M(C3).

Pour n ≥ 4, alors vu que ∆(G) = 4 et en utilisant l’inégalité (2.1), alors ∂Γ(G) ≤ 5. Pour

montrer que k ≥ 5 il suffit de présenter une coloration de Grundy partielle de G avec 5
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couleurs. Pour n = 4, voir la Figure (3.11).

5

e1

1 v2

4 e2

3

v3
2

e3
1

v4

3e4

2v1

Graphe M(C4)

Figure 3.11 – Une coloration de Grundy partielle optimale de M(Cn),n ≥ 4.

Pour n ≥ 5, nous affectons les couleurs comme suit. c(e1) = 5, c(e2) = 4, c(e3) = c(en) =

3, c(e4) = c(v1) = c(v3) = 2, c(v2) = c(v4) = 1, de cette manière les sommets e1, e2, e3 et

e4 sont les sommet de Grundy de couleur 5, 4, 3 et 2 respectivement, et nous terminons

le reste par une coloration propre sans condition. D’où k = 5.

Proposition 3.1.1 Pour tout cycle Cn d’ordre n ≥ 3, on a :

∂Γ(T (Cn)) =


3 si n = 3

5 si n ≥ 4

Preuve. Soit Cn un cycle d’ordre n ≥ 3 d’ensemble de sommets V (Cn) = {v1, v2, ...vn}

et d’ensemble d’arêtes E(Cn) = {e1, e2, ...en}, tel que ej = vjvj+1 pour 1 ≤ j ≤ n − 1.

Soit G le graphe total de Cn d’ensemble de sommets V (G) = V (Cn)∪E(Cn). Soit c une

coloration de Grundy partielle de G avec k couleurs. Pour n = 3, on a ω(G) = 3 alors

k ≥ 3. Montrons maintenant que k ≤ 3, supposons le contraire k ≥ 4, comme ∆(G) = 4

et en utilisant (2.1), on a ∂Γ(G) ≤ 5, d’après Théorème 2.1.1 (théorème d’interpolation)

G possède une coloration de Grundy partielle avec 4 couleurs, comme G est 4-régulier

alors tous les sommets jouent le même rôle et cela à cause de la symétrie. De ce fait

on peut assigner la couleur 4 au sommet e1 et les couleurs 2,3,1 au sommet v1, v2, e2

respectivement, le sommet e3 et v3 ne peuvent recevoir la couleur 1, car ils sont adjacents

à e2 déjà coloré 1, mais dans ce cas la couleur 1 est manquante dans le voisinage de v2,

alors on n’obtient aucun sommet de Grundy dans la classe de couleur 3. Contradiction,
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d’où k = 3

1v1

3

v2

2 v3

2e1

3

e3

1 e2

Figure 3.12 – Une coloration de Grundy partielle optimale de T (C3).

si n ≥ 4, comme ∆(G) = 4 et d’après (2.1), on a ∂Γ(G) ≤ 5. Montrons maintenant

que k ≥ 5, Pour cela il suffit de présenter une coloration de Grundy partielle c avec 5

couleurs comme suit : c(vn) = c(e1) = 1, c(e5) = c(v3) = 2, c(v1) = 3, c(e1) = 4, c(v2) = 5,

et nous terminons le reste des sommets par une coloration propre sans conditions. Par

conséquent, ∂Γ(G) ≥ 5. D’où, k = 5.

5

v1

1

e1

3

v2
4 e2

2 v3

1

e3

4v4

2e4

Figure 3.13 – Une coloration de Grundy partielle optimale de T (Cn), n = 4.

3.1.4 Nombre de Grundy partiel du graphe milieu et du graphe

total d’une étoile

Dans [27], Vernold et al. ont déterminé le nombre a-chromatic du graphe milieu d’une

étoile K1,n d’ordre n+ 1, tel que ψ(M(K1,n) = n+ 1.
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Proposition 3.1.2 Soit K1,n une étoile d’ordre n+ 1 avec n ≥ 2. Alors :

∂Γ(M(K1,n)) = n+ 1.

Preuve. PosonsG = M(K1,n). Il est facile de vérifier que ω(G) = n+1, alors ∂Γ(M(K1,n)) ≥

n + 1. Vu que ∆(G) = n + 1 et ψ(M(K1,n) = n + 1, le Théorème 2.2.3 implique que

∂Γ(M(K1,n)) ≤ n+ 1. D’où, ∂Γ(M(K1,n)) = n+ 1.

1
x

2
e1

4 . . .
e3

3
e2

n+1

en

1v1 1v2 1 vn1 . . .v3

Figure 3.14 – Une coloration de Grundy partielle optimale du graphe de M(K1,n).

Proposition 3.1.3 Pour toute étoile K1,n d’ordre n+ 1 avec n ≥ 2,

∂Γ(T (K1,n)) = n+ 2.

Preuve. Posons G = T (K1,n). Vu que Γ(G) = n + 2 (voir [34]), et d’après Théorème

2.2.3, nous obtenons ∂Γ(G) ≥ n + 2. Il facile de voir que G est un graphe scindé, alors

d’après Théorème 2.2.4, ∂Γ(G) ≤ n+ 2. Par conséquent, ∂Γ(G) = n+ 2.
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n+2

x

2
e1

4 . . .
e3

3
e2

n+1

en

1v1 1v2 1 vn1 . . .v3

Figure 3.15 – Une coloration de Grundy partielle optimale du graphe de T (K1,n).

3.2 Propositions sur le joint de deux graphes

Observation 3.2.1 Soit G un graphe non connexe avec les composantes C1, ..., Cp, alors

∂Γ(G) ≥ max{∂Γ(Ci), 1 ≤ i ≤ p}.

Dans le résultat suivant, nous déterminons le nombre de Grundy partiel du joint de deux

graphes.

Proposition 3.2.1 Soient G1 et G2 deux graphes de sommets disjoints. Alors ∂Γ(G1 ∨

G2) = ∂Γ(G1) + ∂Γ(G2).

Preuve. Posons G = G1 ∨ G2. Soit c une coloration de Grundy partielle de G avec

∂Γ(G) = ∂Γ(G1∨G2) couleurs. Comme c est une coloration propre, alors aucune couleur

ne peut apparaître dans G1 et G2 à la fois. Par conséquent, ∂Γ(G) ≥ ∂Γ(G1)+∂Γ(G2). Il

reste de prouver que ∂Γ(G) ≤ ∂Γ(G1) + ∂Γ(G2). Supposons, au contraire, que ∂Γ(G) >

∂Γ(G1) + ∂Γ(G2). Ceci signifie que dans une coloration de Grundy partielle de G, il y

aura plus de ∂Γ(G1) couleurs (ou ∂Γ(G2) couleurs) qui se présentent dans G1 (ou G2),

contradiction avec la définition ∂Γ(G1) (ou ∂Γ(G2)).
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3.3 Graphes arête ∂Γ-critiques

Dans cette section, on s’intéresse à l’étude des graphes, dont la suppression d’une arête

quelconque du graphe fait diminuer son nombre de Grundy partiel. Tout d’abord, on

donne quelque définitions concernant les arêtes (ou les sommets) critiques et les graphes

arête(ou sommet)-critiques par rapport au nombre chromatique χ(G), ainsi on site des

classes de graphes arête(ou sommet)-critiques par rapport au nombre de Grundy partiel

∂Γ. Enfin on présente des résultats caractérisant les graphes arête ∂Γ−-critiques.

Soit G = (V,E) un graphe simple k-colorable (ie : χ(G) = k) k > 2.

Définition 3.3.1 une arête d’un graphe G (e ∈ E)(resp.un sommet v ∈ V ) est dite

critique, si sa suppression fait diminuer le nombre chromatique de G par au plus un,

c’est-à-dire :

χ(G− e) = k − 1.

(resp.χ(G− v) = k − 1)

Définition 3.3.2 Le graphe G est critique si toutes ses arêtes ou tous ses sommets sont

critiques. En particulier, G est dit k-critique s’il est critique avec χ(G) = k. Par consé-

quent, G est dit arête k-critique (resp.sommet) k-critique si toutes ses arêtes (resp.tous

ses sommets) sont critiques.

La suppression d’une arête ou d’un sommet dans un graphe G n’a pas le même effet

sur le nombre ∂Γ(G) comme celui sur le nombre chromatique χ(G) ; mais, ici, le nombre

∂Γ peut augmenter, diminuer ou reste inchangé. Pour cette raison, on peut classer les

graphes arête(sommet) ∂Γ-critiques en six classes comme suit :

— La classe des graphes arête ∂Γ−-critiques : ∀ l’arête e ∈ E, ∂Γ(G− e) < ∂Γ(G).

— La classe des graphes arête ∂Γ=-critiques : ∀ l’arête e ∈ E, ∂Γ(G− e) = ∂Γ(G).

— La classe des graphes arête ∂Γ+-critiques : ∀ l’arête e ∈ E, ∂Γ(G− e) > ∂Γ(G).

— La classe des graphes sommet ∂Γ−-critiques : ∀ le sommet v ∈ V , ∂Γ(G − v) <

∂Γ(G).
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— La classe des graphes sommet ∂Γ=-critiques : ∀ le sommet v ∈ V , ∂Γ(G − v) =

∂Γ(G).

— La classe des graphes sommet ∂Γ+-critiques : ∀ le sommet v ∈ V , ∂Γ(G − v) >

∂Γ(G).

Définition 3.3.3 Soit G = (V,E) un graphe. Alors G est dit :

— arête ∂Γ−-critiques, si ∀ l’arête e ∈ E, ∂Γ(G− e) = ∂Γ(G)− 1.

— arête ∂Γ=-critiques, si ∀ l’arête e ∈ E, ∂Γ(G− e) = ∂Γ(G).

— arête ∂Γ+-critiques, si ∀ l’arête e ∈ E, ∂Γ(G− e) = ∂Γ(G) + 1.

Exemple 3.3.1 — C4 est un graphe arête ∂Γ+-critiques.

— P4 est un graphe arête ∂Γ−-critiques.

— P5 est un graphe arête ∂Γ=-critiques.

3.3.1 Graphes arête ∂Γ-critiques

Il convient de souligner que dans ce mémoire, nous nous intéressons uniquement à l’étude

de la classe des graphes arête ∂Γ−-critiques. Pour des raisons de simplicité, nous propo-

sons d’appeler cette classe par les graphes arête ∂Γ-critiques.

Notons que tous les graphes considérés dans notre étude sont sans sommets isolés.

Théorème 3.3.1 Soient G = (V,E) un graphe arête ∂Γ-critiques, c une coloration de

Grundy partielle de G avec k couleurs tel que k = ∂Γ(G) couleurs, Ci les classes de

couleurs avec 1 ≤ i ≤ k et S l’ensemble de tous les sommets de Grundy de c. Alors :

1. pour tout i ∈ {2, ..., k}, C ne possède pas deux sommets de Grundy de couleur i.

donc | S |= ∂Γ(G)

2. c est unique.

3. les sommets de V�S induisent un stable.

4. Si u ∈ V�S et c(u) = i, alors u n’a pas de voisins dans la classe de couleur j, tel

que : 1 ≤ j ≤ i− 1. De plus, dG(u) ≤ k − i.

5. tout sommet de Grundy n’a pas deux voisins de même couleur.

6. | Ck |= 1.
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Preuve. Soient G = (V,E) un graphe arête ∂Γ-critiques, C une coloration de Grundy

partielle de G avec ∂Γ(G) couleurs, (k couleurs), S l’ensemble de tous les sommets de

Grundy de C.

1. Soit G′ l’ensemble des classes de couleurs j, tel que : 1 ≤ j ≤ i−1. Supposons qu’il

existe deux sommets de même couleur i, disons v1, v2 ∈ S, de C. Alors vt(t = 1, 2)

a des voisins dans G′. Soit x ∈ NG′(vt) (t = 1, 2), alors ∂Γ(G − xvt) > ∂Γ(G),

contradiction. Cette unicité implique que | S |= ∂Γ(G).

2. Est une conséquence de (1).

3. Soient v1, v2 deux sommets de V \ S, (2) implique que v1, v2 ne sont pas des

sommets de Grundy, donc si v1 est adjacent à v2 alors ∂Γ(G − v1v2) > ∂Γ(G),

contradiction.

4. Soit u ∈ V \ S et c(u) = i, supposons que u a un voisin, disons v, dans la classe

de couleur j, tel que 1 ≤ j ≤ i− 1, alors ∂Γ(G− uv) > ∂Γ(G), contradiction.

5. Soit u ∈ S de couleur i, supposons qu’il a deux voisins vt(t = 1, 2) de même couleur

j, tel que 1 ≤ j ≤ i− 1, alors ∂Γ(G− uvt) > ∂Γ(G), contradiction.

6. Supposons que | Ck |≥ 2, soient x, y ∈ Ck, (1) implique que l’un de ces sommets

n’est pas de Grundy, disons y ∈ V \ S, (5) implique que dG(y) = 0 contradiction

avec le fait G est sans sommets isolés.

Théorème 3.3.2 Si G est un graphe arête ∂Γ-critique, alors ∂Γ(G) = ∆ + 1.

Preuve. Soit G un graphe arête ∂Γ-critique et soit c une coloration de Grundy partielle

de G avec ∂Γ(G) couleurs. Posons k = ∂Γ(G) pour tout graphe G, il est remarquable

que k ≤ ∆(G) + 1.

Inversement, pour montrer que k ≥ ∆(G) + 1 il suffit de montrer que pour tout sommet

v ∈ V (G), avec G un graphe arête ∂Γ-critique, dG(v) ≤ k − 1, d’où ∆(G) ≤ k − 1.

Supposons le contraire, il existe un sommet u tel que dG(u) > k− 1, d’après le théorème

précédant u ne peut être que un sommet de Grundy, ceci implique que u a au moins deux

voisins, disons x, y, de même couleur, tel que l’un des deux sommets disons x, n’est pas

un sommet de Grundy, car sinon il y aura un contradiction avec le théorème précédant,

mais dans ce cas-là ∂Γ(G− xv) ≥ ∂Γ(G), contradiction. Donc k = ∆(G) + 1.
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Observation 3.3.1 Soit G un graphe non connexe. Si G est arête ∂Γ-critique, alors

chaque composante contient au moins un sommet de Grundy.

Preuve. Soit G un graphe non connexe arête ∂Γ-critique et soit c une coloration de

Grundy partielle de G avec ∂Γ(G) couleurs. Supposons qu’il existe une composante

connexe de G, disons G′ ne contient aucun sommet de Grundy, alors ∂Γ(G�e) ≥ ∂Γ(G)

pour toute arête de G′ , contradiction.



Conclusion et Perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés à la notion de la coloration de Grundy

partielle.

La détermination de ∂Γ(G) est un problème NP−Complet pour un graphe quel-

conque. De ce fait, et après avoir un recueil des notions élémentaires utilisées dans ce

travail nous avons présenté quelques résultats et bornes sur la coloration de Grundy

partielle.

Notre objectif principal était de déterminer la valeur exacte de la ∂Γ-coloration pour

des classes particulières des graphes, à savoir, les graphes milieu et total d’une chaine,

d’un cycle et d’une étoile, ainsi que le nombre de Grundy partiel du joint de deux graphes.

Ensuite, nous avons donné quelques propriétés des graphes dits arête ∂Γ-critiques.

Nos différents travaux de recherche dans ce mémoire, que ce soit la ∂Γ-coloration des

sommets ou bien la caractérisation des graphes dits arête ∂Γ-critiques, nous ont amené à

envisager de nombreuses perspectives de recherche qui nous semblent intéressantes pour

chaque type de problème étudié. Nous citons quelques perspectives dans ce qui suit.

— Déterminer le nombre de Grundy partielle d’une couronne d’un graphe G.

— Caractériser les graphes arête ∂Γ-critiques.

— Étudier l’effet de la suppression d’un sommet quelconque sur le nombre de Grundy

partiel d’un graphes.

— Étudier l’effet de la contraction d’une arête quelconque sur le nombre de Grundy

partielle ∂Γ.
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