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Notation

H Espace de Hilbert.
C Ensemble convexe et fermé de Rn.
‖.‖ La norme.
|.| Norme de Hilbert.
〈., .〉 Produit scalaire.
R Corps des réels.
Rn L’espace euclidien d’ordre n.
R+
n Orthant positif.

pc Projection métrique de x sur C.∏
C(x, v) La dérivée directionnelle de la projection en x dans la direction v.

NC(x) Cône normal d’un ensemble convexe C de Rn au point x.
TC(x) Cône tangent à C au point x ∈ C.
∂C Frontière de l’ensemble C.
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Résumé

Nous considérons un système dynamique d’ordre deux pour résoudre des pro-
blèmes d’équilibre dans les espaces de Hilbert. Sous les condition certaines condi-
tions, nous prouvons l’existence et l’unicité de solution globale forte du système
dynamique proposé. Nous établissons la convergence exponentielle des trajectoires
sous forte pseudo-monotonicité et type Lipschitz conditions.

Nous étudions ensuite une version discrète du système dynamique d’ordre deux,
qui conduit à un algorithme de type point fixe avec effet inertiel et relaxation. La
convergence linéaire de cet algorithme est établie dans des conditions appropriées
sur les paramètres.

Enfin, quelques expériences numériques sont apportées pour confirmer les résul-
tats théoriques.
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Abstract

We consider a second-order dynamical system for solving equilibrium problems in
Hilbert spaces. Under some conditions, we prove existence and uniqueness of strong
global solution of the proposed dynamical system. We establish the exponential
convergence of trajectories under strong pseudo-monotonicity and Lipschitz-type
conditions.

We then investigate a discrete version of the second-order dynamical system,
which leads to a fixed point-type algorithm with inertial effect and relaxation. The
linear convergence of this algorithm is established under suitable conditions on pa-
rameters.

Finally, some numerical experiments are reported confirming the theoretical re-
sults
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Introduction

L’étude des systèmes dynamiques d’ordre deux pour résoudre les problèmes
d’équilibre dans les espaces de Hilbert offrent un cadre mathématique riche et précis
pour étudier des problèmes d’équilibre complexes.

L’existence et l’unicité d’une solution globale forte pour le système dynamique
proposé dans des conditions optimales est un point important pour garantir l’exis-
tence de solutions des problèmes d’équilibre. La convergence de manière exponen-
tielle des trajectoires du système dynamique est obtenue grâce à des conditions de
forte pseudo-monotonie et de type Lipschitz, qui assurent une convergence rapide et
stable du système vers son équilibre. L’introduction d’une version discrète conduit
au développement d’un algorithme de type point fixe qui intègre des propriétés pour
atteindre la convergence vers la solution du problème d’équilibre de manière efficace.

Le but de ce travail est d’approfondir la compréhension du système. Les expé-
riences numériques sont menées pour valider les résultats théoriques obtenus, ce qui
confirme la convergence de l’algorithme et la pertinence des résultats théoriques
dans des situations pratiques.

Cette étude offre une analyse approfondie de l’utilisation d’un système dyna-
mique d’ordre deux pour résoudre des problèmes d’équilibre dans les espaces de
Hilbert, en couvrant les aspects théoriques et pratiques de la résolution de ce type
de problèmes.

Ce travail est subdivisé en trois chapitres distincts mais complémentaires.
♠ Le premier chapitre est dédié aux notions et résultats préliminaires sur les

problèmes d’équilibre. Le problème d’équilibre est y présenté ainsi que les principaux
modèles mathématiques pour les problèmes d’équilibres comme cas particuliers : les
inéquations variationnelles, les problèmes d’optimisation, le problème du point selle,
le problème d’équilibre de Nash, les problèmes d’équilibre multivoques et inclusions
variationnelles. Quelques résultats fondamentaux sur l’existence de solutions des
problèmes d’équilibre sont également présentés.

♠ Le deuxième chapitre est consacré à la présentation des systèmes dyna-
miques projetés pour les problèmes d’équilibre. On se concentre ensuite sur le sys-
tème dynamique projeté d’ordre deux en montrant les résultats fondamentaux sous
certaines conditions de pseudo-monotonie et de continuité Lipshitzienne. La conver-
gence exponentielle des trajectoires du système dynamique projeté et linéaire du
système discret closent les investigations dans ce chapitre.

♠ Dans le troisième Chapitre, nous considérons quelques exemples et présen-
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tons des résultats numériques pour illustrer les résultats théoriques obtenus aupara-
vant. Le premier exemple provient du modèle d’équilibre oligopolistique de Cournot
Nash, le second concerne le problème d’optimisation de Rosen-Suzuki et le troisième
est un problème d’équilibre fortement monotone. Des données numériques ainsi que
des figures sont présentées dans ce chapitre.
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Chapitre 1

Les problèmes d’équilibre

1.1 Notions et résultats préliminaires
Dons cette section, nous mentionnons quelques résultats et définitions d’analyse

convexe et fonctionnelle, voir [6] pour plus de détails.

Définition 1.1.1. Soit H un espace vectoriel. Un produit scalaire (u, v) est une
forme bilinéaire de H ×H dans R, symétrique, définie positive

[i, e.(u, v) ≥ 0 ∀u ∈ H et (u, u) > 0 si u 6= 0].
Rappelons qu’un produit scalaire vérifie l’inégalité de Caouch-Schwarz :

|(u, v)| ≤ (u, u)1/2(v, v)1/2 ∀u, v ∈ H.

[Remarquons que pour établir l’inégalité de Cauchy-Schwarz on n’utilise pas l’hypo-
thèse (u, u) > 0 si u 6= 0].

Rappelons aussi que |u| = (u, u)1/2 est une norme.

Définition 1.1.2 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert est un espace vectoriel
H muni d’ un produit scalaire (u, v) et qui est complet pour la norme ||u|| = (u, v)1/2

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.

Exemple 1. L2(Ω) muni du produit scalaire

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

est un espace de Hilbert ; l’espace de Sobolev H1 que nous rencontrerons, est un
espace de Hilbert � model� sur L2.

Proposition 1.1. Si H est un espace de Hilbert, alors H est uniformément convexe
et donc réflexif.

Démonstration. soient ε > 0, u, v ∈ H tels que |u| ≤ 1, |v| ≤ 1, |u− v| > ε. Grasse
à l’identité du parallélogramme on a

|u+ v

2
|2 ≤ 1− ε2

4
et donc |u+ v

2
| < 1− δ avec δ = 1− (1− ε2

4
)1/2 > 0.
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Définition 1.1.3 (Ensemble convexe fermé). Un sous-ensemble C d’un espace de
Hilbert H est dit convexe si

λx+ (1− λ)y ∈ C ∀x, y ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1].

Le sous-ensemble C est dit convexe fermé s’il est convexe et fermé dans H à la fois.

Théorème 1.1.1 (Projection sur un convexe fermé). Soit C un convexe fermé non
vide d’un espace de Hilbert H. Alors pour tout f ∈ H, il existe u ∈ C unique tel que

|f − u| = min
v∈C
|f − v|. (1.1)

De plus u est caractérisé par la propriété :

u ∈ K(f − u, v − u) ≤ 0 ∀v ∈ C (1.2)

On note u = Pcf = Projection de f sur C.

Démonstration. a) Existence. Nous indiquerons deux démonstrations
1. La fonction ϕ(v) = |f − v| est convexe, continue et lim|v|→∞ ϕ(v) = +∞.

Donc ϕ atteint son minimum sur K puisque H est réflexif.
2. La deuxième démonstration ne fait pas appel à la théorie des espaces réflexifs.

soit (vn) une suite minimisante pour ( 1.1) i, e. vn ∈ K et

dn = |f − vn| → d = inf
v∈K
|f − v|.

Montrons que (vn) est de Cauchy. Appliquant l’identité du parallélogramme avec
a = f − vn, b = f − vm il vient

|f − vn + vm
2
|2 + |vn − vm

2
|2 =

1

2
(d2
n + d2

m).

Or
vn + vm

2
∈ K et donc |f − vn + vm

2
| ≥ d. par conséquent

|vn − vm
2
|2 ≤ 1

2
(d2
n + d2

m)− d2 et lim
m,n→∞

|vn − vm| = 0.

Donc vn → u ∈ K et l’on d = |f − u|.
b) Équivalence de ( 1.1) et ( 1.2) Soit u ∈ K vérifiant( 1.1) et soit w ∈ K. On a

v = (1− t)u+ tw ∈ K pour t ∈]0, 1]

et donc
|f − v| ≤ |f − [(1− t)u+ tw]| = |(f − u)− t(w − u)|.

par suite
|f − u|2 ≤ |f − u|2 − 2t(f − u,w − u) + t2|w − u|2.

i,e 2(f − u,w − u) ≤ t|w − u|2. Quand t → 0 on obtient( 1.2). Inversement, soit u
vérifiant ( 1.2). Alors on a

|u− f |2 − |v − f |2 = 2(f − u, v − u)− |u− v|2 ≤ 0 ∀v ∈ K;
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d’où( 1.2)
c) Unicité
soient u1 et u2 vérifiant ( 1.2). On a

(f1 − u1, v − u1) ≤ 0 ∀v ∈ K (1.3)

(f2 − u2, v − u2) ≤ 0 ∀v ∈ K. (1.4)
Reportant v = u2 dons ( 1.3) et v = u1 dans ( 1.4), on obtient après addition

|u1 − u2|2 ≤ (f1 − f2, u1 − u2).

Par suite |u1 − u2| ≤ |f1 − f2|.
Définition 1.1.4 (Quasi-convexe). [9] Soit X un sous-ensemble convexe d’un cer-
tain espace vectoriel et soit h : X → R soit une fonction. Alors h est dit quasi-
convexe si pour tout x1, x2 ∈ X et 0 < λ < 1

h(λx1 + (−λ)x2) ≤ max {h(x1), h(x2)} .
On dit que h est quasi-concave si −h est quasi-convexe.

1.2 Le problème d’équilibre
Le problème d’équilibre (également connu sous le nom d’inégalité variationnelle

de Ky Fan) fournit un cadre mathématique qui comprend plusieurs types de pro-
blèmes d’optimisation comme nous allons le voir dans la suite de ce document.

Soit C un convexe fermé d’un espace de HilbertH et f : C×C → R une fonction,
appelée bifonction.
Définition 1.2.1. Le problème d’équilibre, noté par EP (f, C) est un problème de
la forme : trouver un point x∗ ∈ C tel que

f(x∗, y) ≥ 0 ∀y ∈ C (EP (f, C))

On note l’ensemble des solutions du problème d’équilibre EP (f, C) par Sol(f, C).
Remarque 1.1. Le problème d’équilibre EP (f, C) est parfois appelé inégalité va-
riationnelle de Ky Fan.

1.3 Modèles mathématiques pour les problèmes d’équi-
libre

Les problèmes d’équilibre jouent un rôle central dans l’étude des systèmes com-
plexes et compétitifs. Il y a plusieurs exemples classiques tant en sciences de l’in-
génieur (problèmes d’équilibre dans un réseau de circulation) qu’en économie (par
exemple, équilibre de marché oligopolistique). De nombreuses formulations varia-
tionnelles de ces problèmes ont été présentés ces dernières années.

Le problème d’équilibre est un modèle mathématique général qui inclut, comme
cas particuliers, le problème d’optimisation, l’inégalité variationnelle, le problème du
point selle, le problème de Nash. Problème d’équilibre dans les jeux non coopératifs,
problème du point fixe et autres, et nous montrons brièvement comment certains
des principaux modèles mathématiques d’équilibre peuvent être formulés dans le
format général (PE), et nous rappelons juste quelques-unes de leurs applications
récentes.Voir[4]
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1.3.1 Inéquation variationnelle

L’inéquation variationnelle est un outil très important dans l’étude des solutions
d’équilibre et de leur stabilité. [14, 10].

Définition 1.3.1. Pour un ensemble convexe fermé C ⊆ Rn et une fonction vecto-
rielle F : C → Rn, une inéquation variationnelle de type Stampacchia consiste à
déterminer un vecteur x∗ ∈ C tel que

〈F (x∗), y − x∗〉 ≥ 0 pour tout y ∈ C (IV (F,C))

Où 〈., .〉 désigne le produit scalaire dans Rn

Exemple 2. Quand f(x, y) = F (x), y−x pour tout x, y ∈ H, le problème d’équilibre
EP (f, C) se réduit à l’inégalité variationnelle classique IV (F,C) qui consiste à
trouver un point x∗ ∈ C tel que

〈F (x∗), y − x∗〉 ≥ 0 pour tout y ∈ C
où F : H −→ H est une application continue.

1.3.2 Problème d’optimisation

Un problème de minimisation est un problème du type : trouver un minimum
global d’une fonction ψ : Rn → R sur un ensemble fermé C ⊆ Rn. Ceci revient à
résoudre le problème d’équilibre (PE) avec

f(x, y) = ψ(y)− ψ(x).

En effet, x∗ est un minimum global de ψ sur C si et seulement si ψ(y)−ψ(x∗) ≥ 0,
pour tout y ∈ C. Autrement dit, x∗ est un minimum global de ψ sur C si et seulement
si f(y, x∗) ≥ 0, pour tout y ∈ C.

1.3.3 Problèmes d’optimisation de Pareto

Les problèmes d’optimisation de Pareto visent à trouver des solutions équilibrées
entre plusieurs objectifs contradictoires. Étant donné m fonctions à valeurs réelles
ψi : Rn → R, un minimum global Pareto faible de la fonction vectorielle ψ =
(ψ1; ...;ψm) sur un ensemble fermé C ⊆ Rn est tout x∗ ∈ C tel que pour tout y ∈ C
il existe un indice i tel que ψi(y)− ψi(x∗) ≥ 0.

Trouver un minimum global Pareto faible revient à résoudre le problème d’équi-
libre (PE) avec

f(x; y) = max
i=1...m

ψi(y)− ψi(x).

1.3.4 Problèmes de point de selle

Les points de selle présentent divers défis lorsqu’on optimise une fonction. Étant
donné deux ensembles fermés C1 ⊆ Rn1 et C2 ⊆ Rn2 , une selle point d’une fonction
L : C1 × C2 → R est tout x∗ = (x∗1;x∗2) ∈ C1 × C2 tel que

L(x∗1; y2) ≤ L(x∗1;x∗2) ≤ L(y1;x∗2)

est valable pour tout y = (y1; y2) ∈ C1 × C2.
Trouver un point selle de L revient à résoudre (PE) avec C = C1 × C2 et

f((x1;x2), (y1; y2)) = L(y1;x2)− L(x1; y2).

13



1.3.5 Problèmes de complémentarité et systèmes d’équations

Dans les cadres des problèmes de complémentarité, étant donné un convexe fermé
cône C ⊆ Rn et une fonction F : Rn → Rn, le problème de complémentarité demande
de déterminer un point x∗ ∈ C tel que 〈F (x∗), v〉 ≥ 0 pour tout v ∈ C, c’est-à-dire
F (x∗) ∈ C∗ où C∗ désigne le double cône de C.

Le système de les équations F (x) = 0 sont un problème de complémentarité
particulier avec C = Rn.

Résoudre le problème de complémentarité revient à résoudre (PE) avec

f(x, y) = 〈F (x), y − x〉.

1.3.6 Problèmes de point fixe

Les problèmes de point fixe sont des concepts fondamentaux en mathématiques
et en informatique, utilisés pour trouver des solutions stables dans une variété de
contextes.

Étant donné un ensemble fermé C ⊆ Rn, un point fixe d’une application F :
C 7−→ C est tout x∗ ∈ C tel que x∗ = F (x∗).

Trouver un point fixe revient à résoudre (PE) avec

f(x, y) = 〈x− F (x), y − x〉

Si F : C ⇒ C est une fonction multivoque, alors trouver x∗ ∈ C tel que x∗ ∈
F (x∗) revient à résoudre (PE) avec

f(x, y) = max
u∈f(x)

〈x− u, y − x〉.

1.3.7 Problèmes d’équilibre de Nash

Les problèmes d’équilibre de Nash constituent un domaine central dans la théorie
des jeux non coopératifs, où chaque joueur cherche à maximiser son utilité indivi-
duelle tout en tenant compte des actions des autres joueurs : Dans un jeu non coopé-
ratif à p joueurs, chacun Le joueur i dispose d’un ensemble de stratégies possibles
Ki ⊆ Rni et vise à minimiser une fonction de perte fi : K → R avecK = K1×...×Kp.
Un équilibre de Nash est tout x∗ ∈ K tel qu’aucun joueur ne puisse réduire sa perte
en changeant unilatéralement sa stratégie, dans les formules quelconques x∗ ∈ K
telles que

fi(x
∗) ≤ fi(x

∗(yi))

est valable pour tout yi ∈ Ki et tout i = 1; ...; p, avec x∗(yi) désignant le vecteur
obtenu à partir de x∗ en remplaçant x∗i par yi.

Trouver un équilibre de Nash revient à résoudre (PE) avec la bifonction dite
Nikaido-Isoda, c’est à dire,

f (x, y) =

p∑
i=1

[fi(x(yi))− fi(x)] .

Il est à noter que le problème de trouver un équilibre de Nash dans le cas de
stratégies conjointement convexes ne peut pas être formulé dans le (PE) format.

Quoi qu’il en soit, l’ensemble de solutions de (PE) avec la bifonction Nikaido-
Isoda correspondante coïncide avec la sous-classe de ce qu’on appelle la bifonction
normalisée Equilibrée de Nash.

14



1.3.8 Problème multivoque et inclusions variationnelles

Cette section concerne une généralisation des problèmes d’équilibre aux bifonc-
tions multivoques ainsi que leurs applications à la résolution des inclusions varia-
tionnelles de Browder.

Fonction multivoque

Définition 1.3.2. Soient X et Y doux ensembles.
Une fonction multivoque F de X dans Y est une fonction à valeurs ensembliste

qui à chaque x ∈ X associe une partie F (x) ⊂ Y . On la note par F : x⇒ Y

Il est clair qu’une fonction multivoque F de X dans Y est une fonction de X
dans l’ensemble des sous-ensembles de Y .

Dans la suite, une fonction f : X → Y est identifiée à la fonction multivoque
F : X ⇒ Y définie par F (x) := {f(x)} pour chaque x ∈ X.

Semi-continue inférieure

Une fonction multivoque F : X ⇒ Y est dite semi-continue inférieure en un point
x0 ∈ X si chaque fois que V est un sous-ensemble ouvert de Y tel que F (x0)

⋂
V 6= ∅,

l’ensemble inverse inférieure F−(V ) de V par F est un voisinage de x0.
Il s’avère que F est semi-continu inférieur en x0 ∈ X si et seulement si F est

continu en x ∈ X en fonction de X sur l’ensemble des sous-ensembles de Y dotés
de la topologie Vietoris inférieure.

Semi-continue supérieure

Une fonction multivoque définies F : X ⇒ Y est dite semi-continue supérieure
en un point x0 ∈ X si elle est continue en x0 ∈ X en fonction de X à l’ensemble
des sous-ensembles de Y dotés du Vietoris supérieur topologie. Autrement dit, F
est semi-continu supérieur en x0 ∈ X si chaque fois que V est un sous-ensemble
ouvert de Y tel que F (x0) ⊂ V , l’ensemble inverse supérieur F+(v) de V par F est
un voisinage de x0.

Une fonction multivoque définie F ;X ⇒ Y est dite continue en un point x0 ∈ X
si elle est inférieure et supérieure semi-continu en x0 ∈ X.

Problème d’équilibre multivoque

Soit C un sous-ensemble non vide d’un espace de Hilbert, et Φ : C × C ⇒
R ∪ {+∞} une bifonction multivoque. Le problème d’équilibre multivoque fort est
un problème du type :

trouver x0 ∈ C tel que Φ(x0, y) ⊂ R+ ∀y ∈ C. (PEMfort)

Le problème d’équilibre multivoque fixes faibles est un problème de la forme

trouver x0 ∈ C tel que Φ(x0, y)
⋂

R+ 6= ∅ ∀y ∈ C. (PEMfaible)
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Définition 1.3.3 (Fonction multivoque KKM). Soit X un espace de Hilbert et M
un sous-ensemble de X. Une fonction multivoques définies F : M ⇒ X, est dite être
une fonction multivoque KKM si pour tout fini sous-ensemble {x1, ..., xn} de M , on
a

cov {x1, ..., xn} ⊂
n⋃
i=1

F (xi).

Le résultat suivant, appelé lemme de Ky Fan, est un résultat classique. Voir [7]
pour la démonstration.

Lemme 1. Supposons que F : M ⇒ X vérifie les conditions suivantes.
1. F est une fonction multivoque KKM,
2. F (x) est fermé pour tout x ∈M et
3. il existe x0 ∈M tel que F (x0) soit compact.

Alors
⋂
x∈M F (x) 6= ∅.

Nous définissons fonction multivoque définies suivantes Φ+,Φ++ : C ⇒ C par

Φ+(Y ) =
{
x ∈ C|Φ(x, y)

⋂
R+ 6= ∅

}
y ∈ C,

Φ++(Y ) =
{
x ∈ C|Φ(x, y)

⋂
R+

}
y ∈ C.

Remarque 1.2. On Φ++(y) ⊂ Φ+(y) pour tout y ∈ C. On remarque aussi que
1. x0 ∈ C est une solution du problème d’équilibre multivoque fixes faibles

( PEMfaible) si et seulement si x0 ∈
⋂
y∈C Φ+(y), et

2. x0 ∈ C est une solution du problème d’équilibre multivoque fixes fortes ( PEMfort)
si et seulement x0 ∈

⋂
y∈C Φ++(y). Dans la suite, nous définissons

clΦ+(y) = cl(Φ+(y)) et clΦ++(y) = cl(Φ++(y))

la fermeture de Φ+(y) et Φ++(y)) respectivement, pour chaque y ∈ C.

Nous sommes maintenant confrontés à des problèmes d’équilibre multivoque
fixées faibles. Le résultat suivant met l’accent sur le rôle de la quasi-hémicontinuité
supérieure dans la résolution d’un équilibre multivoque définies problèmes. Il généra-
lise également, pour une fonction multivoque unique. Nous définissons une fonction
multivoque définies suivant Φ−− : C ⇒ C par

Φ−−(y) =
{
x ∈ C|Φ(x, y)

⋂
R− 6= ∅

}
∀y ∈ C,

et nous avons mis
clΦ−−(y) = cl(Φ−(y)),

la fermeture deΦ−−(y), pour tout y ∈ C.
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Inclusions variationnelles de Browder

Nous traitons des inclusions variationnelles de Browder impliquant des opéra-
teurs pseudomonotones multivoque définies. Inclusions variationnelles de Browder
qui généralisent Les inégalités variationnelles de Browder–Hartman-Stampacchia ont
de nombreuses fonction, y compris les fonctions aux problèmes multivoques limites
elliptiques non linéaires et à la surjectivité des fonctions multivoque définies.

Dans la suite, pour un espace de Hilbert X, on note l’espace dual de X, et par
〈., .〉 l’appariement de dualité entre X∗ et X. Soit C un sous-ensemble non vide,
fermé et convexe d’un espace de Hilbert X. Dans la littérature, certaines notions de
coercition pour les opérateurs multivoques fixe ont été introduit une généralisation
de celles pour les opérateurs linéaires et les formes bilinéaires sur Hilbert les espaces.

Un opérateur ensembliste F : C ⇒ X∗ est dit coercitif sur C s’il existe y0 ∈ C
tel que

lim
‖x‖→+∞
x∈C

inf
x∗∈F (x)

〈x∗, x− y0〉 > 0

ou si la condition la plus forte

lim
‖x‖→+∞
x∈C

infx∗∈F (x) 〈x∗, x− y0〉
‖x‖

= +∞

est satisfait. Il n’est pas difficile de voir que sous les deux notions de coercition de F ,
il existe R > 0 tel que y0 ∈ KR et infx∗∈F (x) 〈x∗, x− y0〉 < 0, pour chaque x ∈ KR,
où KR = {x ∈ C| ‖x‖ ≤ R}. Clairement, KR est faiblement compact chaque fois
que X est réflexif.

L’ensemble KR est appelé un ensemble de coercition, et le couple (y0, KR) peut
ne pas être unique. Nous n’aurons jamais besoin d’un tel ensemble de coercition KR,
mais d’un ensemble de coercition faiblement compact sans nécessiter que l’espace X
soit réflexif.

Rappelons qu’un opérateur à valeur fixe F : C ⇒ E∗ est appelé pseudo-monotone
sur C si pour tout x, y ∈ C

〈x∗, y − x〉 ≥ 0 =⇒ 〈y∗, x− y〉 ≤ 0 ∀x∗ ∈ F (x) ∀y∗ ∈ F (y)

Définition 1.3.4 (Inclusions variationnelles de Browder). Pour x ∈ X et un sous-
ensemble A de X∗, on pose

〈A, x〉 = {〈x∗, x〉 : x∗ ∈ A} .

Problèmes de la forme : trouver x0 ∈ C tel que 〈A, x0〉 ⊂ R+ ou trouver x0 ∈ C
tel que que 〈A, x0〉

⋂
R+ 6= φ.

Pour des résultats récents sur l’existence de solutions des problèmes d’équilibre
multivoques et des des inclusions variationnelles de Browder, définis ci-dessus, le
lecteur est invité à consulter [3, 1, 2], par exemple.

1.4 Existence des solutions des problèmes d’équi-
libre

Nous présentons dans cette section quelques résultats fondamentaux sur l’exis-
tence des solutions des problèmes d’équilibre. Voir[9]
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Définition 1.4.1. 1. On dit que f est semi-continue supérieurement en pre-
mière variable si pour tout y ∈ C, la fonction x 7→ f (x, y) est semi-continue
supérieurement.

2. f est quasi-convexe en deuxième variable si pour tout x ∈ C, la fonction
y 7→ f (x, y) est quasi-convexe.

Théorème 1.4.1. Soit C un convexe compact et non vide d’un espace de Hilbert et
soit f : C × C → R. On suppose que f vérifie les conditions suivantes

1. f est semi-continue supérieurement en première variable,
2. f est quasi-convexe en deuxième variable, et
3. f (x, x) ≥ 0, pour tout x ∈ X.

Alors le problème d’équilibre EP (f, C) admet une solution.

Démonstration. Pour chaque b ∈ C, considérons l’ensemble F (b) := a ∈ C|f(., b) ≥ 0.
Ces ensembles sont fermés, et comme C est compact, ils le sont aussi. C’est facile
voir que la conclusion du théorème est équivalente à⋂

b∈C

f(b) 6= ∅ (1.5)

Afin de prouver la relation ( 1.5), soit b1, b2, ..., bn ∈ C. Nous allons montrer que

co {bi|i ∈ {1, 2, ..., n}} ⊆
n⋃
i=1

F (bi) (1.6)

En effet, supposons par contradiction qu’il existe λ1, λ2, ..., λn ≥ 0,
∑n

j=1 λj = 1, tel
que

n∑
j=1

λjbj /∈
n⋃
i=1

F (bj)

Par définition, ce dernier signifie

f

(
n∑
j=1

λjbj, bj

)
< 0, ∀i {1, 2, ..., n} .

On obtient

f

(
n∑
j=1

λjbj,

n∑
j=1

λjbj

)
< 0

Le résultat suivant a été démontre dans [9].

Théorème 1.4.2. Supposons que
(a) f(x, .) est borné inférieur et semi-continu inférieur, pour tout x ∈ C ;
(b) f(t, t) = 0, pour tout t ∈ C ;
(c) f(z, x) ≤ f(z, y) + f(y, x), pour tout x, y, z ∈ C ;
(d) f(., y) est semi-continu supérieur, pour tout y ∈ C.
Alors (EP (f, C)) admet une solution.
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Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que Kr n’est pas vide.
Pour chaque x ∈ C considère l’ensemble non vide

S(x) := {y ∈ C : ‖y‖ ≤ ‖x‖ : f(x, y) ≤ 0} .

Observez que pour tout x, y ∈ C, y ∈ S(x) implique S(y) ⊆ S(x). En effet, pour
z ∈ S(y) nous avons ‖z‖ ≤ ‖y‖ ≤ ‖x‖ et par (c)f(x, z) ≤ f(x, y) + f(y, z) ≤ 0.
Par contre, puisque K‖x‖ est compact, par (a) on obtient que S(x) ⊆ K‖x‖ est un
ensemble compact pour tout x ∈ C. De plus il existe un élément xr ∈ Kr tel que

f(x, y) ≥ 0 ∀y ∈ Kr. (1.7)

Supposons qu’il existe x ∈ C avec f(xr, x) < 0 et mettons

a := min
y∈S(x)

‖y‖

le minimum est pris puisque S(x) est non vide, compact et la norme est continu.
Nous distinguons deux cas.

Cas 1 :

a ≤ r. Soit y0 ∈ S(x) tel que ‖y‖ = a ≤ r. Ensuite nous avons f(x, y0) ≤ 0
Depuis f(xr, x) < 0, il s’ensuite par (c) que

f(xr, y0) ≤ f(xr, x) + f(x, y0) < 0,

contredisant ( 1.7).

Cas 2 :

a < r. Soit encore y0 ∈ S(x) tel que ‖y‖ = a > r Alors, y1 ∈ A avec ‖y1‖ <
‖y0‖ = a tel que f(y0, y1) ≤ 0. Ainsi y1 ∈ S(y0) ⊆ S(x) contredisant

‖y1‖ < a = min
y∈S(x)

‖y‖.

Par conséquent, il n’existe pas de x ∈ A tel que f(xr, x) < 0, c’est-à-dire que xr est
une solution de EP (f, C) (sur C).
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Chapitre 2

Systèmes dynamiques projetés

Dans ce chapitre nous présentons les systèmes dynamiques projetés pour les
problèmes d’équilibre. L’essentiel de ce chapitre est pris des travaux de [18].

2.1 Rappel sur les systèmes dynamiques projetés
pour les inéquations variationnelles sur Rn

Avant de présenter le système dynamique projeté pour les problèmes d’équilibre
et qui nous intéresse dans ce document, nous rappelons ici les définitions des systèmes
dynamiques projetés pour les inéquation variationnelles.

Nous rappelons quelques définitions bien connues utiles dans la suite. Soient C
un convexe de Rn.

Définition 2.1.1. Soit g : H −→ R ∪ {+∞} une fonction propre, convexe et semi-
continue inférieure. On appelle g subdifférentiable en x si l’ensemble n’est pas vide.

∂g(x) = {u ∈ H : g(y) ≥ g(x) + 〈u, y − x〉 ∀y ∈ H}

Alors, ∂g(x) est appelé le sous-différentiel de g en x et le vecteur w ∈ ∂g(x) est
appelé un sous-gradient de g en x. La fonction g est subdifférentiable sur C si elle
est subdifférentiable en chaque point de C.

Notez que si la fonction g est convexe, Sci et a un domaine complet, alors il est
continu sur tout l’espace. Dans ce cas, g est subdifférentiable sur H. De plus, soit f et
g fonctions propres, convexes, Sci telles que domf

⋂
intdomg 6= ∅ ou dom(g) = H,

ici domf = {x ∈ H, f(x) < +∞} désigne le domaine de f , alors ∂(f +g) = ∂f +∂g

Définition 2.1.2 (Cône Normal). Nc(x) le cône normal à C en point x ∈ C est
défini par :

Nc(x) = {w ∈ H : 〈w, x− y〉 ≤ 0,∀y ∈ C}

et Nc(x) = ∅ si x /∈ C.
La fonction indicatrice de C est définie comme ic(x) = 0 si x ∈ C et iC(x) = +∞

sinon. De plus, on a ∂iC(x) = Nc(x) pour tout x ∈ H.
pour tout x ∈ H, la projection métrique Pc(x) de x sur C est définie par

pc(x) = arg min {‖y − x‖ : y ∈ C}

puisque C est non vide, fermé et convexe, Pc(x) existe et est unique.
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Définition 2.1.3 (Fonctions absolument continues ). Soient a, b ∈ Rtels que a < b.
Une fonction f : [a, b] → Rn est dite absolument continue sur [a, b] si pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 telle que pour toute collection finie ([an, bn])n d’intervalles
deux-à-deux disjoints, inclus dans [a, b] et vérifiant

∑
n(bn − an) < δ, on ait∑

n

‖f(bn)− f(an))‖ < ε.

Proposition 2.1. 1. Toute fonction absolument continue est à la fois continue
et de variation bornée.
La réciproque est fausse en général.

2. Toute fonction lipschitzienne est absolument continue.
3. Si f et g sont absolument continues, alors il en est de même pour, f +g, f−g

et f × g. Si de plus, il existe C > 0 tel que |g(x)| ≥ C pour tout x ∈ [a, b],
alors f

g
est absolument continue sur [a, b]

On se voir plus détail dons [16]

2.1.1 Système dynamiques projeté localement

Dans [13] (voir aussi [14]), il est introduit le système dynamique projeté locale-
ment par rapport à un système fermé et ensemble convexe C et un champ vectoriel
continu F défini sur un ensemble ouvert contenant C. Étant donnés x ∈ C et v ∈ Rn,
on définit la projection du vecteur v en x (par rapport à C) par

Πc(x, v) = lim
δ−→0

(Pc(x+ δv)− x)/δ,

où Pc est défini comme :
Pc = argminz∈k‖x− z‖.

Remarque 2.1. La projection définie ci-dessus Πc(x; v) définie ci-dessus est équi-
valente à la projection euclidienne de v sur le cône tangent à C en x. Pour voir cela,
introduisons le cône normal à C en x :

Nc(x) = {y ∈ Rn : 〈y, x′ − x〉 ≤ 0, ∀x′ ∈ C} ,

et l’ensemble
n(x) = {γ ∈ Rn : ‖γ‖ = 1, γ ∈ Nc(x)} .

Nous désignons respectivement la frontière et l’intérieur de C par ∂C et int C.
L’interprétation géométrique suivante de Πc est bien connue.

Définition 2.1.4. Nous définissons le système dynamique projeté localement comme
le différentiel ordinaire équation suivant

x′ = Πc(x,−F (x)), x(0) = x0 ∈ C, (SDPL(F, C))

où C est un ensemble convexe fermé et F est un champ vectoriel continu défini sur
C.
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2.1.2 Système dynamique projeté globalement

Définition 2.1.5. Nous définissons le système dynamique projeté globalement comme
étant l’équation différentielle ordinaire :

x′ = PC(x− αF (x))− x, (SDPG(F,C, α))

où α est une constante positive.

Remarque 2.2. Notons que le membre de droite de SDPG(F,C, α) est continu sur
C et peut être différent de −F (x) même si x est un point intérieur à C. Ainsi, en
général, les solutions de SDPG(F,C, α) et SDPL(F, C) sont différentes.

Proposition 2.2. Dans le cas particulier C = Rn le SDPG(F,C, α) coïncide avec
le système dynamique autonome classique

x′ = −αF (x). (DS(αF ))

2.2 Définitions et quelques propriétés de monotonie
Définition 2.2.1. L’application f : H ×H → R est dite

(a) Fortement monotone de module δ > 0 sur C si

f(x, y) + f(y, x) ≤ −δ‖x− y‖2 ∀x, y ∈ C

(b) Fortement pseudo-monotone de module δ > 0 sur C si

f(x, y) ≥ 0 =⇒ f(y, x) ≤ −δ‖x− y‖2

pour tout x, y ∈ C ;
(c) Satisfaire une condition de type Lipschitz sur C s’il existe une constante

L > 0 telle que

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− L‖x− y‖‖y − z‖ ∀x, y, z ∈ C (2.1)

L’exemple suivant fournit une classe de problème d’équilibre où la fonction f est
fortement pseudo-monotone et pas fortement monotone sur C.

Exemple 3. soit C ∈ H et

f(x, y) = α(x, y)g(x, y)

où
α(x, y) ≥ α > 0 ∀x, y ∈ C

et g est fortement monotone sur C de module δ > 0, par exemple g(x, y) := 〈x, y − x〉
(donc δ = 1). On peut vérifier que f est fortement pseudo-monotone sur C. En effet,
soit x, y ∈ C tel que f(x, y) ≥ 0, puisque α(x, y) ≥ α > 0 nous avons g(x, y) ≥ 0.
Par la monotonie δ-forte de g sur C on en déduit g(y, x) ≤ −δ‖x − y‖2 pour tout
x, y ∈ C. Donc

f(y, x) = α(y, x)g(y, x) ≤ −δα(y, x)‖x− y‖2 ≤ −δα‖x− y‖2,
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c’est-à-dire que f est fortement pseudo-monotone sur C avec un module δα > 0.
Notez qu’en général f n’est ni fortement monotone ni monotone. Pour voir cela,
laissez H = Rn, α(x, y) = R − ‖x‖, g(x, y) = 〈x, y − x〉 et C = {x ∈ H, ‖x‖ ≤ r}
avec R > r > R/2. En choisissant x = (R/2, 0, 0, ...), y = (r, 0, 0, ...) ∈ C on a

f(x, y) + f(y, x) = (r −R/2)3 > 0.

Remarque 2.3. (i) Les implications (a) =⇒ (b) sont évidentes. Notez également
que la propriété (b) garantit que ( EP (f, C)) ne peut pas avoir plus d’une solution.
En effet si la fonction f est fortement pseudo-monotone et continue alors le problème
d’équilibre EP (f, C) a une solution unique x∗. Quand EP se réduit à IV, c’est-à-
dire f(x, y) = 〈F (x), y − x〉 pour tout x, y ∈ H, la monotonie (généralisée) de la
fonction f définie ci-dessus correspond au bien connu monotonie (généralisée) de la
cartographie F .

(ii) On remarque que ( 2.1) est plus faible que la condition de type Lipschitz, qui
peut s’écrire

|[f(x, y)− f(x, z)]− [f(u, y)− f(u, z)|] ≤ ‖x− u‖‖y − z‖ ∀u, x, y, z ∈ C. (2.2)

En effet, en prenant u = y dans( 2.2), puisque f(y, y) = 0, on peut en déduire

−f(x, y) + f(x, z)− f(y, z) ≤ |f(x, y)− f(x, z) + f(y, z)|
≤ L‖x− y‖‖y − z‖ ∀x, y, z ∈ C

ce qui implique ( 2.1). D’autre part, ( 2.1) implique la condition de type Lipschitz

f(x, y) + f(y, z) ≥ f(x, z)− c1‖x− y‖2 − c2‖y − z‖2 ∀x, y, z ∈ C

où c1, c2 sont deux constantes positives données.
Lorsquef(x, y) = 〈F (x), y − x〉 pour tout x, y ∈ H, c’est-à-dire que PE s’effondre

en un IV problème, alors f satisfait la condition Lipschitzienne d’Antipin ( 2.2) sur
C (et donc aussi ( 2.1) si F est Lipschitz continu sur C avec une constante Lipschitz
L > 0.

En effet, puisque F est Lipschitzique continue, en utilisant l’inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a pour tout u, x, y, z ∈ C que

|[f(x, y)− f(x, z)]− [f(u, y)− f(u, z)|] = | 〈F (x)− F (u), y − z〉 |
≤ ‖F (x)− F (u)‖‖y − z‖
≤ L‖x− u‖‖y − z‖.

Pour établir les principaux résultats, il faut rappeler les concepts de stabilité d’un
point d’équilibre du système dynamique général

x′(t) = T (x(t)), t ≥ 0. (2.3)

où T est une application continue de H vers H et x : [0,+∞)→ H.

Définition 2.2.2. (a) Un point x∗ ∈ H est un point d’équilibre pour ( 2.3) si
T (x∗) = 0 ;

(b) Un point d’équilibre x∗ de ( 2.3) est stable si, pour tout ε > 0, il existe
r > 0 tel que, pour tout x0 ∈ B(x∗, r), la solution x(t) du système dynamique avec
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x(0) = x0 existe et est contenu dans B(x∗, ε) pour tout t > 0, où B(x∗, r) désigne la
boule ouverte de centre x∗ et de rayon r ;

(c) Un point d’équilibre stable x∗ de ( 2.3) est asymptotiquement stable s’il existe
r > 0 tel que, pour toute solution x(t) de( 2.3) avec x(0) ∈ B(x∗, r), on

lim
t→+∞

x(t) = x∗;

(d) Un point d’équilibre x∗ de ( 2.3) est exponentiellement stable s’il existe r > 0
et constantes k > 0 et θ > 0 telles que, pour chaque solution x(t) de ( 2.3) avec
x(0) ∈ B(x∗, r), on a

‖x(t)− x∗‖ ≤ k‖x(0)− x∗‖e−θt ∀t ≥ 0. (2.4)

De plus, x∗ est globalement exponentiellement stable si ( 2.4) est vrai pour toutes les
solutions x(t) de ( 2.3)

2.3 Un système dynamique d’ordre deux
Soit α, β : [0,+∞] → [0,+∞] une fonction mesurable de Lebesgue, λ > 0

et x0, v0 ∈ H. Dans cette section, nous aborderons l’ensemble des solutions de
EP (f, C) à partir d’un perspective continue. Pour tout λ > 0, on définit une fonction

ψλ : H → H par

ψλ(x) = arg min
y∈C
{λf(x, y) +

1

2
‖y − x‖2} ∀x ∈ H. (2.5)

Pour tout x ∈ H et λ > 0, puisque f(x, .) est convexe et C est un ensemble convexe,
le problème

min
y∈C
{λf(x, y) +

1

2
‖y − x‖2} (2.6)

est un problème fortement convexe, il a donc une solution unique. Par conséquent,
la fonction ψλ est bien défini et a des valeurs uniques sur H.

Suite aux travaux, nous considérons le système dynamique d’ordre deux suivant :{
x′′(t) + α(t)x′(t) + β(t)(x(t)− ψλ(x(t))) = 0,

x(0) = x0, x
′ = v0

(2.7)

Définition 2.3.1. Une fonction x : [0, b] → H où (b > 0) est dite absolument
continu si l’une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

(i) Il existe une fonction intégrable y : [0, b]→ H telle que

x(t) = x(0) +

∫ t

0

y(s)ds ∀t ∈ [0, b]

(ii) x est continu et sa dérivée distributionnelle x′ est intégrable de Lebesgue sur
[0, b].

Avant d’énoncer l’existence et l’unicité de la trajectoire de ( 2.7), il faut rappeler
la définition de sa solution globale forte.
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Définition 2.3.2. On dit que x : [0,+∞) → H est une solution globale forte de
dynamique système ( 2.7) si les propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) x, x′ : [0,+∞) → H sont localement absolument continus, autrement dit,
absolument continu sur chaque intervalle [0, b] pour 0 < b < +∞ ;

(ii) x′′(t) + α(t)x′(t) + β(t)(x(t)− ψλ(x(t))) = 0 presque par tout t ∈ [0,+∞) ;
(iii) x(0) = x0 et x′(0) = v0.

Le lemme suivant sera utile dans la suite pour l’analyse de convergence. Nous
fournissons une preuve simple pour être complet.

Lemme 2. Pour tout λ > 0 et x ∈ H, en définissant z := ψλ ∈ C, alors il est vrai

λ(f(x, y)− f(x, z)) ≥< x− z, y − z > ∀y ∈ C. (2.8)

Démonstration. Pour tout x ∈ H, z est l’unique solution de la minimisation forte-
ment convexe problème ( 2.6). La condition d’optimalité associée à ( 2.6) implique
que 0 ∈ ∂G(x), où G(y) := λf(x, y) + 1

2
‖y − x‖2 + iC(y). Depuis les deux premiers

termes de G ont un domaine complet, la règle de somme des sous-différentiels peut
être appliquée. Il existe donc S ∈ ∂2f(x, z) tel que

0 ∈ λs + z − x+NC(z)

où NC(z) désigne le cône normal à C en z. Ainsi, par définition de ce cône, nous
avons

〈x− z − λss, y − z〉 ≤ 0 ∀y ∈ C. (2.9)

Par contre, puisque s ∈ ∂2f(x, z), il s’ensuit

f(x, y)− f(x, z) ≥ 〈s, y − z〉 ∀y ∈ C (2.10)

En combinant ( 2.9 )et ( 2.10), on obtient

λ(f(x, y)− f(x, z)) ≥ 〈λs, y − z〉 ≥ 〈x− z, y − z〉 ∀y ∈ C

En conséquence du lemme 1 nous avons le résultat suivant

Corollaire 2.1. Pour tout λ > 0, x ∈ Sol(f, C) si et seulement si x = ψλ(x).

Démonstration. Si x = z alors puisque λ > 0 on a de ( 2.8) et f(x, x) = 0 que

f(x, y) ≥ 0∀y ∈ C

c’est-à-dire x ∈ Sol(f, C). Inversement, si x ∈ Sol(f, C), alors en substituant y = x
dans ( 2.8), puisque z ∈ C on obtient

‖x− z‖2 ≤ λ(f(x, x)− f(x, z)) = −λf(x, z) ≤ 0,

ce qui implique x = z

Remarque 2.4. Dans le cas f(x, y) = 〈F (x), y − x〉 pour tout x, y ∈ H, le corollaire
(1) réduit à la caractérisation bien connue de la solution de( IV (F,C)) : Pour tout
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λ > 0, x est une solution de( IV (F,C)) si et seulement si x = pc(x − λF (x)), En
effet,

ψλ(x) = arg min
y∈C

λf(x, y) +
1

2
‖y − x‖2

= arg min
y∈C

λ 〈F (x), y − x〉+
1

2
‖y − x‖2

= arg min
y∈C
‖y − (x− λF (x))‖2

= Pc− (x− λF (x))

Où Pc désigne l’opérateur de projection sur C. Le système dynamique d’ordre
deux ( 2.7) pour IV (F,C) s’écrit comme suit{

x′′(t) + α(t)x′(t) + β(t)(x(t)− Pc(x(t)− λF (x(t))) = 0,

x(0) = x0, x
′ = v0

(2.11)

Dont la convergence exponentielle globale a été récemment établie. L’existence et
l’unicité de la trajectoire de ( 2.12) sont énoncées dans ce qui suit résultat, où nous
employons la technique utilisée dans [5].

Théorème 2.3.1. Soient α, β : [0,+∞)→ [0,+∞) des fonctions mesurables de Le-
besgue telles que α, β ∈ L1

loc([0,+∞)) (c’est-à-dire α, β,∈ L1
loc([0,+∞)) pour chaque

0 < b < +∞).
Supposons que ψλ soit Lipschitzien continu pour tout λ > 0. Alors pour chaque

x0, v0 ∈ H, il existe une solution globale forte unique du système dynamique ( 2.7).

Démonstration. Pour tout x ∈ H, définissant S : H → H par

Sx := x− ψλ(x)

nous pouvons réécrire le système dynamique( 2.7) comme{
x′′(t) + α(t)x′(t) + β(t)Sx(t) = 0,

x(0) = x0, x
′ = v0

(2.12)

De plus, le lemme 1 donne Zros(S) = Sol(f, C). Par la continuité lipschitzienne de
ψλ et l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il est clair que S est Lipschitzique continue.
Par conséquent, la conclusion est obtenue suite à la preuve de [[5], Théorème 4].

Nous fournissons dans ce qui suit quelques conditions suffisantes pour la conti-
nuité Lipschitzienne de ψλ.

Proposition 2.3. Si f satisfait la condition de Lipschitz ( 2.2), alors ψλ est Lip-
schitzien continu avec constante 1 + λL.

Démonstration. Soit x1, x2 ∈ H ete z1 = ψλ(x1), z2 = ψλ(x2) on a z1, z2 ∈ C et de
Lemme 1 ça tient

λ(f(x1, y)− f(x1, z1)) ≥ 〈x1 − z1, y − z1〉 ∀y ∈ C
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En remplaçant y := z2 ∈ C nous obtenons

λ(f(x1, z2)− f(x1, z1)) ≥ 〈x1 − z1, z2 − z1〉

De même, on peut en déduire

λ(f(x1, z2)− f(x1, z1)) ≥ 〈x1 − z1, z2 − z1〉

En ajoutant les deux dernières inégalités et en utilisant la condition de Lipschitz
( 2.2), nous avons

〈z1 − z2, z1 − x1 + x2 − z2〉 ≤ λ([f(x1, z2)− f(x1 − z1)]− [f(x2, z2)− f(x2, z1)])

≤ λL‖x1 − x2‖‖z1 − z2‖

ce qui implique

‖z1− z2‖2 ≤ 〈z1 − z2, x1 − x2〉+λL‖x1−x2‖‖z1− z2‖ ≤ (1 +λL)‖x1−x2‖‖z1− z2‖

Ainsi
‖z1 − z2‖ ≤ (1 + λL)‖x1 − x2‖

2.4 Convergence exponentielle globale
Dans cette section, nous étudierons la convergence exponentielle des trajectoires

x(t) généré par le système dynamique( 2.7),pour résoudre les inclusions monotones.
A partir de maintenant, nous supposons que f est δ-fortement pseudo-monotone
sur C et satisfait la condition de type Lipschitz ( 2.1) de module L > 0 sur H. Le
résultat suivant jouera un rôle important dans notre analyse de convergence.

Proposition 2.4. Soit x∗ l’unique solution de EP (f, C) et λ > 0. Alors, pour tout
x ∈ H, on a

〈x− ψλ(x), x− x∗〉 ≥
(

1− λL2

4δ

)
‖x− ψλ(x)‖2. (2.13)

et
‖x− x∗‖ ≤ 1 + λδ + λL2

4δ
‖x− ψλ(x)‖ (2.14)

Démonstration. En définissant z := ψλ ∈ C et en substituant y = x∗ ∈ C dans
( 2.8), nous avons

λf(x, x∗)− f(x, z) ≥ x− z, x∗ − z.

En combinant cette inégalité avec la condition de type Lipschitz de f on obtient

〈x− z, z − x∗〉 ≥ λ (f(x, z)− f(x, x∗))

≥ −λf(z, x∗)− λL‖x− z‖‖z − x∗‖ (2.15)

Puisque x∗ ∈ Sol(f, C) et z ∈ C, on considère que f(x∗, z) ≥ 0. Puis par le δ-fort
pseudomonoticité de f nous avons f(z, x∗) ≤ −δ‖z − x∗‖2. Il résulte de ( 2.15) que

〈x− z, z − x∗〉 ≥ λδ‖z − x∗‖2 − λL‖x− z‖‖z − x∗‖. (2.16)
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Donc,

〈x− ψλ(x), x− x∗〉 = 〈x− z, x− z + z − x∗〉
= ‖x− z‖2 + 〈x− z, z − x∗〉
≥ ‖x− z‖2 + λδ‖z − x∗‖ − λL‖x− z‖‖z − x∗‖

=

(
1− λL2

4δ

)
‖x− z‖2 +

λL2

4δ
‖x− z‖2 + λδ‖z − x∗‖2 − λL‖x− z‖‖z − x∗‖

≥
(

1− λL2

4δ

)
‖x− z‖2

Où nous avons utilisé l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans la dernière estimation. Ce
implique ( 2.13).

Encore une fois, à partir de ( 2.16) et de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous
avons

λδ‖z − x∗‖ ≤ ‖x− z‖‖z − x∗‖+ λL‖x− z‖‖z − x∗‖

ce qui implique

‖z − x∗‖ ≤ 1 + λL

λδ
‖x− z‖

Ainsi

‖x− x∗‖ ≤ ‖x− z‖+ ‖z − x∗‖ ≤ 1 + λδ + λL

λδ
‖x− z‖

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le résultat principal de cette section
où nous

Théorème 2.4.1. Soit x∗ l’unique solution de EP (f, C), soit 0 < λ <
4δ

L2
et

ξ = 1− λL2

4δ
.

Soit α, β : [0,+∞) → [0,+∞) une fonction localement absolument continue
satisfaisant pour tout t ∈ [0,+∞)

(i) 1 < α ≤ α(t) ≤ ξλ2δ2

(1 + λδ + λL)2
β(t) + 1;

(ii) ˙α(t) ≤ 0 et
d

dt

(
α(t)
β(t)

)
≤ 0 ;

(iii) α2(t)− α(t)− 2β(t)

ξ
≥ 0.

Alors toute solution globale forte x(t) du système dynamique( 2.7) converge ex-
ponentiellement à x∗ lorsque t → ∞, c’est-à-dire qu’il existe des nombres positifs
K, θ tels que

‖x(t)− x∗‖ ≤ K‖x(0)− x∗‖e−θt ∀ t ≥ 0.

Démonstration. Considérons pour tout t ∈ [0,+∞) la fonction de Lyapunov E(t) =
1
2
‖x(t)− x∗‖2.
Alors

ξ′(t) = 〈x(t)− x∗, x′(t)〉 , ξ′′(t) = ‖x′(t)‖2 + 〈x(t)− x∗, x′′(t)〉 .
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En posant z(t) := ψλ(x(t)) et en tenant compte de l’équation( 2.7) on obtient pour
tout t ∈ [0,+∞) que

ξ′′(t) + α(t)ξ′(t) + β(t) 〈x(t)− x∗, x(t)− z(t)〉 = ‖x′(t)‖2,

ce qui, avec ( 2.13) implique

ξ′′(t) + α(t)ξ′(t) + ξβ(t)‖x(t)− z(t)‖2 ≤ ‖x′(t)‖2,

où ξ = 1− λL2

4δ
> 0. Encore une fois, il résulte de (2.7) que

ξ′′(t) + α(t)ξ′(t) + ξ
2
β(t)‖x(t)− z(t)‖2 +

ξ

2β(t)
‖x′′(t) + α(t)x′(t)‖2+ ≤ ‖x′(t)‖2.

En appliquant ( 2.14), on obtient de la dernière inégalité

ξ′′(t) + α(t)ξ′(t) + ξ1β(t)ξ(t) +
ξ

2β(t)
‖x′′(t)‖2

+

(
ξα2(t)

2β(t)
− 1

)
‖x′(t)‖2 +

ξα(t)

β(t)
〈x′′(t), x′(t)〉 ≤ 0, (2.17)

où ξ1 =
ξλ2δ2

(1 + λδ + λL)2
. puisque

d

dt
‖x′(t)‖2 = 2 〈x′′(t), x′(t)〉, réglage pou tout t ∈

[0,+∞)

a(t) := ξ1β(t), b(t) :=
ξα(t)

2β(t)
, c(t) :=

ξα2(t)

2β(t)
− 1, u(t) := ‖x′(t)‖2 et en éliminant

un terme non négatif
ξ

2β(t)
‖x′′(t)‖2 dans( 2.17), nous obtenons

ξ′′(t) + α(t)ξ′(t) + a(t)ξ(t) + b(t)u′(t) + c(t)u(t) ≤ 0. (2.18)

En multipliant les deux côtés de ( 2.18) avec et et > 0, et en utilisant les identités

etε′′(t) =
d

dt

(
etε′(t)

)
− etε′(t)

etε′(t) =
d

dt

(
etε(t)

)
− etε(t)

etu′(t) =
d

dt

(
etu(t)

)
− etu(t)

on obtient

d

dt

(
etε′(t)

)
(α(t)− 1)

d

dt

(
etε′(t)

)
(α(t)− 1) + (a(t) + 1− α(t))etε(t)

+ b(t)
d

dt

(
etu(t)

)
+ (c(t)− b(t))etu(t) ≤ 0. (2.19)

A partir des hypothèses (i) et (iii) nous avons

a(t) + 1− α(t) ≥ 0, c(t)− b(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0,+∞)
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Donc à partir de ( 2.19) on peut écrire

d

dt

(
etε′(t)

)
+ (α(t)− 1)

d

dt

(
etε(t)

)
+ b(t)

d

dt
(etu(t) ≤ 0. (2.20)

Depuis

(α(t)− 1)
d

dt

(
etε(t)

)
=

d

dt

[
(α(t)− 1)etε(t)

]
− α′(t)etε(t)

b(t)
d

dt

(
etu(t)

)
=

d

dt

(
b(t)etu(t)

)
− b′(t)etu(t),

nous avons de( 2.20)

d

dt

(
etε′(t)

)
+
d

dt

[
(α(t)− 1)etε(t)

]
− α′(t)etε(t) +

d

dt

(
b(t)etu(t)

)
− b′(t)etu(t) ≤ 0,

(2.21)
Par hypothèse (ii), α′(t) ≤ 0 et b′(t) ≤ 0 pour tout t ∈ [0,+∞). Par conséquent,
nous avons de ( 2.21)

d

dt

[
(etε′(t) + (α(t)− 1)etε(t) + b(t)etu(t)

]
≤ 0.

Cela implique que la fonction

t→ etε′(t) + (α(t)− 1)etε(t) + b(t)etu(t)

est décroissant de façon monotone, donc il existe M > 0 tel que

etε′(t) + (α(t)− 1)etε(t) + b(t)etu(t) ≤M.

Puisque b(t), u(t) ≥ 0, on obtient

ε′(t) + (α(t)− 1)etε(t) ≤Me−t

ainsi
ε′(t) + (α− 1)etε(t) ≤Me−t

pour tout t ∈ [0,∞). Ce ci implique que

d

dt

[
e(α−1)tε(t)

]
≤Me(α−2)t

pour tout t ∈ [0,∞). Par intégration, nous avons
(i) si 1 < α < 2 alors

0 ≤ ε(t) ≤
(
ε(0) +

M

α− 2

)
e−(α−1)t;

(ii) si 2 < α alors

0 ≤ ε(t) ≤ ε(0)e−(α−1)t +
M

2− α
e−t ≤

(
ε(0 +

M

2− α

)
e−t;

(iii) si α = 2 alors
0 ≤ ε(t) ≤ (ε(0) +Mt) e−t.

Cela implique que x(t) converge exponentiellement versx∗.
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Remarque 2.5. On remarque qu’il est facile de trouver des fonctions α, β satisfai-
sant hypothèses (i)–(iii) dans le théorème 2

Exemple 4. si nous choisissons α(t) = α +
1

t+ 1
et β(t) = β − 1

t+ 1
pour tout

t ∈ [0,+∞) et α > 1, alors (ii) est rempli.Hypothèse (iii) est équivalent à

α2 − α− 2

ξ
β +

1

(t+ 1)2
+

1

t+ 1
+

2

ξ(t+ 1)
≥ 0.

qui peut être garanti si

α2 − α− 2

ξ
β ≥ 0,

ou

α ≥ 1

2

(
1 +

√
1 +

8β

ξ

)
.

L’hypothèse (i) se lit comme suit

α +
1

t+ 1
≤ ξ1

(
β − 1

t+ 1

)
+ 1,

c’est à dire,

α ≤ ξ1β −
ξ1 + 1

t+ 1
+ 1,

qui est garanti à chaque fois

α ≤ ξβ − (ξ1 + 1) + 1 = (β − 1)ξ1.

Par conséquent, pour remplir les hypothèses (i) à (iii), il suffit de choisir β (assez
grand) et α satisfaisant

1

2

(
1 +

√
1 +

8β

ξ

)
≤ α ≤ (β − 1)ξ1. (2.22)

Aussi toutes fonctions constantes α(t) = α et β(t) = β pour tout t ∈ [0,+∞) avec
α et β satisfaisant

1

2

(
1 +

√
1 +

8β

ξ

)
≤ α ≤ βξ1 + 1.

remplir les hypothèses (i) à (iii).

2.5 Convergence linéaire d’un système discret
Discrétisation explicite A Un schéma de différences finies pour (2.7) par rap-

port au temps variable t, avec pas hk > 0, variable de relaxation βk > 0, variable
d’amortissement αk > 0, et les points initiaux x0 et x1 donnent le schéma itératif
suivant :

1

h2
k

(xk+1 − 2xk + xk−1) +
αk
hk

(xk − xk−1) + βk(yk − ψλ(yk)) = 0. (2.23)
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où yk est un point extrapolé de xk et xk−1 qui sera choisi plus tard (car S := I−ψλ(.)
est Lipschitzien continu, il y a une certaine flexibilité dans ce choix). Nous pouvons
écrire ( 2.23) comme

xk+1 = xk + (1− αkhk)(xk − xk−1)− h2
kβk(yk − ψλ(yk)).

Paramètre ρk = 1 − αkhk, ηk = h2
kτk et choisissez yk := xk + ρk(xk − xk−1) nous

pouvons écrivez le schéma ci-dessus comme{
yk = xk + ρk(xk − xk−1)

xk+1 = (1− ηk)yk + ηkψλ(yk)

qui est une version décontractée de l’algorithme de point fixe avec des effets inertiels
supplémentaires. Dans cette section, nous étudierons les propriétés de convergence
de ( 2.24). Pour l’amour de Pour simplifier, nous ne considérons que le cas où tous
les paramètres sont constants, c’est-à-dire ρk = ρ et ηk = η pour tout k.{

yk = xk + ρ(xk − xk−1)

xk+1 = (1− η)yk + ηψλ(yk).
(2.24)

Nous faisons également les hypothèses suivantes sur les paramètres :

(A1) : θ > 0 et 0 < λ <
2δ

θL2
;

(A2) : 0 < η < min

{
1

1− q
,+q(1− 1

θ
)

}
où q :=

1

1 + λ(2δ − λθL2)
.

(A3) : 0 ≤ ρ ≤ min

{
1− η + ηq

3
,
(1− 1

θ
)q + 1− η

(1− 1
θ
)q + 1− η

}
.

Remarque 2.6. Notez que (A2) permet une surrelaxation, c’est-à-dire η > 1, ce
qui peut accélérer la vitesse de convergence dans certains exemples. Si η = 1 et (A1)
est rempli, alors (A2) est valable pour tout θ > 1 et (A3) devient

0 ≤ ρ ≤ min

{
q

3
,

(1− 1
θ
)q

(1− 1
θ
)q + 2

}
.

Dans ce cas, ( 2.24) se réduit à la méthode du point fixe avec effet inertiel{
yk = xk + ρ(xk − xk−1)

xk+1 = ψλ(yk).

L’algorithme ( 2.24) est très général, dans le sens où il inclut de nombreux autres
algorithmes comme un cas particulier.

Exemple 5. Lorsque ρ = 0 et η = 1, cela se réduit au fixe algorithme de points
étudié dans [11, 12] ; lorsque ρ = 0, il se réduit au point fixe détendu algorithme
considéré dans [19] ; lorsque η = 1 c’est l’algorithme du point fixe avec inertie effet
proposé dans [17].
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Comme cette section, nous supposons que f est δ−fortement pseudo-monotone
sur C et satisfait la condition de type Lipschitz ( 2.1) avec module L > 0 sur H, la
convergence linéaire du schéma ( 2.24) est énoncée comme suit.

Théorème 2.5.1. Soit les paramètres λ, η, ρ tels que les hypothèses (A1), (A2) et
(A3) sont remplies. Alors la séquence xk générée par ( 2.24) converge linéairement
vers le solution unique x∗ de EP (f, C).

Démonstration. En définissant zk := ψλ(yk) ∈ C et en substituant y = x∗ ∈ C dans
( 2.8), nous avons

λ (f(yk, x
∗)− f(yk, zk)) ≥ 〈yk − zk, x∗ − zk〉

En combinant cette inégalité avec la condition de type Lipschitz de f on obtient

〈yk − zk, zk − x∗〉 ≥ λ (f(yk, zk)− f(yk, x
∗))

≥ −λf(zk, x
∗)− λL‖yk − zk‖‖zk − x∗‖. (2.25)

Puisque x∗ ∈ Sol(f, C) et zk ∈ C, on considère que f(x∗, zk) ≥ 0. Puis par le
δ-fort pseudomonoticité de f nous avons f(zk, x

∗)− δ‖zk − x∗‖2. Il résulte de( 2.25)
que

〈yk − zk, zk − x∗〉 ≥ λδ‖zk − x∗‖2 − λL‖yk − zk‖‖zk − x∗‖.
Ainsi

−2λδ‖zk − x∗‖2 + 2λL‖yk − zk‖‖zk − x∗‖ ≥ 2 〈yk − zk, x∗ − zk〉
= ‖zk − x∗‖2 − ‖yk − x∗‖2 + ‖yk − zk‖2,

ce qui implique

(1 + 2λδ)‖zk − x∗‖2 ≤ ‖yk − x∗‖2 − ‖yk − zk‖2 + 2λL‖yk − zk‖‖zk − x∗‖

≤ ‖yk − x∗‖2 − ‖yk − zk‖2 +
1

2
‖yk − zk‖2 + 2λ2L2‖zk − x∗‖2

≤ ‖yk − x∗‖2 − 1

2
‖yk − zk‖2 + 2λ2L2‖zk − x∗‖2

ou équivalent,[
1 + 2λ(δ − λL2)

]
‖zk − x∗‖2 ≤ ‖yk − x∗‖2 − 1

2
‖yk − zk‖2

Donc,

‖xk+1 − x∗‖2 = ‖(1− η)yk + ηzk − x∗‖2

= ‖(1− η)(yk − x∗) + η(zk − x∗)‖2

= (1− η)‖yk − x∗‖2 + η‖k − x∗‖2 − η(1− η)‖yk − zk‖2

≤ (1− η)‖yk − x∗‖2 +
η

1 + 2λ(δ − λL2)
‖yk − x∗‖2

− 1

2(1 + 2λ(δ − λL2))
‖yk − zk‖2 − η(1− η)‖yk − zk‖2

= k1‖yk − x∗‖2 − k2‖yk − zk‖2 (2.26)
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où
k1 := 1− η +

η

1 + 2λ(δ − λL2)
= 1− η + ηq > 0

et
k2 :=

1

2(1 + 2λ(δ − λL2))
+ η(1− η) =

q

2
+ η(1− η) > 0

par l’hypothèse (A2).
Estimons le membre de droite de ( 2.26). Nous avons

η2‖yk − zk‖2 = ‖xk+1 − yk‖2

= ‖xk+1 − xk − ρ(xk − xk−1)‖2

= ‖xk+1 − xk‖2 + ρ2(xk − xk−1)‖2 − 2ρ 〈xk+1 − xk, xk − xk−1〉
≥ ‖xk+1 − xk‖2 + ρ2‖xk − xk−1‖2 − 2ρc‖xk − xk−1‖
≥ ‖xk+1 − xk‖2 + ρ2‖xk − xk−1‖2 − ρ‖xk+1 − xk‖2 − ρ‖xk − xk−1‖2

= (1− ρ)‖xk+1 − xk‖2 − ρ(1− ρ)‖xk − xk−1‖2. (2.27)

En outre

‖yk − x∗‖2 = ‖(1 + ρ)(xk − x∗)− ρ(xk−1 − x∗)‖2

= (1 + ρ)‖xk − x∗‖2 − ρ‖xk−1 − x∗‖2 + ρ(1 + ρ)‖xk − xk−1‖2.

Combinaison ( 2.26), ( 2.27) et ( 2.28), on obtient

‖xk+1 − x∗‖2 ≤ k1(1 + ρ)‖xk − x∗‖2 − k1ρ‖xk−1 − x∗‖2 + k1ρ(1 + ρ)‖xk − xk−1‖2

+
k2ρ(1− ρ)

η
‖xk − xk−1‖2 − k2(1− ρ)

η
‖xk+1 − xk‖2.

Puisque k1 ∈ (0, 1), la dernière inégalité implique

‖xk+1 − x∗‖2 − ρ‖xk − x∗‖2 +
k2(1− ρ)

η
‖xk+1 − xk‖2

≤ ‖xk+1 − x∗‖2 − k1ρ‖xk − x∗‖2 +
k2(1− ρ)

η
‖xk+1 − xk‖2

≤ k1

[
‖xk − x∗‖2 − ρ‖xk−1 − x∗‖2 +

k2(1− ρ)

η
‖xk − xk−1‖2

]
−
(
k1k2(1− ρ)

η
− k2ρ(1− ρ)

η
− k1ρ(1 + ρ)

)
‖xk − xk−1‖2. (2.28)

Paramètre

Ak := ‖xk − x∗‖2 − ρ‖xk−1 − x∗‖2 +
k2(1− ρ)

η
‖xk − xk−1‖2,

On prouve que Ak ≥ 0 pour tout k ≥ 0. En effet, en appliquant l’inégalité suivante
avec ξ > 0

a2 + ξb2 ≥ min {1, ξ} (a2 + b2) ≥ min {1/2, ξ/2} (a− b)2,

on obtient

‖xk+1 − x∗‖2 +
k2(1− ρ)

η
‖xk − xk−1‖2 ≥ min

{
1

2
,
k2(1− ρ)

2η

}
‖xk−1 − x∗‖2
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D’après l’hypothèse (A3), nous avons ρ ≤ k2

k2 + 2η
, c’est-à-dire ρ ≤ k2(1− ρ)

2η
et

0 ≤ ρ ≤ min

{
k1

3
,

k2

k2 + 2η

}
<

1

3
. (2.29)

Ainsi
Ak ≥ min

{
1

2
,
k2(1− ρ)

2η

}
‖xk−1 − x∗‖2 − ρ‖xk−1 − x∗‖2 ≥ 0.

De plus, à partir de ( 2.29), nous avons

k2ρ(1− ρ)

η
≤ k1k2ρ(1− ρ)

3η

k1ρ(1 + ρ) < k1
k2ρ(1− ρ)

2η

4

3
=

2k1k2(1− ρ)

3η

ce qui implique

k1k2(1− ρ)

η
− k2ρ(1− ρ)

η
− k1ρ(1 + ρ) ≥ σ > 0.

où σ :=
2k1k2(1− ρ)

3η
− k1ρ(1 + ρ) > 0. Par conséquent, ( 2.28) implique que

Ak+1 ≤ K1Ak − σ‖xk − xk−1‖2 ≤ K1Ak,

pour tout k ≥ 0, d’où on déduit

Ak ≤ A0K
k
1 et σ‖xk − xk−1‖2 ≤ K1Ak ≤ A0K

k+1
1

C’est-à-dire que {Ak} et {‖xk − xk−1‖} convergent linéairement vers 0 et cela
implique immédiatement que la séquence {xk} converge linéairement vers l’unique
solution x∗.
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Chapitre 3

Résultats numériques sur la
convergence et la stabilité

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous considérons quelques résultats numériques pour illustrer

la relation exponentielle globale stabilité du point d’équilibre unique du système
dynamique( 2.7) et convergence linéaire de sa discrétisation. Les codes ont été im-
plémentés dans MATLAB 2019b sur un ordinateur avec un processeur Intel Core i7
à 2,6 GHz et 16 Go de mémoire. La condition d’arrêt est x(t)− ψλ(x(t)) ≤ ε pour
tous les problèmes de test, où ε = 10−4.

Dans nos codes, le sous-problème ( 2.6) est résolu à l’aide de la fonction « fmincon
» depuis Matlab chaque fois qu’il n’y a pas de solution explicite.

3.2 Problème 1
La bifonction f du problème d’équilibre considéré ici provient du modèle d’équi-

libre oligopolistique de Cournot Nash. Les fonctions prix et frais-fax étant considé-
rées affines.

Le problème de test est décrit comme suit : supposons qu’il y a m entreprises qui
produisent une marchandise. Soit x le vecteur dont l’entrée xj représente la quantité
de marchandise produite par l’entreprise j.

Nous supposons que le prix pj(x) est une fonction affine décroissante de s avec
s =

∑m
j=1 xj, c’est-à-dire

Pj(s) = αj − βjs, où αj > 0, βj > 0.

Le bénéfice réalisé par l’entreprise j est donné par fj(x) = Pj(s)xj − cj(xj) où
cj(xj) est la taxe et les frais pour générer xj. Supposons que Cj =

[
xmin
j , xmax

j

]
soit

l’ensemble de stratégies de l’entreprise j, alors l’ensemble de stratégies du modèle est
C := C1×C2...×Cm. Chaque entreprise cherche à maximiser son profit en choisissant
le niveau de production correspondant en supposant que la production des autres
entreprises est un intrant paramétrique. Une approche couramment utilisée pour ce
modèle est basé sur le célèbre concept d’équilibre de Nash.

Nous rappelons qu’un point x∗ ∈ C = C1×C2...×Cm est dit un point d’équilibre
du modèle si

fj(x
∗) ≥ fj(x

∗[xj]) ∀xj ∈ Cj, ∀j = 1, 2, ...,m,
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Où le vecteur x∗[xj] représente le vecteur obtenu à partir de x∗ en remplaçant
x∗j par xj.

En prenant f(x, y) := φ(x, y) − φ(x, x) avec φ(x, y) := −
∑m

j=1 fj(x[yj]), le pro-
blème de trouver un point d’équilibre de Nash du modèle peut être formulé comme
suit : Trouver x∗ ∈ C tel que

f(x∗, x) ≥ 0, ∀x ∈ C.
Définition 3.2.1 (Fonction taxe-taxe). La fonction taxe-taxe cj(xj) soit croissante
et affine pour chaque j.

Cette hypothèse signifie que la taxe et les frais pour la production d’une unité
augmentent à mesure que la quantité de production augmente.

Dans ce cas, la bifonction f peut être formulé sous la forme suivante

f(x, y) = 〈Px +Qy + r, y − x〉 (3.1)

Où r ∈ Rm, et P et Q sont deux matrices carrées d’ordre m. Il a été prouvé dans
[15] que la fonction f est fortement pseudo-monotone de module δ = λmin(P −Q),
la plus petite valeur propre de P − Q et f satisfait la condition de type Lipschitz
avec module L = P − Q, f est convexe dans la deuxième variable chaque fois que
Q est positif semi-défini. Dans notre test, le vecteur r et les matrices P et Q sont
choisi comme suit :

r =


1
−2
−1
2
−1

 , P =


3.1 2 0 0 0
2 3.6 0 0 0
0 0 3.5 2 0
0 0 2 3.3 0
0 0 0 0 3

 et Q =


1.6 1 0 0 0
1 1.6 0 0 0
0 0 1.5 1 0
0 0 1 1.5 0
0 0 0 0 2


L’ensemble de contraintes de ce problème est défini par

C =

{
x ∈ R5|

5∑
i=1

, −5 ≤ xi ≤ 5, i = 1, 2, 3, 4, 5

}
,

et sa solution x∗ est donnée par

x∗ = (−0.725388, 0.803109, 0.72000,−0.866667, 0.200000)T .

Pour ce problème, δ = λmin(P − Q) = 0.7192 et L = ‖P − Q‖ = 2.905, et nous
choisir θ = 2; λ = 1.9∗δ

θL2 = 0.0811; η = 0.9 ∗min
{

1
1−q , 1 + q(1− 1

θ
)
}

= 1.3474 ;

ρ = min

{
1− η + ηq

3
,
(1− 1

θ
)q + 1− η

(1− 1
θ
)q + 1 + η

}
= 0.0526.

Les hypothèses (A1), (A2) et (A3) sont donc remplies.
La figure ( 3.1) affiche les trajectoires générées par le système dynamique ( 2.7).

Il est clair que x(t) converge exponentiellement au point d’équilibre unique x∗.
La figure ( 3.2) compare le comportement de l’algorithme ( 2.24) dans quatre

cas où x0 = (2, 1, 4,−1,−4)T :l’algorithme inertiel détendu (AI-Point Fixe ηk =
1.3474, ρk = 0.0526), l’algorithme inertiel (I-Point Fixe : ηk = 1, ρk = 0.0526),
l’algorithme détendu (AI-Point Fixe : ηk = 1.3474, ρk = 0), et le point fixe algorithme
(Fixe Point : ηk = 1, ρk = 0) pour tout k. Notez que l’algorithme inertiel, l’algorithme
détendu et l’algorithme du point fixe et respectivement.

Nous pouvons voir que même si tous les algorithmes convergent linéairement, la
méthode à inertie détendue prend l’avantage dans cet exemple
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3.3 Problème 2
Nous considérons le problème d’optimisation de Rosen-Suzuki, où la fonction de

coût φ définie pour x = (x1, x2, x3, x4)

φ(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 − 5x1 − 5x2 − 21x3 + 7x4.

Ce problème qui a été traité dans [18] s’appuie sur la [[8],Problème 43].

1.jpg

Figure 3.1: La trajectoire du système dynamique( 2.7) pour le problème 1 lorsque
x0 = (2, 1, 4,−1,−2)T , où xi(t) représente la quantité de marchandise produite par
l’entreprise i au moment t

L’ensemble de contraintes est donné par C = {x ∈ R4|gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, 3}

g1(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x1 − x2 + x3 − x4 − 8,

g2(x) = x2
1 + 2x2

2 + x2
3 + 2x2

4 + x1 − x4 − 10,

g3(x) = 2x2
1 + x2

2 + x2
3 + 2x1 − x2 − x4 − 5,

Ce problème est reformulé comme un problème d’équilibre avec la fonction f
définie pour chaque x, y ∈ R4 par

f(x, y) = 〈5φ(x), y − x〉

ici 5φ désigne le gradient de φ. Pour ce problème, on a δ = 2 et L = 4, et nous
choisissons

θ = 2; λ = 1.9∗δ
θL2 = 0.0811; η = 0.9 ∗min

{
1

1−q , 1 + q(1− 1
θ
)
}

= 1.3396;
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2.jpg

Figure 3.2: Comparaison de l’algorithme inertiel détendu avec l’algorithme inertiel,
l’algorithme détendu et l’algorithme de point fixe lorsque x0 = (2, 1,−1,−2)T pour
le problème 1

ρ = min

{
1− η + ηq

3
,
(1− 1

θ
)q + 1− η

(1− 1
θ
)q + 1 + η

}
= 0.0526.

La solution optimale de ce problème est x∗ = (0, 1, 2, 1)T . La figure( 3.3) affiche
les trajectoires générées par le système dynamique( 2.7). C’est clair que x(t) converge
exponentiellement vers l’unique point d’équilibre x∗.

La figure( 3.4) présente le comportement de l’algorithme ( 2.24) dans quatre
cas où x0 = (1,−1, 2,−3)T : l’algorithme inertiel détendu (RI-point fixe : ηk =
1.3396, ρk = 0.0526), l’algorithme inertiel(I-point fixe : ηk = 1, ρk = 0.0526), le
déten (RI- point fixe : ηk = 1.3396, ρk = 0), et l’algorithme de virgule fixe (point
fixe : ηk = 1, ρk = 0) pour tout k. On voit que tous les algorithmes convergent
linéairement et la méthode inertielle détendue surpasse les autres.

3.4 Problème 3
Enfin, nous considérons le problème d’équilibre fortement pseudo-monotone comme

dans l’exemple 1. avec

f(x, y) = (R− ‖x‖) 〈x, y − x〉 etC = {x ∈ H, ‖x‖ ≤ r}

avec R > r > R/2 > 0. notez que la fonction f n’est ni monotone ni fortement
monotone, mais il est fortement pseudo-monotone de module δ = R− r.
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3.jpg

Figure 3.3: La trajectoire du système dynamique (2.7) pour le problème 1 lorsque
x0 = (3, 2,−2,−4)T

Nous vérifions que f satisfait la condition de type Lipschitz ( 2.1) sur C avec
L = R + 2r. En effet, laissez x, y, z ∈ C on a

f(x, y) + f(y, z)− f(x, z) = (R− ‖x‖) 〈x, y − x〉+ (R− ‖y‖) 〈y, z − y〉
− (R− ‖x‖) 〈x, z − x〉
= (R− ‖x‖) 〈x, y − z〉+ (R− ‖y‖) 〈y, y − z〉
= 〈Rx−Ry, y − z〉+ 〈‖y‖y − ‖x‖x, y − z〉
≥ −R‖x− y‖‖y − z‖ − ‖y‖y − ‖x‖x‖y − z‖
≥ −R‖x− y‖‖y − z‖ − 2r‖y − x‖‖y − z‖
= −L‖x− y‖‖y − z‖.

Dans notre expérience, nous choisissons H = R100, R = 8, r = 5 et θ = 2, λ =
1.9 ∗ δ
θL2

= 0.0088 η = 0.9 ∗min
{

1
1−q , 1 + q(1− 1

θ
)
}

= 1.3488

ρ =

{
1− η + ηq

3
,
(1− 1

θ
)q + 1− η

(1− 1
θ
)q + 1 + η

}
= 0.0526.

La solution optimale de ce problème est x∗ = 0 ∈ R100.
Nous n’affichons pas le trajectoires générées par le système dynamique ( 2.7) car

il est encombrant.
La figure ( 3.5) présente le comportement de l’algorithme ( 2.24) dans quatre

cas où x0 est choisi aléatoirement dans [−10, 10]100 : l’algorithme inertiel détendu
(AI- point fixe : ηk = 1.3488, ρk = 0.0526), l’algorithme inertiel (I- point fixe :
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4.jpg

Figure 3.4: Comparaison de l’algorithme inertiel détendu avec l’algorithme inertiel,
l’algorithme détendu et l’algorithme du point fixe pour le problème 2 lorsque x0 =
(1, ,−1, 2,−3)T

ηk = 1, ρk = 0.0526), le détendu algorithme (AI-Point fixe : ηk = 1, 3488, ρk = 0), et
l’algorithme de virgule fixe (Point fixe : ηk = 1, ρk = 0) pour tout k.

Il est clair que tous les algorithmes convergent linéairement et la méthode du
point fixe détendu est comparable au point fixe inertiel détendu méthode et les
deux surpassent les autres résultats.
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5.jpg

Figure 3.5: Comparaison de l’algorithme inertiel détendu avec l’algorithme inertiel,
l’algorithme détendu et l’algorithme de point fixe pour le problème 3 avec un point
de départ aléatoire
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous présentons un système dynamique projeté d’ordre deux
pour étudier les problèmes d’équilibre. Nous avons établi l’existence de la solution
et l’unicité des trajectoires et la convergence exponentielle globale du système dy-
namique proposé. Une version discrète du système dynamique et sa convergence
linéaire ont été également présentés.

Enfin, quelques expériences numériques sont rapportées dans le dernier chapitre
pour illustrer les résultats théoriques obtenus tout au long de ce document.
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