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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions I'’ensemble des solutions faibles des équations inté-
grales non linéaires de type Volterra dans les espaces de Banach, en utilisant I'intégrale de
Henstock-Kurzweil-pettis et le théoreme de point fixe. La condition principale est exprimée
en termes de mesure de non -compacité faible. Nous avons également appliqué le calcul

fractionnaire sur ce type d’équations.

Mots-clés : Calcul fractionnaire, point fixe, mesure de non compacité, espace de Banach,
I'intégrale de Henstock-Kurzweil-pettis, 'ensemble des solutions faibles.

Abstract

In this paper, we investigate the set of weak solutions for nonlinear Volterra type intégrale
equations in Banach spaces, using the Henstock-Kurzweil-pettis intégrale and fixed point
theorem. The main condition is expressed in terms of measure of weak noncompatness. We

have also applied the fractional calculation on this type of équations.

Keywords : Fractional calculation, fixed point, measure of weak noncompatness, Banach

space, the Henstock-Kurzweil-pettis intégrale, the set of weak solutions.
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Notations

E Espace de Banach.

E Le dual de E.

(M,d) Espace metrique.

C(K,E) Lespace de tous fonctions continues de K a E.

M La famille de tous les sous-ensembles bornés non vide de E.
conv(A) Lenveloppe convexe de A.

conv(A) Lenveloppe convexe fermé de A.

I(-) La fonction gamma.

B(,-) La fonction béta.

Lyla,b] Espace des fonctions mesurables de puissance p intégrable sur [a, b] .
Lola,b] Espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur [a, b].

ACY[a,b])ou AC([a,b]) Espace des fonctions absoliiment continues sur [a, b].
AC™([a, b)) Espace des fonctions y :[a, b]— R telles que y*~V € AC'([a, b]).

ety®eC(la,b)), k=1,..,n—1.

Dy Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a > 0.
‘D%y Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre a > 0.

BV(I,R) Lespace des fonctions de variation bornées réelles.

|- lgv La norme classique de I’espace des fonctions de variation bornées.
(—) La convergence faible.



Introduction

Le calcul fractionnaire est une extension des notions classique de permitive et des déri-
vées d’ordre non entier non nulle a tout ordre réel. Comme il est bien connu, cette théorie a
été initiée par Liouville. Depuis quelques décennies, le calcul fractionnaire est appliqué dans
un domaines scientifique nombreux et variés tel que la physique, la chimie, la mécanique,

I’électricité, la biologie, I’économie, la théorie du contrdle,,... ect.

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces

origines remontaient a la fin de 17°¢™ siecle, parlant de la réponse de "G.W.Leibniz" concer-
ar 1
y sin= 7 Son intérét

nant la question de "I’'Hopitale", posée sur la signification de -
n’'est reconnu que durant les deux dernieres décennies du 20°™¢ siecle ot de nombreuses
applications ont été dévloppées en utilisant ce concept. Le calcul fractionnaires a été inten-

sivement dévloppé depuis la premiere conférence sur ce domaine en 1974.[26].

Dans les années soixante, "Jaroslav Kurzweil" et "Ralph Henstock" ont présentés, sépa-
rément, une autre théorie d’intégration a peine plus compliquée a exposer que l'intégrale
de Riemann, mais au moins aussi puissant que I'intégrale de Lebesgue. Elle est équivalente
aux intégrales de Denjoy ou de Perron [14] datant des années 1910, mais dont la présenta-
tion était assez lourde et qui est tombée en desuétude dans les années 1940. Par rapport a
I'intégrale de Lebesgue, la KH-intégrale présente 1'avantage que toute fonction dérivée est
intégrable.

Les problemes différentiels, intégraux et intégro-différentiels dans les espaces de Banach
ont été largement étudies par nombreux auteurs. Récemment, pour des problemes impli-
quant des fonction fortement oscillantes, de nombreux auteurs ont examiné I’existence de
solution sous intégrabilité Henstock-Kurezweil-Pettis [[22],[11]-[15],[23],[24],[18]-[25]].
Dans ce mémoire, motivés par ces examens nous nous concentrons sur |’existence de solu-
tion au sens faible pour I'’équation intégrale non linéaire de type Volterra dans les espaces
de Banach

N

x(t)zh(t)+J G(t,s)f(s,x(s),f k(s,7)x(t)dT)ds, (@))
0 0

impliquant I'intégrale de Henstock-Kurezweil-Pettis. Les principaux outils utilisés dans



notre étude sont associés aux techniques de mesure de non-compacité faible, de proprié-
tés et de théoremes de convergence principalement de type Vitali pour les intégrales de
Henstock-Kurezweil-Pettis basés sur la notion d’équi-intégrabilité (voir[19]). En utilisant ces
outils, nous pouvons prouver non seulement I'existence de solution de I’équation intégrale
considérée, mais aussi nous pouvons obtenir une structure topologique de ’ensemble de
ces solutions.

Les derniéres années, plusieurs articles ont été consacrés a I’étude de 'existence de
solutions pour les équations différentielles fractionnaires, de plus, I'existences de solutions
faibles pour les équations différentielles fractionnaires a été examiné sous les intégrales de

Henstock-Kurzweil-Pettis.

Notre travail est basé principalement sur I'article intitulé On an integrale equation
under Henstock-Kurzweil-Pettis integrability, réaliser par 'auteur Afif Ben Amar, publié
dans Department of Mathematices, Faculty of Sciences, Sfax University, Tunisia (2015).
[27]

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre : Intitulé Préliminaires, Se contient des rappels de quelques résul-
tat théoriques, et des notions qui seront utilisées dans les chapitre qui suivent. Il est divisé
comme suit :

La section 1 : nous présentons quelque définition et notions générales.

La section 2 : sera réservée a un petit rappel sur la fonction a variation bornée et la

compacité et la convexité.

La section 3 : nous citons la définition de Espaces L” et les fonction absolument conti-

nuée.

Lasection 4 : nous allons voire des généralités de la convergence faible et]'équcontinutée.

La section 5 : posons la définition de la distance de Hausdorff, et le théoreme de conver-
gence de Vitali, et le théoreme du point fixe.

Le deuxieme chapitre : Intitulé Calcul fractionnaire, nous donnons quelques défini-

tions importants liée de la théorie de calcul fractionnaire. Il est divisé comme suit :



La section 1 : présentons les définition de la fonction factorielle.

La section 2 : nous allons voire les définitions et quelques propriétés des fonctions

Gamma et Béta.

La section 3 : nous présentons l'intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville et leur propriétés.

La section 4 : nous présentons la définition et quelques propriétés de la dérivée fraction-

naire au sens de Caputo.

Le troisieme chapitre : Intitulé Les équations intégrales sous intégrabilités Henstock-
Kurzweil-Pettis, dans ce chapitre nous pouvons obtenir une structure topologique de I'’en-

semble des solutions faibles de I'’équation intégrale suivante :

N

x(t):h(t)JrJ G(t,s)f(s,x(s),f k(s,7)x(t)dr)ds.
0 0

Et méme aussi nous pouvons prouver |'existence de solutions de I’équations avec intégrale

de Henstock-Kurzweil-Pettis, le chapitre organisé comme suit :

La section 1 : nous rappelons quelques définitions et théoremes importants pour le

travail.

La section 2 : intitule Résultat principale, nous donnons un théoreme et sont démons-

tration pour discutons I’ensembles des solutions faibles de le probleme qui est au dessus.

La section3 : intitulé Application sur une équation différentielle fractionnaire, dans
cette section nous avons appliqué le calcul fractionnaire sur I'’équation de type Volterra est

donnée alors sous la forme :

x(t)=h(t) +m (t—s ) (s, x(s), T )L (s—1)*'x(1)d7)ds



CHAPITRE

Préliminaires

Ce chapitre contient toutes notions qu’on va utiliser dans la suite de ce mémoire.

1.1 Notions et définitions

Définition 1.1 :

Un espace metrique est un ensemble au sien duquel une notion de distance entre les
élement de l'ensemble est définie. Les élement seront, en générale appelés des points Soit M
désinge un ensemble, on appelle distance sur M tout application d :M x M — R, vérifiant les
propriétés suivantes :

DV(x,y)eM?d(x,y)=0&x=y.
iV(x,y)e M?,d(x,y)=d(y, x).
) V(x,y,z)e M3,d(x,z)<d(x,y)+d(y, z).

(M, d) s'appelle alors un espace métrique.

Définition 1.2 :
On dit qu'un espace métrique (M, d) est un espace métrique complet, si tout suite de

Cauchy de M est convergente dans M.

Définition 1.3 :

On appelle espace de Banach E un espace vectoriel normé sur un sous corpsK de C (en
générale K =R ot C) complet pour la distance issue de sa norme, c’est- a- dire tout suite de
cauchy dans E et convergente (par rapport a la topologie définie par la distance associée a la

norme)[1].

Définition 1.4 :
Lensemble des formes linéaires continues est un espace vectoriel sur R qu'on appelle le dual
de E et quel'onnote E'. E' est de méme dimension que E si E est de dimension finie.
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1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.5 :
Une partie A d'un espace métrique M est dite relativement compacte si son adhérence est

une partie compact de M .

Définition 1.6 :

Soient X un espace topologique et M un espace metrique. Une partie A de C(X, M) est
dite équicontinue en un point x, de X, si pour tout € > 0, il existe un voisinage V,  de x, dans
X tel que f(V, ) C B(f(xy), &) pourtout f € A i.e.

VxeV,,VfeAdd(f(x) f(x)<e.

Une partie A de C(X, M) est dite équicontinue si elle équicontinue en tout point de X .

Théoreme 1.1 (Hahn-Banach, forme analytique) :/2]soit D un espace vectoriel, et Q une

semi-norme et positivement homogéne, i.e. Q : D — R satisfait I'inégalité triangulaire :

Q(x+y)<Q(x)+Q(y),Vx,y €D.

Q(Ax)=AQ(x),Yx € D,YA> 0.

Soit L € D un sous-espace vectoriel et g : L— R une application linéaire telle que :
g(x)<Q(x),VxeL,

Il existe alors un forme linéaire f définit sur D qui prolongeg, i.e:
f(x)=g(x),VxeL.

et telle que :
f(x)<Q(x),Vxe€D.

1.1.1 Fonction a variation bornée

Définition 1.7 :

Soit f :la,b]—R. Sidé ={xy=a, x1, ..., X, = b} une subdivision de|a, b], on note par :

n—1
vars(f)= D 1f ()= F (5l
k=0

on pose::

Vif)= sup wars(f).
oesub(a,b])

V2(f) est appelée la variation totale de f sur[a, b].



1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Ondit que f :[a,b]— R est a variation bornée sur[a, b], si Vab(f) < 0Q.

Définition 1.8 :
On note BV l'ensemble des fonctions a variation bornées. Et BV muni de la normel|| - || gy

est un espace de Banach.

1.1.2 Lacompacité et la convexité

Définition 1.9 : Soit F un espace vectoriel normé, et A une partie de F, l'enveloppe convexe
de A noté (conv(A)) est l'intersection des parties convexes contenant A. C'est elle-méme un

convexe, et c'est le plus petit convexe contenant A.

Lenveloppe convexe est donnée par :
n n
conv(A)= {Zkix,- neNLx;,€A1;>20,1<i< n,ZAi = 1}.
i=1 i=1

Définition 1.10 : I'enveloppe convexe fermé de A est le plus petit convexe fermé contenant A,
est noté par : conv(A).

Proposition 1.2 : On a la relation : conv(A) = conv(A), i.e. l'enveloppe convexe fermé est

la fermeture de l'enveloppe convexe.

1.1.3 Lemme de Mazur

Lemme 1.1 :/3]
Soient E un espace de Banach et (x,) une suite d'élément de E qui converge faiblement vers
x € E alors:

(1) Pour toutn €N, il existe une suite(y,) dans l'enveloppe convexe de{ x;.} -, quiconverge
vers x fortement.

(2) Pour tout n € N, il existe une suite (w,) dans l'enveloppe convexe de {x;} s, qui

converge vers x fortement.

1.1.4 Théoreme d’Ascoli

Théoreme 1.3 :/2] Soit M un espace metrique compatct, et soit 7€ un sous-ensemble borné
de C(M).

On suppose que ¢ est uniformement équicontinu i.e. Ye > 0,30 > 0 tel que :

d(x;, %)< 0= |f(x)—f(x)l<e,Vfet.

6



1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Alors € est relativement compact dans C(M).

Théoréme 1.4 :

Soit X un espace topologique compact, M un espace metrique. Alors une partie A de C(X, M)
est relativement compatct si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

o A(x)= {f(x)\f € A} est relativement compact dans M pour tout x € X.

o A est équicontinue.

1.1.5 Lamesure de non compacité

Définition 1.11 :[4] une fonction u: # — R, est dite mesure de non-compacité sur E si :
1. La famillekeru = {X eEM:uX)= 0} est non vide, et :keru C A .
2.XCcY - uX)<u(Y).
3. u(X)=u(X), pourX € M.
4. u(convX)=u(X), pourX € M.
5 U AX+(1-A)Y) < AuX)+(1—=A)u(b), pour X, Y € M.

6. Si{X,},> est une séquence d’ensembles classé de ./ tel que X, ., C X,, pourn=1,2,...

etsi lim u(X,)=0 puis l'ensemble d’intersection X, = ﬂ:’;l X,, est non vide.
n—~=oQ

La notion ci-dessus est une généralisation du Well-Known De Blasi du mesure de non-

compacité faible (voir[5]) définie sur chaque ensemble borné X de E par :
B(X)=inf {s > 0: il existe un ensemble D faiblement compact telle que :X C D + ﬁe(Q)} ,

Notons pour tout sous-ensembles fermés X, X,, X, de E,
7. B U Xz) = max {B(X,), f(X,)}.

8. B(AX)=|A|p(X), VA ER.

9. B(X; + X,) < B(Xy)+ B(Xy).

10. (U 2X) = hB(X).



1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.1.6 Espaces L”

Définition 1.12 :
Soit [a,b] (—o0 < a < b < ©0) un intervalle fini ou infini de R. Et soit p € R, avec :
1< p < oo.

On note par LP[a, b] l'espace des classes d'équivalence des fonctions de puissance p-
intégrable sur|a, b] a valeurs dans C :

Lp([a,b])z{f:[a,b]—»(c;f mesurable, et|| f ||»< oo},

avec
1

) -
I f lrqaon= (f |f(x)|pdx)p

Lespace LP[a, b] muni de la norme|| - ||;» est un espace de Banach .

Si p =2, alors L*([a, b)) est I'espace des classes d’équivalence de fonction mesurable de
carré intégrable sur(a, b].

Le produit scalaire sur L*([a, b)) est défini pour touts f, g € L*([a, b)) par :
b —
(f> 8)r2qap) ZJ f(x)g(x)dx.

a

Lespace L*([a, b)), muni de la norme :

1
b 2
Il f ||L2([a,b])= (f If(x)lzdx) )

est un espace de Hilbert.

1.1.7 Fonctions absoliiment continues

Définition 1.13 :

Soit[a,b],(—o0 < a < b < 00) un intervalle fini.

On dit que fonction f dans AC([a, b)) si est seulement si :

X

feAC(a,b)=3peL(a,b))telleque f =c +f p(t)de.

a



1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Ainsi, toute fonction f absoliiment continue posséde une dérvée sommable f' = ¢, presque

partout surla, b], et donc c = f(a).

Définition 1.14 :

On note par AC"([a,b]),n € N* = 1,2,3..., l'espace des fonction f définit sur|a,b] a
valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a, b] jusqu'a 'ordre n — 1 et telle que
f"le AC(la, b)) ie.

AC(la,b))={f:Q—C:f*eC(a,b]),k=0..n—1,f"" € AC((a, b])}.

Remarquel :Ona:AC!(a,b])=AC(a,b]).
Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.2 : Une fonction f € AC"([a, b)), n € N*, si est seulement si elle est représentée sous

la forme:

1 X o n—1 fk(d)
f(x)=(n_1)!L(x—t) 'f (t)dt+; i (x—a)*.

1.1.8 la convergence faible et 'équicontinuté

Définition 1.15 :

Soit E un espace de Banach de norme || - || et soit K un espace compact et de Hausdorff. Dans
ce qui suite, on note C(K, E) l'espace de Banach de toutes les fonctions continues de K dans E,
muni de la sup-norme|| - || o, définie par|| E ||oo=sup{|| x(¢) ||, t € K}, pour tout x € C(K, E).

Définition 1.16 :
Une fonction f : E, — E,, out E, et E, sont des espaces de Banach, est dite faiblement-
faiblement séquentiellement continue si pour tout(x,), C E, avec x, — x,ona: fx,— fx

ici, (—) dénote la convergence faible .

Pour caractériser la convergence faible dans C(K, E), on utilise le théoréme de Dobrakov.

Théoreme 1.5 :([6], théoreme9) :
Soit K un espace de Housdorff compact et E un espace de Banach. Soit (x,) une suite bornée
dans C(K,E), et x € C(K, E). Alors (x,) est converge faiblement vers x si est seulement si

(x,(t)) est converge faiblement vers x(t) pour chaque t € K.

Maintenant, nous énoncons le lemme de type Ambrosetti suivant qui sera utile dans la

suite.



1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Lemme 1.3 : Soit V C C(K, X) une famille de fonctions équicontinues. Alors.
(a)
B(V)=supB(V(1))=p(V(K)),

tek

ouV(t)={x(t):xeV}et V(K)=J,, {x(t): x € V}.

(b) La fonction t — B(V(t)) est continue.

Théoréme 1.6 :

Soit K un espace de Hausdorff compact, E est un espace de Banach avec Q un sous-ensemble
convexe fermé non vide de C(K, E), et (®) est mesure de non-compacité faible sur E. Suppo-
sons F : Q — Q satisfaisant :

(i) Si{x,} est une suite dans Q, avec : x,(t)— x(t) pour tout t € K. Alors :

Fx,(t)— Fx(t),

pour toutt € K.

(ii) F(Q) est bornée et F est ®-condensante (i.e, ®(F(Y)) < ®(Y), pour tout sous-ensemble
bornéY c Q tel que®(Y)#0 ).

Alors, I'ensemble des points fixes de F est non vide et faiblement compact dans C(K, E).

Preuve.

Soit S l'ensemble des points fixes de F dans Q. On affirme que S est non vide .

En effet, soit xy € F(Q), et G la famille de tous les sous-ensembles convexe fermés bornés
dans D de C(K,E) telque xy,€ D et F(D)C D.

Evidemment. G est non vide. Puisque conv(F(Q)) € G (I'enveloppe convexe fermée de
F(Q)dans C(K,E).

On note H =\ D, Alors H est fermé et convexe, et x, € H.
Six € H, Alors F(x)€ D pourtoutD € G, ainsi F(H)€ H.

donc,ona:
HeG.

10



1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Nous affirmons que H est un sous-ensemble faiblement compact de C(K ,E) .

On note: H, = conv(F(H)U{xo}), ona:H,e H, cequiimplique que F(H,)C F(H)C H,.
Donc H,€ G, H C H,, ainsi H = H,, H est borné et si®(H)+# 0, on obtient :

®(H)=@(convF(H)|_J{x})=®(convF(H)|_J{xo})= ¢(F(H)) < p(H),

qui est une contradiction,
donc:
®(H)=0.

Puisque, H est un sous-ensemble faiblement fermé de C(K, E) (notez qu'un sous-ensemble
convexe d'un espace de Banach est fermé ssi il est faiblement fermé), alors H est un sous-
ensemble compactde C(K,E) .

Nous affirmons que F est faiblement séquentiellement continue.

En effet, soit{x,} une suite dans H telle que x,, — x dans C(K ,E) .
D’apres le théoreme (1.5), on a : x,(t) — x(t) pour tout t € K et avec hypothese (i), F x,(t)—
Fx(t) pour tout t € K, et pour méme argument on obtient : F x,, — F x dans C(K , E).

Donc. F est faiblement séquentiellement continue.

Il s'ensuite en utilisant le théoreme (1.5) que F : H — H admet un point fixe et donc,
S #0, puisque S C F(Q), F(S)=S et F est®-condensante, on a :

®(S)=0,

etdonc S est un sous-ensemble relativement faiblement compact de C(K, E).
Aussi, par la continuité séquentiellement faible de F, l'ensemble S est faiblement séquentiel-
lement fermeé.

Soit x € Q, faiblement adhérente a S. Comme sw, la cloture faible de S dans C(K , E), est
faiblement compacte, d’apres le théoreme d’Eberlein-Smulien[[7], Théoréme 8.12.4, p. 549], il
existe une suite{x,} C S telle que x,, — x, donc x €.

Ainsi S est un sous-ensemble faiblement fermé de Q. Donc : S est faiblement compact dans
C(K,E).

Remarque 2 : Le théoreme (1.6) est un cas particulier de Théoreme 12 de [8], a savoir ot
I'espace de Banach est C(K , E).
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1.1. NOTIONS ET DEFINITIONS CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.1.9 Ladistance de Hausdorff

Définition 1.17 :
Soit (M, d) un espace metrique. Pour A une partie de M, et r > 0, on définit le voisinage de A

par:
V(irbA)={xeK;d(x,A)<r}.

Si A et B sont deux compact (non vides) de M, on appelle H;(A, B) distance de Hausdorff
de A et B telle que :

H,(A, B)=inf{r >0;Ac V(r,B)etBe V(r,A)}.
La distance de Hausdorff et méme donnée par :

H,(A B)= max{sup(d(a, B)),sup(d(A, b))} .

acA beB

telle que :
d(A,b)=infd(a,b).
acA

d(a,B)zliJrellgd(a,b).

1.1.10 Théoreme de la convergence de Vitali

Théoreme 1.7 :
Soit (X, A, u) un espace mesuré avec . finie. Soit (f,,) une suite de fonctions de L'(X) et soit f
une fonction mesurable définie sur X . Alors(f,) converge vers f dans L' si et seulement si :

(i) (f,,) converge en mesure vers f .

(ii) La famille(f,,) est uniformément intégrable.

1.1.11 Théoréme du point fixe :

Théoreme 1.8 : Soit V un espace topologique linéaire localement convexe métrisable et soit
C un sous-ensemble convexe faiblement compact de V. Alors toute application faiblement

séquentiellement continue F : C — C admet un point fixe.

12



CHAPITRE

Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, on introduira I'opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les deux

définition les plus utilisées des dérivées fractionnaire a savoir celle de Reimann-Liouville et

de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces notions.

2.1 Fonction factorielle :

Définition 2.1 :
On définit la fonction factorielle par :

poura>0,etne€N,

+00 I’l'
x"e “dx=——.
0 an+1

2.2 Fonctions Gemma et Béta

Les fonctions Gamma et Béta jouent un role trés important dans la théorie du calcul

fractionnaire.

2.2.1 Lafonction Gamma

Définition 2.2 :
On définit la fonction Gamma par :
Poura>0

F(a):J e 't dt.
0

13
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2.2. FONCTIONS GEMMA ET BETA CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 2.1 : La fonctionT est bien définie pour tout a > 0.

(o)

Preuve. On va montrer que l'intégrale J e 't*dt existe.
0

Soita>0:

eSia=1ona:

F(l)zf e 'dr=1.
0

eSia>1ona:

[ele) A [ele)
r(a):J e_‘ta_ldtzj e“t“‘ldt+J e 't*dt.
0 0 A

la premiere intégrale existe car la fonction e™' t*7! est continue sur[0, A], maintenant on

lim t?t“ e " =0=Ve>0,il existe, B(e)>0:t < B(e)= t’t* e " <&,

t— 00
1 “1
Poure =1 :ilexiste B(1)>0tq Nt <B(1),onat* ‘e " < = ; commef Edt converge,

A
(o)

il en résulte que l'intégrale f e 't*'dt converge, donc existe.
A

D'ouT(a) est bien définie.

eSi0<a<lona:

[ele) A [e’e)
r(a)=J e“t“‘ldtzf e“t“‘ldt+J e "t*dt.
0 0 A

oo

l’intégmlef e 't dt existe (méme preuve que a> 1),
A
A
et pour l’intégmleJ e 't*'dt ona:e' ~1 au voisinage de 0, d'ou et ' ~ %1,
0

donc les intégralef

A A
e 't%ldt etf t*dt sont de méme nature.
0 0

A
f t“ldt =
0
A

on en déduit quef e 't*dt existe, alorsT(a) est définie pour tout a > 1.
0

comme

t ]A A“

ale a

14



2.2. FONCTIONS GEMMA ET BETA CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 2.2 :

La relation Récursive est donnée comme suite :
[Na+1)=al(a).

Preuve. On remplace a par a+1 dans (2.1) et on intégré par partie, on obtient :

T(a+1)= f ‘tdr=[— f]0+°°+aJ e”"t*'dt =0+al(a),
0

alors r .
I(a+1)=al(@) = T(a) = "¢T Y,

Remarque 3 :
La fonction Gamma peut étre représentée par la limite :
n!n®

Ha)= lim e Ddar )’

2.2.2 lafonction Béta

Définition 2.3 :
On définit la fonction Béta par :

1
ﬂ(p,q):f tP'1—1)"'dt,p,q>0. (2.2)
0

Proposition 2.3 :

(1) La formule trigonométrique de Béta est donnée par :

T

B(p,q)= 2f 2 (sin®)**(cos 0)*17d8.
0

Preuve.
Pour obtenir la formule trigonométrique de la fonction Béta on pose : t = sin?0 doncdt =
2sinfcos0do.
sitzl,@zig etsit=0,0=0
etona:
1—t=1—sin’0 =cos*0. 2.3)

en remplace dans (2.2) on obtient

T

B(p,q) :J 2 (sin® 8)P}(cos® 0)7'(2sin 6 cos B)d 6.
0

15



2.2. FONCTIONS GEMMA ET BETA CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

T

Bp,q)= 2[ 2 (sin@)**'(cos 8)*7(sin@ cos 0)d 0,
0

d’oul
T
ﬂ(P,q)ZZJ2(sin0)2p_1(cosg)2q—ld9-
0
2)Ona:
B(p,q)=B(q,p). (2.4)
Preuve.
En posant
x=1—-t=>dx=—dt,
et
1 1 )
J xp_l(l_x)q_ldxz—f t”_l(l—t)"‘ldt:f t1 (1=t ldt
0 0 0
d’olt

B(p,q)=p(q,p).

(3) La relation entre les fonction Gamma et Béta est donnée par :

I(p)(q)
I(p+q)

Blp,q)=

Preuve.
Ona:

+0oo
F(p)zf tP e 'dt.
0

Posons t = y? d'ott, dt =2ydy

onaalors:

+00
F(p):zf y?¥ eV ydy.
0

+00
= f y2p_le_y2dy
0

etposons y = x
+00
r(q)zzf X2 le ™ d x
0

Multiplions les deux membres des deux équations et passons en coordonnées polaires :

+00 -+
r(p)r(Q):‘lf J x2071y2pl e—(x2+y2)dxdy
0 0

16



2.3. L'INTEGRALE ET LA DERIVEE FRACTIONNAIRAPATRSEN SIAE RIHMERNNTIONNALRE

T
+oo p—

:4J f2(rcos9)2"_1(rsin0)e_’2rdrd0
0 0

T

+00
=4f rz(’”‘“_le_’zdrf 2 (cos 0P Y(sin0)*7'd 0
0 0

Y

+00
1
=47 f rArra-le=rg rZJ % (cos 0~ (sin 0 d 0
0 0

T

+o0 —
=2 f FAPTa1 o= g rZJ 2 (cos 0P Y(sin0)*7'd o
0 0

=I(p+q)B(p,q)

Donc :
[(p)(q)

I(p+q)

Blp,q)=

2.3 Lintégrale etladérivée fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville

2.3.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Considérons une fonction f telle que f : [a,b) — R, continue et intégrable, ou b

pouvant étre finie ou infini. Une primitive de f est donnée par la formule! suivante :

(ij)(t)=J f(s)ds.

Selon 'approche de Riemman-Liouville sur le calcul fractionnaire, la notion d’intégrale

fractionnaire d’ordre a,(a > 0) généralise la célebre formule ! répétées n— fois

(Ia"f)(t)zf dslf 1dsz...f h f(s,)ds, (2.5)

1
(n—1)!

f (t—s)"'f(s)ds,n €N,

qui réduire le calcul de la n°™¢ primitive d'une fonction f continue sur un intervalle

[a, b] a une seule intégrale de type convolution.

Définition 2.4 :Soit f € L'([a, b)) telleque: f :[a, b)— R une fonction continue, on appelle

17



2.3. L'INTEGRALE ET LA DERIVEE FRACTIONNAIRAPATRSEN SIAE RIHMERNNTIONNALRE

intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de f l'intégrale suivant :

(I;f)(t):ﬁj (t—s)" f(s)ds, t > a. (2.6)

out a est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi (a > 0)

Une propriété importante de I'opérateur d’'intégration fractionnaire 17, dite propriété du

semi-groupe, est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.4 :[9]Sia >0, > 0 alors l'équation :

(IXUIP )= TP f)(x). 2.7)
est satisfaite presque partout sur[a, b], pour toute f € L”([a, b]),1 < p < 00

Preuve.

Ona:

SN S PR I U AT T
’a”af)(”‘r(a)L“ 5) (I“f)(s)ds_l"(a)L(t (55 f (s—x)7 f(O)dr)ds.

1 L
= oYl B—1
F(a)T(/j)L L (t=s)"(s—x)""f(t)dtds.

~ 1 t t e
_r(a)r(ﬁ)Lf(t)lL(t ) (s—x) ds]dt

on pose s = x +(t—x)t, alors :

ds=(t—x)dr.
s=x=>x+(t—x)t=x=>71=0.
s=t=>x+(t—x)t=t=>71=1.

Alors :

t 1
J (t—s)“_l(s—x)ﬁ_lds=J (t—(x+(t—x)0) " x+(t—x)T—t)P Nt =x)dT
X 0

1
=f [(t—=x)1=D)]“ " [(t =17/ (t —x)dT
0

1
=(t— x)‘”ﬂ_lf (1—1)*'7Pdr.
0

18



2.3. L'INTEGRALE ET LA DERIVEE FRACTIONNAIRAPATRSEN SIAE RIHMERNNTIONNALRE

et la fonction Béta est définie par :

B(B,a) =f 1—7)"'rdr
[(a)I(B)

S T(a+B)

Retournons a la formule (2.7), ce qui nous donne :

arp e L[ s T@T(B)
UAQfMﬂ—rm+ﬂLquﬂu gty Lo ar

1

_ — y\atp)-1
_r(a+ﬂ)L(t X) P F(Dd

= (I F)(1).

2.3.2 Dérivée fractionnaire de Rieman-Liouville

Définition 2.5 :
La dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 au sens de Riemann-Liouville d’'une fonction f définie

sur l'intervalle|a, b] deR est donnée par :

(D, f)Ne)=D"1f(¢), (2.8)

_ 1 i " t _ o\yn—a-1
_r(n_a)(dt) L(t S f(s)ds, t> a,

oun=|[a]+1, et[a] est la partie entiere de a .

Preuve.

En particulier :

e Sia=0,alors:

(DY FN)=I°f(£)=f(2).

eSia=neN,alors:

(D f)(£)= fU(2),

e Si0<a<l,alorsn=1,dou:

1 d

(D) f)t)= F(l—a)EJ (t—s)f(s)ds, t>a.
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2.3. L'INTEGRALE ET LA DERIVEE FRACTIONNAIRAPATRSEN SIAE RIHMERNNTIONNALRE

Proposition 2.5 : Notons par D", n €N, l'opérateur de dérivation d’ordre n, alors on a
D”I::I,I;D”#I, 2.9
out I est l'opérateur d’identité.

Proposition 2.6 : Soienta>0etn=[al+1, alors:

(DLFNE)=06 f(1)=D cj(t—a) T, ¥ey, .., c, €R

J

En particulier, si0 < a <1, alors :
(DIfN)=0& f(t)=c(t—a)* ", YceR.
Enoncgons maintenant quelques propriétés des opérateurs I et DY.
Lemme 2.1 :[10] Lopérateur d’intégration fractionnaire I, a > 0 est linéaire et borné de
l'espace LP([a,b]) (1 < p < o0) dans lui méme, i,e : il existe k > 0 tel que :

I f <kl fll,Vf€LP(la,bl),

(b—a)*
al(a) -
Le résultat suivant caractérise les conditions nécessaires pour lexistence de la dérivée

fractionnaire D*.

Lemme 2.2 :[10]Soienta>0etn=[a]+1.Si f € AC"[a, b), alors la dérivée fractionnaire

DA f existe presque partout sur[a, b] et elle est représentée sous la forme :

a _n_l f(k)(a) k—a 1 t n—a—1 rn
D¢ (t)—zm(t—a) +r(n_a)fa(t—s) £ (s)ds.

Des propriétés importantes qui lie dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

avec l'intégrale fractionnaire est la suivante :

Lemme 2.3 : Poura>0,etf <L a,bl)ona:
(DI F)E) = f(2). (2.10)

presque partout sur[a, b].
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2.4. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO  CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

La propriété (2.10) signifie que l'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemman-
Liouville est un inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemman-

Liouville du méme ordre.

2.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

Les dérivées de Riemman-Liouville ont certains inconvénient lorsque on essaie de mo-
déliser des phénomenes du mode réel. Les problemes étudiés exigent une définition des
dérivées fractionnaire permettant |'utilisation des condition initiales physiquement inter-
prétables incluant y(0), y’(0), ect. Ces défaillances ont conduit vers la fin des années soixante,
a une définition alternative des dérivées fractionnaire qui satisfait ces demandes;
elle a été introduire par Caputo [20]. En fait, Caputo et Mainardi [21] ont utilisé cette défini-

tion dans leurs travaux sur la viscoélasticité.

Dans cette section on donne la définition de la dfivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelques propriétés essentielles.

Soit [a, b] un intervalle fini de R, et soit I et DY les opérateur d’intégration et de dériva-

tion fractionnaire données par (2.8) dans la section précédente.

Définition 2.6 : La dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 de Caputo d'une fonction f définie sur,

la, b] est donnée par :

n—1 (k)
(D) (£)= D¢ (f(t)— ! kf“)(r—a)’f). o
k=0 :
ol
n=(a]+1)si:a¢N,et,n=(a)si:a € N* (2.12)

Sia=0, alors:

(“DIf()=f(2).

En particulier, lorsque0 < a < 1, la relation (2.11) prend la forme :

(“DOf()=DJ([f(2)—f(a)]).

Donc

Sia ¢ N et f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaire de Coputo (2.11), et
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2.4. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO  CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

celle de Riemman-Liouville (2.8) existent, alors elles sont liées l'une a l'autre par la relation :

n—1 (k)
DS =N =Y ot e —af =l ) 213)
k=0
En particulier, lorsque0<a<1,ona:
(DO =(DS F))— (e~ 214)

D’apres la relation (2.13), si a ¢ N, alors la dérivée de Caputo (2.11) coincide avec la dérivée
de Riemman-Liouville (2.8) si la fonction f ainsi que toutes ses dérivées jusqu'a l'ordre n —1

telle que (n =[a]+ 1) sSannulent au point a, i,e.
(‘DAf(O)=D; 1) fla)=f'la)=...= f"a)=0.
Sia=n €N est la dérivée usuelle f")(t) existe, alors(° D*)f (t) coincide avec f")(t) i,e
(‘DNOf(1)= ™). (2.15)

La dérivée fractionnaire de Caputo est définie pour les fonction f(t) pour les quelles la dérivée
de Riemman-Liouville existe, en particulier, elle est définie pour les fonctions f(t)€ AC"[a, b].

Ona le théorme suivant :

Théoreme 2.7 :[10] Soit a > 0 et soit n donné par (2.12). Si f € AC"[a, b), alors la dérivée

fractionnaire de Caputo (°D? f)(t) existe presque partout sur[a, b].

() Sia¢N, alors D¢ f(t) est donnée par :

1
I'(n—1)

(*DY)f(t) = f (t—s)"* L f(s)ds (2.16)

=I""“D"f(t).
En particulier, lorsque1 > a >0 et f(t)e AC"[a, b], alors :

1

(DNIO=10—0

f (t—s)“f'(s)ds (2.17)

= I f(1).

(ii)) Sia=n €N alors :

Théoreme 2.8 :[10]/ Soient a > 0, n donnée par (2.12) et f € AC"[a, b]. Alors la dérivée frac-
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2.4. DERIVEE FRACTIONNAIRE DE CAPUTO  CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

tionnaire de Caputo (° D?)f est continue sur[a, b]

() Sia ¢ N, alors : (D f)(t) est donnée par (2.16). En particulier, elle prend la forme
(2.17) pour:1>a> 0.
(ii) Sia=n €N, alors :

(“DYf(r)=f"0(2).

Lemme 2.4 :Soienta >0, et f € L*[a, b], alors:
(‘DI f)E)= f(2).
Lemme 2.5 : Soita >0, et f € L°°([a, b)), alors :
I(D)f(t)=co+crt +et®+..+cpq t" .

pour certains constantes c; €R,i=0,1,...n—1,m=[a]+1

On défini la dérivée fractionnaire de Caputo d’'une fonction f sur un intervall fini[a, b]
par (2.11), et on a vu le théoreme (2.7), qu'elle peut étre représentée par (2.15) et (2.17) a
condition que f € AC"[a, b].

En fait, la dérivée fractionnaire de Caputo d'une fonction f € AC"[0, 00) sur le demi axe R*
est donnée par :

1

(“Df 1) = f (t—5)"~" f"s)ds,1>0.
—a) ),

I'(n

En particulier, lorsque0 < a <1 et f € AC'[0,00), alors :

(‘D f)E) =
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CHAPITRE

Les équations intégrales sous intégrabilités Henstock-

Kurezweil-Pettis

Soit I =[0,1] et E un espace réel de Banach. Dans ce chapitre, nous étudions la structure
topologique de ’ensemble des solution faibles de 'équation intégrale non linéaire de type

Volterra suivante :

t N

G(t,s)f(s,x(s),J k(s,7)x(t)dt)ds. (3.1

0

x(t)zh(t)+J

0

si x € C(K, E) et appliquant I'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis [11].[12].

3.1 Préliminaires

Définition 3.1 [14]:
Une partitionde[0, T'] estune collection finie, ? = {([cy, d;], t;): 1 < k < n} telleque:{[cy, d;], i) : 1 < k < n}

est une famille de sous-intervalles de[0, T'| contenant|a, b] et t; € [cy, d;] pourk =1,2,...., n.

Définition 3.2 [14]: Une application quelconque :
0:[0,T]— (0, 00).

est appelée une jauge sur[0, T']

Remarque 4 : Une partition, 2 ={([cy,d;], t): 1 < k < n} estd-fine.
sifep, dp] St —0(t), tr +0(t)] pourk=1,2,...,n .

Définition 3.3 [14]:(HK-intégrable)
Une fonction f :[0, T]| — E est dite HK-intégrable, sur[0, T'] s'il existe w € E avec la propriété
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CHAPITRE 3. LES EQUATIONS INTEGRALES SOUS INTEGRABILITES
3.1. PRELIMINAIRES HENSTOCK-KUREZWEIL-PETTIS

suivant : pour tous € > 0 il existe une jauge 6 .(-) définie sur [0, T] telle que :

<é&

Zf(tk)(dk —Cp)—w
k=1

pour tout partition, 2 ={([ci, d;], ti): 1 < k < n}d,-fine, de[0, T]. On pose w = (Hk)fOT f(s)ds.

Remarque5 :
Cette définition inclut l'intégrale de Riemann généralisée définie par Gordon[13]. Dans un
cas particulier, lorsque 6 est une fonction constante, on obtient l'intégrale de Riemann.

Nous utiliserons également la notion d’équi-intégrabilité suivante, spécifique a I'intégrabi-
lité HK qui permet d’obtenir un résultat de convergence de type Vitali.

Définition 3.4 :

Une famille 7 de fonctions HK-intégrables définies sur[0, T'] est dite HK-équi-intégrable s’il
existe w € E avec la propriété suivante : pour tout € > 0, il existe une jauge 6 .(-) définie sur
[0, T] tel que:

D> fltdi—c)—w

<e,

pour tout partition 2 ={([cy, d;), t;): 1 < k < n}6,-fine, et tout f € F

La généralisation de I'intégrale de Pettis obtenue en remplacent I'intégrabilité de Lebesgue
des fonctions par I'intégrabilité de Henstock-kurzweil produit I'intégrale de Henstock-
Kurzweil-Pettis (pour la définition de I'intégrale de Pettis, voir [17]).

Définition 3.5 :[12]:
Une fonction f : [0, T]— E est dite Kurzweil-Henstock-Pettis intégrable, ou HKP-intégrable,

sur|0, T] s’il existe une fonction : g : [0, T]— E avec les propriétés suivantes :
() Vx*€ E', x*f esta Henstock-kurzweil intégrale sur[0, T).
i)Vt [0, T,Vx* € E', x*g(t)=(HK) [, x*f(s)ds.

Cette fonction g sera appelée primitivede f et, g(T)= fOT f(t)d t nousnoterons le Henstock-
kurzweil-Pettis de f sur l'intervalle[0, T'].

Remarque 6 :
(i) Toute fonction HK-intégrable est HKP-intégrable. L'inverse est faux (voire un exemple dans
[16]). Ainsi, la famille de toutes les fonctions intégrables de Kurzweil-Henstock-Pettis est la

plus grand que la famille de toutes les fonctions intégrables de Kurzweil-Henstock.
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(ii) Puisque chaque fonction intégrable de Lebesgue est HK-intégrable, nous trouvons que

toute fonction intégrable de Pettis est HKP-intégrable. La réciproque est faux (voire aussi [16]).

Pour b >0, on note :
B, :{yeE,pourtout,llyll < b},

D, = {z € C(I, E), pour tout, || z|| < b}.

telle que :

®B,, D, est les boules unité fermées de E .

Et les intégrales sont prises au sens des intégrales (HKP). La boule unité fermée du dual E’
noté par B(E')

Lemme 3.1 :

Soit f : 1 — E est HKP-intégrableet, g : 1 — E.

e Si g est une fonction a variation bornée (fonction absolument continue), alors f g est HKP-
intégrable.

e Si g est HKP-intégrable pour tout f, alors g est presque partout égale a une fonction a
variation bornée.

Théoreme 3.1 (Théoreme de la valeur moyenne de I'intégrale HKP) :/12]
Si la fonction f : 1, — E est HKP-intégrable, alors :

f f(r)ydte|l|l.convf(I).
1
ouuconv f(I)est l'enveloppe convexe fermée de f(I), et I est un sous-intervalle arbitraire
del,, et|I| estla longueurde .
3.2 Résultat principale

Théoreme 3.2 :
Soient f : I x E*— E,h:I— E, et: G,k : I x I — R des applications vérifient les condi-
tions suivantes :

(1) h est faiblement continue sur 1.
(2) Pour tout t € I,G(t,-) est continue, G(t,-) et k(t,-)€ BV (I,R). Aussi les applications

(
t— G(t,") ett— k(t,-) sont||.| gy -continues, (BV(I,R) représente l'espace des fonctions

réelles de variation bornées avec sa norme classique BV).
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(3) f est faiblement-faiblement séquentiellement continue (pour chaque suite convergente
{t,} c[0,1] et pour toute suites {x,} — x, et {y,,} — y CE, lasuite {f(tn, X, y,,)} est converge
faiblement dans E ), pour tout r >0 et & > 0 il existe 0., > 0 tel que :

ff(s,x(s),J k(s,m)x(n)dn)ds
T 0

(4) 1l existe by > max(1,sup,, || k(¢,.) |pv)sup,; || B(%) || tel que pour tout suite(x,),, C

<g&V|t—7|<0,,,Vx€D,. (3.2

D, converge faiblement, l'ensemble

()
{x*f(-, xn(-),f k(-,7)x,(t)dT),neN,x* € B(El)} , (3.3)
0
est HK-intégrable .

(5) 1l existe b, > sup,, || h(t) ||, et une constante positive a telle que :
B, NV <ap(V(]))
pour chaqueintervalle fermé J C I, pour toutV C Dy, ,ouk(J, J)V(J)={k(t,s)x(r),t,s,r€ J,x € V}.
(6) 1l existe une fonction positive L(-,-) telle que :
(a) pour chaque sous-intervalle fermé ] de I et les sous -ensembles bornés Y,Z de E,
B x Y x Z]) < sup {L(t, max(B(Y), B(Z2)), t € ]},

OuflyxYxZl={f(t,y,z):te],(y,2)€Y xZ}.

(b) La fonction s — L(s, r) est continué pour tout r € [0, 00|, et

sup{(HK)f |G(t,s)|L(s, r)ds} <r, (3.4)
0

tel

pour tout r > 0 Alors, il existe un intervalle ] =[0,a] C I tel que l'ensemble des solutions de
(3.1) défini sur J est non vide et faiblement compact dans l'espace C(], E).

Démonstration :

Soit I’équation suivante :

x*f k(t,s)x( HK)f k(t,s)x(s)ds.
0
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On note :

Tx(t)zf k(t,s)x(s)ds, b{ =sup || k(t,.) |llgy,c =sup|| h(t)].
0

tel tel

laisser
. by
¢ < b, <min(b,, —).
bl

Pour, x € D, et x*€ B(E'),ona:

x*f k(s,7T)x(t)dT =x*(T x(s))

N

0
|x*(T x(s))| = ‘(HK)J x*(k(s,7)x(7))dT
0
1

tel

<sup || k(¢,)lay f | x(e)ldT < b,
0
b, < by.

D’ici
sup{|x*T x(s)|, x* € B(E*)} < by,

donc T'x € D,

On remarque que pour x € C(/, E), 1a fonction f(-, x(-), fo() k(-,7)x(7)d ) est HKP- inté-
grable dans [0, 1] (hypothese (4)).
Soit £ > 0, il existe 6, 5, > 0 telle que pour, |f,— 1| <6 et x €D,, ona:

<e. (3.9)

J 2 f(s,x(s), Tx(s))ds

b,—c

d
Par I'analyse précédente, il existe a <1 avec: aa <1 tel que:

Posons que, d =sup,,; || G(t,")|lzpy et, 0 < u <

sup
t€l0,a]

f f(s,x(s), Tx(s))ds| < u.
0

Pour tout x € C(I, E), vérifiant || x ||< b,.
Posons J =[0,a], C(J, E) c’est 'espace des fonctions continues ] — E, muni de la topolo-

gie de convergence uniforme, et B I'ensemble de toutes les fonction continues J — By, .

Nous considérerons B comme un sous-espace topologique de C(J, E). B est convexe et

fermé. Définissons 'opérateur F par :
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t

Fx(t)= h(t)+f

0

G(t,s)f (s, x(s),J k(s,7)x(7r)dt)ds,x € C(I,E).
0

En remarque que pour x € C(I, E), la famille :

()
{x*f(') x('))J k(',T)X(T)dT), x*e B(E/)} )
0

est HK- équi-intégrable [voir (3.11)]. Puisque pour ¢ € I la fonction s — G(t, s) est a

variation bornée (voire [18]) la fonction :

)
G(t’ S)f('» x(')’f k(’ T)X(T)dT)),
0

est HKP- intégrable dans [0, ¢].
Donc |'opérateur F est bien définit.
Alors F : B— B est faiblement-faiblement-séquentiellement continue.

Etape (1). Montrons que les valeurs de F sont dans B. Pour tout x* € B(E'), et pour tout

xeBona:

|x*F (1) = :

x*h(t)+ x*J G(t,s)f(s,x(s), Tx(s)ds
0

Tout d’abord et comme x* linéaire alors :

|x*F.(t)| <|x*h(t)|+ (HK)f G(t,s)x*f(s,x(s), Tx(s))ds
0

<c+lG(t, ) Ipy (HK)j f(s,x(s), Tx(s)ds
0

<c+d

f f(s,x(s), Tx(s))ds
0

<c+dsup
te€l0,a]

f f(s,x(s), Tx(s)ds
0

<c+du<b,.

D’ici:

sup{|x*F.(t)|, x* € B(E*)} < b,.
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Donc:
Fx(t) (S Bbz'

Etape (2). En va montres que F(B) est un sous-ensemble équicontinu.
Soit:0<f,<t,<aetxeB.
On suppose que F,(t;) = F,(t,). D’aprés le théoréme de Hahn-Banach (1.1), il existe x* € E’,
tel que:
I x*|I=1,

et
| Fe(t:) = F () 1= | x*(Fe(:) — E (5.

Ona:

| Fe(:)— () 1< |x*(h(8))— x*(h(2)) + (HK)J (G(22,8)—G(t1,)x" (s, x(s), T x(s))d s
0

+

(HK)J 2 G(t,, 8)x* f(s,x(s), Tx(s))ds

Alors:

| Fe(t)=Fo(0) 1< [x*(h(£:)—x*(h(6))+ | G(12, ) =G (81,°) sy (HK)J x*f(s, x(s), Tx(s)ds
0

+sup || G(¢, ) llpv

el

f 2 x*f(s,x(s), Tx(s)ds

Donc:

| Fe(t2) = E () I< [x*(h(6)) = x*(R(£))I+ || G(22,) = G(11,-) || v sup

vej

f f(s,x(s), Tx(s))ds
0

+d

f zf(S»x(S), T x(s))ds

Ainsi, le résultat découle des hypothese (1), (2) et de I'inégalité (3.5).

Etape (3). Montrons maintenant que F est faiblement-faiblement-séquentiellement
continue.

Soit la suite (x,(-)),, converge faiblement vers x dans B. D’apres le théoréme(1.5), x,,(1) —
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x(t) pour tout ¢ €[0, a]. Soient s €[0,a] et x*€ E'.
Alors :

|x*k(s, )X, (T < by || X7 (1] k() ll oo

Pour tout 7 €[0, s]. et comme x,(f)— x(t)ona:
limoo(HK)f x*k(s,7)x,(t)dT = (HK)f x*k(s,7)x(t)dr.
0 0
Donc:

lim x*f x*k(S,T)xn(T)d’C:x*f x*k(s,7)x(t)d~.
0 0

Alors, T x,(s)— T x(s).

Par conséquent, 'opérateur T est faiblement-faiblement-séquentiellement continue

sur B, et comme [ est faiblement-faiblement-séquentiellement continue, on a:

T8, %,(5), Tx,(s)) = f(s, x(s), T x(s)).

Pour tout s €[0,a]. et r €[0,a].
D’apres le théoreme (5) de [19] et le lemme (25) de [18] a la suite (G(z,-)f(:, x,,(.), T, x,,())),.
on trouve que la fonction G(¢,-)f(-, x(-), T, x(-)) est HKP-intégrable sur [0, ¢] et :

t

f G(t,s)f(s,x,(s), T, x,(s))ds AJ G(t,s)f(s,x(s), T,x(s))ds
0

0

D'ou, F, (1) — F,(t), Vt €[0,a], et d’apres le théoreme (1.5) 'opérateur F est faiblement-

faiblement séquentiellement continu.

Ensuite, nous considérons Q = conv F(B), tel que (Q) est un sous ensemble convexe

fermé de non vide.

comme F(B)estbornée et équicontinue, donc Q est un sous-ensemble faiblement fermé
borné et équicontinu de B. Et il est clair que F(Q) C Q.

Nous affirmons que F : Q — Q est -condensante.

Soit V un sous-ensemble de Q telque B(V)#0, v(t)={x(t),x € V}et F(V)(t)={F.(t), x € V}.
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Comme V estbornée et équicontinue, ona d’apreslelemme (1.3) (a) ona:sup,.; (V (1)) =

BV)=pV ()

Pour t € J fixé, on divise I'intervalle [0, ] en n parties: 0=, < t; <...< t, =t et pose
T; =[t;,_1, t;]. Par 'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis, et théoréme de la valeur moyenne

[12], nous obtiens :

F.(t)=h t)+ZJ G(t,s)f (s, x(s )f k(s,7)x(t)dr)ds

N

F.(t)e h( t)+z tio, conv{G(t,s)f(s,x(s),J k(s,7)x(t)dT), s € T,-,xev}

0

n

E(t)eh(t)+ > (t;—t;) conv{G t,8)f(T;, V(T;), convk(0,s] x[0,s]))V([0, s]), seT}

i=1

En utilisant les propriétés de la mesure de non-compacité faible, nous avons :

BF(V)( t))<Z(t —t;_1)B( conv{G (t,8)f(T;, V(T;),convk([0,s] x[0,s]))V ([0, s]), seT})

n

< (ti—fi_l)ﬁ(COVlv{G(t,s)f(E,V(Y}),COHU{ g W((k([O,S][O,S])V([O,S])))},SETl})

i=1 wel0,t]

< (ti—ti_l)ﬂ(COUU‘{G(t,S)f(’I;',V(T;-),COI’lU{ U w((k([O,t][O,t])V([O,t])))},SET,})
i=1 wel0,1]
On obtient :

BE(VY(1)< D (1= 1i)suplG(z, )
i=1

seT;

B(conv {G(t,S)f(Ti, V(Ti,conv{ U w((k((],]))V((])))},s € T,})

lw|€[0,a]
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SZ t;—1)sup|G(z, s)|supL(7, max(B(V(J ﬂ({COHV{ U W((k((f,]))V((])))}})
= |w|€l0,a]

seT; TeT;

sZ(t,-—ri_lnc(r,s)|L(s,-,max(/5(vun,/5({—conv{ U w((k(u,n)v«n))}})

|w|€l0,a]

Ici pour chaque i, 7;, s; € T; sont des nombres tels que :

|K(¢,7;)| =sup|G(, )|

seT;

L(si,max(ﬁ(vun,/s({—conv{ 9 w((k(u,n)v«n))}})))

lw|€[0,a]

et

=SuplG(t,S)IetL(Si,maX(ﬂ(V(J)),ﬂ({m{ U W((k((],]))V((])))}})))

seT; lwlel0,a]

Ensuite, par la propriété (vii)de B et (3.11),ona:

p ({—conv { U w((k(u,n)vam)}}) —aB(K(J, )V < aaP(V(]) < V()

|w|€[0,a]
Donc:

n

BEWe) < D (t;—t;i1)IG(2, S)L(s;, B(V)).

i=1
De la continuité des fonctions s — G(¢, s) et s — L(s, B(V)). sur [0, ¢], il s’ensuite qu’il

existe n > 0 tel que :
|G(t,7)L(q, B(V))—G(t,s)L(s, B(V))| <e, (3.6)

Si|t—s|<n,|lg—s|<n,q,s,7 €[0, t]. Donc, en prenant ¢; de la maniére que |t;,—t,_;| <1
et d’apres (3.6) en déduit que :

ﬂ(F(V)(t))SZ(ti—t, 1 ((HK)f » Ti)L(s; ))—G(I,S)L(S,ﬂ(V))IdS)

+Z(r,~—ri_1)((HK)f IG(t,s)L(s,/J’(V))Ids)

i=1
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Alors:

ﬂ(F(V)(t))SSH(HK)f 1G(2,8)|L(s, B(V))d s
0

<et+sup {(HK)J |G(t, s)|L(s, B(V))ds, t € ]}.
0

Comme la derniere inégalité est satisfaite pour tout € > 0, on obtient :

’

t

B(F(V)(1)) < sup {(HK) J

|G(t, s)|L(s, B(V))ds, t e]}.
0

En appliquant le lemme(1.3)(a) pour le sous-ensemble équicontinu borné F(V), on

obtient que :

B(F(V))=sup F(V)(1).

te]

Par (3.14)

B(F(V)) <sup {(HK)f G (2, $)|L(s, B(V))ds, 1 € ]} <pv),
0

Dong, F est f-condensante .

Et par le théoréme (1.6), F a un point fixe dans Q C B.

Ainsi de suite, S1'ensemble de points fixes de F dans B est non vide.

Enfin, F(S) = S ¢ Q, donc B(F(S)) = 0 et donc S est un sous-ensemble relativement
faiblement compact de B.

Comme, F est faiblement -faiblement séquentiellement continu, donc S est faiblement
séquentiellement fermé.

Lutilisant du théoreme d 'Eberlein-Smulian [[7], Theorem 8.12.4, p.549], prouve que S

est faiblement compact.
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Application sur une équation différentielle fractionnaire

Soit I =[0,1] et E un espace réel de Banach. on al’équation suivante (3.1)

avec : G, k deux fonctions définies par :

G(t,S)Z(I—S)a_l,k(s,f[):(S_T)a—l

et ¢ € [ =[0.1]. Donc on définit I'équation fractionnaire suivante :

x(t)=h(t) +mf (£=3s)""f(s,x(s), Ta )JO (s—7)" " x(7)d7)ds. (3.7

On pose que :

u(t)= mﬁ (s—7)*'x(1)dr.

Donc:

x(t)=h(t) +mJ (t—38)"f(s,x(s), u(r))ds

Maintenant on pose que :

Q(s)= f(s, x(s), u(7))

Léquation est donnée sous la forme :

x(t):h(t)+r—J (t—s)"'Q(s)ds. (3.8)
0

Soient f : I x E2— E,vh:I — E, et: G,k : I x I — R des fonctions vérifient les

conditions suivantes :
e h est faiblement continue sur I.

ePourtoutte€l,ac[0.1]ona:

f (t—s)"ds= [—é(t—s)“]t = é(t— t)“+é(t)“= (20
0

0

(2)*

<00

La méme chose pour (s —7)*"
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Alors, G(t,-) et k(t,-)e BV(I,R). Aussi les fonctions t — G(t,-) et t — k(¢,-) sont || - || gy -

continués.
e [ est faiblement-faiblement séquentiellement continue (pour chaque suite conver-
gente {t,} C [0, 1] et pour toute suites {x,,} — x, et {yn} —yCE.

La suite { f(t,, x,, yn)} est converge faiblement dans E ).

Pour tout r >0 et £ >0 il existe 0, , > 0 tel que :

t 1 S ot
ﬁf(s,x(s),mjo (s—n)*" " x(n)dn)ds|| <e, (3.9

Vit—1|<0,,,Yx€D,.
N

On va calculer I'intégrale : f (s—m)* ' x(n)dn.

0
En intégrer par partie tel que :

J (s—n)*"'x(n)dn
0

En pose que :
/ 1
u=(s-n*""u =—(s—n)*

etv=x(n),v =x(n)

ona:
s

: 1 1(° ,
(s—n)* " x(dn=|——(s—n)*x(n) +—J (s—=n)"x (Mdn
fo [ a o A,

Maintenant calcule I'intégrale : f (s—n)*x'(n)dn
0

de méme facon:

f (s—n)“x'(n)dn=[—(s—n)“X(n)];—aJ (s —n)* " x(n)dn
0 0

Alorsona:

’ J (s =) n)dn =| = (s—n)" x(n)| —J (s =) x(mdn
0 0 Jo

(04

Donc:

N
0

: 1
2| (s—=n)*'x(mdn=|——(s—n)"x(n)| +
) - |
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Alors :

Donc:

Jf(s,x(s), ! s“x(0))ds|| < e. (3.10)

I'a)a

o Il existe by, > max(1,sup,,; || k(z,-) ||gv)sup,e; || A(2) || tel que :

Pour tout suite (x,), C D, converge faiblement, I'ensemble

()
1 /
x* (-, x,(), —f k(-,7)x,(t)d7t),neN,x*€ B(E ), (3.11)
I(a) J,
est HK-intégrable.

o Il existe b, > sup,, || h(?)||, et une constante positive « telle que :

Bk(J, NVUN) < ap(V(J)), (3.12)

pour chaque intervalle fermé J C I, pour tout V C D, ,

O
k(J, DV ={(t—s)""x(r), t,s,re ], xeV}.

o [l existe une fonction positive L(,-) telle que :

(a) pour chaque sous-intervalle fermé J de I et les sous -ensembles bornés Y, vZ de E,

B(fJ x Y x Z]) <sup{L(t,max(B(Y),B(Z2), t€]}, (3.13)

flJ x Y><Z]={f(t,y,z): te],(y,z)erZ}.

37



CHAPITRE 3. LES EQUATIONS INTEGRALES SOUS INTEGRABILITES
3.2. RESULTAT PRINCIPALE HENSTOCK-KUREZWEIL-PETTIS

(b) La fonction s — L(s, r) est continue pour tout r € [0, 00[, et

sup{(HK)ﬁJ I(t —s)* Y L(s, r)ds} <. (3.14)
0

tel

pour tout r >0

Alors, il existe un intervalle J =[0,a] C I tel que 'ensemble des solutions de (3.7) défini

sur J est non vide et faiblement compact dans I'espace C(J, E).
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Conclusion

Enfin, des méthodes avancées telles que les dérivées fractionnaires et
les intégrales comme l'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis étre utilisées
pour développer des modéeles matémathiques plus robustes dans plusieurs
domaines.

Notre but principal, dans ce mémoire, estl’étude d’ensemble des solutions
faibles d'une équation intégrale non linéaire de type Volterra. Ces résultat ont
été obtenus par l'utilisations du théoreme du point fixe pour les applications
faiblement séquentiellement continues et la technique de la mesure de non-
compacité faible et I'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis. Dans un espace
de Banach. et méme I'applications de calcul fractionnaire sur cette équation.

Nous prévoyons dans le future, étudierons I'existence de solutions pour
une équation fractionnaire dans les espaces de Banach munis de la topologie

faible et intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis.
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