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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions l’ensemble des solutions faibles des équations inté-

grales non linéaires de type Volterra dans les espaces de Banach, en utilisant l’intégrale de

Henstock-Kurzweil-pettis et le théorème de point fixe. La condition principale est exprimée

en termes de mesure de non -compacité faible. Nous avons également appliqué le calcul

fractionnaire sur ce type d’équations.

———————————

Mots-clés : Calcul fractionnaire, point fixe, mesure de non compacité, espace de Banach,

l’intégrale de Henstock-Kurzweil-pettis, l’ensemble des solutions faibles.

Abstract

In this paper, we investigate the set of weak solutions for nonlinear Volterra type intégrale

equations in Banach spaces, using the Henstock-Kurzweil-pettis intégrale and fixed point

theorem. The main condition is expressed in terms of measure of weak noncompatness. We

have also applied the fractional calculation on this type of équations.

———————————

Keywords : Fractional calculation, fixed point, measure of weak noncompatness, Banach

space, the Henstock-Kurzweil-pettis intégrale, the set of weak solutions.
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Notations

E Espace de Banach.

E
′

Le dual de E .

(M , d ) Espace metrique.

C (K , E ) L’espace de tous fonctions continues de K à E .

M La famille de tous les sous-ensembles bornés non vide de E .

c o n v (A) L’enveloppe convexe de A.

c o n v (A) L’enveloppe convexe fermé de A.

Γ (·) La fonction gamma.

β (·, ·) La fonction bêta.

Lp [a , b ] Espace des fonctions mesurables de puissance p intégrable sur [a , b ] .

L∞[a , b ] Espace des fonctions mesurables essentiellement bornées sur [a , b ].

AC 1([a , b ]) ou AC ([a , b ]) Espace des fonctions absolûment continues sur [a , b ].

AC n ([a , b ]) Espace des fonctions y : [a , b ]−→R telles que y (n−1) ∈ AC 1([a , b ]).

et y (k ) ∈C ([a , b ]), k = 1, ..., n −1.

D α
a y Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α> 0.

c D α
a y Dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α> 0.

BV (I ,R) L’espace des fonctions de variation bornées réelles.

‖ · ‖BV La norme classique de l’espace des fonctions de variation bornées.

(*) La convergence faible.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une extension des notions classique de permitive et des déri-

vées d’ordre non entier non nulle à tout ordre réel. Comme il est bien connu, cette théorie a

été initiée par Liouville. Depuis quelques décennies, le calcul fractionnaire est appliqué dans

un domaines scientifique nombreux et variés tel que la physique, la chimie, la mécanique,

l’électricité, la biologie, l’économie, la théorie du contrôle ,... ect.

Bien que le concept de la dérivation d’ordre fractionnaire ne soit pas nouveau, ces

origines remontaient à la fin de 17i e me siècle, parlant de la réponse de "G.W.Leibniz" concer-

nant la question de "l’Hôpitale", posée sur la signification de
d n y

d x n
si n =

1

2
. Son intérêt

n’est reconnu que durant les deux dernières décennies du 20e me siècle où de nombreuses

applications ont été dévloppées en utilisant ce concept. Le calcul fractionnaires a été inten-

sivement dévloppé depuis la première conférence sur ce domaine en 1974.[26].

Dans les années soixante, "Jaroslav Kurzweil" et "Ralph Henstock" ont présentés, sépa-

rément, une autre théorie d’intégration à peine plus compliquée à exposer que l’intégrale

de Riemann, mais au moins aussi puissant que l’intégrale de Lebesgue. Elle est équivalente

aux intégrales de Denjoy ou de Perron [14] datant des années 1910, mais dont la présenta-

tion était assez lourde et qui est tombée en desuétude dans les années 1940. Par rapport à

l’intégrale de Lebesgue, la KH-intégrale présente l’avantage que toute fonction dérivée est

intégrable.

Les problèmes différentiels, intégraux et intégro-différentiels dans les espaces de Banach

ont été largement étudies par nombreux auteurs. Récemment, pour des problèmes impli-

quant des fonction fortement oscillantes, de nombreux auteurs ont examiné l’existence de

solution sous intégrabilité Henstock-Kurezweil-Pettis [[22],[11]-[15],[23],[24],[18]-[25]].

Dans ce mémoire, motivés par ces examens nous nous concentrons sur l’existence de solu-

tion au sens faible pour l’équation intégrale non linéaire de type Volterra dans les espaces

de Banach

x (t ) = h (t ) +

∫ t

0

G (t , s ) f (s , x (s ),

∫ s

0

k (s ,τ)x (τ)dτ)d s , (1)

impliquant l’intégrale de Henstock-Kurezweil-Pettis. Les principaux outils utilisés dans

1



notre étude sont associés aux techniques de mesure de non-compacité faible, de proprié-

tés et de théorèmes de convergence principalement de type Vitali pour les intégrales de

Henstock-Kurezweil-Pettis basés sur la notion d’équi-intégrabilité (voir[19]). En utilisant ces

outils, nous pouvons prouver non seulement l’existence de solution de l’équation intégrale

considérée, mais aussi nous pouvons obtenir une structure topologique de l’ensemble de

ces solutions.

Les dernières années, plusieurs articles ont été consacrés à l’étude de l’existence de

solutions pour les équations différentielles fractionnaires, de plus, l’existences de solutions

faibles pour les équations différentielles fractionnaires à été examiné sous les intégrales de

Henstock-Kurzweil-Pettis.

Notre travail est basé principalement sur l’article intitulé On an integrale equation

under Henstock-Kurzweil-Pettis integrability, réaliser par l’auteur Afif Ben Amar, publié

dans Department of Mathematices, Faculty of Sciences, Sfax University, Tunisia (2015).

[27]

Ce travail est réparti en trois chapitres :

Le premier chapitre : Intitulé Préliminaires, Se contient des rappels de quelques résul-

tat théoriques, et des notions qui seront utilisées dans les chapitre qui suivent. Il est divisé

comme suit :

La section 1 : nous présentons quelque définition et notions générales.

La section 2 : sera réservée à un petit rappel sur la fonction à variation bornée et la

compacité et la convexité.

La section 3 : nous citons la définition de Espaces L p et les fonction absolument conti-

nuée.

La section 4 : nous allons voire des généralités de la convergence faible et l’équcontinutée.

La section 5 : posons la définition de la distance de Hausdorff, et le théorème de conver-

gence de Vitali, et le théorème du point fixe.

Le deuxième chapitre : Intitulé Calcul fractionnaire, nous donnons quelques défini-

tions importants liée de la théorie de calcul fractionnaire. Il est divisé comme suit :

2



La section 1 : présentons les définition de la fonction factorielle.

La section 2 : nous allons voire les définitions et quelques propriétés des fonctions

Gamma et Bêta.

La section 3 : nous présentons l’intégrale et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville et leur propriétés.

La section 4 : nous présentons la définition et quelques propriétés de la dérivée fraction-

naire au sens de Caputo.

Le troisième chapitre : Intitulé Les équations intégrales sous intégrabilités Henstock-

Kurzweil-Pettis, dans ce chapitre nous pouvons obtenir une structure topologique de l’en-

semble des solutions faibles de l’équation intégrale suivante :

x (t ) = h (t ) +

∫ t

0

G (t , s ) f (s , x (s ),

∫ s

0

k (s ,τ)x (τ)dτ)d s .

Et même aussi nous pouvons prouver l’existence de solutions de l’équations avec intégrale

de Henstock-Kurzweil-Pettis, le chapitre organisé comme suit :

La section 1 : nous rappelons quelques définitions et théorèmes importants pour le

travail.

La section 2 : intitule Résultat principale, nous donnons un théorème et sont démons-

tration pour discutons l’ensembles des solutions faibles de le problème qui est au dessus.

La section3 : intitulé Application sur une équation différentielle fractionnaire, dans

cette section nous avons appliqué le calcul fractionnaire sur l’équation de type Volterra est

donnée alors sous la forme :

x (t ) = h (t ) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t − s )α−1 f (s , x (s ),
1

Γ (α)

∫ s

0

(s −τ)α−1 x (τ)dτ)d s .

3
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Préliminaires

Ce chapitre contient toutes notions qu’on va utiliser dans la suite de ce mémoire.

1.1 Notions et définitions

Définition 1.1 :

Un espace metrique est un ensemble au sien duquel une notion de distance entre les

élement de l’ensemble est définie. Les élement seront, en générale appelés des points Soit M

désinge un ensemble, on appelle distance sur M tout application d :M ×M →R+ vérifiant les

propriétés suivantes :

i) ∀(x , y ) ∈M 2, d (x , y ) = 0⇔ x = y .

ii) ∀(x , y ) ∈M 2, d (x , y ) = d (y , x ).

iii) ∀(x , y , z ) ∈M 3, d (x , z )≤ d (x , y ) +d (y , z ).

(M , d ) s’appelle alors un espace métrique.

Définition 1.2 :

On dit qu’un espace métrique (M , d ) est un espace métrique complet, si tout suite de

Cauchy de M est convergente dans M.

Définition 1.3 :

On appelle espace de Banach E un espace vectoriel normé sur un sous corpsK deC (en

généraleK=R oùC) complet pour la distance issue de sa norme, c’est- à- dire tout suite de

cauchy dans E et convergente (par rapport à la topologie définie par la distance associée à la

norme)[1].

Définition 1.4 :

L’ensemble des formes linéaires continues est un espace vectoriel sur R qu’on appelle le dual

de E et que l’on note E
′
. E

′
est de même dimension que E si E est de dimension finie.

4



1.1. NOTIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Définition 1.5 :

Une partie A d’un espace métrique M est dite relativement compacte si son adhérence est

une partie compact de M .

Définition 1.6 :

Soient X un espace topologique et M un espace metrique. Une partie A de C (X , M ) est

dite équicontinue en un point x0 de X , si pour tout ε > 0, il existe un voisinage Vx0
de x0 dans

X tel que f (Vx0
)⊂ B ( f (x0),ε) pour tout f ∈ A i.e.

∀x ∈Vx0
,∀ f ∈ A, d ( f (x ), f (x0))< ε.

Une partie A de C (X , M ) est dite équicontinue si elle équicontinue en tout point de X .

Théorème 1.1 (Hahn-Banach, forme analytique) :[2] soit D un espace vectoriel, et Q une

semi-norme et positivement homogéne, i.e. Q : D −→R+satisfait l’inégalité triangulaire :

Q (x + y )≤Q (x ) +Q (y ),∀x , y ∈D .

Q (λx ) =λQ (x ),∀x ∈D ,∀λ> 0.

Soit L ⊂D un sous-espace vectoriel et g : L −→R une application linéaire telle que :

g (x )≤Q (x ),∀x ∈ L ,

Il existe alors un forme linéaire f définit sur D qui prolonge g , i.e :

f (x ) = g (x ),∀x ∈ L .

et telle que :

f (x )≤Q (x ),∀x ∈D .

1.1.1 Fonction à variation bornée

Définition 1.7 :

Soit f : [a , b ]−→R. Si δ= {x0 = a , x1, ..., xn = b } une subdivision de [a , b ], on note par :

v a rδ( f ) =
n−1
∑

k=0

| f (xk+1)− f (xk )|.

on pose :

V b
a ( f ) = sup

δ∈s u b ([a ,b ])
v a rδ( f ).

V b
a ( f ) est appelée la variation totale de f sur [a , b ].

5



1.1. NOTIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

On dit que f : [a , b ]−→R est à variation bornée sur [a , b ], si V b
a ( f )<∞.

Définition 1.8 :

On note BV l’ensemble des fonctions à variation bornées. Et BV muni de la norme ‖ · ‖BV

est un espace de Banach.

1.1.2 La compacité et la convexité

Définition 1.9 : Soit F un espace vectoriel normé, et A une partie de F , l’enveloppe convexe

de A noté (c o n v (A)) est l’intersection des parties convexes contenant A. C’est elle-même un

convexe, et c’est le plus petit convexe contenant A.

L’enveloppe convexe est donnée par :

c o n v (A) =

¨

n
∑

i=1

λi xi : n ∈N∗, xi ∈ A,λi ≥ 0, 1≤ i ≤ n ,
n
∑

i=1

λi = 1

«

.

Définition 1.10 : l’enveloppe convexe fermé de A est le plus petit convexe fermé contenant A,

est noté par : c o n v (A).

Proposition 1.2 : On a la relation : c o n v (A) = c o n v (A), i.e. l’enveloppe convexe fermé est

la fermeture de l’enveloppe convexe.

1.1.3 Lemme de Mazur

Lemme 1.1 :[3]

Soient E un espace de Banach et (xn ) une suite d’élément de E qui converge faiblement vers

x ∈ E alors :

(1) Pour tout n ∈N, il existe une suite (yn )dans l’enveloppe convexe de {xk}k≥n qui converge

vers x fortement.

(2) Pour tout n ∈ N, il existe une suite (wn ) dans l’enveloppe convexe de {xk}k≥n qui

converge vers x fortement.

1.1.4 Théorème d’Ascoli

Théorème 1.3 :[2] Soit M un espace metrique compact, et soitH un sous-ensemble borné

de C (M ).

On suppose queH est uniformement équicontinu i.e. ∀ε > 0,∃δ > 0 tel que :

d (x1, x2)<δ⇒ | f (x1)− f (x2)|< ε,∀ f ∈H .

6



1.1. NOTIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

AlorsH est relativement compact dans C (M ).

Théorème 1.4 :

Soit X un espace topologique compact, M un espace metrique. Alors une partie A de C (X , M )

est relativement compact si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

•A(x ) =
�

f (x )\ f ∈ A
	

est relativement compact dans M pour tout x ∈ X .

•A est équicontinue.

1.1.5 La mesure de non compacité

Définition 1.11 : [4] une fonction µ :M −→R+ est dite mesure de non-compacité sur E si :

1. La famille kerµ=
�

X ∈M :µ(X ) = 0
	

est non vide, et : kerµ⊂M .

2. X ⊂ Y →µ(X )≤µ(Y ).

3. µ(X ) =µ(X ), pour X ∈M .

4. µ(c o n v X ) =µ(X ), pour X ∈M .

5. µ(λX + (1−λ)Y )≤λµ(X ) + (1−λ)µ(b ), pour X , Y ∈M .

6. Si {Xn}n≥1 est une séquence d’ensembles classé deM tel que Xn+1 ⊂ Xn pour n = 1, 2, ...

et si lim
n−→∞

µ(Xn ) = 0 puis l’ensemble d’intersection X∞ =
⋂∞

n=1 Xn est non vide.

La notion ci-dessus est une généralisation du Well-Known De Blasi du mesure de non-

compacité faible (voir[5]) définie sur chaque ensemble borné X de E par :

β (X ) = inf
�

ε > 0 : il existe un ensemble D faiblement compact telle que :X ⊆D +βε(θ )
	

,

Notons pour tout sous-ensembles fermés X , X1, X2 de E ,

7. β (X1

⋃

X2) =max
�

β (X1),β (X2)
	

.

8. β (λX ) = |λ|β (X ),∀λ ∈R.

9. β (X1+X2)≤β (X1) +β (X2).

10. β (
⋃

|λ|≤h λX ) = hβ (X ).

7



1.1. NOTIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.1.6 Espaces L p

Définition 1.12 :

Soit [a,b] (−∞ < a ≤ b ≤ ∞) un intervalle fini ou infini de R. Et soit p ∈ R, avec :

1≤ p ≤∞.

On note par L p [a , b ] l’espace des classes d’équivalence des fonctions de puissance p-

intégrable sur [a , b ] à valeurs dans C :

L p ([a , b ]) =
�

f : [a , b ]→C; f mesurable, et ‖ f ‖L p<∞
	

,

avec

‖ f ‖L p ([a ,b ])=

�

∫ b

a

| f (x )|p d x

�

1

p
.

L’espace L p [a , b ]muni de la norme ‖ · ‖L p est un espace de Banach .

Si p = 2, alors L 2([a , b ]) est l’espace des classes d’équivalence de fonction mesurable de

carré intégrable sur [a , b ].

Le produit scalaire sur L 2([a , b ]) est défini pour touts f , g ∈ L 2([a , b ]) par :

( f , g )L 2([a ,b ]) =

∫ b

a

f (x )g (x )d x .

L’espace L 2([a , b ]), muni de la norme :

‖ f ‖L 2([a ,b ])=

�

∫ b

a

| f (x )|2d x

�

1

2
,

est un espace de Hilbert.

1.1.7 Fonctions absolûment continues

Définition 1.13 :

Soit [a , b ], (−∞< a < b <∞) un intervalle fini.

On dit que fonction f dans AC ([a , b ]) si est seulement si :

f ∈ AC ([a , b ])⇔∃ϕ ∈ L 1([a , b ]) telle que f = c +

∫ x

a

ϕ(t )d t .

8



1.1. NOTIONS ET DÉFINITIONS CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Ainsi, toute fonction f absolûment continue posséde une dérvée sommable f ′ =ϕ, presque

partout sur [a , b ] , et donc c = f (a ).

Définition 1.14 :

On note par AC n ([a , b ]), n ∈ N∗ = 1, 2, 3..., l’espace des fonction f définit sur [a , b ] à

valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a , b ] jusqu’à l’ordre n − 1 et telle que

f n−1 ∈ AC ([a , b ]) i,e.

AC ([a , b ]) =
�

f :Ω−→C : f k ∈C ([a , b ]), k = 0...n −1, f n−1 ∈ AC ([a , b ])
	

.

Remarque 1 : On a : AC 1([a , b ]) = AC ([a , b ]) .

Une caractérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.2 : Une fonction f ∈ AC n ([a , b ]), n ∈N∗, si est seulement si elle est représentée sous

la forme :

f (x ) =
1

(n −1)!

∫ x

a

(x − t )n−1 f n (t )d t +
n−1
∑

k=0

f k (a )
k !
(x −a )k .

1.1.8 la convergence faible et l’équicontinuté

Définition 1.15 :

Soit E un espace de Banach de norme ‖ · ‖ et soit K un espace compact et de Hausdorff. Dans

ce qui suite, on note C (K , E ) l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de K dans E ,

muni de la sup-norme ‖ · ‖∞ définie par ‖ E ‖∞= sup{‖ x (t ) ‖, t ∈ K }, pour tout x ∈C (K , E ).

Définition 1.16 :

Une fonction f : E1 −→ E2, où E1 et E2 sont des espaces de Banach, est dite faiblement-

faiblement séquentiellement continue si pour tout (xn )n ⊂ E1 avec xn * x , on a : f xn * f x

ici, (*) dénote la convergence faible .

Pour caractériser la convergence faible dans C (K , E ), on utilise le théoréme de Dobrakov.

Théorème 1.5 :([6], théorème 9) :

Soit K un espace de Housdorff compact et E un espace de Banach. Soit (xn ) une suite bornée

dans C (K , E ), et x ∈ C (K , E ). Alors (xn ) est converge faiblement vers x si est seulement si

(xn (t )) est converge faiblement vers x (t ) pour chaque t ∈ K .

Maintenant, nous énoncons le lemme de type Ambrosetti suivant qui sera utile dans la

suite.
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Lemme 1.3 : Soit V ⊆C (K , X ) une famille de fonctions équicontinues. Alors.

(a)

β (V ) = supβ (V (t ))
t ∈K

=β (V (K )),

où V (t ) = {x (t ) : x ∈V } et V (K ) =
⋃

t ∈K {x (t ) : x ∈V } .

(b) La fonction t −→β (V (t )) est continue .

Théorème 1.6 :

Soit K un espace de Hausdorff compact, E est un espace de Banach avec Q un sous-ensemble

convexe fermé non vide de C (K , E ), et (Φ) est mesure de non-compacité faible sur E . Suppo-

sons F : Q −→Q satisfaisant :

(i) Si {xn} est une suite dans Q , avec : xn (t )* x (t ) pour tout t ∈ K . Alors :

F xn (t )* F x (t ),

pour tout t ∈ K .

(ii) F (Q ) est bornée et F est Φ-condensante (i.e, Φ(F (Y ))<Φ(Y ), pour tout sous-ensemble

borné Y ⊂Q tel que Φ(Y ) 6= 0 ).

Alors, l’ensemble des points fixes de F est non vide et faiblement compact dans C (K , E ).

Preuve.

Soit S l’ensemble des points fixes de F dans Q . On affirme que S est non vide .

En effet, soit x0 ∈ F (Q ), et G la famille de tous les sous-ensembles convexe fermés bornés

dans D de C (K , E ) tel que x0 ∈D et F (D )⊂D .

Évidemment. G est non vide. Puisque c o n v (F (Q )) ∈ G (l’enveloppe convexe fermée de

F (Q ) dans C (K , E ).

On note H =
⋂

D∈G D , Alors H est fermé et convexe, et x0 ∈H .

Si x ∈H , Alors F (x ) ∈D pour tout D ∈G , ainsi F (H ) ∈H .

donc, on a :

H ∈G .

10
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Nous affirmons que H est un sous-ensemble faiblement compact de C (K , E ) .

On note : H∗ = c o n v (F (H )
⋃

{x0}), on a : H∗ ∈H , ce qui implique que F (H∗)⊂ F (H )⊂H∗.

Donc H∗ ∈G , H ⊂H∗, ainsi H =H∗, H est borné et si Φ(H ) 6= 0, on obtient :

Φ(H ) =Φ(c o n v F (H )
⋃

{x0}) =Φ(c o n v F (H )
⋃

{x0}) =φ(F (H ))<φ(H ),

qui est une contradiction ,

donc :

Φ(H ) = 0.

Puisque, H est un sous-ensemble faiblement fermé de C (K , E ) (notez qu’un sous-ensemble

convexe d’un espace de Banach est fermé ssi il est faiblement fermé), alors H est un sous-

ensemble compact de C (K , E ) .

Nous affirmons que F est faiblement séquentiellement continue.

En effet, soit {xn} une suite dans H telle que xn * x dans C (K , E ) .

D’après le théorème (1.5), on a : xn (t )* x (t ) pour tout t ∈ K et avec hypothèse (i), F xn (t )*

F x (t ) pour tout t ∈ K , et pour même argument on obtient : F xn * F x dans C (K , E ).

Donc. F est faiblement séquentiellement continue.

Il s’ensuite en utilisant le théorème (1.5) que F : H −→ H admet un point fixe et donc,

S 6= ;, puisque S ⊂ F (Q ), F (S ) = S et F est Φ-condensante, on a :

Φ(S ) = 0,

et donc S est un sous-ensemble relativement faiblement compact de C (K , E ).

Aussi, par la continuité séquentiellement faible de F , l’ensemble S est faiblement séquentiel-

lement fermé.

Soit x ∈Q , faiblement adhérente à S. Comme s w , la clôture faible de S dans C (K , E ), est

faiblement compacte, d’après le théorème d’Eberlein-Šmulien[[7], Théorème 8.12.4, p. 549], il

existe une suite {xn} ⊂ S telle que xn * x , donc x ∈ S.

Ainsi S est un sous-ensemble faiblement fermé de Q . Donc : S est faiblement compact dans

C (K , E ).

Remarque 2 : Le théorème (1.6) est un cas particulier de Théorème 12 de [8], à savoir où

l’espace de Banach est C (K , E ).
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1.1.9 La distance de Hausdorff

Définition 1.17 :

Soit (M , d ) un espace metrique. Pour A une partie de M , et r > 0, on définit le voisinage de A

par :

V (r, A) = {x ∈ K ; d (x , A)< r } .

Si A et B sont deux compact (non vides) de M , on appelle Hd (A, B ) distance de Hausdorff

de A et B telle que :

Hd (A, B ) = inf{r > 0; A ∈V (r, B )e t B ∈V (r, A)} .

La distance de Hausdorff et même donnée par :

Hd (A, B ) =max
§

sup
a∈A
(d (a , B )), sup

b∈B
(d (A, b ))

ª

.

telle que :

d (A, b ) = inf
a∈A

d (a , b ).

d (a , B ) = inf
b∈B

d (a , b ).

1.1.10 Théorème de la convergence de Vitali

Théorème 1.7 :

Soit (X , A,µ) un espace mesuré avec µ finie. Soit ( fn ) une suite de fonctions de L 1(X ) et soit f

une fonction mesurable définie sur X . Alors ( fn ) converge vers f dans L 1 si et seulement si :

(i) ( fn ) converge en mesure vers f .

(ii) La famille ( fn ) est uniformément intégrable.

1.1.11 Théorème du point fixe :

Théorème 1.8 : Soit V un espace topologique linéaire localement convexe métrisable et soit

C un sous-ensemble convexe faiblement compact de V . Alors toute application faiblement

séquentiellement continue F : C −→C admet un point fixe.
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Calcul fractionnaire

Dans ce chapitre, on introduira l’opérateur d’intégration fractionnaire ainsi que les deux

définition les plus utilisées des dérivées fractionnaire à savoir celle de Reimann-Liouville et

de Caputo, en donnant les propriétés les plus importantes de ces notions.

2.1 Fonction factorielle :

Définition 2.1 :

On définit la fonction factorielle par :

pour α> 0, et n ∈N,
∫ +∞

0

x n e −αx d x =
n !

αn+1
.

2.2 Fonctions Gemma et Bêta

Les fonctions Gamma et Bêta jouent un rôle très important dans la théorie du calcul

fractionnaire.

2.2.1 La fonction Gamma

Définition 2.2 :

On définit la fonction Gamma par :

Pour α> 0

Γ (α) =

∫ ∞

0

e −t t α−1d t . (2.1)
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2.2. FONCTIONS GEMMA ET BÊTA CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 2.1 : La fonction Γ est bien définie pour tout α> 0.

Preuve. On va montrer que l’intégrale

∫ ∞

0

e −t t α−1d t existe.

Soit α> 0 :

• Si α= 1 on a :

Γ (1) =

∫ ∞

0

e −t d t = 1.

• Si α> 1 on a :

Γ (α) =

∫ ∞

0

e −t t α−1d t =

∫ A

0

e −t t α−1d t +

∫ ∞

A

e −t t α−1d t .

la première intégrale existe car la fonction e −t t α−1 est continue sur [0, A], maintenant on

a :

lim
t−→∞

t 2t α−1e −t = 0⇒∀ε > 0, il existe, B (ε)> 0 : t < B (ε)⇒ t 2t α−1e −t < ε,

Pour ε = 1 : il existe B (1)> 0 tq :∀t < B (1), on a t α−1e −t <
1

t 2
; comme

∫ ∞

A

1

t 2
d t converge,

il en résulte que l’intégrale

∫ ∞

A

e −t t α−1d t converge, donc existe.

D’où Γ (α) est bien définie.

• Si 0<α< 1 on a :

Γ (α) =

∫ ∞

0

e −t t α−1d t =

∫ A

0

e −t t α−1d t +

∫ ∞

A

e −t t α−1d t .

l’intégrale

∫ ∞

A

e −t t α−1d t existe (même preuve que α> 1),

et pour l’intégrale

∫ A

0

e −t t α−1d t on a : e −t ∼ 1 au voisinage de 0, d’ou e −t t α−1 ∼ t α−1,

donc les intégrale

∫ A

0

e −t t α−1d t et

∫ A

0

t α−1d t sont de même nature.

comme
∫ A

0

t α−1d t =
�

t α

α

�A

0
=

Aα

α
.

on en déduit que

∫ A

0

e −t t α−1d t existe, alors Γ (α) est définie pour tout α> 1.
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2.2. FONCTIONS GEMMA ET BÊTA CHAPITRE 2. CALCUL FRACTIONNAIRE

Proposition 2.2 :

La relation Récursive est donnée comme suite :

Γ (α+1) =αΓ (α).

Preuve. On remplace α par α+1 dans (2.1) et on intégré par partie, on obtient :

Γ (α+1) =

∫ ∞

0

e −t t αd t =
�

−t αe −t
�+∞

0
+α

∫ ∞

0

e −t t α−1d t = 0+αΓ (α),

alors

Γ (α+1) =αΓ (α)⇒ Γ (α) =
Γ (α+1)
α

.

Remarque 3 :

La fonction Gamma peut être représentée par la limite :

Γ (α) = lim
n−→∞

n !nα

α(α+1)...(α+n )
.

2.2.2 la fonction Bêta

Définition 2.3 :

On définit la fonction Bêta par :

β (p , q ) =

∫ 1

0

t p−1(1− t )q−1d t , p , q > 0. (2.2)

Proposition 2.3 :

(1) La formule trigonométrique de Bêta est donnée par :

β (p , q ) = 2

∫

π

2

0

(sinθ )2p−1(cosθ )2q−1dθ .

Preuve.

Pour obtenir la formule trigonométrique de la fonction Bêta on pose : t = s i n 2θ donc d t =

2 sinθ cosθdθ .

si t = 1,θ =+−
π

2
et si t = 0,θ = 0

et on a :

1− t = 1− sin2θ = cos2θ . (2.3)

en remplace dans (2.2) on obtient

β (p , q ) =

∫

π

2

0

(sin2θ )p−1(cos2θ )q−1(2 sinθ cosθ )dθ .
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β (p , q ) = 2

∫

π

2

0

(sinθ )2p−1(cosθ )2q−1(sinθ cosθ )dθ ,

d’où

β (p , q ) = 2

∫

π

2

0

(sinθ )2p−1(cosθ )2q−1dθ .

(2) On a :

β (p , q ) =β (q , p ). (2.4)

Preuve.

En posant

x = 1− t ⇒ d x =−d t ,

et
∫ 1

0

x p−1(1− x )q−1d x =−
∫ 1

0

t p−1(1− t )q−1d t =

∫ 1

0

t q−1(1− t )p−1d t

d’où

β (p , q ) =β (q , p ).

(3) La relation entre les fonction Gamma et Bêta est donnée par :

β (p , q ) =
Γ (p )Γ (q )
Γ (p +q )

.

Preuve.

On a :

Γ (p ) =

∫ +∞

0

t p−1e −t d t .

Posons t = y 2 d’où, d t = 2y d y

on a alors :

Γ (p ) = 2

∫ +∞

0

y 2p−1e −y 2
y d y .

= 2

∫ +∞

0

y 2p−1e −y 2
d y

et posons y = x

Γ (q ) = 2

∫ +∞

0

x 2q−1e −x 2
d x

Multiplions les deux membres des deux équations et passons en coordonnées polaires :

Γ (p )Γ (q ) = 4

∫ +∞

0

∫ +∞

0

x 2q−1 y 2p−1e −(x
2+y 2)d x d y
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= 4

∫ +∞

0

∫

π

2

0

(r cosθ )2q−1(r sinθ )e −r 2
r d r dθ

= 4

∫ +∞

0

r 2(p+q )−1e −r 2
d r

∫

π

2

0

(cosθ )2p−1(sinθ )2q−1dθ

= 4
1

2

∫ +∞

0

r 2(p+q )−1e −r 2
d r 2

∫

π

2

0

(cosθ )2p−1(sinθ )2q−1dθ

= 2

∫ +∞

0

r 2(p+q )−1e −r 2
d r 2

∫

π

2

0

(cosθ )2p−1(sinθ )2q−1dθ

= Γ (p +q )β (p , q )

Donc :

β (p , q ) =
Γ (p )Γ (q )
Γ (p +q )

.

2.3 L’intégrale et la dérivée fractionnaires au sens de Riemann-

Liouville

2.3.1 Intégrale de Riemann-Liouville

Considérons une fonction f telle que f : [a , b ) −→ R, continue et intégrable, où b

pouvant être finie ou infini. Une primitive de f est donnée par la formule1 suivante :

(I 1
a f )(t ) =

∫ t

a

f (s )d s .

Selon l’approche de Riemman-Liouville sur le calcul fractionnaire, la notion d’intégrale

fractionnaire d’ordre α, (α> 0) généralise la célèbre formule 1 répétées n − f o i s

(I n
a f )(t ) =

∫ t

a

d s1

∫ s1

a

d s2...

∫ sn−1

a

f (sn )d sn (2.5)

=
1

(n −1)!

∫ t

a

(t − s )n−1 f (s )d s , n ∈N∗,

qui réduire le calcul de la n e me primitive d’une fonction f continue sur un intervalle

[a , b ] à une seule intégrale de type convolution.

Définition 2.4 : Soit f ∈ L 1([a , b ]) telle que : f : [a , b )−→Rune fonction continue, on appelle
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intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville de f l’intégrale suivant :

(I αa f )(t ) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t − s )α−1 f (s )d s , t > a . (2.6)

où α est un réel (ou même complexe) convenablement choisi (α> 0)

Une propriété importante de l’opérateur d’intégration fractionnaire I αa , dite propriété du

semi-groupe, est donnée par la proposition suivante :

Proposition 2.4 : [9] Si α> 0,β > 0 alors l’équation :

(I αa (I
β

a f ))(t ) = (I α+βa f )(t ). (2.7)

est satisfaite presque partout sur [a , b ], pour toute f ∈ L p ([a , b ]), 1≤ p <∞

Preuve.

On a :

I αa (I
β

a f )(t ) =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t − s )α−1(I βa f )(s )d s =
1

Γ (α)

∫ t

a

(t − s )α−1(
1

Γ (β )

∫ s

a

(s − x )β−1 f (t )d t )d s .

=
1

Γ (α)Γ (β )

∫ t

a

∫ s

a

(t − s )α−1(s − x )β−1 f (t )d t d s .

=
1

Γ (α)Γ (β )

∫ t

a

f (t )

�∫ t

x

(t − s )α−1(s − x )β−1d s

�

d t

on pose s = x + (t − x )τ, alors :

d s = (t − x )dτ.

s = x ⇒ x + (t − x )τ= x ⇒τ= 0.

s = t ⇒ x + (t − x )τ= t ⇒τ= 1.

Alors :

∫ t

x

(t − s )α−1(s − x )β−1d s =

∫ 1

0

(t − (x + (t − x )τ)α−1(x + (t − x )τ− t )β−1(t − x )dτ

=

∫ 1

0

[(t − x )(1−τ)]α−1[(t −1)τ]β−1(t − x )dτ

= (t − x )α+β−1

∫ 1

0

(1−τ)α−1τβ−1dτ.
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et la fonction Bêta est définie par :

β (β ,α) =

∫ 1

0

(1−τ)α−1τβ−1dτ

=
Γ (α)Γ (β )
Γ (α+β )

.

Retournons a la formule (2.7), ce qui nous donne :

(I αa (I
β

a f ))(t ) =
1

Γ (α+β )

∫ t

a

f (t )
�

(t − x )α+β−1+
Γ (α)Γ (β )
Γ (α+β )

�

d t

=
1

Γ (α+β )

∫ t

a

(t − x )(α+β )−1 f (t )d t

= (I α+βa f )(t ).

2.3.2 Dérivée fractionnaire de Rieman-Liouville

Définition 2.5 :

La dérivée fractionnaire d’ordre α> 0 au sens de Riemann-Liouville d’une fonction f définie

sur l’intervalle [a , b ] de R est donnée par :

(D α
a f )(t ) =D n I n−α

a f (t ), (2.8)

=
1

Γ (n −α)

�

d

d t

�n ∫ t

a

(t − s )n−α−1 f (s )d s , t > a ,

où n = [α] +1, et [α] est la partie entière de α .

Preuve.

En particulier :

• Si α= 0, alors :

(D 0
a f )(t ) = I 0

a f (t ) = f (t ).

• Si α= n ∈N, alors :

(D n
a f )(t ) = f (n )(t ).

• Si 0<α< 1, alors n = 1, d’où :

(D n
a f )(t ) =

1

Γ (1−α)
d

d t

∫ t

a

(t − s )−α f (s )d s , t > a .
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Proposition 2.5 : Notons par D n , n ∈N, l’opérateur de dérivation d’ordre n, alors on a

D n I n
a = I , I n

a D n 6= I , (2.9)

où I est l’opérateur d’identité.

Proposition 2.6 : Soient α> 0 et n = [α] +1, alors :

(D α
a f )(t ) = 0⇔ f (t ) =

n
∑

j=1

c j (t −a )α− j ,∀c1, ..., cn ∈R

En particulier, si 0<α< 1, alors :

(D α
a f )(t ) = 0⇔ f (t ) = c (t −a )α−1,∀c ∈R.

Énonçons maintenant quelques propriétés des opérateurs I αa et D α
a .

Lemme 2.1 : [10] L’opérateur d’intégration fractionnaire I αa ,α > 0 est linéaire et borné de

l’espace L p ([a , b ]) (1≤ p ≤∞) dans lui même, i,e : il existe k > 0 tel que :

‖ I αa f ‖p≤ k ‖ f ‖p ,∀ f ∈ L p ([a , b ]),

où

k =
(b −a )α

αΓ (α)
.

Le résultat suivant caractérise les conditions nécessaires pour l’existence de la dérivée

fractionnaire D α
a .

Lemme 2.2 : [10] Soient α> 0 et n = [α]+1. Si f ∈ AC n [a , b ], alors la dérivée fractionnaire

D α
a f existe presque partout sur [a , b ] et elle est représentée sous la forme :

D α
a f (t ) =

n−1
∑

k=0

f (k )(a )
Γ (1+k −α)

(t −a )k−α+
1

Γ (n −α)

∫ t

a

(t − s )n−α−1 f n (s )d s .

Des propriétés importantes qui lie dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

avec l’intégrale fractionnaire est la suivante :

Lemme 2.3 : Pour α> 0, et f ∈ L 1([a , b ]) on a :

(D α
a I αa f )(t ) = f (t ). (2.10)

presque partout sur [a , b ].
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La propriété (2.10) signifie que l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemman-

Liouville est un inverse gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemman-

Liouville du même ordre.

2.4 Dérivée fractionnaire de Caputo

Les dérivées de Riemman-Liouville ont certains inconvénient lorsque on essaie de mo-

déliser des phénomènes du mode réel. Les problèmes étudiés exigent une définition des

dérivées fractionnaire permettant l’utilisation des condition initiales physiquement inter-

prétables incluant y (0), y ′(0), ect. Ces défaillances ont conduit vers la fin des années soixante,

à une définition alternative des dérivées fractionnaire qui satisfait ces demandes ;

elle a été introduire par Caputo [20]. En fait, Caputo et Mainardi [21] ont utilisé cette défini-

tion dans leurs travaux sur la viscoélasticité.

Dans cette section on donne la définition de la dŕivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelques propriétés essentielles.

Soit [a , b ] un intervalle fini deR, et soit I αa et D α
a les opérateur d’intégration et de dériva-

tion fractionnaire données par (2.8) dans la section précédente.

Définition 2.6 : La dérivée fractionnaire d’ordre α> 0 de Caputo d’une fonction f définie sur,

[a , b ] est donnée par :

(c D α
a ) f (t ) =D α

a

�

f (t )−
n−1
∑

k=0

f (k )(a )
k !

(t −a )k
�

. (2.11)

où

n = ([α] +1)si :α /∈N, et, n = (α)si :α ∈N∗ (2.12)

Si α= 0, alors :

(c D α
a ) f (t ) = f (t ).

En particulier, lorsque 0<α< 1, la relation (2.11) prend la forme :

(c D α
a ) f (t ) =D α

a ([ f (t )− f (a )]).

Donc

Si α /∈N et f est une fonction pour laquelle les dérivées fractionnaire de Coputo (2.11), et
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celle de Riemman-Liouville (2.8) existent, alors elles sont liées l’une à l’autre par la relation :

(c D α
a ) f (t ) = (D

α
a f )(t )−

n−1
∑

k=0

f (k )

Γ (k −α+1)
(t −a )k−α, (n = [α] +1). (2.13)

En particulier, lorsque 0<α< 1, on a :

(c D α
a ) f (t ) = (D

α
a f )(t )−

f (a )
Γ (1−α)

(t −a )α. (2.14)

D’après la relation (2.13), si α /∈N, alors la dérivée de Caputo (2.11) coincide avec la dérivée

de Riemman-Liouville (2.8) si la fonction f ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre n −1

telle que (n = [α] +1) s’annulent au point a , i,e.

(c D α
a ) f (t ) = (D

α
a f )(t )⇔ f (a ) = f ′(a ) = ...= f (n−1)(a ) = 0.

Si α= n ∈N est la dérivée usuelle f (n )(t ) existe, alors(c D α
a ) f (t ) coincide avec f (n )(t ) i,e

(c D α
a ) f (t ) = f (n )(t ). (2.15)

La dérivée fractionnaire de Caputo est définie pour les fonction f (t ) pour les quelles la dérivée

de Riemman-Liouville existe, en particulier, elle est définie pour les fonctions f (t ) ∈ AC n [a , b ].

Ona le théorm̀e suivant :

Théorème 2.7 : [10] Soit α > 0 et soit n donné par (2.12). Si f ∈ AC n [a , b ], alors la dérivée

fractionnaire de Caputo (c D α
a f )(t ) existe presque partout sur [a , b ].

(i) Si α /∈N, alors c D α
a f (t ) est donnée par :

(c D α
a ) f (t ) =

1

Γ (n −1)

∫ t

a

(t − s )n−α−1 f (n )(s )d s (2.16)

= I n−α
a D n f (t ).

En particulier, lorsque 1>α> 0 et f (t ) ∈ AC n [a , b ], alors :

(c D α
a ) f (t ) =

1

Γ (1−α)

∫ t

a

(t − s )−α f ′(s )d s (2.17)

= I 1−α
a f ′(t ).

(ii) Si α= n ∈N alors :

(c D α
a ) f (t ) = f (n )(t ).

Théorème 2.8 : [10] Soient α> 0, n donnée par (2.12) et f ∈ AC n [a , b ]. Alors la dérivée frac-
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tionnaire de Caputo (c D α
a ) f est continue sur [a , b ]

(i) Si α /∈ N, alors : (c D α
a f )(t ) est donnée par (2.16). En particulier, elle prend la forme

(2.17) pour : 1>α> 0.

(ii) Si α= n ∈N, alors :

(c D α
a ) f (t ) = f (n )(t ).

Lemme 2.4 : Soient α> 0, et f ∈ L∞[a , b ], alors :

(c D α
a I αa f )(t ) = f (t ).

Lemme 2.5 : Soit α> 0, et f ∈ L∞([a , b ]), alors :

I α(c D ) f (t ) = c0+ c1t + c2t 2+ ...+ cn−1t n−1.

pour certains constantes ci ∈R, i = 0, 1, ..., n −1, m = [α] +1

On défini la dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction f sur un intervall fini [a , b ]

par (2.11), et on a vu le théorème (2.7), qu’elle peut être représentée par (2.15) et (2.17) à

condition que f ∈ AC n [a , b ].

En fait, la dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction f ∈ AC n [0,∞) sur le demi axeR+

est donnée par :

(c D α
0+ f )(t ) =

1

Γ (n −α)

∫ t

0

(t − s )n−α−1 f (n )(s )d s , t > 0.

En particulier, lorsque 0<α< 1 et f ∈ AC 1[0,∞), alors :

(c D α
0+ f )(t ) =

1

Γ (1−α)

∫ t

0

(t − s )−α f ′(s )d s , t > 0.
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Les équations intégrales sous intégrabilités Henstock-
Kurezweil-Pettis

Soit I = [0, 1] et E un espace réel de Banach. Dans ce chapitre, nous étudions la structure

topologique de l’ensemble des solution faibles de l’équation intégrale non linéaire de type

Volterra suivante :

x (t ) = h (t ) +

∫ t

0

G (t , s ) f (s , x (s ),

∫ s

0

k (s ,τ)x (τ)dτ)d s . (3.1)

si x ∈C (K , E ) et appliquant l’intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis [11].[12].

3.1 Préliminaires

Définition 3.1 [14] :

Une partition de [0, T ] est une collection finie,P = {([ck , dk ], tk ) : 1≤ k ≤ n} telle que : {[ck , dk ], tk ) : 1≤ k ≤ n}
est une famille de sous-intervalles de [0, T ] contenant [a , b ] et tk ∈ [ck , dk ] pour k = 1, 2, ...., n.

Définition 3.2 [14] : Une application quelconque :

δ : [0, T ]−→ (0,∞).

est appelée une jauge sur [0, T ]

Remarque 4 : Une partition,P = {([ck , dk ], tk ) : 1≤ k ≤ n} est δ-fine .

si [ck , dk ]⊆ [tk −δ(tk ), tk +δ(tk )] pour k = 1, 2, ..., n .

Définition 3.3 [14] :(HK-intégrable)

Une fonction f : [0, T ]−→ E est dite HK-intégrable, sur [0, T ] s’il existe w ∈ E avec la propriété
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suivant : pour tous ε > 0 il existe une jauge δε(·) définie sur [0, T ] telle que :
















n
∑

k=1

f (tk )(dk − ck )−w
















< ε

pour tout partition,P = {([ck , dk ], tk ) : 1≤ k ≤ n}δε-fine, de [0, T ]. On pose w = (H k )
∫ T

0
f (s )d s .

Remarque 5 :

Cette définition inclut l’intégrale de Riemann généralisée définie par Gordon[13]. Dans un

cas particulier, lorsque δ est une fonction constante, on obtient l’intégrale de Riemann.

Nous utiliserons également la notion d’équi-intégrabilité suivante, spécifique à l’intégrabi-

lité HK qui permet d’obtenir un résultat de convergence de type Vitali.

Définition 3.4 :

Une familleF de fonctions HK-intégrables définies sur [0, T ] est dite HK-équi-intégrable s’il

existe w ∈ E avec la propriété suivante : pour tout ε > 0, il existe une jauge δε(·) définie sur

[0, T ] tel que :















n
∑

k=1

f (tk )(dk − ck )−w
















< ε,

pour tout partitionP = {([ck , dk ], tk ) : 1≤ k ≤ n}δε-fine, et tout f ∈F

La généralisation de l’intégrale de Pettis obtenue en remplacent l’intégrabilité de Lebesgue

des fonctions par l’intégrabilité de Henstock-kurzweil produit l’intégrale de Henstock-

Kurzweil-Pettis (pour la définition de l’intégrale de Pettis, voir [17]).

Définition 3.5 :[12] :

Une fonction f : [0, T ]−→ E est dite Kurzweil-Henstock-Pettis intégrable, ou HKP-intégrable,

sur [0, T ] s’il existe une fonction : g : [0, T ]−→ E avec les propriétés suivantes :

(i) ∀x ∗ ∈ E
′
, x ∗ f est a Henstock-kurzweil intégrale sur [0, T ].

(ii) ∀t ∈ [0, T ],∀x ∗ ∈ E
′
, x ∗g (t ) = (H K )

∫ t

0
x ∗ f (s )d s .

Cette fonction g sera appelée primitive de f et, g (T ) =
∫ T

0
f (t )d t nous noterons le Henstock-

kurzweil-Pettis de f sur l’intervalle [0, T ].

Remarque 6 :

(i) Toute fonction HK-intégrable est HKP-intégrable. L’inverse est faux (voire un exemple dans

[16]). Ainsi, la famille de toutes les fonctions intégrables de Kurzweil-Henstock-Pettis est la

plus grand que la famille de toutes les fonctions intégrables de Kurzweil-Henstock.
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(ii) Puisque chaque fonction intégrable de Lebesgue est HK-intégrable, nous trouvons que

toute fonction intégrable de Pettis est HKP-intégrable. La réciproque est faux (voire aussi [16]).

Pour b > 0, on note :

Bb =
�

y ∈ E , pour tout,‖y ‖ ≤ b
	

,

Db =
�

z ∈C (I , E ), pour tout,‖z‖ ≤ b
	

.

telle que :

•Bb , Db est les boules unité fermées de E .

Et les intégrales sont prises au sens des intégrales (HKP). La boule unité fermée du dual E
′

noté par B (E ′)

Lemme 3.1 :

Soit f : I −→ E est HKP-intégrable et, g : I −→ E .

• Si g est une fonction à variation bornée (fonction absolument continue), alors f g est HKP-

intégrable.

• Si g est HKP-intégrable pour tout f , alors g est presque partout égale à une fonction à

variation bornée.

Théorème 3.1 (Théorème de la valeur moyenne de l’intégrale HKP) :[12]

Si la fonction f : Iα −→ E est HKP-intégrable, alors :

∫

I

f (t )d t ∈ |I |.c o n v f (I ).

où c o n v f (I ) est l’enveloppe convexe fermée de f (I ), et I est un sous-intervalle arbitraire

de Iα, et |I | est la longueur de I .

3.2 Résultat principale

Théorème 3.2 :

Soient f : I ×E 2 −→ E , h : I −→ E , et : G , k : I × I −→R des applications vérifient les condi-

tions suivantes :

(1) h est faiblement continue sur I .

(2) Pour tout t ∈ I ,G (t , ·) est continue, G (t , ·) et k (t , ·) ∈ BV (I ,R). Aussi les applications

t 7−→G (t , ·) et t 7−→ k (t , ·) sont ‖ . ‖BV -continues, (BV (I ,R) représente l’espace des fonctions

réelles de variation bornées avec sa norme classique BV).
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(3) f est faiblement-faiblement séquentiellement continue (pour chaque suite convergente

{tn} ⊂ [0, 1] et pour toute suites {xn}* x , et
�

yn

	

* y ⊂ E , la suite
�

f (tn , xn , yn )
	

est converge

faiblement dans E ), pour tout r > 0 et ε > 0 il existe δε,r > 0 tel que :
















∫ t

τ

f (s , x (s ),

∫ s

0

k (s ,η)x (η)dη)d s
















< ε,∀|t −τ|<δε,r ,∀x ∈Dr . (3.2)

(4) Il existe b0 >max(1, supt ∈I ‖ k (t , .) ‖BV )supt ∈I ‖ h (t ) ‖ tel que pour tout suite (xn )n ⊂
Db0

converge faiblement, l’ensemble

¨

x ∗ f (·, xn (·),
∫ (·)

0

k (·,τ)xn (τ)dτ), n ∈N, x ∗ ∈ B (E
′
)

«

, (3.3)

est HK-intégrable .

(5) Il existe b1 > supt ∈I ‖ h (t ) ‖, et une constante positive α telle que :

β (k (J , J )V (J )))≤αβ (V (J )),

pour chaque intervalle fermé J ⊂ I , pour tout V ⊂Db1
, où k (J , J )V (J ) = {k (t , s )x (r ), t , s , r ∈ J , x ∈V }.

(6) Il existe une fonction positive L (·, ·) telle que :

(a) pour chaque sous-intervalle fermé J de I et les sous -ensembles bornés Y , Z de E ,

β ( f [J ×Y ×Z ])≤ sup
�

L (t , max(β (Y ),β (Z ))), t ∈ J
	

,

Où f [J ×Y ×Z ] =
�

f (t , y , z ) : t ∈ J , (y , z ) ∈ Y ×Z
	

.

(b) La fonction s 7−→ L (s , r ) est continué pour tout r ∈ [0,∞[, et

sup
t ∈I

�

(H K )

∫ t

0

|G (t , s )|L (s , r )d s

�

< r, (3.4)

pour tout r > 0 Alors, il existe un intervalle J = [0, a ]⊂ I tel que l’ensemble des solutions de

(3.1) défini sur J est non vide et faiblement compact dans l’espace C (J , E ).

Démonstration :

Soit l’équation suivante :

x ∗
∫ t

0

k (t , s )x (s )d s = (H K )

∫ t

0

x ∗k (t , s )x (s )d s .
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On note :

T x (t ) =

∫ t

0

k (t , s )x (s )d s , b
′

1 = sup
t ∈I
‖ k (t , .) ‖BV , c = sup

t ∈I
‖ h (t ) ‖ .

laisser

c < b2 <min(b0,
b0

b ′
1

).

Pour, x ∈Db2
et x ∗ ∈ B (E ′), on a :

x ∗
∫ s

0

k (s ,τ)x (τ)dτ= x ∗(T x (s ))

|x ∗(T x (s ))|=
�

�

�

�

(H K )

∫ s

0

x ∗(k (s ,τ)x (τ))dτ

�

�

�

�

≤ sup
t ∈I
‖ k (t , ·) ‖BV

∫ 1

0

|x ∗x (τ)|dτ≤ b
′

1

b2 ≤ b0.

D’ici

sup{|x ∗T x (s )|, x ∗ ∈ B (E ∗)} ≤ b0,

donc T x ∈Db0
.

On remarque que pour x ∈C (I , E ), la fonction f (·, x (·),
∫ (·)

0
k (·,τ)x (τ)dτ) est HKP- inté-

grable dans [0, 1] (hypothèse (4)).

Soit ε > 0, il existe δε,b2
> 0 telle que pour, |t2− t1| ≤δ et x ∈Db2

on a :
















∫ t2

t1

f (s , x (s ), T x (s ))d s
















< ε. (3.5)

Posons que, d = supt ∈I ‖G (t , ·) ‖BV et, 0<µ<
b2− c

d
.

Par l’analyse précédente, il existe a ≤ 1 avec : αa < 1 tel que :

sup
t ∈[0,a ]
















∫ t

0

f (s , x (s ), T x (s ))d s
















<µ.

Pour tout x ∈C (I , E ), vérifiant ‖ x ‖≤ b2.

Posons J = [0, a ], C (J , E ) c’est l’espace des fonctions continues J −→ E , muni de la topolo-

gie de convergence uniforme, et B̃ l’ensemble de toutes les fonction continues J −→ Bb2
.

Nous considérerons B̃ comme un sous-espace topologique de C (J , E ). B̃ est convexe et

fermé. Définissons l’opérateur F par :
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F x (t ) = h (t ) +

∫ t

0

G (t , s ) f (s , x (s ),

∫ s

0

k (s ,τ)x (τ)dτ)d s , x ∈C (I , E ).

En remarque que pour x ∈C (I , E ), la famille :

¨

x ∗ f (·, x (·),
∫ (·)

0

k (·,τ)x (τ)dτ), x ∗ ∈ B (E
′
)

«

,

est HK- équi-intégrable [voir (3.11)]. Puisque pour t ∈ I la fonction s 7−→G (t , s ) est à

variation bornée (voire [18]) la fonction :

G (t , s ) f (·, x (·),
∫ (·)

0

k (·,τ)x (τ)dτ)),

est HKP- intégrable dans [0, t ].

Donc l’opérateur F est bien définit.

Alors F : B̃ −→ B̃ est faiblement-faiblement-séquentiellement continue.

Étape (1). Montrons que les valeurs de F sont dans B̃ . Pour tout x ∗ ∈ B (E ′), et pour tout

x ∈ B̃ on a :

|x ∗Fx (t )|=

�

�

�

�

�

x ∗h (t ) + x ∗
∫ t

0

G (t , s ) f (s , x (s ), T x (s ))d s

�

�

�

�

�

.

Tout d’abord et comme x ∗ linéaire alors :

|x ∗Fx (t )| ≤ |x ∗h (t )|+

�

�

�

�

�

(H K )

∫ t

0

G (t , s )x ∗ f (s , x (s ), T x (s ))d s

�

�

�

�

�

≤ c+ ‖G (t , ·) ‖BV

�

�

�

�

�

(H K )

∫ t

0

f (s , x (s ), T x (s ))d s

�

�

�

�

�

≤ c +d
















∫ t

0

f (s , x (s ), T x (s ))d s
















≤ c +d sup
t ∈[0,a ]
















∫ t

0

f (s , x (s ), T x (s ))d s
















≤ c +dµ≤ b2.

D’ici :

sup{|x ∗Fx (t )|, x ∗ ∈ B (E ∗)} ≤ b2.
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Donc :

Fx (t ) ∈ Bb2
.

Étape (2). En va montres que F (B̃ ) est un sous-ensemble équicontinu.

Soit : 0≤ t1 < t2 ≤ a et x ∈ B̃ .

On suppose que Fx (t1) = Fx (t2). D’après le théorème de Hahn-Banach (1.1), il existe x ∗ ∈ E
′
,

tel que :

‖ x ∗ ‖= 1,

et

‖ Fx (t2)− Fx (t1) ‖= |x ∗(Fx (t2)− Fx (t1)|.

On a :

‖ Fx (t2)−Fx (t1) ‖≤ |x ∗(h (t1))− x ∗(h (t2))|+

�

�

�

�

�

(H K )

∫ t1

0

(G (t2, s )−G (t1, s ))x ∗ f (s , x (s ), T x (s ))d s

�

�

�

�

�

+

�

�

�

�

�

(H K )

∫ t2

t1

G (t2, s )x ∗ f (s , x (s ), T x (s ))d s

�

�

�

�

�

Alors :

‖ Fx (t2)−Fx (t1) ‖≤ |x ∗(h (t2))−x ∗(h (t1))|+ ‖G (t2, ·)−G (t1, ·) ‖BV

�

�

�

�

�

(H K )

∫ t1

0

x ∗ f (s , x (s ), T x (s ))d s

�

�

�

�

�

+sup
ζ∈I
‖G (ζ, ·) ‖BV

�

�

�

�

�

∫ t2

t1

x ∗ f (s , x (s ), T x (s ))d s

�

�

�

�

�

Donc :

‖ Fx (t2)−Fx (t1) ‖≤ |x ∗(h (t1))− x ∗(h (t2))|+ ‖G (t2, ·)−G (t1, ·) ‖BV sup
v∈J













∫ v

0

f (s , x (s ), T x (s ))d s













+d
















∫ t2

t1

f (s , x (s ), T x (s ))d s
















.

Ainsi, le résultat découle des hypothèse (1), (2) et de l’inégalité (3.5).

Étape (3). Montrons maintenant que F est faiblement-faiblement-séquentiellement

continue.

Soit la suite (xn (·))n converge faiblement vers x dans B̃ . D’après le théorème(1.5), xn (t )*
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x (t ) pour tout t ∈ [0, a ]. Soient s ∈ [0, a ] et x ∗ ∈ E
′
.

Alors :

|x ∗k (s ,τ)xn (τ)| ≤ b2 ‖ x ∗ ‖‖ k (s , ·) ‖∞,

Pour tout τ ∈ [0, s ]. et comme xn (t )* x (t ) on a :

lim
n−→∞

(H K )

∫ s

0

x ∗k (s ,τ)xn (τ)dτ= (H K )

∫ s

0

x ∗k (s ,τ)x (τ)dτ.

Donc :

lim
n−→∞

x ∗
∫ s

0

x ∗k (s ,τ)xn (τ)dτ= x ∗
∫ s

0

x ∗k (s ,τ)x (τ)dτ.

Alors, T xn (s )* T x (s ).

Par conséquent, l’opérateur T est faiblement-faiblement-séquentiellement continue

sur B̃ , et comme f est faiblement-faiblement-séquentiellement continue, on a :

f (s , xn (s ), T xn (s ))* f (s , x (s ), T x (s )).

Pour tout s ∈ [0, a ]. et t ∈ [0, a ].

D’après le théorème (5) de [19] et le lemme (25) de [18] à la suite (G (t , ·) f (·, xn (.), T , xn (·)))n
on trouve que la fonction G (t , ·) f (·, x (·), T , x (·)) est HKP-intégrable sur [0, t ] et :

∫ t

0

G (t , s ) f (s , xn (s ), T , xn (s ))d s *

∫ t

0

G (t , s ) f (s , x (s ), T , x (s ))d s

D’où, Fxn
(t )* Fx (t ) ,∀t ∈ [0, a ], et d’après le théorème (1.5) l’opérateur F est faiblement-

faiblement séquentiellement continu.

Ensuite, nous considérons Q = c o n v F (B̃ ), tel que (Q ) est un sous ensemble convexe

fermé de non vide.

comme F (B̃ ) est bornée et équicontinue, donc Q est un sous-ensemble faiblement fermé

borné et équicontinu de B̃ . Et il est clair que F (Q )⊂Q .

Nous affirmons que F : Q −→Q est β-condensante.

Soit V un sous-ensemble deQ tel queβ (V ) 6= 0, v (t ) = {x (t ), x ∈V } et F (V )(t ) = {Fx (t ), x ∈V }.
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Comme V est bornée et équicontinue, on a d’après le lemme (1.3) (a) on a : supt ∈J β (V (t )) =

β (V ) =β (V (J )).

Pour t ∈ J fixé, on divise l’intervalle [0, t ] en n parties : 0= t0 < t1 < ... < tn = t et pose

Ti = [ti−1, ti ]. Par l’intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis, et théorème de la valeur moyenne

[12], nous obtiens :

Fx (t ) = h (t ) +
n
∑

i=1

∫ ti

ti−1

G (t , s ) f (s , x (s ),

∫ s

0

k (s ,τ)x (τ)dτ)d s

Fx (t ) ∈ h (t ) +
n
∑

i=1

(ti − ti−1)c o n v

�

G (t , s ) f (s , x (s ),

∫ s

0

k (s ,τ)x (τ)dτ), s ∈ Ti , x ∈V

�

Fx (t ) ∈ h (t ) +
n
∑

i=1

(ti − ti−1)c o n v
�

G (t , s ) f (Ti , V (Ti ), c o n v k ([0, s ]× [0, s ])V ([0, s ]), s ∈ Ti

	

En utilisant les propriétés de la mesure de non-compacité faible, nous avons :

β (F (V )(t ))≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)β (c o n v
�

G (t , s ) f (Ti , V (Ti ), c o n v k ([0, s ]× [0, s ])V ([0, s ]), s ∈ Ti

	

)

≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)β (c o n v

¨

G (t , s ) f (Ti , V (Ti ), c o n v

¨

⋃

w∈[0,t ]

w ((k ([0, s ][0, s ])V ([0, s ])))

«

, s ∈ Ti

«

)

≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)β (c o n v

¨

G (t , s ) f (Ti , V (Ti ), c o n v

¨

⋃

w∈[0,t ]

w ((k ([0, t ][0, t ])V ([0, t ])))

«

, s ∈ Ti

«

)

On obtient :

β (F (V )(t ))≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)sup
s∈Ti

|G (t , s )|

β (c o n v

¨

G (t , s ) f (Ti , V (Ti , c o n v

¨

⋃

|w |∈[0,a ]

w ((k ((J , J ))V ((J )))

«

, s ∈ Ti

«

)
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≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)sup
s∈Ti

|G (t , s )|sup
τ∈Ti

L (τ, max(β (V (J )),β

�¨

c o n v

¨

⋃

|w |∈[0,a ]

w ((k ((J , J ))V ((J )))

««�

≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)|G (t , s )|L (si , max(β (V (J )),β

�¨

c o n v

¨

⋃

|w |∈[0,a ]

w ((k ((J , J ))V ((J )))

««�

Ici pour chaque i ,τi , si ∈ Ti sont des nombres tels que :

|K (t ,τi )|= sup
s∈Ti

|G (t , s )|

et

L (si , max(β (V (J )),β

�¨

c o n v

¨

⋃

|w |∈[0,a ]

w ((k ((J , J ))V ((J )))

««�

))

= sup
s∈Ti

|G (t , s )|etL (si , max(β (V (J )),β

�¨

c o n v

¨

⋃

|w |∈[0,a ]

w ((k ((J , J ))V ((J )))

««�

))

Ensuite, par la propriété (v i i ) de β et (3.11), on a :

β

�¨

c o n v

¨

⋃

|w |∈[0,a ]

w ((k ((J , J ))V ((J )))

««�

= aβ (K (J , J )V (J ))≤αaβ (V (J ))<β (V (J )),

Donc :

β (F (V )(t ))≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)|G (t , s )|L (si ,β (V )).

De la continuité des fonctions s 7−→G (t , s ) et s 7−→ L (s ,β (V )). sur [0, t ], il s’ensuite qu’il

existe η> 0 tel que :

|G (t ,τ)L (q ,β (V ))−G (t , s )L (s ,β (V ))|< ε, (3.6)

Si |τ−s |<η, |q −s |<η, q , s ,τ ∈ [0, t ]. Donc, en prenant ti de la manière que |ti − ti−1|<η
et d’après (3.6) en déduit que :

β (F (V )(t ))≤
n
∑

i=1

(ti − ti−1)

�

(H K )

∫ ti

ti−1

|G (t ,τi )L (si ,β (V ))−G (t , s )L (s ,β (V ))|d s

�

+
n
∑

i=1

(ti − ti−1)

�

(H K )

∫ ti

ti−1

|G (t , s )L (s ,β (V ))|d s

�
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Alors :

β (F (V )(t ))≤ εt + (H K )

∫ t

0

|G (t , s )|L (s ,β (V ))d s

≤ εt + sup

(

(H K )

∫ t
′

0

|G (t , s )|L (s ,β (V ))d s , t
′
∈ J

)

.

Comme la dernière inégalité est satisfaite pour tout ε > 0, on obtient :

β (F (V )(t ))≤ sup

(

(H K )

∫ t
′

0

|G (t , s )|L (s ,β (V ))d s , t
′
∈ J

)

.

En appliquant le lemme(1.3)(a) pour le sous-ensemble équicontinu borné F (V ), on

obtient que :

β (F (V )) = sup
t ∈J

F (V )(t ).

Par (3.14)

β (F (V ))≤ sup

(

(H K )

∫ t
′

0

|G (t , s )|L (s ,β (V ))d s , t
′
∈ J

)

<β (V ),

Donc, F est β-condensante .

Et par le théorème (1.6), F a un point fixe dans Q ⊂ B̃ .

Ainsi de suite, S l’ensemble de points fixes de F dans B̃ est non vide.

Enfin, F (S) = S ⊂ Q , donc β (F (S)) = 0 et donc S est un sous-ensemble relativement

faiblement compact de B̃ .

Comme, F est faiblement -faiblement séquentiellement continu, donc S est faiblement

séquentiellement fermé.

L’utilisant du théorème d ’Eberlein-šmulian [[7], Theorem 8.12.4, p.549], prouve que S

est faiblement compact.
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Application sur une équation différentielle fractionnaire

Soit I = [0, 1] et E un espace réel de Banach. on a l’équation suivante (3.1)

avec : G , k deux fonctions définies par :

G (t , s ) = (t − s )α−1, k (s ,τ) = (s −τ)α−1

et α ∈ I = [0.1]. Donc on définit l’équation fractionnaire suivante :

x (t ) = h (t ) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t − s )α−1 f (s , x (s ),
1

Γ (α)

∫ s

0

(s −τ)α−1 x (τ)dτ)d s . (3.7)

On pose que :

u (τ) =
1

Γ (α)

∫ s

0

(s −τ)α−1 x (τ)dτ.

Donc :

x (t ) = h (t ) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t − s )α−1 f (s , x (s ), u (τ))d s .

Maintenant on pose que :

Q (s ) = f (s , x (s ), u (τ))

L’équation est donnée sous la forme :

x (t ) = h (t ) +
1

Γ (α)

∫ t

0

(t − s )α−1Q (s )d s . (3.8)

Soient f : I × E 2 −→ E , v h : I −→ E , et : G , k : I × I −→ R des fonctions vérifient les

conditions suivantes :

• h est faiblement continue sur I .

• Pour tout t ∈ I , α ∈ [0.1] on a :

∫ t

0

(t − s )α−1d s =
�

−
1

α
(t − s )α

�t

0
=

1

α
(t − t )α+

1

α
(t )α =

(t )α

α

(t )α

α
<∞

La même chose pour (s −τ)α−1

∫ s

0

(s −τ)α−1dτ=
(s )α

α
<∞
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Alors, G (t , ·) et k (t , ·) ∈ BV (I ,R). Aussi les fonctions t 7−→G (t , ·) et t 7−→ k (t , ·) sont ‖ · ‖BV -

continués.

• f est faiblement-faiblement séquentiellement continue (pour chaque suite conver-

gente {tn} ⊂ [0, 1] et pour toute suites {xn}* x , et
�

yn

	

* y ⊂ E .

La suite
�

f (tn , xn , yn )
	

est converge faiblement dans E ).

Pour tout r > 0 et ε > 0 il existe δε,r > 0 tel que :
















∫ t

τ

f (s , x (s ),
1

Γ (α)

∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη)d s
















< ε, (3.9)

∀|t −τ|<δε,r ,∀x ∈Dr .

On va calculer l’intégrale :

∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη.

En intégrer par partie tel que :
∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη

En pose que :

u
′ = (s −η)α−1, u =−

1

α
(s −η)α

et v = x (η), v
′ = x

′(η)

on a :
∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη=
�

−
1

α
(s −η)αx (η)

�s

0
+

1

α

∫ s

0

(s −η)αx
′
(η)dη

Maintenant calcule l’intégrale :

∫ s

0

(s −η)αx
′
(η)dη

de même facon :

∫ s

0

(s −η)αx
′
(η)dη=

�

−(s −η)αx (η)
�s

0
−α

∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη

Alors on a :

1

α

∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη=
�

−
1

α
(s −η)αx (η)

�s

0
−
∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη

Donc :

2

∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη=
�

−
1

α
(s −η)αx (η)

�s

0
+
�

−
1

α
(s −η)αx (η)

�s

0
=−

2

α

�

(s −η)αx (η)
�s

0
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Alors :
∫ s

0

(s −η)α−1 x (η)dη=−
1

α

�

(s −η)αx (η)
�s

0
.

Donc :















∫ t

τ

f (s , x (s ),
1

Γ (α)α
s αx (0))d s
















< ε. (3.10)

• Il existe b0 >max(1, supt ∈I ‖ k (t , ·) ‖BV )supt ∈I ‖ h (t ) ‖ tel que :

Pour tout suite (xn )n ⊂Db0
converge faiblement, l’ensemble

¨

x ∗ f (·, xn (·),
1

Γ (α)

∫ (·)

0

k (·,τ)xn (τ)dτ), n ∈N, x ∗ ∈ B (E
′
)

«

, (3.11)

est HK-intégrable.

• Il existe b1 > supt ∈I ‖ h (t ) ‖, et une constante positive α telle que :

β (k (J , J )V (J )))≤αβ (V (J )), (3.12)

pour chaque intervalle fermé J ⊂ I , pour tout V ⊂Db1
,

Où

k (J , J )V (J ) =
�

(t − s )α−1 x (r ), t , s , r ∈ J , x ∈V
	

.

• Il existe une fonction positive L (·, ·) telle que :

(a) pour chaque sous-intervalle fermé J de I et les sous -ensembles bornés Y , v Z de E ,

β ( f [J ×Y ×Z ])≤ sup
�

L (t , max(β (Y ),β (Z ))), t ∈ J
	

, (3.13)

Où

f [J ×Y ×Z ] =
�

f (t , y , z ) : t ∈ J , (y , z ) ∈ Y ×Z
	

.
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(b) La fonction s 7−→ L (s , r ) est continue pour tout r ∈ [0,∞[, et

sup
t ∈I

�

(H K )
1

Γ (α)

∫ t

0

|(t − s )α−1|L (s , r )d s

�

< r. (3.14)

pour tout r > 0

Alors, il existe un intervalle J = [0, a ]⊂ I tel que l’ensemble des solutions de (3.7) défini

sur J est non vide et faiblement compact dans l’espace C (J , E ).
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Conclusion

Enfin, des méthodes avancées telles que les dérivées fractionnaires et

les intégrales comme l’intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis être utilisées

pour développer des modèles matémathiques plus robustes dans plusieurs

domaines.

Notre but principal, dans ce mémoire, est l’étude d’ensemble des solutions

faibles d’une équation intégrale non linéaire de type Volterra. Ces résultat ont

été obtenus par l’utilisations du théorème du point fixe pour les applications

faiblement séquentiellement continues et la technique de la mesure de non-

compacité faible et l’intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis. Dans un espace

de Banach. et même l’applications de calcul fractionnaire sur cette équation.

Nous prévoyons dans le future, étudierons l’existence de solutions pour

une équation fractionnaire dans les espaces de Banach munis de la topologie

faible et intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis.

39



Bibliographie

[1] J, Matos, Analyse fonctionnel, Université d’évry, Année 2014/2015.

[2] H. Bresiz, Analyse fonctionnele, Dunod (1999). l.

[3] S. Abbas. M. Benchohra and G. M. N’Guérékata. Topics in fractinal diffe-

rential equations, Springer, New York, 2002.

[4] J. Banas, On measures of noncompactness in Banach spaces . Com-

ment.Math.Univ. Carolinae 21(1980)131-143.

[5] De. Blasi, F. S. On a property of the unit shere in Banach space. Bull.

Math. Soc. R. S. Roum.b21, 259-262(1977).

[6] I, Dobrakov : Sur la représentation des opérateurs linéaires sur C0(T , X ).

Tchéque .Mathématique. J. 20, 13-30(1971).

[7] RE, Edwards : analyse fonctionnelle, théorie et applications, Holt, Rein-

hart et Winston, New york, (1965).

[8] J, Garcia-Falset : Existence de points fixes et mesures de non-compacité

faible. Anal non linéaire. T héorie Méthodes Appl. 71, 2625-2633(2009).

[9] I. Podlubny, Fractional differential equation, Academic Press, San Diego,

1999.

[10] A. A. Kilbas, H. M. Srivastava, j. j. Trujillo, Theory and application of

fractional differntial, Nourth-Holland Mathematical studies 204. Ed Van

Mill, Amsterdam, (2006).

40



Bibliography Bibliography

[11] M, Cichon ; I, Kubiaczyk ; A, Sikorska : Intégrales de Henstock-Kurzweil

et Henstock-Kurzweil-Pettis et une certaine existence théorèmes. Proc.

ISCM Herlany 2000, 53-56(1999).

[12] M, Cichon ; I, Kubiaczyk ; A, Sikorska : Les intégrales de -Kurzweil-Pettis

et les théorèmes d’existence pour Cauchy problème. Tchéque. Mathé-

matiques. J. 54(129), 279-289(2004).

[13] RA, Gordon : Intégrale de Rienmann dans les espaces de Banach. Rocky

Mt. J. Math. 21(3), 923-949(1991).

[14] RA, Gordon : Les intégrales de Lebesgue, Denjoy, Perron et Henstock.

Diplômé. Étalon. Math, 4 AMS, Providence, (1994).

[15] M, Cichon : Sur les solutions d’équations différntielles dans les es-

paces de Banach. Anal non linéaire. Théorie. Méthodes Appl. 60(4),

651-667(2005).

[16] JL, Gamez ; Mendoza, J : Sur les intégrales Denjoy-Dunford et Denjoy-

Pettis. Étalon. Mathématiques. 130, 115-133(1998).

[17] J, Diestel ; Uhl, JJ : Mesures vectorielles, Math. Surv, 15(1977).

[18] B, Satco : Un théorème de type kolmós pour les intégrales et les ap-

plications de Henstock-Kurzweil-Pettis à valeur d’ensemble. Tchéque.

Mathématique. J. 56(131), 1029-1047(2006).

[19] L, Di Piazza : Intégration de type Kurzweil-Henstock sur les espaces de

Banach. Véritable anale. Éch. 29(2), 543-555(2003).

[20] M. Caputo, Linear models of dissipation whose Q is almost frequency

independent, Part. II, Geophys. J. R. Astr. Soc, 13(1967), 529-539.

[21] M. Caputo and F. Mainardi, Linear models of dissipation in an elastic

solids, Riv. Nuovo Cimento(ser, II), 1 (1971), 161-198.

41



Bibliography Bibliography

[22] R, Agrwal, D, O’Regan ; Sikorska-Nowak, A : L’ensemble des solutions

des équations intégrodifféretielles et le Henstock-intégrale de Kurzweil-

Pettis dans les espaces de Banach.T aureau.Aust. Mathématiques. Soc.

78, 507-522(2008).

[23] Yu, L :Barbot, J.-P. ;Boulat, D. ;Benmerzouk, D : Formes d’observabilité

pour les systèmes commmutés à phénomène zénon ou fréquence de

commutation. Autom. Contrôle, IEEE Trans. 56(2), 436-441(2011).

[24] SB, Kaliaj ; Tato, Ad ; Gumeni, FD, thórèmes de convergences contrôlée

pour l’intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis sur m intervalles compacts

dimensionnels. Tchéque. Mathématiques. j. 62(1), 243-255(2012).

[25] A, Sikorska-Nowak : Équation intégrales non linéaires dans les espaces

de Banach et intégrales de Henstock-Kurzweil-Pettis. Dyn. Syst. Appl.

17, 97-108(2008).

[26] S. Samko, A. Kilbas , and O. Marchev, Fractional integrals and derivatives :

Theory and Applications, Gordon and Breach, London, 1993.

[27] A, Ben Amar : On an intégrale equation under Henstock-Kurzweil-Pettis

integrability. Tunisia, 2015.

42


	Remeciements
	Dédicace
	Résumé
	Notations
	Introduction générale
	Préliminaires
	Notions et définitions

	Calcul fractionnaire
	Fonction factorielle:
	Fonctions Gemma et Bêta
	 L'intégrale et la dérivée fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
	Dérivée fractionnaire de Caputo

	Les équations intégrales sous intégrabilités Henstock-Kurezweil-Pettis 
	Préliminaires
	Résultat principale 

	Conclusion
	Bibliography

