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Résumé

Les théorèmes du point fixe ont beaucoup d’applications. Ils intervienent dans la ré-
solution de plusieurs équations différentielles non linéaires, en particulier dans l’étude de
l’existence et de l’unicité.

Dans ce mémoire on s’intéresse à l’applications des théorèmes du point fixe pour étudier
un problème aux limites avec une et deux Dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans un
espace de Banach. On va étudier l’existence et l’unicité de la solution à l’aide de principe
de contraction de Banach. Puis, en utilisant l’alternative non linéaire de Leray-Schauder,
théorème Krasnosselski et le théorème de Schaefer, on va aborder la question de l’existence
d’une solution au moins.
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Abstract

The fixed point theorems has many applications. It intervenes in the resolution of several
nonlinear differential equations in particular, in the study of existence and uniqueness.

In this thesis we are interested in the applications of fixed point theorems to study a
boundary problem with one and two fractional derivative in the sense of Caputo in a Banach
space. We will study the existence and the uniqueness of the solution using Banach’s principle
of contraction. Then, by using the nonlinear alternative of Leray-Schauder, Krasnosselski
theorem and Schaefer’s theorem, we will address the question of the existence of at least one
solution.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la
généralisation des notions de dérivation et d’intégration à des ordres non nécessairement
entiers, permettant le calcul de la dérivée d’ordre α réel ou complexe d’une fonction diffé-
rentiable f (t) soit :

(Dαf) (t) =
dα f (t)

dtα
.

La théorie des équations différentielles fractionnaires est l’un des plus important champs
d’applications de la théorie du calcul fractionnaire, en effet de nombreux phénomènes se
modélisent par des équations différentielles fractionnaires et l’étude de ces dernières per-
met certainement une meilleure interprétation des phénomènes physiques. Les théorèmes
du point fixes [9, 11, 13, 14, 15] est un outil éxtrèment important qui intervient dans l’étude
des équations différentielles fractionnaires et permet d’établir des résultats d’existences et
d’unicités.

Notre travail est réparti en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré aux définitions
et notations qui seront utiles dans la suite de travail.

Le deuxième chapitre sera consacré à l’étude de l’existence de la solution de l’équation
différentielle fractionnaire suivante :

Dαx (t) = θ − f (t, x (t)) , θ ∈ R, 0 < α < 2, t ∈ J = [0, 1] ,

x (0) =

∫ 1

0

h (s)x (s) ds, x (1) = θ,

où Dα désigne la dérivée fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo et f : [0; 1]×R→ R une
fonction continue.

Pour le troisième chapitre on étudie l’existence et l’unicité des solutions d’une équation
différentielle fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires de Caputo en utilisant l’approche
de point fixe via l’alternative non linéaire de Leray-Schauder et le théorème Krasnosselski.
On considère alors le problème fractionnaire suivant :

Dα
(
Dβ + λ

)
x (t) + f (t, x (t)) = θ, λ, θ ∈ R, t ∈ J = [0, 1]

x (0) =

∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds, x (1) = θ,

où Dα et Dβ représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre α et β
respectivement, avec 1 < α, β ≤ 2, J = [0, 1] , f : J × R→ R est une fonction continue.
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Chapitre 1

Notions de calcul fractionnaire

Cette section rassemblent les définitions et les propriétés essentielles correspondantes à
la notion de l’intégration et la dérivation fractionnaire [6, 7, 8, 10, 12]. La dernière section est
consacrée à la présentations de quelques théorèmes classiques de ponit fixe.

1.0.1 Fonctions spéciales

Dans ce paragraphe, on présente deux fonctions spéciales qui sont très utilisées dans
l’intégration fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Bêta.

1.0.2 Fonction Gamma

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette fonction est
l’un des outils de base du calcul fractionnaire.

Définition 1.1 La fonction Gamma est définie par l’intégrale

Γ(z) =

+∞∫
0

tz−1e−tdt, Re {z} > 0. (1.1)

Exemple 1.1 Evaluons Γ
(

1
2

)
par définition

Γ
(

1
2

)
=

+∞∫
0

1√
t
e−tdt.

Posons t = v2 alors
dt = 2vdv.

D’où

Γ
(

1
2

)
=

+∞∫
0

1
v
e−v

2
2vdv

Γ
(

1
2

)
= 2

+∞∫
0

e−v
2
dv

9
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Calculons
[
Γ
(

1
2

)]2
, on trouve

[
Γ
(

1
2

)]2
=

2

+∞∫
0

e−v
2
dv

2

=

2

+∞∫
0

e−v
2
dv

2

+∞∫
0

e−u
2
du



= 4

+∞∫
0

+∞∫
0

e−(u2+v2)dudv

On pose 
u = r cos θ

v = r sin θ, r ∈ [0,+∞[ , θ ∈ [0, π
2
]

On aura [
Γ
(

1
2

)]2
= 4

π
2∫

θ=0

+∞∫
r=0

e−r
2
rdrdθ

= 4

π
2∫

θ=0

[
− e−r

2

2

]+∞

0
dθ

= 4
[
− e−r

2

2

]+∞

0

π
2∫

θ=0

dθ

= 41
2
π
2

= π

⇒ Γ(1
2
) =
√
π.

Propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction Γ(z) est la relation de récurrence suivante :

Γ(z + 1) = zΓ(z), (1.2)

qu’on peut démontrer par une intégration par partie :

Γ(z + 1) =
∫∞

0
tze−tdt = [−e−ttz]+∞0 + z

∫ +∞
0

tz−1e−tdt = zΓ(z).

Puisque Γ(1) = 1 , en utilisant la relation de récurrence, on obtient pour z = 1, 2, 3...

Γ(2) = 1Γ(1) = 1!
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Γ(3) = 2Γ(2) = 2!

Γ(4) = 3Γ(3) = 3!

donc
Γ(n+ 1) = nΓ(n) = n(n− 1)! = n!. (1.3)

1.0.3 Fonction Bêta

Définition 1.2 La fonction Bêta est donnée par :

B(x, y) =
∫ 1

0
(1− t)x−1ty−1dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0. (1.4)

Propriétés de la fonction Bêta

1. La fonction Bêta est symétrique c’est-à-dire que :

B(x, y) = B(y, x). (1.5)

2. Elle peut prendre aussi les formes intégrales :

B(x, y) = 2
∫ π

2

0
sin2x−1 θ cos2y−1 θdθ. (1.6)

B(x, y) =
∫∞

0
tx−1

(1+t)x+y
dt. (1.7)

Proposition 1.1 Les fonctions Gamma et Bêta sont reliées par la relation :

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y)

. (1.8)

Preuve. En effet si dans (1.1) on change t par u2, on obtient l’intégrale de Gauss :

Γ(z) = 2
∫ +∞

0
u2z−1e−u

2
du.

qu’on va utiliser pour calculer Γ(x) et Γ(y) avec Rex > 0, Re y > 0, En effet :

Γ(x) = 2
∫ +∞

0
t2x−1e−t

2
dt.

Γ(y) = 2
∫ +∞

0
v2y−1e−v

2
dv.

Donc :
Γ(x)Γ(y) = 4

∫ +∞
0

∫ +∞
0

e−(t2+v2)t2x−1v2y−1dtdv.

Passons aux coordonnées polaires : t = r cos θ, v = r sin θ

Γ(x)Γ(y) = 4
∫
r≥0,0≤θ≤π

2
e−r

2
r2(x+y)−1 cos2x−1 θ sin2y−1 θdrdθ

=
(

2
∫ +∞

0
e−r

2
r2(x+y)−1dr

)(
2
∫ π

2

0
cos2x−1 θ sin2y−1 θdθ

)
= (Γ(x+ y))2

∫ π
2

0
cos2x−1 θ sin2y−1 θdθ.

D’où finalement :
B(x, y) = Γ(x)Γ(y)

Γ(x+y)
= 2

∫ π
2

0
cos2x−1 θ sin2y−1 θdθ.

En posant : x = y = 1
2
, on trouve

[
Γ
(

1
2

)]2
= B

(
1
2
, 1

2

)
= 2

∫ π
2

0
dθ = π et donc Γ

(
1
2

)
=√

π.Intégration fractionnaire
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1.1 Intégration fractionnaire

1.1.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann - Liouville relative à la définition de l’intégrale fractionnaire
s’appuie sur la formule de cauchy pour le calcul de l’intégrale répétée n fois qui est donnée
par :

In[f(t)] = 1
(n−1)!

∫ t
0
(t− τ)n−1f(τ)dτ , t > 0, n ∈ N∗. (1.9)

En généralisant cette formule à un ordre α réel positif et en remplaçant la fonction
factorielle par la fonction Gamma on aura la définition suivante :

Définition 1.3 L’intégrale fractionnaire Riemann - Liouville d’ordre α ≥ 0 d’une fonction
f : [0, t]→ R, est définie par

Iα[f(t)] = 1
Γ(α)

∫ t
0
(t− τ)α−1f(τ)dτ , α > 0, t > 0,

I0[f(t)] = f(t).

(1.10)

Proposition 1.2 Pour tout α > 0, β > 0, t > 0, on a :

Iα[Iβf(t)] = Iα+β[f(t)], (1.11)

et
Iα[Iβf(t)] = Iβ[Iαf(t)]. (1.12)

Preuve. Par définition on a :

Iα[Iβf(t)] = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t
0
(t− τ)α−1

(∫ τ
0

(τ − ρ)β−1f(ρ)dρ
)
dτ .

On pose :
τ − ρ = s(t− ρ)⇒ dτ = (t− ρ)ds,

et
s = τ−ρ

t−ρ alors, 1− s = t−τ
t−ρ donc (t− τ) = (1− s)(t− ρ).

∫ t
0
(t− τ)α−1dτ

∫ τ
0

(τ − ρ)β−1f(ρ)dρ =
∫ t

0
f(ρ)dρ

∫ t
ρ
(t− τ)α−1(τ − ρ)β−1dτ

∫ t
0
f(ρ)dρ

∫ 1

0
[s(t− ρ)]β−1 [(1− s)(t− ρ)]α−1 (t− ρ)ds

=
∫ t

0
(t− ρ)α+β−1f(ρ)dρ

∫ 1

0
sβ−1(1− s)α−1ds = B(α, β)

∫ t
0
(t− ρ)α+β−1f(ρ)dp.

Ainsi on a :
Iα[Iβf(t)] = Iα+β[f(t)] = Iβ+α[f(t)].

D’ou (1.6) et (1.7).
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1.1.2 Exemples

1. Soit f(t) = (t− a)β où β > −1.

Iα[f(t)] = 1
Γ(α)

∫ t
a
(t− x)α−1(x− a)βdx.

En effectuant le changement de variable x = a+ τ(t− a)⇒ dx = dτ(t− a), (0 ≤ τ ≤ 1) et
en utilisant la fonction Bêta il résulte que

Iα[f(t)] = 1
Γ(α)

(t− a)α+β
∫ 1

0
(1− τ)α−1τβdτ

= 1
Γ(α)

(t− a)α+βB(α, β + 1) = 1
Γ(α)

(t− a)α+β Γ(α)Γ(β+1)
Γ(α+β+1)

= Γ(β+1)
Γ(α+β+1)

(t− a)α+β.

Donc
Iα[f(t)] = Γ(β+1)

Γ(α+β+1)
(t− a)α+β.

2. f(x) = ex, on a alors :

Iα[f(x)] = Iα[ex] = 1
Γ(α)

∫ x
0

(x− τ)α−1eτdτ .

Si on pose y = x− τ , on aura :

Iα[f(x)] = ex

Γ(α)

∫ x
0
yα−1e−ydy.

Une intégration par parties nous donne :

Iα[ex] =
∞∑
k=1

xα+k

Γ (α + k)

=
xα+1

Γ(α + 1)
+

xα+2

Γ(α + 2)
+

xα+3

Γ(α + 3)
+ ...

3. pour f(x) = x et α = 1
2
, on obtient :

I
1
2 [x] = 1

Γ( 1
2

)

∫ x
0

(x− τ)−
1
2 τdτ = 1

Γ( 1
2

)

∫ x
0

τdτ√
x−τ = 1√

π

∫ x
0

τdτ√
x−τ .

On pose √
x− τ = t⇒ dτ = −2tdt.

I
1
2 [x] = 1√

π

∫ √x
0

−2t(x−t2)
t

dt = −2√
π

∫ √x
0

(x− t2)dt = −2√
π
[xt+ t3

3
]
√
x

0 .

I
1
2 [x] = −4

3
√
π
x
√
x.

4. On prend f(x) = eλx on a :

Iα−∞[eλx] = 1
Γ(α)

∫ x
−∞(x− τ)α−1eλτdτ .
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On effectue le changement de variable (x− τ) = y, on obtient :

Iα−∞[eλx] = 1
Γ(α)

∫ 0

+∞−y
α−1eλ(x−y)dy

= eλx

Γ(α)

∫ +∞
0

yα−1e−λydy,

Si on pose x = λy ⇒ dx = λdy, alors

Iα−∞[eλx] = eλx

λαΓ(α)

∫ +∞
0

xα−1e−xdx = eλxΓ(α)
λαΓ(α)

= eλx

λα
.

1.2 Dérivation fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, on cite les approches qui
sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a, t] , alors la dérivée fractionnaire d’ordre α (avec
n− 1 ≤ α < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

RDαf(t) = 1
Γ(n−α)

dn

dtn

∫ t
a
(t− τ)n−α−1f (τ) dτ

= dn

dtn
(In−αf(t)).

(1.13)

1.2.2 Exemples

Exemple 1.2 1-La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville :

En générale la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville
n’est pas nulle ni constante, mais on a :

RDαc = c
Γ(1−α)

(t− a)−α .

Exemple 1.3 2-La dérivée de f (t) = (t− a)α au sens de Riemann-Liouville :

Soit p non entier et 0 ≤ n− 1 < p < n et α > −1, alors on a :
RDp (t− a)α = 1

Γ(n−p)
dn

dtn

∫ t
a

(t− τ)n−p−1 (τ − a)α dτ .

En faisant le changement de variable τ = a+ s (t− a) , on aura :
RDp (t− a)α = 1

Γ(n−p)
dn

dtn
(t− a)n+α−p ∫ t

a
(1− s)n−p−1 sαds

= Γ(n+α−p+1)B(n−p,α+1)
Γ(n−p) (t− α)α−p

= Γ(n+α−p+1)Γ(n−p)Γ(α+1)
Γ(n−p)Γ(α−p+1)Γ(n+α−p+1)

(t− α)α−p

= Γ(α+1)
Γ(α−p+1)

(t− α)α−p

A titre d’exemple
RD0.5t0.5 = Γ(1.5)

Γ(1)
= Γ(1.5)
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1.2.3 Propriétés

1. Composition avec l’intégrale fractionnaire
- L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse

gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire,

RDα (Iαf (t)) = f (t) ,

en générale
RDα

(
Iβf (t)

)
=R Dα−βf(t),

et si α− β < 0, alors
RDα−βf (t) = Iβ−αf (t) ,

En général la dérivation

et l’intégration fractionnaire ne commutent pas

RD−α
(
R
aD

β
t f(t)

)
=R Dβ−αf(t)−

m∑
k=1

[
RDβ−k

t f(t)
]
t=a

(t−a)α−k

Γ(α−k+1)
,

avec m− 1 ≤ β < m.
2. Composition avec les dérivées d’ordre non entier
La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entière) ne com-

mutent que si f (k) (a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ...., n− 1.

dn

dtn

(
RDαf (t)

)
=R Dn+αf (t) ,

mais
RDα

(
dn

dtn
f (t)

)
=R Dn+αf (t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k−α−n

Γ(k−α−n+1)
.

3. Composition avec les dérivées fractionnaires
Soit n− 1 ≤ α < n et m− 1 et m− 1 ≤ β < m, alors

RDα
(
RDβ

t f (t)
)

=R Dα+βf (t)−
m∑
k=1

[
RDβ−kf (t)

]
t=a

(t−a)−α−k

Γ(−α−k+1)
,

et
RDβ

(
RDαf (t)

)
=R Dα+βf (t)−

m∑
k=1

[
RDα−kf (t)

]
t=a

(t−a)−β−k

Γ(−β−k+1)
,

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire RDα et RDβ (α 6= β) , ne commutent
que si

[
RDα−kf (t)

]
t=a

= 0 pour tout k = 1, 2, ...., n et
[
RDβ−kf (t)

]
t=a

= 0 pour tout
k = 1, 2, ....,m.

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.4 Soit α > 0 avec n − 1 < α < n, (n ∈ N∗) et f une fonction telle que
dn

dtn
f ∈ L1 [a, b] . La dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo est définie par

CDαf (t) = 1
Γ(n−α)

∫ t
a

(t− τ)n−α−1 f (n) (τ) dτ

In−α =
(
dn

dtn
f (t)

)
.
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1.3.1 Propriétés

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
Soit α > 1 avec n − 1 < α < n, (n ∈ N∗) , supposons que f est une fonction telle que

C
aD

α
t f (t) et RaD

α
t f (t) existent alors

CDαf (t) =R Dαf (t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k−α

Γ(k−α+1)

On déduit que si f (k) (a) = 0 pour k = 0, 1, 2, ...., n− 1, on aurra CDαf (t) =R Dαf (t) .
2. Composition avec l’opérateur d’intégration fractionnaire
Si f est une fonction continue on a

CDαIpaf = f et IαCa Dαf (t) = f (t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t−a)k

k!

donc l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de l’opérateur d’intégra-
tion fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droite.

1.3.2 Exemples

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

CDαc = 0.

2. La dérivée de f (t) = (t− a)α au sens de Caputo .
Soit p un entier et 0 ≤ n− 1 < p < n avec α > n− 1, alors on a

f (n) (τ) = Γ(α+1)
Γ(α−n+1)

(τ − a)α−n ,

d’où
CDp (t− a)α = Γ(α+1)

Γ(n−p)Γ(α−n+1)

∫ t
a

(t− τ)n−p−1 (τ − a)α−n dτ ,

Effectuant le changement de variable τ = a+ s (t− a) on obtient

CDp (t− a)α = Γ(α+1)
Γ(n−p)Γ(α−n+1)

∫ t
a

(t− τ)n−p−1 (τ − a)α−n dτ

= Γ(α+1)
Γ(n−p)Γ(α−n+1)

(t− a)α−p
∫ 1

a
(1− s)n−p−1 sα−nds

= Γ(α+1)B(n−p,α−n+1)
Γ(n−p)Γ(α−n+1)

(t− a)α−p

= Γ(α+1)Γ(n−p)Γ(α−n+1)
Γ(n−p)Γ(α−n+1)Γ(α−p+1)

(t− a)α−p

= Γ(α+1)
Γ(α−p+1)

(t− a)α−p .
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1.4 Quelques théorèmes du point fixe

Les théorèmes de point fixe consistent à transformer un problème donné en un problème
du type x = h(x), ainsi ils fournissent des conditions généralement suffi santes pour lesquelles
l’équation x = h(x) admet une solution. Dans ce paragraphe on présente les théorèmes de
points fixes que on va utiliser tout au long de ce mèmoire en vu d’obtenir des résultats
d’existence et d’unicité.

Définition 1.5 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels ou sur le corps des
nombres complexes. On appelle norme sur E une application de E dans R+ notée x→ ‖x‖
satisfaisant les conditions suivantes :

1.
∀x ∈ E : ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0E.∀x ∈ E,

2.
∀α ∈ R (C) : ‖αx‖ = |α| ‖x‖ ,

3.
∀x, y ∈ E : ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

On dit alors que le couple (E, ‖.‖) est un espace vectorielle normé muni d’une norme.

Définition 1.6 On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, l’ensemble noté B (a, r)
telle que

B (a, r) = {x ∈ E/ ‖x− a‖ < r} .

Définition 1.7 On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, l’ensemble noté B′ (a, r)
tele que

B′ (a, r) = {x ∈ E/ ‖x− a‖ ≤ r} .

Définition 1.8 Soient (E, ‖.‖E) et (F, ‖.‖F ) deux espaces vectoriels normés sur le même
corps k, alors l’espace produit E × F = {(x, y) /x ∈ E et y ∈ F} est un espace vectoriel
normé sur k par l’une des normes suivantes :

(1) :
‖(x, y)‖1 = ‖x‖E + ‖y‖F .

(2) :

‖(x, y)‖p = (‖x‖pE + ‖y‖pF )
1
p .1 ≤ p ≤ ∞.

(3) :
‖(x, y)‖∞ = max {‖x‖E , ‖y‖F} .

Définition 1.9 On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ‖.‖) est complet, ou que c’est un
espace de Banach, si toute suite de Cauchy dans E est convergente.
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Remarque 1.1 Soit (xn) une suite de E. Alors (xn) converge vers x dans (E, ‖.‖) si et
seulement si

lim
n−→∞

‖xn − x‖E = 0.

Définition 1.10 On dit que A est une partie compact de (E, ‖.‖) si de toute suite de points
de A on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de A ).

Définition 1.11 Une partie A de (E, ‖.‖) est dite relativement compact si son adhérence
est compact.

Définition 1.12 Soient E et F deux espace de banach, et A : E −→ F une application
lineaire. On dit que A et borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées
de F .

Définition 1.13 Soient E et F deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute
application linéaire continue de E dans F.

Définition 1.14 Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E à
valeurs dans F . On dit que f est complètement continue si elle est continue et transforme
tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F . f est dite compact si f(E)
est relativement compact dans F.

Définition 1.15 Soit A un sous ensemble de C (J,R) , L’ensemble A est equicontinue. i.e
pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|t1 − t2| < δ =⇒ ‖f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A.

Définition 1.16 Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖.‖ et T : E → E une
application. Un élément x de E est un point fixe de T si Tx = x.

Définition 1.17 L’aplication Lipschitzienne f est dite une contraction si L = 1 dans le cas
où L ∈ [0, 1] ,f est dite une contraction stricte.
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‖f (t, x)− f (t, y)‖ ≤ L ‖x− y‖

Théorème 1.1 [3] (Théorème du point fixe du type Banach) Soient X un espace de Banach,
et A : X → X un opérateur contractant. Alors A admet un point fixe unique.i.e ∃!x ∈ X tel
que Ax = x.

Théorème 1.2 [4] (Théorème du point fixe de Arzela-Ascoli) Soit A un sous ensemble de
C (J,R) , A est relativement compact dans C (J,R) si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

i) L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante k > 0 telle que :

‖f (x)‖ ≤ k pour tout x ∈ J et tout f ∈ A ,

ii) L’ensemble A est equicontinue. i.e pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|t1 − t2| < δ =⇒ ‖f (t1)− f (t2)‖ ≤ ε pour tout t1, t2 ∈ J et tout f ∈ A ,

iii) Pour tout x ∈ J l’ensemble {f (x) , f ∈ A} ⊂ E est relativement compact.

Théorème 1.3 [4, 5] (Théorème de point fixe de Schaefer) Soit X un espace de Banach et
A : X → X est un opérateur complètement continue.
Si l’ensemble

ε = {x ∈ X : λAx = x pour certain λ ∈ ]0, 1[} ,

est borné, alors A possède au moins une point fixe.

Théorème 1.4 [3] (Théorème de point fixe de krasnosselski) Soit (E, ‖.‖) un espace de
Banach, et soitM une partie non vide, convexe et fermé de E. On suppose que A,B : M → S
sont deux applications satisfaisants

i. Ax+By ∈M, ∀x, y ∈M,
ii. A est continue et AM est contenue dans un ensemble compact,
iii. B est une contraction.
Alors ∃x∗ ∈M, Ax∗ +Bx∗ = x∗.

Théorème 1.5 [4, 5] (Alternative non linéaire de Leray-Schauder). Soient X un espace de
Banach et C ⊂ X un convexe fermé. On suppose qu’il existe un ouvert U dans C tel que
0 ∈ U, A : U → C un opérateur complètement continu , alors on a l’alternative suivant : ou
bien

1. A admet un point fixe ; ou bien
2. il existe x ∈ ∂U ; x = λA(x) pour λ ∈]0; 1[.



Chapitre 2

Étude de l’existence de la solution
d’une équation différentielle
fractionnaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité des solutions pour un
problème fractionnaire au sens de Caputo. On considère alors le problème suivant :

Dαx (t) = θ − f (t, x (t)) , θ ∈ R, 0 < α < 2, t ∈ J = [0, 1] ,

x (0) =
∫ T

0
h (s)x (s) ds, x (1) = θ,

(2.1)

où Dα représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α avec 1 < α < 2, J =
[0, 1] , f : J × R → R est une fonction donnée vérifiant certaines hypothèses qui seront
précisées plus tard et X = C (J,R) est l’espace de Banach de toutes les fonctions continues
de J dans R muni de la norme ‖.‖ , ‖x‖ = sup {|x (t)| : t ∈ J} . On prouvera l’unicité de la
solution du problème en utilisant le théorème de Banach, aussi on montre l’existence de la
solution du problème fractionnaire en appliquant les théorèmes de Krasnosselski et Schaefer.

2.2 Lemmes Auxiliaires

Dans la présente section, on présente quelques lemmes qui seront utilisés dans ce chapitre.

Lemme 2.1 Soient α > 0 et f une fonction définie sur [0, b] ,alors la solution générale de
l’équation différentielle fractionnaire

(cDα
a ) (f(x)) = 0 (2.2)

est donnée par :
f(x) = a0 + a1x+ ....+ an−1x

n−1, (2.3)

où ai ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1,avec [α] désigne la partie entière de α.

20
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Lemme 2.2 Soient α > 0 et f une fonction définie sur l’intervalle [0, b] , alors

(Jαa ) (cDα
a ) (f(x)) = f(x) + a0 + a1x+ ...+ an−1x

n−1. (2.4)

où ai ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1.

2.3 Solution Intégrale

On prouve le lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution intégrale
de (2.1) :

Lemme 2.3 [2] La solution du problème (2.1) est donnée par :

x (t) = (1− t)
∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ + θ

(
t− t

Γ (α + 1)
+

tα

Γ (α + 1)

)
(2.5)

+
t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ − Jαf (t, x (t)) .

Preuve. On a
Dαx (t) = θ − f (t, x (t)) , 0 ≤ t ≤ 1. (2.6)

En appliquant l’opérateur Jα aux deux membres de (2.6), on trouve

JαDαx (t) = θJα (1)− Jαf (t, x (t)) =
θtα

Γ (α + 1)
− Jαf (t, x (t)) . (2.7)

Et comme
JαDαx (t) = x (t) + c0 + c1t, (2.8)

Alors

x (t) =
θtα

Γ (α + 1)
− Jαf (t, x (t))− c0 − c1t. (2.9)

Pour t = 0, on

c0 = −
∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ . (2.10)

Et pour t = 1, on obtient

c1 = −θ +
θ

Γ (α + 1)
+

∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ − 1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (t)) dτ . (2.11)

On remplace c0 et c1 dans (2.9),on trouve (2.5).

Maintenant, on transforme le problème (2.1) à un problème du point fixe. Pour cela, on
considère l’opérateur T : C (J,R)→ C (J,R) défini par :

T (x) = (1− t)
∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ + θ

(
t− t

Γ (α + 1)
+

tα

Γ (α + 1)

)
(2.12)

+
t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ − 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ .
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2.4 Hypothèses

Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.1), on considère les
hypothèses suivantes :

(H1) :
‖f (t, x)− f (t− y)‖ ≤ k ‖x− y‖ , k > 0, x, y ∈ R, t ∈ [0, 1] , (2.13)

(H2) :

M +
2k

Γ (α + 1)
≤ d, θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

2N

Γ (α + 1)
≤ (1− d) r, (2.14)

Où r, d ∈ R+, 0 < d < 1, N = sup
t∈[0,1]

|f (t, 0)| et M = sup
t∈[0,1]

|g (t)| < 1.

(H3) :
‖f (t, x)‖ ≤ v (t) , (t, x) ∈ [0, 1]× R, v ∈ C1

(
[0, 1] ,R+

)
.

(H4) : Soit f : [0, 1]× R −→ R est une fonction continue.

2.5 Existence et Unicité de Solutions

2.5.1 Unicité de Solutions

En se basant sur le principe de contraction de Banach, l’unicité de la solution du problème
(2.1) sera prouvée.

Théorème 2.1 [2] Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont vérifiées. Alors le pro-
blème (2.1) a une unique solution dans C (J,R) .

Preuve. Pour démontrer le théorème 2.1 il suffi t de montrer que l’opérateur T admet un
point fixe sur

Br := {x ∈ R, ‖x‖ ≤ r, r > 0} .
On montre que T Br ⊂ Br. Soit alors x ∈ Br, on a :

‖T (t, x)‖ (2.15)

= ‖ (1− t)
∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ + θ

(
t− t

Γ (α + 1)
+

tα

Γ (α + 1)

)

+
t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ − 1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ ‖ .
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Donc

‖T (x)‖ (2.16)

≤ M ‖x‖+ θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , x (τ))− f (τ , 0)‖ dτ

+
1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , 0)‖ dτ +
1

Γ (α)

∫ t

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , x (τ))− f (τ , 0)‖ dτ

+
1

Γ (α)

∫ t

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , 0)‖ dτ .

En utilisant la condition (H1), on peut écrire

‖T (x)‖ (2.17)

≤ M ‖x‖+ θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

2K

Γ (α + 1)
‖x‖+

2N

Γ (α + 1)
.

D’où,

‖T (x)‖ (2.18)

≤
(
M +

2k

Γ (α + 1)

)
r + θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

2N

Γ (α + 1)
.

En utilisant la première condition de (H2) , on récupère

‖T (x)‖ ≤ dr + (1− d) r. (2.19)

Cela implique T Br ⊂ Br, donc T est une application de Br dans Br.

Maintenant, on montrant que T est contractante :
Soient x, y ∈ Br, pour tout t ∈ [0, 1] , on a :

‖T (x)− T (y)‖ (2.20)

≤ (1− t)
∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖g (τ) (x (τ)− y (τ))‖ dτ

+
t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , x (τ))− f (τ , y (τ))‖ dτ

+
1

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 ‖f (τ , x (τ))− f (τ , y (τ))‖ dτ

En utilisant (H1) et le fait que |g (τ)| ≤M, τ ∈ [0, t] , 0 ≤ t ≤ 1, on obtient alors

‖T (x)− T (y)‖ (2.21)

≤ M ‖x− y‖+
2k

Γ (α + 1)
‖x− y‖ .
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Maintenant, en utilisant la première condition de (H2) , on trouve

‖T (x)− T (y)‖ ≤ d ‖x− y‖ . (2.22)

Alors, l’opérateure T est une contraction. Donc T possède un point fixe unique qui est un
solution du problème (2.1) .
D’où la démonstration du Théorème 2.1.

2.6 Existence de Solutions

Le théorème suivant établit l’existence d’une solution au moins du problème (2.1) : La
preuve du ce théorème est basé sur le théorème du point fixe de Krasnosselski [2].

Théorème 2.2 Supposons que les hypothèses (H3) et (H4) sont satisfaites. Si M < 1, alors
le problème (2.1) admet au moins une solution dans C (J,R) .

Preuve. Soit r tel que :

r ≥ (1−M)−1

(
θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

2 ‖v‖
Γ (α + 1)

)
,

où ‖v‖ = sup
t∈[0,1]

|v (t)| .

On définit les opérateurs R et S sur Br := {x ∈ R, ‖x‖ ≤ r} par :

R (x) = (1− t)
∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ + θ

(
t− t

Γ (α + 1)
+

tα

Γ (α + 1)

)
(2.23)

et

S (x) =
t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ − Jαf (t, x (t)) . (2.24)

Alors , pour x, y ∈ Br et t ∈ [0, 1] , on a :

‖R (t, x) + S (t, y)‖ (2.25)

≤
∥∥∥∥(1− t)

∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ + θ

(
t− t

Γ (α + 1)
+

tα

Γ (α + 1)

)∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , y (τ)) dτ − Jαf (t, y (t))

∥∥∥∥ .
Donc

‖R (x) + S (y)‖ ≤ M ‖x‖+ θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
(2.26)

+

∥∥∥∥ t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , y (τ)) dτ

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , y (τ)) dτ

∥∥∥∥ .
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En utilisant l’hypothèse (H3) el la condition (2.24) , on obient

‖R (x) + S (y)‖ ≤ M ‖x‖+ θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

2 ‖v‖
Γ (α + 1)

(2.27)

≤ Mr + (1−M) r.

Donc
R (x) + S (y) ∈ Br.

D’autre part, on a :
‖R (x)−R (Y )‖ ≤M ‖x− y‖ . (2.28)

Comme M < 1, alors R est contractante.
Preuve. De plus, d’après (H4) l’opérateur S est cintinue, et

‖S (x)‖ ≤ t

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , y (τ))‖ dτ (2.29)

+
1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , y (τ))‖ dτ .

Puisque t ∈ [0, 1] , on peut alors écrire :

‖S (x)‖ ≤ 2 ‖v‖
Γ (α + 1)

(2.30)

Par conséquent, S est uniformément borné sur Br.

Maintenant, on prend t1, t2 ∈ J, t1 > t2 et y ∈ Br. Alors

‖Sy (t1)− Sy (t2)‖ (2.31)

≤
∥∥∥∥t1 − t2Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ

∥∥∥∥
+

∥∥∥∥ 1

Γ (α)

∫ t1

0

(t1 − τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ

− 1

Γ (α)

∫ t2

0

(t2 − τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ

∥∥∥∥ .
D’après (H3) , on récupère l’inégalité :

‖Sy (t1)− Sy (t2)‖ ≤ ‖v‖
Γ (α + 1)

(|t1 − t2|+ |tα1 − tα2 |) .

Le second membre de l’inégalité (2.34) est indépendant de y; donc S est equicontinue, et pour
t1tend vers t2, l’inégalité (2.34) tend vers 0, donc S (Br) est relativement compacte. D’après
le théorème d’Ascolli-Arzella, S est compact.Finalement d’après le théorème de Krasnos-
selski, le problème (2.1) admet au moin une solution sur [0, T ] .
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Théorème 2.3 Supposons que les hypothèses (H3) et (H4) sont satisfaites, alors le problème
(2.1)admet au moins une solution

Preuve. Afin d’établir l’existence des solutions, on va montrer que admet un point fixe. Pour
ce faire, on utilise le théorème du point fixe de Schaefer. D’abord, on montre que l’opérateur
est complètement continu. En effet, on montre que l’opérateur envoie tout ensemble borné
de C (J,R) en un ensemble relativement compact dans C (J,R) .

Soit
Br = {x ∈ C (J,R) , ‖x‖ ≤ r} . (2.32)

(a) : D’après l’hypothèse (H4), l’opérateur T est continu.

(b) : Maintenant, on montre que est complètement continu. En effet, T (Br) est relative-
ment compact, c’est à dire :

(b1) : Pour tout x ∈ Br et t ∈ J , on a l’estimation suivante :

‖T (x)‖ (2.33)

≤ M ‖x‖+ θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , x (τ))‖ dτ

+
1

Γ (α)

∫ t

0

(1− τ)α−1 ‖f (τ , x (τ))‖ dτ .

Par (H3), on a :

‖T (x)‖ (2.34)

≤ M ‖x‖+ θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 ‖v‖ dτ

+
1

Γ (α)

∫ t

0

(1− τ)α−1 ‖v‖ dτ .

D’où

‖T (x)‖ (2.35)

≤ Mr + θ

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

2 ‖v‖
Γ (α + 1)

:= L.

Par conséquent ‖T (x)‖ ≤ L et donc T (Br) est uniformément borné.
Preuve.

(b2) : T (Br) est équicontinu. En effet :
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Soit x ∈ Br et t1, t2 ∈ J ; tel que t1 < t2. Alors

‖Tx (t1)− Tx (t2)‖ (2.36)

≤ ‖ (1− t1)

∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ + θ

(
t1 −

t1
Γ (α + 1)

+
tα1

Γ (α + 1)

)

+
t1

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ − 1

Γ (α)

∫ t1

0

(t1 − τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ

− (1− t2)

∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ − θ
(
t2 −

t2
Γ (α + 1)

+
tα2

Γ (α + 1)

)

− t2
Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ +
1

Γ (α)

∫ t2

0

(t2 − τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ

∥∥∥∥ .
Compte tenu de l’hypothèse (H3), on a :

‖Tx (t1)− Tx (t2)‖ (2.37)

≤ (t2 − t1)Mr +

(
t1 − t2 +

t2 − t1
Γ (α + 1)

+
tα1 − tα2

Γ (α + 1)

)
|θ|

+
(t2 − t1)

Γ (α + 1)
‖v‖+

[tα1 − tα2 + (t1 − t2)α]

Γ (α + 1)
‖v‖ .

Quand t1 → t2 le membre de droite de (2.40) tend vers zéro. Par Conséquent, on conclut
que T (Br) est équicontinu. Par le théorème d’Arzela-Ascoli, on peut conclure que T est un
opérateur complètement continu.
Preuve.

(c) : Finalement, on montre que l’ensemble Ω défini par :

Ω = {x ∈ C (J,R) : x = µT (x) , 0 < µ < 1} ,

est borné. En effet, soit x ∈ Ω, alors x = µT (x) pour 0 < µ < 1. Donc pour tout t ∈ J, on
a :

x = µT (x) (2.38)

= µ (1− t)
∫ 1

0

g (τ)x (τ) dτ + µθ

(
t− t

Γ (α + 1)
+

tα

Γ (α + 1)

)

+
µt

Γ (α)

∫ 1

0

(1− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ − µ

Γ (α)

∫ t

0

(t− τ)α−1 f (τ , x (τ)) dτ .

Grâce à (H3), on a :

1

µ
‖x‖ (2.39)

≤ M ‖x‖+ |θ|
(

1 +
2

Γ (α + 1)

)
+

2 ‖v‖
Γ (α + 1)

.
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D’où

‖x‖ ≤ |θ|
1−M

(
1 +

2

Γ (α + 1)

)
+

2 ‖v‖
Γ (α + 1) (1−M)

:= Σ.

Donc
‖x‖ ≤ Σ <∞.

Ce qui prouve que Ω est borné.
Preuve.
On conclut par le théorème de point fixe de Schaefer que l’opérateur admet au moinsun

point fixe qui est la solution du problème(2.1) .



Chapitre 3

Étude de l’existence de la solution
d’une équation différentielle avec deux
dérivées fractionnaires

3.1 Introduction

Ce chapitre, est consacré à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution d’une équa-
tion différentielle avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo. En effet, après avoir
donné la solution générale du problème fractionnaire, on utilisera les théorèmes de point fixe
du Banach, l’alternative non linéaire de Leray-Schauder et Krasnosselski pour démontrer
l’existence et l’unicité de la solution du problème posé. On considère alors :

Dα
(
Dβ + λ

)
x (t) + f (t, x (t)) = θ, λ, θ ∈ R, t ∈ J = [0, 1] , (3.1)

x (0) =

∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds, x (1) = θ,

où Dα et Dβ représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre α et β
respectivement, avec 0 < α, β ≤ 1, J = [0, 1] , f : J × R → R est une fonction donnée
vérifiant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard.

3.2 Solution générale

On démontre le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soient g ∈ C ([0, 1] ,R) , alors la solution du problème aux limites fractionnaire
suivant :

Dα
(
Dβ + λ

)
x (t) = g (t) , t ∈ J, 0 < α, β ≤ 1, (3.2)

x (0) =

∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds, x (1) = θ,

29
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est donné par :

x (t) = Iα+βg (t)− Iβλx (t)− tβ
[
Iα+βg (1)− Iβλ x (1)− θ

]
(3.3)

+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds

=
1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 g (s)− λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 x (s) ds

−tβ
[

1

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 g (s) ds− λ

Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 x (s) ds− θ
]

+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds.

Preuve. On a :
Dα
(
Dβ + λ

)
x (t) = g (t) , 0 ≤ t ≤ 1 (3.4)

En appliquant l’opérateur Iα aux deux membres de (3.4), on trouve :

Iα
[
Dα
(
Dβ + λ

)
x (t)

]
= Iαg (t) ,

On utilise le Lemme 2, on trouve(
Dβ + λ

)
x (t) + c0 = Iαg (t) .

Alors
Dβx (t) = Iαg (t)− λx (t)− c0. (3.5)

Maintenant, en appliquant l’opérateur Iβ aux deux membres de (3.5), on trouve :

Iβ
[
Dβx (t)

]
= Iβ [Iαg (t)− λx (t)− c0] = Iα+βg (t)− Iβλx (t)− Iβc0.

En ulisant le lemme 2, on obtient

x (t) + c1 = Iα+βg (t)− Iβλx (t)− c0

Γ (β + 1)
tβ.

Alors
x (t) = Iα+βg (t)− Iβλx (t)− c0

Γ (β + 1)
tβ − c1, (3.6)

où c0 et c1 sont des constants arbitraire.
Maintenant, on cherche les constantes c0 et c1.
D’aprés la condition x (0) =

∫ 1

0
ϕ (s)x (s) ds, on peut écrire :

x (0) =

∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds = −c1,

ce qui donne

c1 = −
∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds.
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On utilise la condition x (1) = θ, on trouve

x (1) = θ = Iα+βg (1)− Iβλx (1)− c0

Γ (β + 1)
− c1.

Alors
c0 = Γ (β + 1)

[
Iα+βg (1)− Iβλx (1)− c1 − θ

]
.

On remplace c0 et c1 dans (3.6) on trouve (3.3) .

3.2.1 Problème du point fixe

Soit X = C (J,R) est l’espace de Banach de toutes les fonctions continues de J = [0, 1]
dans R ;

X = {x : x (t) ∈ C ([0, 1] ,R)} , (3.7)

muni de la norme :
‖x‖ = sup {|x (t)| : t ∈ J} .

On définit l’opérateur F : X −→ X par :

Fx (t) = θ

(
tβ +

tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)
(3.8)

− 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds− λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 x (s) ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

+
λtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 x (s) ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds.

3.3 Existence et unicité

Dans le sous-section suivante, on montre l’unicité de solution de notre problème (3.1).

3.3.1 L’unicitée de la solution du problème

Théorème 3.1 Soit f : [0, 1]×R −→ R une fonction continue. Supposons que les hypothèses
suivantes sont satisfaites :

(H1) : Il existe une constante k > 0 telle que :

|f (t, x)− f (t, y)| ≤ k |x− y| , pour tout t ∈ [0, 1] et x, y ∈ R.

(H2) : La fonction ϕ est continue sur [0, 1] et |ϕ (t)| ≤ L.
Si

k

Γ (α + β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

<
1

2
− 2L,
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alors, le problème (3.1) admet une seule solution.
Preuve. Pour montrer que F admet un point fixe il suffi t de montrer que F est une contrac-
tion, en effet : si x, y ∈ X pour tout t ∈ J = [0, 1] , alors

|Fx (t)− Fy (t)| (3.9)

=

∣∣∣∣− 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds− λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 x (s) ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds+
λtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(t− s)β−1 x (s) ds

+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds+
1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, y (s)) ds

+
λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 y (s) ds− tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, y (s)) ds

− λtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(t− s)β−1 y (s) ds−
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s) y (s) ds

∣∣∣∣ ,
Ce qui donne

|Fx (t)− Fy (t)| (3.10)

≤ 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 |f (s, x (s))− f (s, y (s))| ds

+
|λ|

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 |x (s)− y (s)| ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 |f (s, x (s))− f (s, y (s))| ds

|λ| tβ
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 |x (s)− y (s)| ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

|ϕ (s)| |x (s)− y (s)| ds.

En utilisant (H1) et (H2), on obtient

|Fx (t)− Fy (t)| (3.11)

≤ 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 k |x− y| ds+
|λ|

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 |x (s)− y (s)| ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 k |x− y| ds+
|λ| tβ
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 |x (s)− y (s)| ds

(
1− tβ

) ∫ 1

0

L |x (s)− y (s)| ds.
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Par calcul simple, on trouve que :

‖Fx− Fy‖ (3.12)

≤ 2k

Γ (α + β + 1)
‖x− y‖+

2 |λ|
Γ (β + 1)

‖x− y‖+ L ‖x− y‖ .

Donc

‖Fx− Fy‖ ≤
(

2k

Γ (α + β + 1)
+

2 |λ|
Γ (β + 1)

+ L

)
‖x− y‖ . (3.13)

D’où F est une contraction et d’après le théorème de Banach F admet un seul point fixe qui
est une solution du problème (3.1).

3.3.2 Exemple

On considère le problème fractionnaire suivant :

D
2
3

(
D

3
4 + 1

25

)
= 1

2
− sinx(t)

35π(tet2+1)
+ arctan (1 + t+ t2) , t ∈ [0, 1] ,

x (0) =
∫ 1

0
e−s

20
x (s) ds, x (1) = 1

2
.

(3.14)

On a : α = 2
3
, β = 3

4
, θ = 1

2
, λ = 1

25
, ϕ (s) = e−s

20
.

On définit

f (t, x) = − sinx (t)

35π (tet2 + 1)
+ arctan

(
1 + t+ t2

)
, t ∈ [0, 1] , x ∈ R.

Pour tout x, y ∈ R et t ∈ [0, 1] , on a :

|f (t, x)− f (t, y)| =

∣∣∣∣− sinx (t)

35π (tet2 + 1)
+

sin y (t)

35π (tet2 + 1)

∣∣∣∣
≤ 1

35π
|x− y| .

et

|ϕ (s)| ≤
∣∣∣∣e−s20

∣∣∣∣ ≤ 1

20
.

Il est clair que les hypothèse (H1) et (H2) sont vérifiées avec k = 1
35π

et L = 1
20
.

On a aussi

Γ (α + β + 1) = Γ

(
2

3
+

3

4
+ 1

)
= Γ

(
29

12

)
= 1.2558,

et

Γ (β + 1) = Γ

(
3

4
+ 1

)
= Γ

(
7

4

)
= 0.91906.

Par conséquent

k

Γ (α + β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

=
1

35π

1.2558
+

1
25

0.91906
= 0.05076 <

1

2
− L = 0.4.

D’après le Théorème 3.1, le problème (3.14) admet une solution unique sur [0, 1].
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3.3.3 Existence d’une Solution au moins

3.3.4 Résultat d’existence via l’alternative non linéaire de Leray-
Schauder

Théorème 3.2 Soit f : [0, 1]×R −→ R une fonction continue. On suppose que (H2) et les
hypothèses suivantes sont satisfaites :

(H3) : Il existe une fonction croissante continue définie par φ : R+ → R+ et une fonction
g ∈ C([0, 1],R+) tel que :

|f (t, x)| ≤ g (t)φ (‖x‖) , (t, x) ∈ [0, 1]× R.

(H4) : il existe une constante N > 0 tel que :

N

|θ|
(

1 + 2
Γ(α+β+1)

)
+
[

2‖g‖φ(N)
Γ(α+β+1)

+ 2|λ|N
Γ(β+1)

+ LN
] > 1.

Alors le problème (3.1)admet au moins une solution sur [0, 1].

Preuve. Principalement, on va utiliser l’alternative non linéaire de Leray-Schauder. pour
montrer l’existence d’une solution pour le problème et pour cela, on passera par 3 étapes :

Étape1 : On montre que F est continu. En effet, soit (xn) une suite dans X convergente
pour la norme ‖.‖ vers une limite x, c’est à dire limn→∞ ‖xn − x‖ = 0. Il faut montrer que
limn→∞ ‖Fxn − Fx‖ = 0.
Soit t ∈ J, alors

‖Fxn − Fx‖ (3.15)

=

∥∥∥∥− 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, xn (s)) ds− λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 xn (s) ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, xn (s)) ds+
λtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(t− s)β−1 xn (s) ds

+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)xn (s) ds+

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

+
λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 x (s) ds− tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

− λtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(t− s)β−1 x (s) ds−
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds

∥∥∥∥ ,
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Ce qui implique

‖Fxn − Fx‖ (3.16)

=
1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖f (s, xn (s))− f (s, x (s))‖ ds

+
λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 ‖xn (s)− x (s)‖ ds

+
1

Γ (α + β)

∫ 1

0

(t− s)α+β−1 ‖f (s, xn (s))− f (s, x (s))‖ ds

+
λ

Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 ‖xn (s)− x (s)‖ ds+

∫ 1

0

L ‖xn (s)− x (s)‖ ds.

Puisque f est continue et limn→∞ ‖xn − x‖ = 0, alors limn→∞ ‖Fxn − Fx‖ = 0.
D’où F est continu.

Preuve.
Étape2 : Soit l’ensemble : Br = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r} . On montre que F (Br) est relative-

ment compact.
Preuve.

(a) : On montre que F (Br) est borné. Pour tout x ∈ Br et t ∈ J, on a :

|Fx (t)| =

∣∣∣∣θ(tβ +
tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)
(3.17)

− 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds− λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 x (s) ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

+
λtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 x (s) ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds

∣∣∣∣ ,
alors

‖Fx‖ ≤
∣∣∣∣θ(tβ +

tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)∣∣∣∣ (3.18)

+
1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 |f (s, x (s))| ds+
|λ|

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 |x (s)| ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 |f (s, x (s))| ds

+
|λ| tβ
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 |x (s)| ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

|ϕ (s)|x (s) ds

∣∣∣∣ .
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En utilisant l’hypothèses (H2) et (H3), on obtient :

‖Fx‖ ≤
∣∣∣∣θ(tβ +

tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)∣∣∣∣ (3.19)

+
1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 g (t)φ (‖x‖) ds+
|λ|

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 |x (s)| ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 g (t)φ (‖x‖) ds

+
|λ| tβ
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 |x (s)| ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

L |x (s)| ds.

Ce qui donne

‖Fx‖ (3.20)

≤ θ +
2θ

Γ (α + β)
+

2 ‖g‖φ (‖x‖)
Γ (α + β + 1)

+
2 |λ| ‖x‖
Γ (β + 1)

+ 2L ‖x‖ .

Par conséquent

‖Fx‖ (3.21)

≤ θ +
2θ

Γ (α + β)
+

2 ‖g‖φ (‖r‖)
Γ (α + β + 1)

+
2 |λ| r

Γ (β + 1)
+ Lr := Λ.

Donc ‖Fx‖ ≤ Λ et par suite F (Br) est borné.
Preuve.

(b) : On montre que F (Br) équicontinu. Pour tout x ∈ Br et t1, t2 ∈ J, t1 < t2, on a :

|Fx (t2)− Fx (t1)| (3.22)

=

∣∣∣∣∣θ
(
tβ2 +

tα+β
2

Γ (α + β)
− tβ2

Γ (α + β)

)
− 1

Γ (α + β)

∫ t2

0

(t2 − s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

− λ

Γ (β)

∫ t2

0

(t2 − s)β−1 x (s) ds− tβ2
∫ 1

0

ϕ (s) ds

−θ
(
tβ1 +

tα+β
1

Γ (α + β)
− tβ1

Γ (α + β)

)
− 1

Γ (α + β)

∫ t1

0

(t1 − s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

− λ

Γ (β)

∫ t1

0

(t1 − s)β−1 x (s) ds +tβ1

∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds

∣∣∣∣ .
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Par conséquent

|Fx (t2)− Fx (t1)| (3.23)

=

∣∣∣∣∣θ
(
tβ2 − t

β
1 +

tα+β
2 − tα+β

1

Γ (α + β)
+

tβ1 − t
β
2

Γ (α + β)

)

+
1

Γ (α + β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)α+β−1 − (t2 − s)α+β−1

]
f (s, x (s)) ds

+

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1 f (s, x (s)) ds+
λ

Γ (β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)α+β−1 − (t2 − s)α+β−1

]
x (s) ds

+
λ

Γ (β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1 x (s) ds+
(
tβ1 − t

β
2

)∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds

∣∣∣∣ .
Ce qui donne

|Fx (t2)− Fx (t1)| (3.24)

≤ |θ|
(
tβ2 − t

β
1 +

tα+β
2 − tα+β

1

Γ (α + β)
+

tβ1 − t
β
2

Γ (α + β)

)

+
1

Γ (α + β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)α+β−1 − (t2 − s)α+β−1

]
|f (s, x (s))| ds

+

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1 |f (s, x (s))| ds+
|λ|

Γ (β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)α+β−1 − (t2 − s)α+β−1

]
|x (s)| ds

+
|λ|

Γ (β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1 |x (s)| ds+
(
tβ1 − t

β
2

)∫ 1

0

|ϕ (s)| |x (s)| ds.

D’après l’hypothèse (H2) et (H3), on trouve que

|Fx (t2)− Fx (t1)| (3.25)

≤ |θ|
(
tβ2 − t

β
1 +

tα+β
2 − tα+β

1

Γ (α + β)
+

tβ1 − t
β
2

Γ (α + β)

)

+
‖g‖φ (‖r‖)
Γ (α + β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)α+β−1 − (t2 − s)α+β−1

]
ds

+
‖g‖φ (‖r‖)
Γ (α + β)

∫ t2

t1

(t2 − s)α+β−1 ds+
|λ| r
Γ (β)

∫ t1

0

[
(t1 − s)α+β−1 − (t2 − s)α+β−1

]
ds

+
|λ| r
Γ (β)

∫ t2

t1

(t2 − s)β−1 ds+
(
tβ1 − t

β
2

)
Lr

∫ 1

0

ds.
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Par calcule simple, on trouve

|Fx (t2)− Fx (t1)| (3.26)

≤ |θ|
(
tβ2 − t

β
1 +

tα+β
2 − tα+β

1

Γ (α + β)
+

tβ1 − t
β
2

Γ (α + β)

)

+
‖g‖φ (‖r‖)

Γ (α + β + 1)

[
tα+β
2 − tα+β

1 + (t2 − t1)α+β
]

+
|λ| r

Γ (β+)

[
tβ2 − t

β
1 + (t2 − t1)β

]
+ rL

(
tβ1 − t

β
2

)
.

Le second membre de l’inégalité (3.26) est indépendant de x, donc F est equicontinue, et
pour t2 tend vers t1, l’inégalité (3.26) tend vers 0, donc F (Br) est relativement compacte.
Par conséquent, d’après les étapes : (1) et (2) et le théorème d’Ascoli-Arzela, l’opérateur F
est complètement continue.
Preuve.
Étape3 : Soit Ω = {x ∈ X : ‖x‖ < M} et soit x ∈ ∂Ω, tel que x = δF (x) , 0 < δ < 1.

Pour tout t ∈ [0, 1] , on a :

‖x‖ = |δFx (t)| =
∣∣∣∣δθ(tβ +

tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)
(3.27)

− δ

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds− δλ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 x (s) ds

+
δtβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

+
δλtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 x (s) ds+ δ
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds

∣∣∣∣ .
En appliquant les hypothèses (H2) et (H3), on trouve :

‖x‖ = ‖δF (x)‖ ≤ δ

∣∣∣∣θ(tβ +
tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)∣∣∣∣ (3.28)

+
δ ‖g‖φ (‖x‖)

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ds+
δ |λ| ‖x‖

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 ds

+
δ ‖g‖φ (‖x‖)

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 ds+
δ |λ| tβ ‖x‖

Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 ds

+δ
(
1− tβ

) ∫ 1

0

L ‖x‖ ds.

Par calcule simple, on trouve

‖x‖ (3.29)

≤ |θ|
(

1 +
2

Γ (α + β + 1)

)
+

2 ‖g‖φ (‖x‖)
Γ (α + β + 1)

+
2 |λ| ‖x‖
Γ (β + 1)

+ L ‖x‖ ,



39

ce qui donne
‖x‖

|θ|
(

1 + 2
Γ(α+β+1)

)
+ 22‖g‖φ(‖x‖)

Γ(α+β+1)
+ 2|λ|‖x‖

Γ(β+1)
+ L ‖x‖

≤ 1, (3.30)

D’après (H4) , on a
‖x‖ < N,

ceci contredit le fait que x ∈ ∂Ω. Alors ∀x ∈ ∂Ω et ∀δ ∈ ]0, 1[ , on a x 6= δF (x) .
Donc d’après l’alternative non linéaire de Leray-Schauder F admet au moins un point

fixe qui une est solution du problème (1.3).

3.3.5 Exemple

Soit le problème fractionnaire suivant :

D
3
3

(
D

1
2 + 1

30

)
= π

4
− et sinh (t)

(2−e3t)x2(t)− sin t
5

(1+et)(15|x|+t+10)

x (0) =
∫ 1

0
cos(s)√
2s+144

x (s) ds, x (1) = π
4
.

(3.31)

Pour cet exemple, on a : α = 3
5
, β = 1

2
, λ = 1

30
, θ = π

4
, ϕ (t) = cos(t)√

2t+144
et f (t, x) =

et sinh (t)
(2−e3t)x2(t)− sin t

5

(1+et)(15|x|+t+10)
. Alors

|ϕ (t)| =
∣∣∣∣ cos (t)√

2t+ 144

∣∣∣∣ ≤ 1

12
,

et

|f (t, x)| =
∣∣∣∣et sinh (t)

(2− e3t)x2 (t)− sin t
5

(1 + et) (15 |x|+ t+ 10)

∣∣∣∣ ≤ et sinh (t)

5 (1 + et)

(
|x|
3

+ 1

)
.

Maintenant, on prend g (t) = et sinh(t)
5(1+et)

et φ (|x|) =
(
|x|
3

+ 1
)
. Alors, on peut avoir

Γ (α + β + 1) = Γ

(
3

5
+

1

2
+ 1

)
= 1.0465,

et

‖g‖ =
1

5
,Γ

(
1

2
+ 1

)
= 0.886 23.

Par un simple calcul, on obtient :

N >
|θ|
(

1 + 2
Γ(α+β+1)

)
+ 2‖g‖

Γ(α+β+1)

1− 2
‖g‖
3

Γ(α+β+1)
+ 2|λ|

Γ(β+1)
+ L

=
2.6686

0.714 03
= 3.737 4 > 1.

En conclusion, toutes les hypothèses du Théorème 3.2 sont vérifiées, donc le problème (3.31)
admet au moins une solution.



40

3.3.6 Résultat d’existence via le théorème du point fixe de Kras-
nosselski

Théorème 3.3 Soit f : J × R −→ R une fonction continue. On suppose que (H1) et (H2)
et l’hypothèse suivante est satisfaite :

(H5) : Il existe une fonction positives b telle : |f (t, x)| ≤ b (t) , (t, x) ∈ [0, 1] × R, avec
B = sup

t∈[0,1]

b (t) .

Si
k

Γ (α + β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

< 1, (3.32)

alors le problème fractionnaire (3.1) admet au moins une solution sur J .

Preuve. Pour montrer l’existence de la solution du problème (3.1) ; il suffi t de vérifier les
hypothèses du théorème du point fixe de Krasnosselski.
Soit :

r ≥
|θ|
(

1 + 2
Γ(α+β)

)
+ 2B

Γ(α+β+1)

1−
(

2|λ|
Γ(β+1)

+ L
) ,

et on considère l’ensemble :
Br = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ r} .

On définit aussi les opérateurs F1 et F2 sur Br comme suit :

F1x (t) (3.33)

= − 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds− λ

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 x (s) ds,

et

F2x (t) = θ

(
tβ +

tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)
(3.34)

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 f (s, x (s)) ds

+
λtβ

Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 x (s) ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

ϕ (s)x (s) ds.

(1) : Premièrement, onmontre que si x, y ∈ Br, alors F1x (t) + F2y (t) ∈ Br. En effet, pour
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tout x, y ∈ Br et t ∈ J, on a :

‖F1x+ F2y‖ (3.35)

≤
∣∣∣∣θ(tβ +

tα+β

Γ (α + β)
− tβ

Γ (α + β)

)∣∣∣∣
+

1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 |f (s, x (s))| ds+
|λ|

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 |x (s)| ds

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 |f (s, x (s))| ds

+
|λ| tβ
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 |x (s)| ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

|ϕ (s)| |x (s)| ds.

En utilisant l’hypothèse (H2) et(H5) et en calculant les intégrales du second membre de
(3.35), on obtient :

‖F1x+ F2y‖ (3.36)

≤ |θ|
(

1 +
2

Γ (α + β)

)
+

2 supt∈[0,1] b (t)

Γ (α + β + 1)
+

2 |λ| ‖x‖
Γ (β + 1)

+ L ‖x‖ .

Par conséquent,

‖F1x+ F2y‖ (3.37)

≤ |θ|
(

1 +
2

Γ (α + β)

)
+

2B

Γ (α + β + 1)
+

2 |λ| ρ
Γ (β + 1)

+ Lr ≤ r.

Donc
F1x (t) + F2y (t) ∈ Br. (3.38)

(2) : Deuxièmement, on montre que F2 est continu et compact. Il est claire de voir que F2

est continu puisque f est continue.
Preuve.
• : On montre que F2 (Br) est borné. En effet, soit x ∈ Br et t ∈ J, alors

‖F2x‖ ≤ |θ|
(
tβ +

tα+β

Γ (α + β)
+

tβ

Γ (α + β)

)
(3.39)

+
tβ

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 ‖f (s, x (s))‖ ds

+
|λ| tβ
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 ‖x (s)‖ ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

|ϕ (s)| ‖x (s)‖ ds.

En utilisant l’hypothèse (H2) et (H5) et en calculant les intégrales du second membre de
(3.39), on obtient :

‖F2x‖ ≤ |θ|
(

1 +
2

Γ (α + β)

)
+
tβ supt∈[0,1] b (t)

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 ds (3.40)

+
|λ| tβ
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 ‖x (s)‖ ds+
(
1− tβ

) ∫ 1

0

L ‖x (s)‖ ds.
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Puisque t ∈ [0, 1] , on peut alors écrire

‖F2x‖ (3.41)

≤ |θ|
(

1 +
2

Γ (α + β)

)
+

B

Γ (α + β + 1)
+

|λ| r
Γ (β + 1)

+ Lr := Π.

D’où F2 (Br) est uniformément borné.
Preuve.
•• : Maitenant, on montre que F2 (Br) est équicontinu. En effet, soient t1, t2 ∈ J , tel que

t2 < t1 et x ∈ Br, alors par (H2) et (H5), on a :

‖F2x (t1)− F2x (t2)‖ (3.42)

≤ |θ|
(
tβ1 − t

β
2 +

tα+β
1 − tα+β

2

Γ (α + β)
+

tβ2 − t
β
1

Γ (α + β)

)

+

(
tβ1 − t

β
2

)
supt∈[0,1] b (t)

Γ (α + β)

∫ 1

0

(1− s)α+β−1 ds

+
|λ|
(
tβ1 − t

β
2

)
Γ (β)

∫ 1

0

(1− s)β−1 ‖x (s)‖ ds+
(
tβ2 − t

β
1

)∫ 1

0

L ‖x (s)‖ ds.

De (3.42), on obtient

‖F2x (t1)− F2x (t2)‖ (3.43)

≤ +

|θ|+
(
tβ1 − t

β
2

)
B

Γ (α + β + 1)
+

|λ| r
Γ (β + 1)

(tβ1 − tβ2)

+

[
1

Γ (α + β)
+ r

](
tβ2 − t

β
1

)
+

1

Γ (α + β)

(
tα+β
1 − tα+β

2

)
.

Comme t2 → t1, le seconde membre de (3.43) tend vers zéro. Par conséquent F2 (Br) est
équicontinu. D’après le théorème d’Ascoli-Arzela, F2 est compact.
Preuve.
• • • : Finalement, on prouve que F1 est une contraction. En effet pour tout x ∈ Xet

t ∈ J , on a :

‖F1 (x)− F1 (y)‖ (3.44)

≤ 1

Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖f (s, x (s))− f (s, y (s))‖ ds

+
|λ|

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 ‖x (s)− y (s)‖ ds.
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En appliquant l’hypothèse (H1), on aboutit à :

‖F1 (x)− F1 (y)‖ (3.45)

≤ k ‖x− y‖
Γ (α + β)

∫ t

0

(t− s)α+β−1 ‖f (s, x (s))− f (s, y (s))‖ ds

+
|λ| ‖x− y‖

Γ (β)

∫ t

0

(t− s)β−1 ds.

En calculant l’intégrale du second membre de (3.45), on obtient :

‖F1 (x)− F1 (y)‖ ≤ k ‖x− y‖
Γ (α + β + 1)

+
|λ| ‖x− y‖
Γ (β + 1)

. (3.46)

Et donc

‖F1 (x)− F1 (y)‖ ≤
[

k

Γ (α + β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

]
‖x− y‖ . (3.47)

En utilisant la condition (3.32), on conclut que F1 est une contraction.

Par conséquence du théorème du point fixe de Krasnosselski, on peut conclure que a un
point fixe qui est une solution du système (3.1).

Corollaire 3.1 Supposons que (H1) est satisfaite. S’il existe ω > 0 tel que :

f (t, x) ≤ ω, pour tout t ∈ J et x ∈ R,

alors le problème fractionnaire (3.1)admet au moins une solution.

3.3.7 Exemple

On considère le problème fractionnare suivant :

D
3
4

(
D

2
3 +

1

15

)
x (t) =

1

2
− sinx

et2 + 20π
+ cos

(
2 + t2

)
, t ∈ [0, 1] , (3.48)

x (0) =

∫ 1

0

1

21 + e2s
x (s) ds, x (1) =

1

2
.

Soit t ∈ [0, 1] et x ∈ R, alors :

f (t, x) =
sinx

et2 + 20π
+ cos

(
2 + t2

)
.

En appliquant l’hypothèse (H5), on trouve :

|f (t, x)| ≤
∣∣∣∣ sinx

et2 + 20π
+ cos

(
2 + t2

)∣∣∣∣ ≤ 1

et2 + 20π
+ cos

(
2 + t2

)
.

ce qui signifie que b (t) = 1

et2+20π
+ cos (2 + t2) .
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Pour tout x, y ∈ R et t ∈ [J = 0, 1] , on a :

|f (t, x)− f (t, 1)| =

∣∣∣∣ sinx

et2 + 20π
− sin y

et2 + 20π

∣∣∣∣
≤ 1

et2 + 20π
|x− y| ≤ 1

1 + 20π
|x− y| .

Par conséquent, l’hypothèse (H1) est satisfaite avec k = 1
1+20π

.
Maintenant, on va vérifier la condition (3.32).
Tout d’abord, en calculant la valeur Γ (α + β + 1) et Γ (β + 1) , on trouve :

Γ (α + β + 1) = Γ

(
3

4
+

2

3
+ 1

)
= 1.2558,

et

Γ (β + 1) = Γ

(
2

3
+ 1

)
= 0.902 75.

Finalement, on a :

k

Γ (α + β + 1)
+

|λ|
Γ (β + 1)

= 8.6323× 10−2 < 1

D’après le Théorème 3.3, le système (3.48) admet au moins une solution sur [0, 1] .



Conclusion

Dans ce mémoire, on a appliqué les théorèmes de point fixe pour étudier un problème
aux limites avec une et deux dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans un espace de
Banach et en particulier pour démontrer l’existence et l’unicité des solutions du problème
fractionnaire posé. En effet, on a d’abord présenté une autre équivalence intégrale du pro-
blème fractionnaire donné, puis on a établit des hypothèses assurant l’existence et l’unicité
de solutions pour le problème fractionnaire posé. On a ensuite considéré d’autres hypothèses
pour assurer l’existence d’au moins une solution.
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