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Résumé

Les théoréemes du point fixe ont beaucoup d’applications. Ils intervienent dans la ré-
solution de plusieurs équations différentielles non linéaires, en particulier dans 1’étude de
I’existence et de I'unicité.

Dans ce mémoire on s’intéresse a I’applications des théorémes du point fixe pour étudier
un probléme aux limites avec une et deux Dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans un
espace de Banach. On va étudier l'existence et 'unicité de la solution a ’aide de principe
de contraction de Banach. Puis, en utilisant ’alternative non linéaire de Leray-Schauder,
théoreme Krasnosselski et le théoréme de Schaefer, on va aborder la question de ’existence
d’une solution au moins.



Abstract

The fixed point theorems has many applications. It intervenes in the resolution of several
nonlinear differential equations in particular, in the study of existence and uniqueness.

In this thesis we are interested in the applications of fixed point theorems to study a
boundary problem with one and two fractional derivative in the sense of Caputo in a Banach
space. We will study the existence and the uniqueness of the solution using Banach’s principle
of contraction. Then, by using the nonlinear alternative of Leray-Schauder, Krasnosselski
theorem and Schaefer’s theorem, we will address the question of the existence of at least one
solution.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est défini comme étant la branche mathématique qui étudie la
généralisation des notions de dérivation et d’intégration & des ordres non nécessairement
entiers, permettant le calcul de la dérivée d’ordre « réel ou complexe d’une fonction diffé-
rentiable f (t) soit :

o _dv f(t)
(Df)(t) = e
La théorie des équations différentielles fractionnaires est I'un des plus important champs
d’applications de la théorie du calcul fractionnaire, en effet de nombreux phénomeénes se
modélisent par des équations différentielles fractionnaires et 1’étude de ces derniéres per-
met certainement une meilleure interprétation des phénomenes physiques. Les théorémes
du point fixes [9,11,13,14,15] est un outil éxtrément important qui intervient dans I’étude
des équations différentielles fractionnaires et permet d’établir des résultats d’existences et
d’unicités.

Notre travail est réparti en trois chapitres. Le premier chapitre est consacré aux définitions
et notations qui seront utiles dans la suite de travail.

Le deuxiéme chapitre sera consacré a 1’étude de l’existence de la solution de I’équation
différentielle fractionnaire suivante :

D (t) = 0—f(t,x(t), R, 0<a<2,teJ=]01],

z(0) = /Oh(s)x(s)ds, x (1) =0,

ot D désigne la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo et f : [0;1] x R — R une
fonction continue.

Pour le troisieme chapitre on étudie I'existence et 'unicité des solutions d’une équation
différentielle fractionnaire avec deux dérivées fractionnaires de Caputo en utilisant ’approche
de point fixe via l'alternative non linéaire de Leray-Schauder et le théoréeme Krasnosselski.
On considére alors le probléme fractionnaire suivant :

D*(DP+X)z(t)+ f(t,z(t) = 0, NOeRteJ=1]0,1]

£(0) = /Ow<s>:v<s>ds, r(1) =9,

ot D* et D® représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre a et 3
respectivement, avec 1 < o, 5 < 2,J =[0,1], f: J x R — R est une fonction continue.



Chapitre 1

Notions de calcul fractionnaire

Cette section rassemblent les définitions et les propriétés essentielles correspondantes a
la notion de l'intégration et la dérivation fractionnaire [6,7, 8,10, 12]. La derniére section est
consacrée a la présentations de quelques théorémes classiques de ponit fixe.

1.0.1 Fonctions spéciales

Dans ce paragraphe, on présente deux fonctions spéciales qui sont trés utilisées dans
lintégration fractionnaire. Il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Béta.

1.0.2 Fonction Gamma

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la factorielle, cette fonction est
I'un des outils de base du calcul fractionnaire.

Définition 1.1 La fonction Gamma est définie par l'intégrale

r(z) = / F-letdt, Re{z} > 0. (1.1)

Exemple 1.1 FEvaluons I’ (%) par définition

+oo
r(l) = / Letdt
0

Posons t = v? alors
dt = 2udv.

D’ou
—+o00

Pl = / L9y
0
+oo

r(l) = 2/6—%@

0

9
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Calculons [F (%)] 2 , on trouve

On pose

On aura

= 2/6_”2611) 2/6_“2du
0 0
—+o0+00
= 4/ /e_(“2+“2)dudv
0 0
u=1rcosf

v=rsinf, r € [0,4o0[, 0 € [0, 7]

jus
2 +oo

T (1)]° = 4 / / " rdrdd

6=0r=0

= T(2) = VF.

Propriétés de la fonction Gamma

Une propriété importante de la fonction I'(z) est la relation de récurrence suivante :

I'(z+1) = 2I'(2), (1.2)

qu’on peut démontrer par une intégration par partie :

T(z+1) = [Ctetdt = [—e )] + 2 f0+oo t="tetdt = 2T'(2).

0

Puisque I'(1) = 1, en utilisant la relation de récurrence, on obtient pour z = 1,2, 3...

T(2) = 10(1) = 1!
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donc

1.0.3 Fonction Béta

Définition 1.2 La fonction Béta est donnée par :

z,y) = [ (1 — )" '"'dt, Re(z) >0, Re(y) > 0.

Propriétés de la fonction Béta

1. La fonction Béta est symétrique c’est-a-dire que :
B(z,y) = B(y, z).

2. Elle peut prendre aussi les formes intégrales :

B(z,y) =2 fog sin?* 71 0 cos®~1 0d#.

tz 1
fo 1+t)z+y

Proposition 1.1 Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation :

I'(z)l
Bay) = 2

Preuve. En effet si dans (1.1) on change t par u?, on obtient I'intégrale de Gauss :

_2f+°° 2z—1 *“du

qu’on va utiliser pour calculer F( ) et F(y) avec Rex > 0, Rey > 0, En effet :

_ 2f+00 12e=1—1% 7y
[(y) = 2f0+o° vl gy,

Donc :
F —4f —(t240? V42210291 ¢ o

Passons aux coordonnées polalres it =rcos 0, v=rsinf

D(z)D(y) =4 [ g pcpen e~ 2@t =1 605201 9 sin? 1 drdf
= (2 f0+oo e*’”2r2($+y)*1dr) (2 fog cos?*~1 g gin?v—1 6’d9)

= (T(z+y))2 fog cos® 1 9 sin® ! 0do.
D’ou finalement :

B(z,y) = 1}(3—+y 2f0 cos®* 1 hsin® 1 0de.

(1.3)

(1.4)

En posant : = y = 1, on trouve [T (%)} = B(3,3) = 2f02 df = 7 et donc T' (3) =

27
/7. Intégration fractionnaire m
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1.1 Intégration fractionnaire

1.1.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

L’approche de Riemann - Liouville relative a la définition de l'intégrale fractionnaire
s’appuie sur la formule de cauchy pour le calcul de 'intégrale répétée n fois qui est donnée

par :
Imf)] = = 1,f0 )L f(T)dT, t > 0,n € N*. (1.9)

En généralisant cette formule & un ordre « réel positif et en remplacant la fonction
factorielle par la fonction Gamma on aura la définition suivante :

Définition 1.3 L’intégrale fractionnaire Riemann - Liouville d’ordre o > 0 d’une fonction
f:0,t] = R, est définie par

I°[f()] = w3 Jo (& = 7)* 7 f(7)dr, a >0, £ >0,

(1.10)
I°[f ()] = f(¢)
Proposition 1.2 Pour tout « >0, 8 >0,t >0, on a :
I[I°f (1)) = 1P f (1), (1.11)
et
[[I°f ()] = I°[1° f(1)). (1.12)

Preuve. Par définition on a :

1P F(1)] = e Jo € =7 (Jo (7 = 0)" 7 £ (p)dp) dr

On pose :
T—p=s(t—p)=dr=(t—p)ds,

et
s =72 alors, 1 —s=1{=donc (t —7) = (1L —s)(t — p).

Jo(t =7)Ndr [ = p) "' f(p)dp =[5 f(p)dp [ (¢ —7)* (7 — p)?~'dr
Jo Fo)p fy [s(t = p))"7H[(1 = $)(t = p))" ™" (¢ = p)ds

= Jolt = p) 1 f(p)dp [y sP7H(1 = 5)°tds = B(a, B) [ (t — p)**P1 f(p)dp

Ainsi on a :
[P f(t)] = T*FP[f ()] = TP+ f(1)].
D’ou (1.6) et (1.7). m
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1.1.2 Exemples
1. Soit f(t) = (t —a)’ ou B > —1.

IIf ()] = g Jo(t = 2)° (2 — a) da.

En effectuant le changement de variable x = a + 7(t —a) = dx =dr(t —a), (0 <7 <1) et
en utilisant la fonction Béta il résulte que

I[f ()] = oy (t = @)™ 3 (1 = 1) rPdr

@ « T'(a)T(B+1
ﬁ(t—a) YBBla,f+1) = ﬁ(t—a) +3%

_ T+ et
= Mo — @) .

I[f (1) = rrarsin (t — @),

2. f(x) =€", on a alors :
I°[f(z)] = I?]e*] = ﬁ Jo (@ —T7)> teTdr.

Si on pose y = x — 7, on aura :

I[f ()] = 255 iyt vy,
Une intégration par parties nous donne :

[ ] i otk
I¢le*] = _—
~T (a+ k)

a+1 a+2

F(a+1)+F(a+2)+F(a+3)+

3. pour f(z) =z et o = 3, on obtient :

1 x _1 T rdr
IQ[I]:F(I)fo(x_T) 2Td7—:1‘_(1%_) 0 \/ICITT:\/LEIO Va—r

On pose

N — T =1t= dr = —2tdt.

I3a] = d V7 2B = =2 [N (g — 2)dt = 2t + 51"
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On effectue le changement de variable (z — 7) = y, on obtient :

(64 x 0 oa— r—
1] = e [ ey

_ e oo a1 )
=t Jo Yy le My,
Si on pose x = \y = dx = \dy, alors

«a Azl e’ +0 a—1,—=x _ eMl(a) _ [l
12 le™] = 2T (a) Jo et dr = MNT(a) — A@-

1.2 Dérivation fractionnaire

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, on cite les approches qui
sont fréquemment utilisées dans les applications.

1.2.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur [a,t], alors la dérivée fractionnaire d’ordre a (avec
n—1 < a < n) au sens de Riemann-Liouville est définie par :

RDP F(t) = gy e [t — )= () dr
(1.13)

= g (1" f (1)

1.2.2 Exemples

Exemple 1.2 1-La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-|
Liouville :

En générale la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

n’est pas nulle ni constante, mais on a :

Epec = raay (= a) .

Exemple 1.3 2-La dérivée de f (t) = (t —a)” au sens de Riemann-Liouville :
Soit p non entieret 0 <n—1<p<neta>—1,alorson a:

o m t n—p— «
Rpp(t —a)* = F(nl—p)((iit_" [, t—=7)"" Y1 —a)"dr.

En faisant le changement de variable 7 = a + s (t — a), on aura :

Rp (t i a)a _ ﬁ% (t . a)n+a—p f; (1 . S)n—p—l s%ls

_ T'(n+a—p+1)B(n—p,a+1) oa—
= Ton e

I'n+a—p+1)I'(n—p)I'(a+1) a—p
= Fa—pNa—pt Ui nta—prn (& — @)

_ TD(a+1) a—
= Taprp ="

A titre d’exemple

R[)0.5,0.5 _ I'(1.5) I'(1.5)
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1.2.3 Propriétés

1. Composition avec ’intégrale fractionnaire
- L’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est un inverse
gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire,

ED(I°f () = f(#),
en générale
RD(17F (1)) =" D=P £ (1),
et si a — 8 < 0, alors
RDOPf (8) =177 f (1),

En général la dérivation

et l'intégration fractionnaire ne commutent pas
m _ . a—k
"D (ED75(0) =F D) — X [FDI W) iRy

avecm— 1< <m.

2. Composition avec les dérivées d’ordre non entier

La dérivation fractionnaire et la dérivation conventionnelle (d’ordre entiére) ne com-
mutent que si f*) (a) =0 pour k =0,1,2,....,n — 1.

L (RDf (1)) =R Drref (1),

mais

Rpa (d” _R pnta f(k>(a(t ak o
D (dt_"f(t))i D f() Z T'(k—a—n+1) )

3. Composition avec les dérivées fractionnalres
Soitn—1<a<netm—1letm—1<p[<m, alors
U —a —a—k
“e (*DPF (1) =" D (1) = 3 [FDUEF ()], feey
et
m _g)-BFk
RB (RDaf (t)) _R Da+Bf (t) _ ];1 [RDa—kf (t)] . 152—,8)—1@4-1)7

par la suite deux opérateurs de dérivation fractionnaire #D® et 2D? (a # ), ne commutent
que si [D*7Ff(t)],_ = 0 pour tout k = 1,2,....n et [FDPFf ()], _ = 0 pour tout
k=1,2,....m

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Déﬁnition 1.4 Soit @« > 0 avecn — 1 < a < n, (n € N*) et f une fonction telle que
dt” 4= f € Ly[a,b]. La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est définie par

DU () = mgay Ju (0= 7)) (1) dr
I = (41 (1)
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1.3.1 Propriétés

1. Relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
Soit aw > 1 avec n — 1 < a < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle que
EDaf(t) et EDf (t) existent alors

o a = *) (a)(t—a)F
DO () =" DS (1)~ IR

On déduit que si f® (a) =0 pour k = 0,1,2,....,n — 1, on aurra “Df (t) =% Df (t).
2. Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire
Si f est une fonction continue on a

n—1 ®) (a) (t—a)*
CDIRf = f et 187D f () = f (1) — Yo L=
k=0

donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur d’intégra-
tion fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

1.3.2 Exemples

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.
La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

CDee = 0.

2. La dérivée de f (t) = (t — a)” au sens de Caputo .
Soit p un entier et 0 <n —1 < p <n avec o >n — 1, alors on a

n I'(a+1 a—n
J (7) = gt (7 — ),

d’ou s
« I'(a+1 t n—p—1 a—n
CDp (t — (l) = W fa (t — T) P (T — CL) dT,
Effectuant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on obtient

« I'(a+1 t n—p—1 a—n
CDp<t—CL) :mﬂl(t—ﬂ p (T—(l) dT

_ I(a+1) oa— 1 n—p—1 a—n
" T'(n—p)I'(a—n+1) (t - CL) 8 fa (1 - S) s ds

_ T'(a+1)B(n—p,a—n+1) oa—
o F(n—p)f‘(ap—n+l) (t - a) g

_ _D(at)I(n—p)I'(a—n+1) a—p
~ T(r—pI(a—n+DI(a—p+1) (t—a)

I'(a+1) a—
Taprny (E— )"
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1.4 Quelques théorémes du point fixe

Les théorémes de point fixe consistent a transformer un probléme donné en un probléme
du type x = h(x), ainsi ils fournissent des conditions généralement suffisantes pour lesquelles
I'équation x = h(z) admet une solution. Dans ce paragraphe on présente les théoréemes de
points fixes que on va utiliser tout au long de ce mémoire en vu d’obtenir des résultats
d’existence et d’unicité.

Définition 1.5 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels ou sur le corps des
nombres complexes. On appelle norme sur E une application de E dans R, notée x — ||z||
satisfaisant les conditions suivantes :

1.
Vre E:||z|=0<= x=0gVzr € FE,
2.
Va € R(C) : [Jax]| = |af [lz],
3.

Vo,y € B flz+yll < lzfl + llyll.

On dit alors que le couple (E, ||.||) est un espace vectorielle normé muni d’une norme.

Définition 1.6 On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r, 'ensemble noté B (a,r)
telle que

B(a,r)={zx € E/ ||z —a| <r}.

Définition 1.7 On appelle boule fermée de centre a et de rayon r, l’ensemble noté B’ (a,r)
tele que

B'(a,r)={x € E/||lx —al <r}.

Définition 1.8 Soient (E, ||.||z) et (F,|.||) deux espaces vectoriels normés sur le méme
corps k, alors Uespace produit E x F' = {(x,y) /Jr € F ety € F'} est un espace vectoriel
normé sur k par ['une des normes suivantes :

(1) :

Gz, )l = 2l + llylle -

(2) :

B =

1z, o), = (2l + lyle)r 1 < p < oo

(3):

1, )l oo = max{[z]| g, [yl p} -

Définition 1.9 On dit qu’un espace vectoriel normé (E, ||.||) est complet, ou que c’est un
espace de Banach, si toute suite de Cauchy dans F est convergente.
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Remarque 1.1 Soit (z,,) une suite de E. Alors (z,) converge vers x dans (E, ||.||) si et

seulement si
lim ||z, — x|z =0.
S

Définition 1.10 On dit que A est une partie compact de (E, ||.||) si de toute suite de points
de A on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de A ).

Définition 1.11 Une partie A de (E,||.||) est dite relativement compact si son adhérence
est compact.

Définition 1.12 Soient E et F' deux espace de banach, et A : E — F wune application
lineaire. On dit que A et borné si elle envoie les parties bornées de E sur des parties bornées

de F'.

Définition 1.13 Soient E et ' deux espaces de Banach. on appelle opérateur borné toute
application linéaire continue de E dans F.

Définition 1.14 Soient E et F' deux espaces de Banach et f une application définie de E a
valeurs dans F. On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme
tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F'. f est dite compact si f(FE)
est relativement compact dans F.

Définition 1.15 Soit A un sous ensemble de C' (J,R), L’ensemble A est equicontinue. i.e
pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

[t1 —ta] <6 = ||f (t1) — f (t2)|| < e pour tout t1,ts € J et tout f € A.

Définition 1.16 Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.| et T : E — E une
application. Un élément x de E est un point fixe deT' st Tx = x.

Définition 1.17 L’aplication Lipschitzienne f est dite une contraction si L = 1 dans le cas
ou L € [0,1] ,f est dite une contraction stricte.
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If &) = F (&)l < Lz -y

Théoréme 1.1 [3] (Théoréme du point fize du type Banach) Soient X un espace de Banach,
et A: X — X un opérateur contractant. Alors A admet un point fire unique.i.e Iz € X tel
que Ar = x.

Théoréme 1.2 [4] (Théoréme du point fize de Arzela-Ascoli) Soit A un sous ensemble de
C (J,R), A est relativement compact dans C (J,R) si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

i) L’ensemble A est borné. i.e il existe une constante k > 0 telle que :

I f ()|l <k pour tout = € J et tout f € A |
i1) L’ensemble A est equicontinue. i.e pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
[ti —to| <6 = ||f (t1) — f (t2)|| < € pour tout ty,ts € J et tout f € A |

i1i) Pour tout x € J l'ensemble {f (z), f € A} C E est relativement compact.

Théoréme 1.3 [4,5] (Théoréme de point fixe de Schaefer) Soit X un espace de Banach et
A: X — X est un opérateur complétement continue.
Si l’ensemble

e={x e X : Nz =x pour certain X € 0,1[} ,

est borné, alors A posséde au moins une point fize.

Théoréme 1.4 [3] (Théoréme de point fize de krasnosselski) Soit (E,|.||) un espace de
Banach, et soit M une partie non vide, convexe et fermé de E. On suppose que A, B : M — S
sont deux applications satisfaisants

i. Ar+ By € M,Nx,y € M,

ii. A est continue et AM est contenue dans un ensemble compact,

171. B est une contraction.

Alors dx* € M, Ax* 4+ Bx* = z*.

Théoréme 1.5 [4,5] (Alternative non linéaire de Leray-Schauder). Soient X un espace de
Banach et C' C X un convexe fermé. On suppose qu’il existe un ouvert U dans C' tel que
0€ U, A:U — C un opérateur complétement continu , alors on a l'alternative suivant : ou
bien

1. A admet un point fize; ou bien

2. 1l existe © € OU ; x = NA(x) pour X €]0;1].



Chapitre 2

Etude de l’existence de la solution
d’une équation différentielle
fractionnaire

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de 1’existence et 1'unicité des solutions pour un
probléme fractionnaire au sens de Caputo. On considére alors le probléme suivant :

Dz (t)y=0—f(t,z(t)), OeR 0<a<2;te]=]01],
(2.1)

2(0)= [ h(s)az(s)ds, =(1) =0,

ol D® représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o avec 1 < a < 2, J =
[0,1], f : J x R — R est une fonction donnée vérifiant certaines hypotheéses qui seront
précisées plus tard et X = C'(J,R) est 'espace de Banach de toutes les fonctions continues
de J dans R muni de la norme ||.||, ||z| = sup {|= (¢)| : t € J} . On prouvera I'unicité de la
solution du probléme en utilisant le théoréme de Banach, aussi on montre 'existence de la
solution du probléme fractionnaire en appliquant les théorémes de Krasnosselski et Schaefer.

2.2 Lemmes Auxiliaires
Dans la présente section, on présente quelques lemmes qui seront utilisés dans ce chapitre.

Lemme 2.1 Soient o > 0 et f une fonction définie sur [0,b] ,alors la solution générale de
l’équation différentielle fractionnaire

(“Dg) (f(x)) =0 (2.2)
est donnée par :
f(x)=ao+ax+ ... +a,_ 12" " (2.3)

ot a; €ER,i=0,1,2,....n —1,n = [a] + 1,avec [a] désigne la partie entiére de .

20
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Lemme 2.2 Soient o > 0 et f une fonction définie sur l'intervalle [0,b], alors
(J*) (DY) (f(2)) = f(@) +ap + a1z + ... + ap_12™ . (2.4)

ot a; € R,i=0,1,2,...n—1,n=|a] + 1.

2.3 Solution Intégrale

On prouve le lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution intégrale
de (2.1) :

Lemme 2.3 [2| La solution du probléme (2.1) est donnée par :

o(t) = (1—t)/01g(7'):6(7')d7'+6<t—r(t P ) (2.5)

at1) T(atl)

b [ PG a2 )
I'(a) Jo ’ ’ '
Preuve. On a
D% (t)=0— f(t,x(t)),0<t<1. (2.6)
En appliquant opérateur J¢ aux deux membres de (2.6), on trouve
6 a
JDY (t) =0J% (1) — Jf (t,x (1)) = ﬁ —JUf (t,x (t)). (2.7)
Et comme
JD (t) =z (t) + co + 1t (2.8)
Alors oo
x (t) = m - Jaf (t, X (t)) — cg — c1t. (29)
Pour ¢t =0, on
1
= — dr. 2.10
== [ s@atar (210)
Et pour t = 1, on obtient
o 0 ! 1 ! a—1
61—9+m+/0 g(T).’L'(T)dT—m/(; (1—=7)"" f(r,x(t))dr. (2.11)

On remplace ¢ et ¢; dans (2.9),on trouve (2.5).
[ |

Maintenant, on transforme le probléme (2.1) & un probléme du point fixe. Pour cela, on
considére 'opérateur 7' : C' (J,R) — C (J,R) défini par :

T@) — (1—75)/0 g(T)x(T)dT+9(t—F(at+1)+F(Of:1)) (2.12)

tq - _ -
+W/o (k=) f“’"""(T))dT—m/O (t=7)"" f (r (7)) dr.
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2.4 Hypothéses

Pour établir I'existence et 1'unicité de la solution du probléme (2.1), on considére les
hypothéses suivantes :

(Hy) :
If @t 2) = ft =yl <Ellz—yll,k>0, 2,y eR, t€0,1], (2.13)

(Ha)
M+L<d 9(1+ 2 >+ 2N <(l—-d)r (2.14)
Ma+1) =7 I'(a+1) I'(a+1) ~ ’ '

Our,de RY,0<d<1,N = sup |f(t,0)| et M = sup |g(t)| < 1.
t€[0,1] te[0,1]
(Hs) :

I (L) <wv(t),(tx) €0,1] x R,ve C([0,1],RY).

(Hy) : Soit f:[0,1] x R — R est une fonction continue.

2.5 Existence et Unicité de Solutions

2.5.1 Unicité de Solutions

En se basant sur le principe de contraction de Banach, I'unicité de la solution du probléme
(2.1) sera prouvée.

Théoréme 2.1 [2] Supposons que les conditions (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors le pro-
bléeme (2.1) a une unique solution dans C' (J,R).

Preuve. Pour démontrer le théoréeme 2.1 il suffit de montrer que 'opérateur 7" admet un

point fixe sur
B, :={z eR,|z| <r,r>0}.

On montre que T' B, C B,. Soit alors z € B,, on a :

1T (2, )| (2.15)

= | (1—t)/0 g(T)w(T)dTJr@(t_r(at+1)+r(of:1)>
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Donc

I ()] (2.16)

< M||x||+e<1+L) b [ A= ) - S .0 dr

F'(a+1) I (a)
1 ' a—1 1 t a1
i [ @I 0 s [ ) - £ .0l
1 t o1
b [ @0t o ar

En utilisant la condition (H;), on peut écrire

1T () (2.17)
2K 2N

2
< W0 () M1 s

D’ou,

17" ()l (2.18)

< | M+ —2k +011+ 2 + 2N
’r' .
- I'(a+1) I'(a+1) I'(a+1)
En utilisant la premiére condition de (Hz), on récupére
T (z)|| < dr+(1—d)r. (2.19)

Cela implique T' B, C B,., donc T est une application de B, dans B,.
[ ]
Maintenant, on montrant que 7' est contractante :
Soient x,y € B,, pour tout ¢t € [0,1], on a :

1T () =T () (2.20)
< (1- t)/o (L=7)"" g (7) (@ (1) =y (1))l dr

t ! a—1
L / =7 f (ra () — f (ry () dr

1 /t a—1
t— | G=7)"f (1,2 (7)) = (7,9 (7))l d7
o/ @
En utilisant (H;) et le fait que |g (7)| < M, 7 € [0,t],0 <t < 1, on obtient alors

1T () =T ()| (2.21)

2%
< Mlz— — = _z—v.
< |z —y|| + NEEY IE
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Maintenant, en utilisant la premiére condition de (H,), on trouve
1T (z) =T ()|l < d ||z =yl (2.22)

Alors, 'opérateure T' est une contraction. Donc T' posséde un point fixe unique qui est un
solution du probléme (2.1) .
D’ou la démonstration du Théoréme 2.1.

2.6 Existence de Solutions

Le théoréme suivant établit 'existence d’une solution au moins du probléme (2.1) : La
preuve du ce théoréme est basé sur le théoréme du point fixe de Krasnosselski [2].

Théoréme 2.2 Supposons que les hypothéses (Hjz) et (Hy) sont satisfaites. Si M < 1, alors
le probléme (2.1) admet au moins une solution dans C (J,R).

Preuve. Soit r tel que :

r>(1- M) (9 (1 i F(a2+ 1)) ! P(QMU) |

ot [|v[| = sup [v (). m
te(0,1]
On définit les opérateurs R et S sur B, := {z € R, ||z|| < r} par :

R(z) = (1 —t)/o g(F)x(F)dr+ 0 (t— F(at+ 5+ F(Of: 1)) (2.23)

et
S(x)= ﬁ/{) (1—=7)*""f(r,z(r))dr — Jf (t,z (1)) (2.24)
Alors , pour z,y € B, et t € [0,1],on a:
R, z)+ Sty (2.25)
! t te
< H(l—t)/o g(T)$(T)dT+9<t— Tlat 1) +F(a+1)>H
et [0t - e o).
Donc
IR@ SO < Mlall+6 (14 1 25) (2.26)

tet [ A=t e

1

+Hm/01(1—7)“_1f(ﬂy(7))d7 -
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En utilisant 'hypothése (Hj) el la condition (2.24) , on obient

IR+ SO < Mlel+0(1+ 57255 ) + Frans (2.27)

< Mr+((1-M)r.

Donc
R(z)+ S (y) € B,.

D’autre part, on a :
[R(z) = RY)| < M |lz—yl|. (2.28)

Comme M < 1, alors R est contractante.
Preuve. De plus, d’aprés (Hy) 'opérateur S est cintinue, et

t

IS @) < m/o L =7 f oy ()l dr (2.29)
1 ! o1
vl AU R TS
Puisque ¢ € [0, 1], on peut alors écrire :

2 vl

S < — 2.30
IS@I < Fo g (230)
Par conséquent, S est uniformément borné sur B,.
[ |
Maintenant, on prend t1,t5 € J, t; >t et y € B,.. Alors
1Sy (t1) — Sy (t2)|| (2.31)

th—ty [ a—1
o /0 (1= 1) £ (.3 (7)) dr

" Hﬁ/ﬂt (b — 1) f (o2 (7)) dr

1 t2 o1
_m/o (to — 1) f(r,z(7))dr||.

D’aprés (H3) , on récupére l'inégalité :

Il
Sy (t1) — Sy (t < ——(|t1 — ¢ ty —t3]).
19 (1) = Sy (1)1 € gy (I = ol + 1 = 51)
Le second membre de 'inégalité (2.34) est indépendant de y; donc S est equicontinue, et pour
titend vers to, I'inégalité (2.34) tend vers 0, donc S (B,) est relativement compacte. D’aprés
le théoréme d’Ascolli-Arzella, S est compact.Finalement d’aprés le théoréme de Krasnos-
selski, le probléme (2.1) admet au moin une solution sur [0, 7.
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Théoréme 2.3 Supposons que les hypothéses (Hs) et (Hy) sont satisfaites, alors le probléme
(2.1)admet au moins une solution

Preuve. Afin d’établir 'existence des solutions, on va montrer que admet un point fixe. Pour
ce faire, on utilise le théoréme du point fixe de Schaefer. D’abord, on montre que 'opérateur
est complétement continu. En effet, on montre que 'opérateur envoie tout ensemble borné
de C' (J,R) en un ensemble relativement compact dans C (J,R).

Soit
B, ={x € C(JR),|z|] <r}. (2.32)

(a) : D’apres 'hypothéese (Hy), 'opérateur T' est continu.
u
(b) : Maintenant, on montre que est complétement continu. En effet, T'(B,) est relative-
ment compact, c’est & dire :
(by) : Pour tout = € B, et t € J, on a I'estimation suivante :

el (2.33)
< Mz +6 (1 + S (&2+ 1)) + F(loz) /0 (1= )V f (7,2 (7)) dr
1 t -
+m/0 (L=7)"|f (r 2 (7)) dr.
Par (Hs3), on a :
el (2.34)

< Mux|r+e(1+w2+1))+r(1a) | a=mrelar

1 t o1
—i—m/o (1 —=7)"""|jv| dr.

D’ou

1T ()] (2.35)
2 ||l

2
< M 1 = L.
= HQ( +F(a+1))+r(a+1)

Par conséquent ||T (z)|| < L et donc T'(B,) est uniformément borné.
Preuve. =
(be) : T(B,) est équicontinu. En effet :
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Soit x € B, et t1,ty € J; tel que t; < ty. Alors

1T (t) — Tz (t)]| (2.36)
1 t £
< | (1—t1)/0 g(r)z(r)dr+0 (tl — NCES) + F(a+1))
v | = e — s [T e ) o

Compte tenu de I’hypothése (Hj3), on a :
| Tx (t1) — Tx (t2)|| (2.37)

to—t, O — 19
< (ty —t1) M t1 —1t 0
<ttt (6t i )
(ta —t1)

17 —t5 + (1 — t2)"]
Tlar)

I'(a+1)

o]l + o]l -
Quand t; — t3 le membre de droite de (2.40) tend vers zéro. Par Conséquent, on conclut
que T'(B,) est équicontinu. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on peut conclure que T' est un
opérateur complétement continu.
Preuve. =

(¢) : Finalement, on montre que I’ensemble €2 défini par :

Q={zecC(L,R):x=puT(z),0<p<1},

est borné. En effet, soit = € €2, alors © = pT (x) pour 0 < p < 1. Donc pour tout ¢ € J, on
a:

r = uT (z) (2.38)

Grace a (H3), on a :

1
by 2.39
p (2.39)

2 2o
< M 0|1
< el 101 (14 ) + 7
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0] 2 2]l _
- M (1+F(a+1)> +F(a+1)(1—M) =

<
ol < <

Donc
|lz]| <% < o0.

Ce qui prouve que {2 est borné.
Preuve. =

On conclut par le théoréme de point fixe de Schaefer que 1'opérateur admet au moinsun
point fixe qui est la solution du probléme(2.1) .



Chapitre 3

Etude de 'existence de la solution
d’une équation différentielle avec deux
dérivées fractionnaires

3.1 Introduction

Ce chapitre, est consacré a ’étude de 'existence et 'unicité de la solution d’une équa-
tion différentielle avec deux dérivées fractionnaires au sens de Caputo. En effet, aprés avoir
donné la solution générale du probléme fractionnaire, on utilisera les théorémes de point fixe
du Banach, l'alternative non linéaire de Leray-Schauder et Krasnosselski pour démontrer
I’existence et 'unicité de la solution du probléme posé. On considére alors :

D* (D +Nz(t)+ f(ta(t) = 0, \0eR,teJ=[0,1], (3.1)

) = [ et w0

ot D et D” représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre a et 3
respectivement, avec 0 < o, < 1,J = [0,1], f : J x R — R est une fonction donnée
vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard.

3.2 Solution générale

On démontre le lemme suivant :

Lemme 3.1 Soient g € C (]0,1],R), alors la solution du probléme aux limites fractionnaire
sutvant :

D*(D°+)) z(t) = g(t),ted, 0<a,B<1, (3.2)

1) = [ s w0
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est donné par :

z(t) = I“VPg(t) — I°Xx (t) — 7 [1*"Pg (1) — I°X z (1) — 0]
—l—(l—t’B)/O w(s)x(s)ds

_ 1 t _ g)th-t S_L t —5)7 7 (s)ds
—mw)/ﬂ JH5 g (s) rw)/o“ VPl (s) d

1 ! a+pB-1 A ! B-1
—tﬁ[m/o (1—135) g(s)ds—m/o (1—35)""z(s)ds—0

+(1—t5)/0 @ (s)x(s)ds.

Preuve. On a :
D*(DP+Nz(t)=g(t), 0<t<1

En appliquant U'opérateur /¢ aux deux membres de (3.4), on trouve :
[ [D*(DP +X) x(t)] =1,
On utilise le Lemme 2, on trouve
(DP+X)z(t)+co=1%(2).

Alors
DPg(t) = I% (t) — Az (t) — co.

Maintenant, en appliquant I’opérateur I? aux deux membres de (3.5), on trouve :

IP[DPx(t)] =1° 1% (t) — Az (t) — co) = I°VPg (t) — IPAx (t) — IPcy.

En ulisant le lemme 2, on obtient

x@+q:PWﬂw—ﬁm@—Fé%ﬁﬂ
Alors s , c ,

ol ¢y et ¢; sont des constants arbitraire. m
Maintenant, on cherche les constantes co et cq.
D’aprés la condition x ( fo s) ds, on peut écrire :

1
x(0) = / o (s)z(s)ds = —cq,
0
ce qui donne

q:—A}@m@m&

(3.4)

(3.6)
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On utilise la condition x (1) = #, on trouve

(1) =0 =1"g (1) — I’z (1) — ﬁ .

Alors
co=T(B+1)[I*Pg(1) = IPAx (1) —c; — 0] .

On remplace ¢y et ¢; dans (3.6) on trouve (3.3).

3.2.1 Probléme du point fixe

Soit X = C (J,R) est I'espace de Banach de toutes les fonctions continues de J = [0, 1]
dans R;
X={z:2(t) e C(0,1],R)}, (3.7)

muni de la norme :
||| = sup{|z (t)| : t € J}.

On définit I'opérateur F' : X — X par :

Fxz(t) = 6 <t5 + 5 (t:f 5T (Oi 6)) (3.8)
_ﬁ[ (t—s)awlf(s,x(s))ds—ﬁ/ot (t—s)"" 2 (s)ds
b | =9 P ) s
20 - e (1-0) [ o)n)ds

3.3 Existence et unicité

Dans le sous-section suivante, on montre I'unicité de solution de notre probléeme (3.1).

3.3.1 L’unicitée de la solution du probléme

Théoréme 3.1 Soit f : [0,1] xR — R une fonction continue. Supposons que les hypothéses
sutvantes sont satisfaites :

(H,) : 1l existe une constante k& > 0 telle que :
\f(t,z) — f(t,y)| < k|z —y|, pour tout t € [0,1] et z,y € R.

(H,) : La fonction ¢ est continue sur [0, 1] et |p (t)| < L.

. k A 1
LY
Tlatf+l) T+ 2 7
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alors, le probléme (3.1) admet une seule solution.
Preuve. Pour montrer que F' admet un point fixe il suffit de montrer que F' est une contrac-
tion, en effet : si 2,y € X pour tout t € J = [0, 1], alors

P (1) — Fy () (3.9
_ _; t — )P (s x (s S—L t — ) 2 (s)ds
= g - s ea o g [0 e
L 1 — )P £ (s 2 (s)) ds /\—tﬁ 1 — )" a(s)ds
Ty (I a0 i [ a0

+(1—tﬂ)/0 gp(s)q;(s)dwﬁ/o (t— )™ £ (5.9 (s)) ds

L t _Sﬁfl S S—L 1 —SaJrﬁil S S S
s | 0= @ = s [ =9 e
CES 1
—%/0 (t—s)ﬂ_ly(s)ds—(l—tﬂ)/o v (s)y(s)ds|,
Ce qui donne
|Fx(t) — Fy(t)] (3.10)
1 t a+B—1
< m/@(m) B f (5,3 () — £ (s, ()] ds
ﬁ t — )" Yz (s) =y (s)|ds
vl REAOECIE
th ! atf1
i L =T I ) = (s () s
Ml—sﬁflxs—ss — P 1 s)l|lx(s)—y(s) as
P [ 0= e vl ds+ (=) [ el ) =y as
En utilisant (H;) et (Hz), on obtient
|Fa (t) — Fy (#) (3.11)
_ t — )P ke —y|ds AL t — )" M (s) —y(s)|ds
< w0 ke —vlds e 1o =97 ey (a)ld
¥ 1 —s) P kg — s M 1 — )P x(s) — y(s)|ds
i L U ke —vlds s [ =97 e () y (o)l

(1 —tﬁ)/o Lz (s) —y(s)|ds.
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Par calcul simple, on trouve que :

|72~ Fyl (3.12)
2% 2|\
< — 2 -yt = -y + Lz -y
< rgry e vl gy o= vl + Lol
|
Pone ok 21|
Fx— Fy|| < + + L — 9| - 3.13
P2~ Fill <ty * g+ 2) o= (3.13)

D’ou F' est une contraction et d’apres le théoréme de Banach F' admet un seul point fixe qui
est une solution du probléme (3.1).

3.3.2 Exemple

On considére le probléme fractionnaire suivant :

D3 (D%+%) :%—%—i—arctan(l—l—t%—ﬁ),te[0,1],

(3.14)

8

0)= [ a(s)ds, (1) =1

—Jo 20

s

_ 1 _ 1 __e_
70_57)\_%790(8>_ 20 °

75:

Ona:a=
On définit

f(t )=

wWIN
o

sinx (t)

_ t 1+t+t3).,telo,1 R.
357T<t6t2+1)+arcan( +t+¢%),t€0,1],z €

Pour tout z,y € Ret t € [0,1], on a :

sinx (t) siny (t)
ta)—fty)| = |-
[f(t2) = f ()l ’ 35m (tet” +1) 35w (tet” + 1)
< 1 |
— |z —y].
= Br Y
et )
675
< < —.
) < |5 | < 50
Il est clair que les hypothese (Hy) et (H3) sont vérifiées avec k = 52— et L = o.
On a aussi 5 3 -
r D=T(+24+1)=r(2) =12
(a+B+1) <3+4+ ) (12> 558,
et

3 7
rpg+1)=r (Z + 1) =T <z_l) = 0.91906.
Par conséquent
k A %

L(a+B+1) T (B+1) 1.2558 091906

1
= 0.05076 < 5~ L=04.

D’apres le Théoréme 3.1, le probleme (3.14) admet une solution unique sur [0, 1].
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3.3.3 Existence d’une Solution au moins

3.3.4 Reésultat d’existence via ’alternative non linéaire de Leray-
Schauder

Théoréme 3.2 Soit f : [0,1] x R — R une fonction continue. On suppose que (Hs) et les
hypothéses suivantes sont satisfaites :

(Hs) : Il existe une fonction croissante continue définie par ¢ : Rt — RT et une fonction
g € C([0,1],R") tel que :

Ifto)f<g@®)o(l=l), (&) el01]xR.

(Hy) : il existe une constante N > 0 tel que :

N
2 2||gll(IN) 2AIN > L
g
6] (1 + F(a—i—ﬁ—i—l)) + [F(a-ﬁ-ﬁ-{-l) + w5 + LN

Alors le probléeme (3.1)admet au moins une solution sur [0, 1].

Preuve. Principalement, on va utiliser I’alternative non linéaire de Leray-Schauder. pour
montrer I’existence d’une solution pour le probléme et pour cela, on passera par 3 étapes :

[ ]
Etapel : On montre que F est continu. En effet, soit (x,,) une suite dans X convergente
pour la norme ||.|| vers une limite z, c’est a dire lim,_, ||z, — z|| = 0. Il faut montrer que
lim, o || Fz, — Fx|| = 0.

Soit t € J, alors

|Fa, — Fy| (3.15)
_ _; t — )P f(s a (s 3—L t — ) 2, (s)ds
- |Fraem [ -0t g [0t
L 1 — ) (s (s))ds )\—tﬁ 1 — )%ty (s)ds
+P@+6LA(1 ) f(’"””i+rwy4(t b

—I—(l—tﬂ)/o gp(s)xn(s)d8+/0 (t — )™ f (s, 2 (s)) ds

L t — ¥ r(s S_L ' B £ () ds
e ) O~ g [T
P

Y

—1—56_1:(:3 s—(1-1t° 1 s)x(s)ds
f | = e @as— -0 [Ce@ata
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Ce qui implique

| Fan — Fy] (3.16)
N ;/t (t =) TN (s, () = [ (5,2 () ds
I'(a+08) Jo 7 7
+ﬁ /0 (t = )" flan () = 2 (s)] ds
1 ! o etB8-1 .
S O e ) = £ (s () s
—i—ﬁ /01 (1—8)"""|zn (s) — 2 (s)| ds + /01 Lz, (s) —x(s)| ds.
Puisque f est continue et lim, . ||z, — 2| = 0, alors lim,,_, ||Fx, — Fz| = 0.
D’ou F est continu.
Preuve. =

Etape2 : Soit 'ensemble : B, = {x € X : ||z|| < r}. On montre que F(B,) est relative-
ment compact.
Preuve. =

(a) : On montre que F(B,) est borné. Pour tout z € B. et t € J, on a :

=l = 'Q(MF(ZT&) ‘P<f+6>) (3.17)
e [ s - s [0 s
b | A ) s
—|—%/01(1—s)’81a:(s)ds+(1—t5)/01g0(s)x(s)ds :
alors
I )| (315)
b [ s enlds = L [ el
oo | 1= ) f (5,2 (5)) | ds

5 1 '
P - s+ (0= [l ()]
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En utilisant 'hypothéses (Hs) et (Hs), on obtient :

_ ; 5 ta—i—ﬂ tﬁ
|Fa|| < ‘ (t M) _F(a+6)>‘ (3.19)
1 ! _ o\atB-1 ﬁ ' _ )81
g L 69 a0atlalas+ 5L [ 9" o o) as
t8 ! a+p-1
+F_(a+ﬁ)/o (1= )" g (t) o (||al]) ds
+%/{)1(1—s)5—1|x(8)|d8+(l—t’B) /Olle<s)ld8-
Ce qui donne
| Pl (3.20)
20 2|lgll¢ (llzll) | 2[All=]
S OV v d) " Tla+s+n TEry AL
Par conséquent
|l (3:21)
20 2|lgllelrl) , 2|Ar —
= 0+F(a+6) ['(a+pB+1) F(5+1)+LT'_A'

Donc ||Fz| < A et par suite F/(B,) est borné.
Preuve. [ |
(b) : On montre que F(B,) équicontinu. Pour tout = € B, et t1,ty € J,t; < ty, on a:

Fa (ty) — Fx ()| (3.22)
_ B tgw _ tg — 1 . — )P (s, 2 (8)) ds
- 9<t2+r<a+5> r(a+5>> Farg )y o e

_L/ (tz_sw1as<s>ds—t§/01so<s>ds

T

ol .8 15+ _ t _ 1 " —8)PL £ (s 2 (5)) ds
9<tl+F(a+6) F(a+ﬁ)> Farg ), G e
A 1
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Par conséquent

|Fa (t2) — Fa (t1)] (3.23)

ta-i-ﬁ _tori-ﬁ tﬁ —LL’B
o -4l 1L b
I'(a+pB) T'(a+p)

Ce qui donne

|Fz (ta) — Fx (t1)] (3.24)

< |9| tﬁ tﬁ_'_thrﬂ_t?Jrﬁ_‘_ tf_tg
- > 1 T(a+p)  T(a+p)

1 h a+£—1 a+p6—1
frr = e ol

& _ g)ets-t s (s s ﬁ h _g)ethl — ) (9) ds
+/tl (=) s (D] ds+ o [ (0= (12 =) o (s)]d
ﬁ ’ —56_1:55 S B _ 48 1 s)|x(s)|ds
v | = @lds (8- 1) el @lds

D’aprées 'hypothése (Hz) et (Hs), on trouve que

|Fa (t2) — F ()] (3.25)

+8 + B B
— 2 1

T(atp) Tlatp)

loll ¢ (el [* w1 s
+r<a+ﬁ>/o (6= 9777 = (b =) s

loll ) [ st A [ ki s,
" T(ath) / (f = 5) d*rw)/o - (ta = 9)""7 d

Al 7 /t2 B—1 8 8 /1
+ ta — s ds+ (t7 —t5 ) Lr ds.
F(/B) t1 (2 ) (1 2> 0
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Par calcule simple, on trouve

|Fa () — Fa (1) (3.26)

s s TPt -4
< 9| t; —¢t
s B =9+ T " Tt 5

loll 6 (Irl) s ot wrs
Flatsen 47—+ =0

Al
I'(6+)

Le second membre de 'inégalité (3.26) est indépendant de z, donc F' est equicontinue, et
pour ¢y tend vers t;, 'inégalité (3.26) tend vers 0, donc F(B,) est relativement compacte.
Par conséquent, d’apres les étapes : (1) et (2) et le théoreme d’Ascoli-Arzela, 'opérateur F
est complétement continue.
Preuve. =

Etape3 : Soit Q = {z € X : ||z|| < M} et soit 2 € 9, tel que z = §F (x),0 < § < 1.
Pour tout ¢ € [0,1], on a:

_|_

[tg 0 (ty— tl)ﬁ] ) (tf - t§) .

o+ B
lz]| = |6Fz(t)] = ‘59 (tﬂ ‘= (’; i F(;+6>> (3.27)

_L t — ) (s 2 () ds — ——— t —s)? 12 (s)ds
rm+ﬁmé“ Y f (s, (5)) d >A(t VPl (s)d

ot” ' a+p-1
—i—m/o (1—y9) f(s,z(s))ds

M1—3/8_1x$s — ¢ 1 s)x(s)ds
ci | G- [ o@a (o).

En appliquant les hypothéses (Hs) et (H3), on trouve :

el = JoF @ <o (@ st (3.29)
'(a+p8) T(a+p)

Slallo el [*, somams SNl [ et
(et ) JAR R ) JAER

Slaldal) [* (s, SNE Ll 1
Tt A(l S ) A(l )

1
+4 (1 —tﬁ)/ L||x| ds.

0
Par calcule simple, on trouve

] (3.29)

+ L]l

2 2|lglh o Ul=l) | 2] ll=|]
< 10 <1+F(a+ﬁ+1)) +F(a+6+1) +F(6+1)
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ce qui donne
]

<1, (3.30)
61 (1 + ) + 2 + 2] + Ll
D’apres (Hy), on a
]l < N,

ceci contredit le fait que x € 0. Alors Vo € 02 et V6 € ]0,1[, on a x # 0F (x).
Donc d’apres 'alternative non linéaire de Leray-Schauder F' admet au moins un point
fixe qui une est solution du probléme (1.3).

3.3.5 Exemple

Soit le probléme fractionnaire suivant :

(2—e3t):c2 (t)—Lgt
(I+e")(15]z|+t+10)

D3 (D% + %) = 7 —e'sinh (t)
(3.31)

ISP

fo \/‘;Ossﬁ s)ds, x(1)

Pour cet exemple, on a : a = 3,8 = 3.0 = .0 = 2 o(t) = \/% et f(t,z) =
e' sinh (t) (2= )27 Alors
(ITet) (15[ ++10)
cos (1) 1
o0l =) <5

V2t 4+ 144| ~ 127

et
|f (t,x)| = |e'sinh (¢)

(2 — €M) a? (t) — =2t e'sinh (t) [ |z
(1+et)(15|x|+t—|—10)‘ S50+ e) (3 “)

Maintenant, on prend g (t) = ES(Sfih(t et ¢ (|z|) = ('g—l + 1) . Alors, on peut avoir

3 1
F(a+5+1):F<g+§+1) = 1.0465,

et
1

1
= - -+ 1] =0.88623.
lol = 3.1 (5+1)

Par un simple calcul, on obtient :

i (1 * (a+ﬁ+1)> + AT 2.6686
N> == — 37374 > 1.
21l 2\ 0.71403

T TarpD) T T T L

En conclusion, toutes les hypothéses du Théoréme 3.2 sont vérifiées, donc le probléme (3.31)
admet au moins une solution.
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3.3.6 Reésultat d’existence via le théoréme du point fixe de Kras-
nosselski

Théoréme 3.3 Soit f: J x R — R une fonction continue. On suppose que (Hy) et (Hz)
et ’hypothése suivante est satisfaite :
(Hs) : 1l existe une fonction positives b telle : |f (t,x)| < b(t),(t,z) € [0,1] x R, avec
B = sup b(t).
te(0,1]
Si
k A

T(atB+D) TB+1)

alors le probléme fractionnaire (3.1) admet au moins une solution sur J.

<1, (3.32)

Preuve. Pour montrer I'existence de la solution du probléme (3.1); il suffit de vérifier les
hypothéses du théoréme du point fixe de Krasnosselski. m
Soit :

2 2B
. i <1 + F(aw)) + st

= 2N )
1- (rwm + L)

et on considére ’ensemble :
B, ={reX:|z|]| <r}.

On définit aussi les opérateurs I et F, sur B, comme suit :

Fiz(t) (3.33)
_ v t — )P (s a (s 3—L t — ) 2 (s)ds
" e, T st [ e
et
N B 5 totB B 8
Fx(t) = 9<t +F(a+6) F(Oz—l—ﬁ)) (3.34)
th ! a+pB-1
+m/o (1—2y5) f(s,x(s))ds
A_ﬁl—sﬂ_lxss — P 1 s)x(s)ds
+r(5)/0<1 ) e (s)ds + (1 t)/osom()d-

(1) : Premiérement, onmontre que si x,y € B,, alors Fyz (t) + Fyy (t) € B,. En effet, pour
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tout x,y € B.ett e J ona:

1P+ Py (3.35)
§‘905+r5i¢y‘réiﬁo'

b [ s enlds+ L [ e

b [ a0 G s

L = e s+ (-2 [ oG] ds

En utilisant ’hypothése (Hs) et(Hs) et en calculant les intégrales du second membre de
(3.35), on obtient :

|Faz + Fay| (3.36)
2 28upyep b (1) 2|A| ||z
< 10/ {1+ : + Lzl
< ||( P(a+6)> Tlatgrn) T+ W
Par conséquent,
| Fuz + Py (3:37)
2 2B 2[\ p
< |6/ {1+ + + tirsr.
= ”( rm+50 Flatgry) TE+ry o7
Donc

(2) : Deuxiémement, on montre que Fy est continu et compact. Il est claire de voir que F;
est continu puisque f est continue.
Preuve. =

e : On montre que F, (B,) est borné. En effet, soit = € B, et ¢t € J, alors

tor‘rﬂ tﬁ )

@ip) " Tarp (3.39)

IRl < 1 (24 7

t8 ! at+B—1
+F@:Eyé(1—$ I (s, ()| ds

Ml_sﬁ_lxé‘ S — 1 s)| |z (s)|| ds
g, G @l + (=) [Tl @) ds

En utilisant I'hypothése (Hs) et (Hs) et en calculant les intégrales du second membre de
(3.39), on obtient :

2 t9 SuP;efo,1) b ) atp—1
| Fox|| < |0 (1 + NE —l—ﬁ)) + Tlatd) /0 (1—2s) ds (3.40)

A7

trg 0 @l 0= ) [l
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Puisque ¢ € [0, 1], on peut alors écrire
[ Fo| (3.41)

<|M(Lk & >+ B, Al
- I'(a+pB) Fa+p8+1) T(B+1)

+ Lr =1L

D’ou Fy (B,) est uniformément borné.
Preuve. =

ee : Maitenant, on montre que F» (B,) est équicontinu. En effet, soient t1, ¢, € J, tel que
ty < t; et x € B,, alors par (Hs) et (Hs), on a :

HFQZL’ (tl) — Fgl’ ('[52)” (342)

toHr,B o taJrB t'B . tﬁ

T(atp) Tlatp)

L —t5) supyeron 1
AL
B _ 4B 1 1
_i_W/O (1—3)&1 ”x<8)’|ds+<t§—tff)/o Lz (s)] ds.

De (3.42), on obtient
HFQI’ (tl) - FQ%’ (t2)|| (343)

[ P~ ) B
F((; + 521 1) T (?[ 1) (tf B tg)

< + |0+

+ m + r] (-8 + (a1+ 5 (1577 = 1577).

Comme ty — tq, le seconde membre de (3.43) tend vers zéro. Par conséquent Fs (B,) est
équicontinu. D’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela, F5 est compact.

Preuve. =
e ¢ o : Finalement, on prouve que F; est une contraction. En effet pour tout z € Xet
teJ,ona:
11 (z) = F1 (y)] (3.44)
1

1 t _Sa+6—1 s.2(s)) — s s S
e T G 9) = F s )

ﬁ t — )"z (s) — y (s)| ds
575 | =9 e @) =y (@) as
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En appliquant I'hypothése (H;), on aboutit & :

17 (2) = Fy (y)l

/{:Hx—yH ! _Sa+5_1 s 2 (s)) — < . .
Fo [ =S ) = Pl d

Al =l [
L /O(t V1 ds.

En calculant I'intégrale du second membre de (3.45), on obtient :

kllz =yl [Alllz =yl
(a+8+1) T(B+1)

[ F1(z) — Fy (y)]| < T

Et donc
k Al

IR @) = 0 < | gy + |-l

En utilisant la condition (3.32), on conclut que F} est une contraction.

(3.45)

(3.46)

(3.47)

Par conséquence du théoréme du point fixe de Krasnosselski, on peut conclure que a un

point fixe qui est une solution du systéme (3.1).
Corollaire 3.1 Supposons que (Hy) est satisfaite. S’il existe w > 0 tel que :
f(t,z) <w, pour toutt € J et x € R,

alors le probléme fractionnaire (3.1)admet au moins une solution.

3.3.7 Exemple

On considére le probléme fractionnare suivant :

3 2 1 1 sinx
Di(Di4—)z@) = =— 2% 2412 ,te0,1],
4( 3+15)$() 3" P aos Tes(@2+) 1€ 1]

2 (0) = A;x(s)ds,x(l):%.

21 + e?s
Soit t € [0,1] et z € R, alors :

sinx

ta) =
f(?x) €t2+207T

+ cos (2 —|—t2) )

En appliquant I'hypothése (Hs), on trouve :

sin 9 1 9
|f(t,$€)|§ m+COS(2+t> Sm+€08(2+t>.
ce qui signifie que b (t) = m + cos (2 + 1) .

(3.48)
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Pour tout z,y e Rett € [J=0,1],0on a:

sin siny
t — t. 1 = —
S — P 2 —y)
——— |T — r—y.
= e qoor Y ST 007 Y

1
1+207°

Par conséquent, 'hypothése (H;) est satisfaite avec k =
Maintenant, on va vérifier la condition (3.32).
Tout d’abord, en calculant la valeur ' (o + 4+ 1) et T' (5 + 1), on trouve :

3 2
F(a+5+1):1“<1+§+1> = 1.2558,

F(6+1):F(§+1) = 0.90275.

Finalement, on a :

k Al

+ =86323x 102 <1
Fa+p+1) T(B+1)

D’apres le Théoréme 3.3, le systéme (3.48) admet au moins une solution sur [0, 1].



Conclusion

Dans ce mémoire, on a appliqué les théorémes de point fixe pour étudier un probléme
aux limites avec une et deux dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans un espace de
Banach et en particulier pour démontrer ’existence et 1'unicité des solutions du probléme
fractionnaire posé. En effet, on a d’abord présenté une autre équivalence intégrale du pro-
bléme fractionnaire donné, puis on a établit des hypotheéses assurant ’existence et 'unicité
de solutions pour le probléme fractionnaire posé. On a ensuite considéré d’autres hypotheses
pour assurer l’existence d’au moins une solution.
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