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RESUME

Dans ce mémoire nous prouvons l’existence et la régularité des solutions de 1’équation elliptique
anisotropes non linéaires. suivante
N
—Z@i“@-uw—z@iu} =f dans Q; i=1,...,N,
i=1
OuQCRNVN,N>2et feL™Q),m>1.
Ce mémoire contenant trois chapitres
e Premier chapitre : concerne les définitions des espaces utilises dans les autres chapitres
e Deuxiéme chapitre : on a étudie l'existence et la régularité de solution pour ’équation p —
Laplacian dans le cas régulier, comme un cas particulier de 1’équation
N
=) oillosul 20 = f (0.0.1)
i=1
e Troisiéme chapitre : on a étudie l'existence et la régularité de solution pour 1’équation

N
- Z@i[|8iu|pi_28¢u] = f. f dans le cas régulier (f € L™(R2),m < (p*)’)
i=1
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ABSTRACT

In this thesis we prove the existence and the regularity of the solutions of the elliptic equation

anisotropic nonlinear. next :

N
—Z@i“@-uw—z@iu} =f dans Q; i=1,...,N,

i=1
Or QC RN N>2and f € L™(Q),m > 1.
This memory containing three chapters
e First chapter : concerns definitions of spaces used in other chapters

e Second chapter : we have studied the existence and the regularity of solution for the equation
N

g p — Laplacian, in the regular case, as a special case of the equation — Z Oi[|OulPi20;u) = f

1=
e third chapter : we studied the existence and the regularity of solution for the equation

N
— Zﬁi[|8iu|pi*28iu] = f, f in the regular case ,(f € L"™(Q),m < (p*))

=1
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Notations

RN L’espace Euclidien de dimension N.

Q Un ouvert de RY (N >1).

|E| La mesure de Lebesgue de ’ensemble mesurable E.

D.p. Presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue )

£ Le dual topologique de E ('espace des formes linéaires continues sur ’espace de Banach F)

(-, Ye'xe Le crochet de dualité entre 'espace E et son dual topologique E’.
(,9) Produit scalaire.

H e La norme dans F.

B, (x0) La boule fermé de centre zg et de rayon p >0 ; B,(zg) = {z € RY ; ||z — z¢]|2 < p}.

a € N¥  Un multi-indice o = (a1,---,ay) , |allalongueur de a |a|=a;+ -+ ayx
0; La i-iéme dérivée partielle; 0; = %,
0 La dérivée d’ordre o 0% = olel

- 041 (XN .
Oz -0z 5

Vu Le gradient de u Vu = (597“1, ceey %)

Au Le laplacien de u, Au = 327? + ..+ %.

divw La divergence du vecteur v = (v1,...,vN) dive = % +...+ gzx.
o . 1, si ze F

Ip La fonction indicatrice de I'ensemble E, Ig(z) =

0, sinon
{u >k}  pour une fonction donnée u {u>k}:={zeQu(zr) >k}

— La convergence faible.
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TABLE DES MATIERES VIII

supp(u) Support d’une fonction w, supp(u) :={x€Q ; u(x) # O0}.
i I’exposant critique dépend du genre d’anisotropie i=1,2..N
P I’exposent critique usuel p=

N
N
25

p* L’exposant critique de Sobolev : pour 1 <p < N p* = %
DN le maximum des p; py = max{p;}
(2

P1 le minimum des p; p; = min{p;}

7
Poc Poc = max{py,p*}
' L’exposant conjugué de 'exposant p pour 1 < p < +oo. p' = 1%
Cck(Q) L’espace des fonctions k fois continiment différentiables sur 2.
C>(Q) L’espace des fonctions infiniment différentiables sur €.
Cc(92) L’espace des fonctions continues & support compact dans .
D(Q) L’espace des fonctions indéfiniments différentiables a support compact dans 2.
D'(Q) L’espace des distributions sur €.
Lr(Q) L’espace de Lebesgue,
WhP(Q) L’espace de Sobolev,
W, () La fermeture de D dans W1P(Q).

sup-ess(u) Le sup essentiel d'une fonction u sur €.
Q

sup-ess(u) = inf{C > 0; u(z) <C p.p. z € Q}.
Q

W&’?(Q) La fermeture de C3° dans WL?(Q).

liminf f, La limite inférieure de f ; liminf f,, = klim inf{f,:n>k} ;k>1
—00
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INTRODUCTION

L’une des branches les plus importantes des mathématiques dans les temps anciens et modernes
est la branche des équations de dérive partielle, qui est la base de toutes les sciences actives, sinon
toutes, oll nous trouvons beaucoup de questions dans le domaine des sciences physiques et biologiques
... Mathématiquement formulé sous la forme d’équations différentielles, pour trouver les moyens de
trouver des solutions a ces équations; Nous avons abordé dans ce mémoire la question d’existence et
de régularité de solution pour les équations elliptiques et anisotropes non linéaires dans le cas réguliére
Dans le premier chapitre de ce travail, nous avons discuté certaines concepts généraux que nous avons
utilisés dans le reste de mémoire
Dans le deuxiéme chapitre de ce mémoire, nous avons montre 1’existence et la régularité de solution

pour ’équation suivante

—div(|Vu|P~2Vu) = f dans

u‘ag =0
comme un cas particulier de 'opérateur anisotrope Nous avons commencé & étudier I’existence de so-
lution en utilisant le théoréme de surjectivité dans la premiére section de ce chapitre.
Dans le deuxiéme section, nous avons montré la régularité de solutions dépend de la régularité de la
source f. Les points de départ sont les résultats de la régularité de Stampacchia. Nous supposons que
la source est la fonction f appartenant a ’espace de Lebesgue f € L™(Q2), ona trouvé deux cas m < p*

et m > % et pour la deuxiéme cas la solution est bornée
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En fin, en troisiéme chapitre on a étudié le probléme suivant :

N
—Z@i[\ﬁiuw_Z&U} =f dans Q
i=1 (0.0.2)

ulgn =0
Ou Q domaine borné de RN N >2, p;>1 Vi=1,...,N, f est une fonction donnée appartenant
a un espace de Lebesgue L™({2)
Dans le premier section on a étudié I'existence de solution par 'utilisation de théoréme de surjectivité.
Pour la section deux on a fait ’étude de régularité de solution sauf le cas de p; = p pour tout ¢ puisque
il est bien connu [16], si p € (1,2 — %] on ne peut pas s’attendre & ce que les solutions appartiennent
a VVO1 1(Q) Nous devons considérer des espaces fonctionnel différent aux espaces classiques de Sobolev,
afin I’étude de I’équation (0.0.2), a savoir les espaces anisotropes de Sobolev, auxquels les solutions
problémes appartiennent
Dans la deuxiéme Section du troisiéme chapitre concerne la régularité des solutions d’abord m > pl_
nous prouvons que les solutions faibles, a priori appartenant seulement & l’espace d’énergie I/VO1 ?(Q) ,
ayez un sommabilité supplémentaire, celui est si u € L*(2) pour un certain s selon le sommabilité de f .
SifelL™Q) 1<m < p., nousmontrons que les solutions distributionnelles appartiennent a quelques
espaces anisotropes de Sobolev, mais ils sont pas borne (employant une méthode d’approximation, des
estimation a priori et des résultats de compacité dans les espaces appropriés) .
Dans [12], (0.0.2) a été considéré, a donnée mesure de radon. L’existence d’une solution est montrée

dans ’espace anisotrope de Sobolev WO1 ’(Si)(Q) avec s; tels que

p et avec condition supplémentaire 2 — % <p<N.
Pour des problémes anisotropes (0.0.2), nous devons distinguer deux cas : poo = D* €t Poo = Pmax €11

tant que comme suit

mN(p—1)

1< < *\/ . 1 GWLSQ, —
m < (p*) implique 0 (), s N

1
pour p> — +1;
m

. Il est bien connu que la théorie d’existence et les résultats de régularité pour des problémes ellip-
tiques fortement depend de pespietes des espaces dans les quels nous recherchons des solutions. Pour
I’espace Sobolev anisotrope I'exposant critique dépend du type d’anisotropie. exposant est p* si ’ani-

sotropie est concentrée, alors que c’est ppax si 'anisotropie n’est pas concentrée (voyez [5]). Ainsi si
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Poo = P" > Pmax €n général, nous prouvons des résultats de (3.0.1), aux résultat du deuxiéme chapitre

et en remplacant les espaces de Sobolev classique par les espaces anisotropes de Sobolev .
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous mentionnons quelques espaces avec ses propriétés, ainsi des définitions et des

théorémes qu’ on va utilise dans le chapitre suivant.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. L’espace de Lebesgue

L’espace de Lebesgue LP () définit par

LP(Q) = {u : Q — R mesurable ; /\u(x)\p dx < —i—oo}, sil <p<+oo
Q
L>(Q) = {u : Q — R mesurable ;  supess(u) < +oo}. p = +00

muni de la norme
lullsrey = | [ lu@P dz ), sit<p< oo
Q

||ul|Lr () = supess(u). p =400
LP(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < 400

de Hilbert pour p = 2 muni du produit scalaire
(F9)i0 = [ F@)gla) o
Q

Proposition 1.1.
i) LP(Q) est réflexif pour 1 < p < +oo LP(2)

et séparable pour 1 < p < +o00.
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Espaces de Lebesgue 2

ii) LP(Q) possede un dual si 1 < p < +oo et son dual et LP (Q), avec 1% + % =1.

iii) LY(Q) réflexif mais n’est pas séparable, et son dual L>°(Q) est ni réflexif ni séparable, et le dual

de ce dernier est inclue dans L1 (Q)

iiii) L2(Q) est un espace de Hilbert

Lemme 1.2. (Inégalité de Holder généralisée)
Soient p,q € (1,+00) et r € (1,+00) avec * = %D—|— %. Siu e LP(Q) et ve LYN), alors uv € L"(Q),
et on a

lluv||Lr @) < [lullze@) - [vl|La@)-

Lemme 1.3. (Inégalité de Yong)
Soient a,b € [0,+00) et p,q€ (1,400) avec 1% + % =1. Alors
1 1
ab < —aP + =b4.
p q

Lemme 1.4. (Inégalité d’interpolation)

Soit 1 <p<qg<+oo. Siue LP(Q)NLIQ) alors w € L"(Q)  pour tout r € [p,q|, et on a

lull iy < llullZog) - 1l Fagoy

o 1= +1%qe, avec 6 € [0,1].

DD

Corollaire 1.5.

Soit 1 <p<gq<+4o0. 85 |Q <400 alors LI(Q) — LP(Q).

Définition 1.2. (convergence dans LP({2))

Soient p € [1,400, (fu)n C LP(Q) et f € LP(N).

1) On note la convergence forte de fy, vers f dans LP(Q) par f, — f

et on dit que f, converge fortement vers f dans LP(Q) si

lim | fn = fllze@) = 0.

n—+00
2) On note la convergence faible de f, vers f dans LP(Q) par f, — f
et on dit que f,, converge faiblement vers f dans LP(Q2) si
lim [ (fo—f)-@de =0, VeI’ Q).

n—-+4o00
Q
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Les Distributions 3

3) On note la convergence faible x de f, vers f dans LP(QY) par f, =f

et on dit que fy, converge faiblementx vers f dans LP(Q) si

. . — 1
Jiam o (fo=f)-pdr =0, VpeL(Q)
Q

Théoréme 1.1. (La convergence dominée de Lebesgue)
Soit p > 1, et soient (fp)n C LP(Q) et f € LP(QY), on suppose que fr, — [ p.p. dans Q et qu’il existe

g € LP(Q) telle que pour tout n € N on : |fp| < g p.p. dans Q. Alors f,, — f dans LP(2).

Définition 1.3. (Fonction de Carathéodory)
Soit f: Q2 xR —= R. On dit que f est de Carathéodory si
(1) f(-,s8): Q — R mesurable pour tout s € R.
(2) f(z,:) : R — R continue pour presque par tout x € §Q.

Lemme 1.6. (Fatou)

Soit (fn)n C L' () une suite de fonctions positives. Alors

/lim inf f, dr <limin /fn dz.
n—-+00 n—-+00

Q Q

1.2 Les Distributions

Définition 1.4. Distribution

Soit Q ouvert de RN pour tout k C Q compacte on note :

Dr(Q) ={peC™(Q); supp p CK} avec supp(p)={z € Q,¢p(r)# 0}

et les distributions sont de forme linéaire continue sur D()) et on note :
D'(Q) : lensemble de tout les distribution sur

T € D'(Q) donc
T: D) —R

¢ =<T,¢ >p ) pr=<T,p>

et vérifie la propriété suivante
| < T, >|<csup |0%(x)] VK C Q)
zeK

o est Uordre de T
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Espaces de sobolev 4

Définition 1.5. (Egalité au sens des distributions)
Soit T, S € D'(Q). On dit que T est égale & S au sens des distributions et on note T =S dans D' ()
st

(T,0) =(S,¢),  VpeD).

Définition 1.6. (Dérivées au sens des distributions)
Soient N € N*, k€ {1..N}, a e NN et T € D'(Q).

On note Do pour le dérivé partielle de T par apport le variable xy,, et on la définit :
Lk

oT Oy
gy =—(T,22), Ve € D).
<3xk “"> { Dk peD()
On définit par récurrence la dérivée partielle de T d’ordre o Par :

(DT, ) = (=1)*T, D), Vo € D().

1.3 Espaces de sobolev

Définition 1.7. L’espace de sobolev

L’espace de sobolev W™P(Q) avec p € [1,+00] et Q ouvert de RN définit par :
WmP(Q) = {u eD(Q) ; DuelP(Q) V]a|< m}

muni de la norme :

Z | D%ul| () st 1<p< oo,

HuHWm,p(Q) = 0<|a|<m

max ||D%l[peq) st p= +o0,
0<lal<m
lorsque m =1

ou

T

wi?P(Q) = {u €LP(Q) ; € LP(Q)}

muni de la norme :

) Mlullze@) + 10ull e st 1<p< oo,

l[ullwrp) = ‘
max {HUHLOC(Q)u HVUHLOO(Q)} 81 p = 400,

pour p = 2
Wm2(Q) = H™(Q) = {u € I2(Q) , DfueL(Q) Vk< m}
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Espaces de sobolev 5

H™(Q) est un espace de Hilbert muni de produit scalare
(u, ) gm(Q) = Z (D%u, D*v)12(q)
0<al<m

et la norme

1
llgeiey = (2 1D%ul3ag))’

0<]al<m
Proposition 1.7.

WP (Q) est réflexif pour 1 < p < +oo et séparable si 1 <p < +o0

Définition 1.8. (convergence dans W'P(Q))
Soient 15 p < +oo,f € WH(Q) et (fu)n © WHH(Q)

1 On note la convergence forte de f, vers f dans WYP(Q) par f, — f

et on dit que f, converge fortement vers f dans W1P(Q) si
fon— f dans LP(Q) et Vf, = Vf dans LP(Q)

2 On note la convergence faible de f, vers f dans WP(Q) par f, — f et on dit que f, converge

faiblement vers f dans W1P(Q) si
fo—f dans LP(Q) et Vf, = V[ dans LP(Q)

Définition 1.9. On dit qu’un ouvert borné Q de RN (N > 2) est de classe C¥, k € N (respectivement
L T

Lipschitzien), si on peut trouver un nombre fini d’ouverts {O; o<i<r de RN tels que Oy C Q, Q C |J O;
=0

7=

I

et 00 C | O; et tels que pour tout i € {0,...,I} il existe une application bijective ¢; de classe C*
i=0

(respectivement Lipschitzien) de O; dans l’ensemble

Bi(0) = {z = (¢/,2,) e RV xR ;5 |afl2 < 1},
et inverse de ¢; doit étre de classe C* (respectivement Lipschitzien) et tel que
6i(0:nQ) = { (@, an) ERYI xR |laf2 <1, oy >0} = BY,

et

¢I(Oz 08(2) = {(l‘,,l’]\/) € RV xR ; Hng <1, xy = 0} =T.

Les ¢; sont des difféomorphismes de classe C* (respectivement Lipschitzien).
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Espaces de sobolev anisotropes 6

Ti’

\\ %)
\ e

\ 0 \)\.
i y - T
el | ¢ e OF(B,O))
— | 7;___,1_.

RN

Figure:  Résumé géométrique de la définition précédente

Définition 1.10.
Soit1 < p < +o00. On note Wol’p(Q) la fermeture de Dy () dans WLP(Q), de plus, si Q est Lipschitzien,
alors

Wor (@) = {ue W(Q) 5w =0}.

Sip>1, on note W=7 (Q) au dual de W'P(Q) avec % + 1% =1.

Théoréme 1.2. (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov)
Soient Q un ouvert borné et Lipschitzien de RN, N > 1 et p* = NN—_’;. Alors
i) Si1<p< N alors linjection WP (Q) — LI(Q) est compacte pour q € [1,p*), et continue pour
q = p*. En particulier linjection WP (Q) < LP(Q) est compacte pour tout p € [1,400).
ii) Sip= N alors Uinjection WLP(Q) — LI(2) est compacte et continue pour q € [1,+00).
iii) Sip > N alors l'injection WP(Q) < C(Q) est compacte et continue.
Théoréme 1.3. (Inégalité de poincaré)
Soit Q ouvert de RV borne ou mions d’un direction et 1 < p < 400 Alors il existe C (depend seulement

de Q ) telle que Y u e WyP(Q)

[ullr @) < CllVullLe )

1.4 Espaces de sobolev anisotropes

Définition 1.11.
Soit Q un ouvert borné lipschitzien de R avec (N > 2) ,et soit 1 < p; < 400 avec i=1,...,N .

L’espace de sobolev anisotrop Wl’?(ﬂ) est définie par :

WhP(Q) = {uec W"(Q) ; duelP(Q), i=1,.. N}
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Meéthodes des operateurs monotones 7

muni de la norme :
lullpr.7 ) = llullLi@) + Z 95wl ri (o)
Wl’?(Q) est un espace de Banach pour 1 < p < 400
Wol’?(Q) = {u € Wl’?(Q) ;o u=0 sur OQ}
Proposition 1.8.
L’espace Wol’?(Q) est la fermeture de C§°(Q2) par apport & sa norme.

Théoréme 1.4. (Inégalité de type Poincaré)
Soit Q ouvert de RN borné. Nous rappelons une inégalité de type Poincaré. Laissé Alors il existe un

constante C), telle que ¥V u € W), 7( Q)

[ull ri) < CpllOiul|Lri () (1.4.1)
Ay}
On a aussi l'inégalité de Sobolev sachant que p le moyen harmonique de p; avec % = % Z ; et u €
i=1 1"
W&’?(Q) alors il existe Cs > 0 telle que :
N
[ull o) < C H H*Hm (1.4.2)
=1
ot q:ﬁ*:NN—fﬁ si p< N ou q€]ll,+00|. et on a
N
C
lullzaey = =7 Z HL (1.4.3)

Proposition 1.9.

Pour q € [1, pso] linjections Wol’?(ﬂ) — L9(R2) est continue ,de plus si ¢ < poo l'injection est compacte

1.5 Meéthodes des operateurs monotones

Définition 1.12. (Opérateurs monotones)
Soit E un espace de Banach et E' son dual topologique,on dit l’opérateur
A:E—E . est:
e Monotone si :
(Au— Av,u—v) >0 VYu,veFE

e Strictement monotone si :

(Au — Av,u—v) >0 VYuveE v#u
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Meéthodes des operateurs monotones 8

1.5.1 Opérateurs coercif

Définition 1.13. (opérateur coercif)

Soit E un espace de Banach réflexif, A:E — E' un opérateur on dit que A coercif si

(A(v), v)

R — +oo lorsque ||v]| = 400
v

1.5.2 Opérateurs bornés

Définition 1.14. Opérateurs bornés
Soient E et W deux espaces de Banach ,et soit A : E — W un opérateur. On dira que A est borné s’il

envotie tout borné de E dans un borné de W ;
Vp1 > 0,3 p2 >0 tel que A(B,,(0)) C B,,(0)

c’est-a-dire
soitve R

|A(v)||w est borné lorsque |v||g est borné

ou
B,, (0) :désigne la boule ouverte dans E

B, (0) :désigne la boule ouverte dans W

1.5.3 Opérateurs hémicontinus

Définition 1.15. (Opérateurs hémicontinus)
Un opérateur A : E — W est dit hémicontinu au point us de E si pour toute suite {u,} convergeant
vers Uso le long d’une ligne, la suite {Au,} converge faiblement vers {Ausc} dans W. En d’autres

termes :

Yo € E,V{\,} CR, A = 0, A(uoo + A\pv) = Ause dans W

Si A est hémicontinu en tout point de E on dit qu’il est hémicontinu sur E. Dans les espaces réflexifs
et pour W = E' , et en passant du sequentiel au continu, on peut définir ’hémicontinuité sur E en

exigeant que : Yu,v,w € E, Uapplication

AR—=R
A — (A(u + Av),w)

est continue.
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Meéthodes des operateurs monotones 9

Théoréme 1.5.
Soient E un Banach réflexif et A : E — E' un opérateur
e borné,
e hémicontinu, -
e coercif,
e monotone.
Alors,
VfEeE, JucE tel que Au=f (1.5.1)
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Chapitre 2

Equations p — Laplacian

On va étudie dans ce chapitre quelques résultats d’existence classiques, pour des solutions faibles
aux problémes de Dirichlet qui concerne les opérateurs elliptiques non linéaires
Dans la suite @ un ouvert régulier de RV N>2 : 1<p< N.

On considére le probléme elliptique non linéaire suivant :

—div(|Vu|P~2Vu) = f dans
(pb) (2.0.1)

ulpn =0

Ou f e W=t'(Q)

2.1 Existence des solutions

Théoréme 2.1.

Le problem (2.0.1) admet une solution unique u € Wol’p(Q)

Démonstration.

Soit I'opérateur A défine par
A WyP(Q) — WP(Q)

u — —div(|Vu[P~2Vu)
on appliquer le théoréme (1.5) a 'opérateur A.

on procédé de en Quatre étapes
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Existence des solutions 11

eEtape 1 A est borné.

Soient u,v € Wol’p(Q) soit p1 >0 v e B, (0)
[(A(v),u)| = /|Vv|p_2VvVu dx S/HVU‘pQV’UVM dx
Q Q
g/\vuy”‘lwuy da
Q

< IVl o I Vel oo
p—1

< HU”WSP(Q)H'UHWOlP(Q)

Et

IA@) -y = sup{lA@L 0] 5 Tl <13 < ol = A7 = 0o

comme ||AH€;011P < pa donc  A(B, (0)) C By, (0)

()
eEtape 2 A est hémicontinu
Soient A € R, u,v et w € Wol’p(Q), soit { A, June suit réelle telle que A\, — 0

On montre que :

YVw € Wol’p(Q) ;o (A(u+ A\po), w) — (Au, w)

on a :

(Au, w) :/|Vu]p2Vqu dx
Q

Alors :

(A(u+ \yo), w) / IV (4 M) P2V (4 At Vo d

Q
_ / IV (1 4 A0) [P~ 2(Vat + An V) Vo dae
Q
IVu + MvP2(Vu + M\ Vo)V — |VulP2VuVw p.p

on suppose que |\,| < 1 nous obtenons

D O O

/ IV (u+ X)) P2V (1 + A\pv) Vo dz IV (u + Ao [P~ Y V| dz
Q

< [ [IVul + Al Vo] P V| de

< [\w + \w] P~ V| da
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en utilisant (1.3) et

/

|V (u 4 A\0) P72V (u + Apv) Vw > -

IN

IN

Ll + 22020 (1Gupp 4 [Vop)

1
et nous avons u,v,w € W, () donc :

max(1,2P~1)
p/

1
[Vl + (|Vu\p + \va\) e Lt
p

D’aprés La convergence dominée de Lebesgue

lim (A(u+ A\v), w) = (Au, w)

n——+o0o

eEtape 3 A est coercif.

(A(v),v) :/\VUV’QV?)z dx Z/IVUIP dx
Q Q

alors :
_Aw,0) e
= 1p
. A :
donc Sl||/UHW01’p(Q) — 400 .Alors % — 400
0

eEtape 4 A est strictement monotone

(Au — Av,u —v) = /(|Vu|p_2Vu — |Vu|P72V0)(Vu — Vo) dx

Q

Cl/]Vu—Vv\p dx si p>2

Q
- 1V — Vof?
u — v
C d i1 2
/ (Va[+ [Vo)2r @ % 2=PS

Q

avec Oy = 227P

et on a:

I v _
/]Vu—Vv[p dx —/ [Vu = Vol (|Vu| + |Vv\)p<22 2 de
Q

(2—p)
2 [Vul + Vo)) T
2—p

b 2—p
Vu — Vol|? ? ?
< ( IVJLH W’)(‘Q_p) d:c) (/(|Vu|+|Vv|)p d:c)
Q Q

1
2 2
< / |Vu — V| i
- [Vl +[Vo|)2=P)

Q
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Régularité de solutions 13

donc :

2
Vu — Vo2 P
\WL] n ]Vv|)(’2—:0) e 2 01</|VU—W|p dx)

Q Q

alors;
C4||Vu — Vv||‘zp(g) si p>2
(Au— Av,u —v) >

Co||Vu — W||%p(m sil<p<?

>0

2.2 Reégularité de solutions

On va étudie dans cette section la régularité de solutions du probléme (pb) dans le cas régulier ,cet
a dire ,le cas de f € L™(Q) avec m > p* , dans ce cas, 'injection de Sobolev assure que f € W12 (Q),
maintenant on a au moins une solution faible v € WO1 P(Q)) pour le probléme (pb) les résultats sont

résumées dans le tableau ci dessous :

m > N/p u € L™
feLl™Q) | N/p>m>p* u e L™(Q)
m=N/p VA>0: eMilerr(Q)

N(p—1)m « _ Np « Np
Nopm > P = wN=p St P = (p—1)N+p-

ou mjp =

Dans toute la suite, pour tout £ > 0, on note

-k, s< —k,
Ti(s) =19 s, |s| <k, (2.2.1)
k, s>k,
Ty (s)
A1 Ry .
- t :
CEEEEE -k
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et
s+k, s<-—k,
Gi(s) =s—Ti(s) = { 0, |s| < k, (2.2.2)
s—k, s>k.
G(s)
k -
—k y s
Tk
De plussi f:€Q — R est une fonction mesurable, on note
o0 = [Gup 5 A={Ifl >k} et Co={If] <K}

Q
pour trouver les solutions des problémes elliptiques étudie ,on prend ¢(u)comme fonction test
p:R—>R et uc€ Wol’p(Q). Selon des hypothéses sur ¢, on a ¢(u) dans Wol’p(Q) C’est l'objet du

théoréme suivant.

Théoréme 2.2. (Stampacchia)
Soit Q un ouvert borné de RN et 1 < p < 400 . Soit u € Wol’p(Q) et ¢ :R —= R une fonction

continue, C! par morceauz telle que ©(0) = 0 et ¢ est bornée sur R . Alors p(u) € Wol’p(Q),et
Vo) =Vu-@(u) pp. dans €
Démonstration.
voir [%] m

Lemme 2.1.
Soit u € Wol’p(Q), Alors VGi(u) = Vu - 14, et VIi(u) = Vu- Ig, p.p. dans Q.
avec Ap(u) = {|u| > k}

Preuve.
On a : Gx(0) = Tr(0) = 0, G}.(5) = I{s)>k3(5) et Tp(s) = Ifjs<ky (), et comme Gp(s) et Ti(s) sont

lipschitziennes, alors le théoréme 2.2 implique le résultat. m
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Lemme 2.2.
Soit f € LY(Q). Alors g(k) est différentiable p.p. et g’ (k) = —| Ag|.
tell que Ay(u) = {|u| > k}

Preuve.

Posons A = {w >k}, A, ={w <k}, gi(k) = [ (w—k) et g2(k) = [ (w—k).
AL A
Les fonctions g1 et go sont monotones, donc elles sont différentiables p.p., d’ou g est différentiable

p.p.. Soit h € R4, alors

g1(k+h) — gi1(k) _ % /(w—k:—h)d:z:—/(w—k)

h
Al pn Al
1
= IA;:Jrh E (w — k)
Q {k<w<k-+h}
Par conséquence,
Sy k) — (k) s
91(k) = }Lli% h = }g% IAL_h doe = —|A;].

Q

De méme, on obtient que gy(k) = —|A, |, d'ot ¢'(k) = —[Ai|. m

Lemme 2.3.
Soit f € L'. On suppose qu’il existe « > 1, C > 0 et kg € N tels que pour tout k > kg, on a

g(k) < C|Ag|*. Alors f € L™(Q).

Preuve.

En utilisant le lemme 2.2, on obtient

c’est-a-dire,

J®)g(k)] = < ——. (2.2.3)

Par lintégration sur (ko, k), on obtient
1\ k—k _1 1
(-2t

Par suite, pour k > kg, on obtient

1\ k—k
BE < gl - (1 L) P h
9(R) 7 < g(ko) o) o
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1

Pour hg = ko + m, on a g(hg) = 0, c’est-a-dire,
1 1
Cog(ko)t=
[fl < ho =Ko+ o 0)1
-3
D’ou
Cglho)~a
1l < ho= ko + S79RTE
-3
|

Proposition 2.4.

Soient f une fonction mesurable définie sur Q et 8 > 0. Alors

Zeﬂk|Ak|<+oo — / Al < to0.
k=0

Preuve.

On observe que
00 +oco +o00 400 7
D A =P B =) [Bi Y ePF (2.2.4)
k=0 k=0 i=k 1=0 k=0

oit B; = {i <|f|] <i+ 1}. Puisque ¢ +— ! croissante et continue, alors

n n+1
> et < / Pt dt. (2.2.5)
k=ko i
En combinant (2.2.4) et (2.2.5), on obtient
“+oo
S = Sy
k=0 z O
- S S oo
j=—1
+00 Z

v v
[z I
S
R he—
9]
> | 2
%

Z]_:g»oo
> 3 [PUF1=1) o=
;:O\Bz'l
> eﬁ/kﬁﬂ —1]
Q

et donc /eﬁf| < 400. m
Q
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Proposition 2.5.

Soit f une fonction mesurable définie sur Q2. On suppose qu’il existe v,0 > 0, kg € N, tels que

0
Alors pour tout B <, on a
/ A < oo,
Q
Preuve.
L’inégalité (2.2.6) que ce trouve dans 2.5 , implique
+00 +oo 0
Bk Bk
Z e’ Ag| < Z ek < +o0,
k=ko k=ko

par suite, la proposition 2.4 implique le résultat. m
Proposition 2.6. Soit p €]|1,+00). Alors pour toutt >0, Q> 1, ona
(@-DtF -1 <QQ -1t — 1" + 1.

Proposition 2.7.

Soit a,b > 0. Alors pour tout a > 0, on a
(a4 b)* < max{1,2° Y (a® + b%).

Théoréme 2.3.

Soit f € L™(2) avec m > N/p. Alors toute solution u € Wol’p(Q) du probléme (pb) est bornée.

Démonstration.

On prend v = G (u) comme une fonction test dans (1.5.1), on obtient
/|Vu|p_2VuVGk(u) dr = /f Gr(u) dz. (2.2.7)
Q Q

premiérement, en utilisant I'inégalité de Sobolev, on obtient

/ |VulP2VuVGy(u) de = / \VulP2VuVu - I, dv

Q Q
> /]Vu\pIAk dx
5 (2.2.8)
> /|VGk(u)|p dx
Q
>

Sp| |Gk (U)Hip* Q)"
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18

deuxiémement, par deux applications de I'inégalité de Holder, 'une avec I'exposant p* et 'autre avec

. on obtient
P

/ fdr Gylu) < / 1£] 1Gr(w)] da
Q Ag

1 -
7 p*
< | [1etpr @ / 7P e
Q
o
a 2.2.9
< Gl / 1 L do (229
1/ﬁ
GBS B
< NGl o /!f\ "
=)
< Grl e @l f 1l 2m e \Ak\” "
En combinant (2.2.7), (2.2.8) et (2.2.9), on obtient
1
fllzm@) \ 7, r—dli
Gl < (™) A (22.10)
En utilisant (2.2.10) et l'inégalité de Holder avec I'exposant p*, on obtient
o) = [ 1Guw) dz = [ Guta)lLa, ds
Q Q
* F %
@ 1
< Gr(W)]] e @ [ Ag[7
< (Hf“me))p I Ay, |1+ (N—i).

1 :
Si on pose C = (g5 |fllpm@)) Pt >0 ety=1+ ]ﬁ(% —1)>1, on obtient

g(k) < C |Ag|".
Donc le lemme 2.3 assure le résultat. m

Remarque 2.1.

On observe que, st u vérifiant

alors u est bornée.
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Remarque 2.2.

Dans le théoréeme 2.3, la condition m > N/p, implique

Théoréme 2.4.
Soit f € L™(Q) avec
N/p>m > p*. (2.2.12)

Alors toute solution u € Wol’p(Q) du probléme (pb), vérifiant

N(p—1)m

HuHLml(Q)<C’|f|’Lm Q)? ot my = N—pm :

Démonstration.

Soit A > 0, en prenant v = |Tj(u)[P* Tk (u) comme une fonction test dans (1.5.1), on obtient
/ VP2V (| T(u) PP Ti(w) / F 1T () P T (w). (2.2.13)

D’une part, on a

/ VulP2VuV (| Ty (u) [P Ti(u) dz = (pA+1) / VulP 2V | Ty ()P I, do
> A+ 1) [ 1) VuPle, do
Q
> (pA+1) /‘|Tk u |’\VTk(u)‘p dz

> p>\+1 /‘V 1T ()M (u ))‘ dz,

en utilisant I'inégalité de Sobolev, on obtient
%
SP(pA+1 . :
/|Vu]p2VuV(]Tk(u) P (u)) do > =2 Doty / |Th (u )‘H)p dx . (2.2.14)
D’autre part, en utilisant 1’'inégalité de Holder avec I’exposant m, on obtient

1
e~y

Jm@P | o) il
Y (2.2.15)

/ T P07 dz |l
Q

IN

/ F T ()P T (us) dc
Q

IN
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En combinant (2.2.13), (2.2.14) et (2.2.15), on obtient
» 1
* p* )\ + ]. )\ 1 / ml
[ e | < g2t / L) P )1y (2216)
Q
En prenant A = ﬁ dans I'inégalité (2.2.16), on obtient
p=1
my
(A+1)P
Tp(uw)|™ d < ——F— m
Jmr ) < gl
Q
et alors
1T ()} ) < C 1fllmy ¥ k=0
La semi-continuité inférieure de || - |[zm (o) implique le résultat. m

Remarque 2.3. Dans le théoréeme 2.4, on a la condition (2.2.12) implique

N(p—-1)m
= > 1,
m N —pm
et
!
A= p, m* >0
mp—p

Théoréme 2.5.

Soit f € L%(Q) Alors pour toute solution u € Wol’p(Q) du probleme (pb), on a
Al e 17 (Q) VY A>0.

Démonstration.

On prend v = [ePMGkW _ 1] sign(G(u)) comme une fonction test dans (1.5.1). D’une part, implique

/\Vu|p2VuV([epAGk(“)| — 1] sign(Gg(u))) de = p)\/]Vu\pQVU(VGk(u))ep)‘G’“(“) dx

> p)\/|VGk(u)]pep)‘|G’“(”) dr

Q

p NG(w)| _ ‘p
> )\pl/‘V(e k 1)| dz.
Q

en utilisant 'inégalité de Sobolev, on obtient

p >k
/|Vu|p_2VuV([epAGk(“)| — 1] sign(Gk(w))) dz > % /‘e’“G’“(“) - 1‘p dx

'B* “U

(2.2.17)
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D’autre part, on utilise la proposition 2.6 et 'inégalité de Holder avec I'exposant N/p, donc pour tout

Q@ > 1, on obtient

[ £ 1O ) sign(Gufa) dr < / |1 1eNGR@I 1] dg
Q
< /m(mﬁa@blp o) d
< MGr(w)| _ 1P
< qﬂﬂw o1 ot g [ 1] do
Q
N—p
N
NGr@| _ 1175 L
< Qflly, | [l - | [ G
Ap Q
I% 1
< NG| _ 1" / '
< Qlflly,, | e W dr| o+t 1] de
Q Q

En combinant (2.2.17) et la derniére inégalité, on obtient

L
AlGr(w)] _ ’p* < /
(Ap T QI )> /) 1" ] < f| dz. (2.2.18)
Comme lim ||f]| ~ — 0, alors il existe k), tel que

S
p —QlfIl x>0, Y k> ky.

Donc, pour tout k > ky, la suite {eMG @I — 1} est bornée dans LP"(Q). D’abord, on va montrer que

eMul e LP7(Q). Pour k > ky, on a

/ (6A|u|>p* dr — / A\Tk<u>+ck<u)|) Y i

Q Q .
Q

IN

en utilisant la proposition 2.7, on obtient

/ (e/\lu‘)p* dx < 2P ~LeARP” / (eMG’“(“)‘ - 1>p* dx + 20" 1M Q] < +o00.
Q Q

D’ot le résultat. m
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Chapitre 3

Equations anisotropes

On va voire dans ce chapitre quelques résultats d’existence classiques pour des solutions faibles
aux problémes de Dirichlet qui concerne les opérateurs elliptiques non linéaires anisotrope . Par la

suite ) est considéré comme un ouvert régulier de RN N >2 : 1 <p; <N ,i=1,...,N avec

? = (p17p27"'apN) .

On considére le probléme elliptique non linéaire suivant :

N
—Z@i[|3iu|pi_28iu] =f dans Q
(pb) i=1 (3.0.1)

’U,‘aQ =0

On f e W-L7'(Q)

3.1 Existence de solutions

Théoréme 3.1.

Le problem (3.2.1) admet une solution faible unique u € WOI’?(Q).

Démonstration.

On applique théorémel.5 a 'opérateur
A WEP(Q) - WL ()

N
u— Y 0|0l Ol

i=1
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eEtape 1 A est borné.

Soient u, v € W(}’?(Q) tell que v borné

) iuVu| dx

[{A(u) i/k? ulP20uVv dx i/
=g =19
z/

|6 v| dz

||3iu||’£i;(g) 105v]| Lri ()

Et comme u borné donc

N
(Alu),v)] <O 100] e
=1

= C00ll 5

Et [|9;0]| <1

W (@)
AlOI“S ||A( )||W,177/(Q) borné

eEtape 2 A est hémicontinu
Soient u,v et w € W ?( Q) ,soit {\, }une suit réelle tell que A\,, — 0

On montrons que

Yw € W&’?(Q) (A(u + Apv), w) — (Au, w)

on a

(Au, w) /|8 ulP 2 0;ud;w
=1 Q
Alors

(A(u + A\po), Z 10; (u 4 A0) [Pi20; (u + ) 05w dax

N
=1

=1Q
N
=> / 10 (w4 M) P 2(85u + A\pO30)Ojw dix
=1 Q

|0;u + A\v|Pi2(0su 4+ A\pOiv) 0w — |Osu|Pi~20;udw p.p Vi

donc

N
Z |0ju + /\nv\pi_Q(aiu + A\ 0iv)ojw  — Z \&u\pi_Q@iu&w D.p
; i=1
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on se pose que |\,| < 1 nous obtenons pour tout ¢

/ 105t + M) [P20; (u + Ap0)Osw dz = / 105 + M) [P Os0] da
Q
< [ |16l + Al Byl P O] da

[\a ul + 0; vy} P19, de,

:0\:0\

En utilisant ( 1.3) et pour tout i=1,...,N

10:(1 + A 0) [P =20 (u + )\nv)ﬁiw) e e
< prlonu =G (D 4 orep ).
et nous avons u, v, w € I/V1 ?( ) donc :

max(1,2Pi~!
P

1
;‘&wvgi + ) (|8Zu|pZ + |8ﬂ)pi’> IS Ll(Q) Vi=1,...,N

1

D’aprés la convergence dominée de Lebesgue

lim (A(u+ A\pv),w) = (Au, w)

n—-+00

eEtape 3 A est coercif.

N
A,y =3 / B[P 20,0° d
=1 Q
N
> Z/@v[’” dx
=1 Q
N
Z Ha vHLPz
=1
donc N
P1
(A(’U),U> C Z (Z HaﬂJHLPz(Q)>
i=1
_ p1
= Ol 5 €>0
M > ||v Hp1 1? L
= 1
T —— i M
” ” = — 0 donc blHUHWOL?(Q) — +o00o .Alors ||v”W5’7(Q) — 400

eEtape 4 A est monotone

N
(Au — Av,u —v) = Z /(|8iu|pi_2Vu — |0|P200) (Qju — Oyv) da
=19
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donc pour démontrer (Au — Av,u — v) > 0 il suffit de montrer

/(|8Z-u|pi28iu — |0iw|Pi20;0) (ju — djv) da >0 Vi
Q

et cette derniére a était montré dans le chapitre précédant

donc

(Au — Av,u—v) >0

3.2 Reégularité de solutions

Dans ce section on va présente quelques résultats concernant la régularité de probléme suivant.
N
- Zai[!aiU!pFQaiu] =f dans
(pb1) i=1 (3.2.1)
ulpo =0

grace aux l'injection de type de Sobolevysi f € L™(Q), avec m > p._ tell que poy = max{pn,p*}

N
5 1
,pN = max{p;}, p* = ]\Z;—]_Vﬁ, p < N, % = % Z — ; il existe une solution faible & notre probléme,
v D
=1
cest u € Wol’ﬁ(ﬂ) tels que
N
Z/&H@u!m_z@iu&-v dr = /fv dx Vo € W(}’?(Q) (3.2.2)
=19 Q

Dans la suit nous seront besoin des lemme suivantes

Lemme 3.1.

Soient pn,p1,pi, avec py = max{p;}, p1 = min{p;},p; > 1 Vi =1,...,N. Soit B > 0, on a
(] (]

l'inégalité :
N
< CPN NPN—1RBPN—P1 Z ||8Z'U|

=1

p Pi
1l 5 g Lri(Q)
pour toul v € Wol’l(Q) avec :

|0 piqo) < B Vi=1,2,...,N

Preuve.
voir [10] n
Nous rappelons également cette inégalité de poincaré, valide pour tous v € I/VO1 7 (Q)

Qlr
vl ) < |2|||3iv||Lr(Q) Vor>1 (3.2.3)
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Régularité de solutions

N

Lemme 3.2.
soit v € W, ?( ) L>°(2) avec p; comme ci-dessus et supposant que E —>1letp< N
— Di
=1

Nous obtenons les résultats suivants :
1
' (3.2.4)

N_y N
/‘ ’Td : <C /‘aZ |Pi‘ ’tipi K
(Jr @)™ <ell( froatiots )

pour tout r et t > 0 satisfaire :

1 i —4)— i
R 7 B
(3.2.5)

Z%‘:L Yi =0

= ,N et N de plus détient aussi

C dépend seulement de p; ,
sit; < 0,7 et r comme dans (3.2.4) Sachant que l'intégration existe dans (3.2.4) est finie

Preuve.
isi [23].0n obtenons :

En appliquant les techniques utilisées par Troisi |
Z N-1
Yi
\v| =1 dx)

N-1
</|v\rdx) =
Q
/MT%
1o

/sup o] (N1 gg;
S

||’:]2 |£]2/—\

ol S; est 'intersection entre € et 'hyperplan x; = 0 et «; > 0 pour tout ¢ telle que Z% =1 D’un
=1

autre coté, nous avons :
|v(:c)]”i(N*1) <ry (N —1) / ]v|mi(N 1)*1\&-1}]@7@-

— 00

D’ot il résulte
N-1 N .
(/w) gcﬂ/vw 50| = oH/yavW e (3.2.6)
i=1¢ i=1g)
ou t; > 0 et B; > 0. Choisissez de cette maniére
ti+ Bi =rvi(N —1) — Vi=1,...,N
2017 — 2018 L HAMIDI
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donc

Bi = —ti+ry(N —1) -1, Vi=1,...,N

et C =r(N —1),en appliquant I'inégalité de Holder

N-1 N 4
([rr)" " <ell / ool ol )? / ol#w) .
Q =1

En prenant r = f3; , p} pour tout i =1,...,N

( J o) <o frr)=

/ N
ZH /|8v|pz‘v|t2pz P;

Q =1
M1
Observant que Z — <N-1 & (P<N)Doulerésultat (3.2.4) m
i=1 17
Remarque 3.1.
N
Nous notons cela si puis p > N prises pour chaque v > 1,v; > 0 telle que Z% =1ett; >0 avec

i=1
1=1.2...N D’ailleurs dans ce cas-ci C dépend également de la mesure de l’ensemble €2

Théoréme 3.2.
pour f € L™()

i) sim = % alors il existe une solution faible u de probléeme (3.2.1) comme interne (3.2.2)

i) sim > % alors il existe une solution faible u de probleme (3.2.1),et 8 > 0 un constant telle que
/£W<+m (3.2.7)
Q

i) si (p*) <m < % alors il existe une solution faible u de probléeme (3.2.1) appartenir o L*(2)

avec
s mp*(p—1) mN(p—1)
- mp+p*—mp* —  N—mp
N
1 N’
Cachanque%zﬁg — pF= -
D
— Di —D
=1
Démonstration.

Nous prenons v = Gg(u), comme fonction teste dans ( 2.2.2)

Z/wuv’z 210,ul0; G (u) /ka,

119
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il implique
1 1

([10Gr)™ < ([ r6uw)™

Q Q

Par conséquent, par (1.4.2) nous obtenons :

1

1G k(W) L7+ @ <C0H(/ny,€ ) 2 :CO</|ka(u)‘)é

Q

En appliquant l'inégalité de Holder avec des exposants p* et (p*)’, et comme f € L™ nous obtenons

/uw> )

I'inegalité suivante :

Col [ 1fGr(u)
0(9/ k

ot Ay = {|u| > k} Par conséquent :

Bil=
'Bl\H

<C'0 /\Gk \p

Notons que

Cette équivalence est vraie, depuis p; > 1 pour tout i = 1,..., N, Depuis f € L™(2) et m > (p*)’ nous

avons :
g (_*)/
[0 < crlan="
Par 'inégalité de Holder avec 'exposant p* et ( / |Gk (u)| donne :
@)’ Ay 1 ,q_ 1

[ 1Guw)] < Grjay 050 (328)
Soit g(K) = /\Gk(u)\ et nous rappelons que g(k)’ = —|Ag| pour tout k, nous obtenons, & partir
(3.2.8) que

(k)7 < —Cag/ (k)

avec vy = (1 — %)(1 - 1%)1% +1-— z%’ par conséquent
-1, . CQ 1—1y/
1< Cog(k) g/ (k) = ——1 (9(k) ™) (3.2.9)
gl
D’aprés i) du théoréme 3.2 on a
1
1--—>0

~
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Si on intégre (3.2.9) de 0 & k, nous obtenons

2=
S
—
(=]
N~—
—
|
2=
[

k< —Cslg(k)'™

c.-a-d.
1

_1 1-=
Cag(k)' ™7 < —k + Csllull 1 gy

Comme g¢(k) est une fonction positive et décroissante, de la derniére inégalité que nous déduisons que

la existe ko tels que g(ko) = 0 et ainsi u € L>(Q2). Au cas ou ii), depuis m = %,
g(k)’
1< -0y
g(k)
Par l'intégration de 0 & k, nous avons :
L [”u‘Ll(Q):|
Cy g(k)

e%rg PWMU“D

k
ke <
L] o g6t < iy
Ainsi, rappelant que

am=/mmm>/mmmwM@u
Q Aoy,

Si k <1 nous avons :

k.
g(k) > k|Ag| = [Agle < luliq)

Par conséquent , si £ < 2 nous obtenons :
k.
g(k) > k[Agg| = [Agle? < lul[1(q)

L’inégalité précédente implique que

+oo
D [ Agle?? < oo
k=0

pour0<6<ﬁ

ii) est preuvé.

Nous prenons v = | Tk (u)|*Pi Ty (u) comme fonction teste dans (3.2.2) pour j =1,...

dans (2.2.1) et t; sont des nombres réels positifs fixe . Nous avons

v =1, nous avons :

(3.2.10)

(3.2.11)

, N, T}, est définie

Z/\Biu\pi_Qaiu\Bi(]Tk(u)]tjpka(u)) :/f|Tk<u)ytmTk<u), Wi=1,...N (3212
i=1g Q
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pour le premier terme de (3.2.12 ) nous avons

S [ 1w 20ulo @D > Co [ OTPITL G =1, N
i=1q Q

Pour le deuxiéme terme, on applique I'inégalité de Holder avec exposants m et m/, nous obtenons

1
/f|Tk )|/ T () /f|m /|Tk |(tgpg+1)m )m Jj=1,...,N

Des inégalités précédentes, en se multipliant sur j, nous déduisons

1 1

Py N
H /\Tk )| (tapst1m! j=1,...,N  (3.2.13)

N
H / 10T ()2 || T ) 1579

Par (3.2.4) et pour v = Ty (u) et r = s , et (3.2.13) nous avons

Y=

m’p]-

/ka(u)ys < CQH /ka (t5p;+1)m Jj=1,...,N (3.2.14)
Q

Puisque nous voulons également s = (¢;p; + 1)m’ pour tout j = 1,..., N nous devons résoudre le

systeme suivant

_ 1+t -
§= S No1)- 1+1 > 0, Vi=1,...,N,
s=(tj +p; + 1)m/ Vi=1,...,N,

2%:1, v > 0,t; >0 Vi=1,...,N

A partir des deux premiéres équations dans le systéme précédent, nous avons

2mpj —m — pj —mpjy;(N —1)
pj(mpjv;(N = 1) — pjm +1)

tj = (3.2.15)

et

1 N —mp 1 1
7-:(1——) . +(1——)7 ¥ j=1,...,N 3.2.16
’ pi/ N(p—1)m(N —1) mp;/ N —1 ( )
N
Il est facile de prouver que +; satisfaites la condition Z vj = lavec y; > 0, et comme m > 1et p; > 1
j=1
pour tout j =1,..., N. En outre de (3.2.15) et (3.2.16) nous avons

(pj —DINp(m —1) —m(N —p)] _ Np(m —1) —m(N —p)

tj =

pj(pj — 1)(N — mp) a pj(N —mp)
Par conséquent t; > 0 pour tout j = 1,..., N, on obtient
N
N-mp>0&m< —
p
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et

Np
Npim—1)—m(N—-—p) >0&m> ———
pm = 1) = m(N ~p) 20 m> Sl

D’ailleurs, par le choix de ¢; et v, nous avons

mN(p— 1)
N —mp

donc, on obtient par conséquent, grace a (3.2.14) en notant que % -1> ml/pv c-a-d m < %
1T (w25 ) < Cs Vk e N
En utilisant le lemme de Fatou 1.6, nous pouvons passer vers la limite .lorsque & — +00 pour obtenir
lull s (@) < Ca
m Dans le cas poo = py = mlax{pi}, on a le théoréme suivant.

Théoréme 3.3.

Soit f € L™(R2). i) et i1) de le théoréeme 3.2 sont vérifies ,et

i) si % <m < % alors il existe une solution faible u de probléme (3.2.1) appartenir o L°(2)
avec
g — _mp (p=1) _ mN(p-1)
mp+p —mpr . N-mp
i) siply < m < % alors il existe une solution faible u de probleme (3.2.1) appartenir a

L3(Q) avec 5 =m(py — 1)

Remarque 3.2.

_ ) —x« _ Np N(pn—p) k! /
pour py = max{p;} > p* = x5, ooy > (07) >y el

mNGE-1) Ny )

s=m(py —1) >s= — —
( ) N —mp plpn — 1)

(3.2.17)

N(pn—p)

5N —1) et un autre

de sorte que nous ayons obtenu un meilleur sommabilité de u ,si (p*) < m <
résultat st py, < m < (p*).
Tandis que si (p*) <m < ply < %, (pn < P*) (83.2.17) jamais les prises, ainsi nous n’améliorons pas

le sommabilité de u, obtenu en théoréme 3.2

Remarque 3.3.
Comme m > ply, on note que § = m(pn — 1) > pn, par conséquent, on améliore la régularité, déja

connue par les inclusions, de la solution faible de notre probléeme
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Remarque 3.4.
Remarquons qu’il y a une continuité dans nos résultats de sommabilité. En fait ,
si py = p*,m = (p*)" nous avons

S= 0 -1 =

et c’est le méme exposant qui apparait dans i) du théoreme 3.2 avec m = (p*)'.

Remarque 3.5.
Evidemment le cas ) du théoréme 8.3 est nouveau parce que notre opérateur est anisotrope. S’ il est
1sotrope ,py = p =p et p < p*. D’ailleurs

N(pn — D)

plpy — 1) =0

comme nous p?"évoyons

Remarque 3.6.
si f € L™(Q) avec m > pl il est facile de prouver que la solution faible du probleme (3.2.1) est en
raison unique de la propriété monotone des opérateurs anisotropes comme(0.0.1). Si nous supposons

que deux solutions uy et us eriste nous avons

N
Z/|a¢u1’pi28i'u18iv: /f'U V'U c W0177(Q)
Q

=1 Q
et
N
Z / |8iu2 ’pi*28iu28iv = /fv Yo € W(}v?(g)
=1 Q o

On prend v = uy — us comme fonction d’essai dans les deux. Nous notons qu’un tel choix est possible

depuis u1,us € W(}’?(Q) Puis, soustrayant les deux expressions, nous obtenons

Z/ [!&uﬂpi_z@iul — |8¢Ug|pi_28iu2] @(ul — u2) =0

=1 Q

Puis, si p; > 2 pour tout 1=1....N
[|8iu1]pi_28iu1 — |6iuQ|pi_28@-u2} az(ul — UQ) Z Co|81(u1 — U2)|pi, Vi =1...N.

Par conséquent
N

> [10itu - uP <0
=1 Q

cela implique u1 = us. Un sample modification est nécessaire pour obtenir le méme résultat pour p; < 2.
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Remarque 3.7.
Maintenant nous considérons toujours le méme probleme de Dirichlet (3.2.1) mais si m > pl, Nous

prouvons l'existence d’une solution au sens de distribution, u € Wol’ﬁ(Q) tels que,

N
2:/W@uwr9@u@¢=i/f¢ Yo € CL(Q) (3.2.18)
Q

=1 ¢

St Poo = P*, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 3.4.

Soit f € L™(R)

—
i) si m =1 alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartint Wol’ " (Q)

pour tout
Np-1)

1 <8 <pyp——%
81 plp(N_1)7

Vi=1,...,N

i) si 1 <m < (p*) alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartenir

_>
WOL (), S =s1,.. ., SN) pour tout
Nm(p—1) .
1<si=pi—F—, Vi=1,...,N
i = Di ﬁ(N—m)
Démonstration.

Nous commengons par le cas m = 1 i). Nous considérons un ordre {f,} C L>®(Q) tels que

fao = FELYQ) et (| fallLi@) < 1flLr @)

On prend u,, comme des solutions aux problémes suivants

N
un € WEP(Q) N L¥(Q) ¢ = 0i(10rual”20u,) = fo (3.2.19)
=1

ce qui existent en raison des résultats précédents. Nous prenons comme fonction teste dans la formu-

lation faible des problémes (3.2.19) v =T} (Gk(u)> Nous avons

N
3 / B < [1F ]z

ZZlBk,n

pour By, = {z € Q: k < |up(z)] < k+ 1} donc

/ﬁ&%wgumﬂm) Vi=1,...,N (3.2.20)

Bk,n
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soit s; = Op;, B = (1799)5*

et 0 € (0, ;}Eggjg). On utilise I'inégalité de Holder avec Iexposent

/|8iun\5i :/|8iun\si(1+fun|)51’2(1+|U )75
Q

S; 1_il:
< Z/|aun|m ) ) ([ a5 )

Q
Puisque dessus B,

1

< 1
|un| + 1
NOUS avons

E+1

+00 sq e 7%
Q/|8Zun|sl < <kz:(:)(1+1k‘)6 / |8iun|pi) P </(1+ |un‘)ﬁpi—5i>

(3.2.21)
Bion Q
par (3.2.20) et depuis 5 > 1 nous obtenons
+oo
Z(Hk / |Oyun|P* < C
Bi,n
par conséquent

Ns; (=-2)w
Si Si P
J1wal || [ m)a

Q

Q

(3.2.22)
Maintenant nous appliquons 'inégalité anisotrope de Sobolev (1.4.2),par r = §
au choix de 8

, pour obtenir, grace

(-1

=

tnll o ey < Co / (1 + )™

(3.2.23)
Q
par (3.2.23) et (3.2.22),nous obtenons cela d;u,, est borne dans L* (£2) pour tout n. Ainsi nous pouvons

supposer que, pour un certain u et pour un certain résultat, que nous dénotons toujours prés u,, cela

Ojup, — Ou dans L¥(Q2) V i=1,...,N (3.2.24)
Oiun, — Ou  dans L%(Q)
s, le moyen harmonique du s;

(3.2.25)

il n’est pas suffisant pour passer vers la limite, mais nous pouvons
suppose cela

Oiup, — Ou  dans L () V r; <s,

i=1,...,N
En fait nous prenons, pour tous 17 > 0 et pour tous ¢ =1

(3.2.26)
N

<|8 [P 205, — \aiuh!pFQ@iuh)ai (un - Uh) < 27| fllz
{‘un—uh|§77}
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par la fixation de ¢ et p; > 2 nous déduisons cela

/

{lun—un|<n}

.30377

Pi
z(un - uh)

aprés des calculs simples, et ainsi par I'inégalité de Holder avec des exposants (2 ) et (2 ) nous avons

/

{lun—up|<n}

T Py 1— 2%
(=) [ < Cam™ + ol =] >}

Aprés une modification le méme résultat est obtenus également pour p; . Nous rappelons cela u,
converge & u en mesure parce que u, — u dans L(2) Ainsi, puisque I'inégalité ci-dessus est vrai pour

n > 0; nous obtenons cela d;u, est un ordre de Cauchy dans L™ () Ainsi, prés (3.2.26) nous avons
|05 [P 205ty — |OjulPi20;u  dans L'(Q)

maintenant nous pouvons passer vers la limite pour n — oo dans la formulation faible de (3.2.19) et
nous obtenons que u est une solution aux sens de distribution pour 1’équation (3.2.1).
Maintenant nous traitons le cas 1 < m < (p*)' par ii) de 3.4 Comme précédemment nous considérons

un ordre {f,} C L*(N) tels que
fo— f dans L™(Q) et | fallpm) < Ifllm@

et laissez u soyez les solutions des problémes (3.2.19), v = T1(Gk(u)) pour obtenir

Z / ‘aiun’pz < / ’fn|
zZIBk,n k,n
avec App, = {|un| > k}
/ OrunlP < / o, Vi=1,...N (3.2.27)
Bkn Akn

Si nous continuons comme le cas m = 1, nous avons

/yaiunw < / |fn’Z / 1+ |upl) pl—m
+k)
Q i=0g; .

Q

1—2i
Py

Depuis

i ;
kzo(l+k) < Co(1+3577)

nous obtenons, par quelques calculs et en employant 'inégalité de Holder avec les exposants m et m/

2 .
] Sq
m Pq

’ _Bsi .
/\@un|sz < Cl ||fn”Lm(Q) /(]. + |un|)(1—5)m /(1 + ‘un’)m—si , Vi = 1,... ’N

Q Q Q
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Maintenant nous prenons s; = 6p; pour 8 € [0,1) tels que

Bsi B

pi—si 1-0 T
et nous choisissons 3, tels que
pe , ~ m(1—0)
Nous obtenons
mo
1-— = ——
(- By’ =
et donc
1 1 1 1
SN (5=) N
6m
/|8iunsi <G /(1+]un|)m€ CVie1,....N
Q Q
Par I'inégalité de type de Sobolev, nous avons
(5—m) Nz
_Om_
funllr < Co | [ (L ual) (3:2.28)
Q
pour
o 0pN
N —0p
Maintenant nous prenons 6, tels que
OpN  Om N a_mN(ﬁ—l)
N—-0p m-—90 ~ p(N —m)
et par conséquent
N(p—-1
_mNp—1) Vi=1,...,N

5 — .
(3 ﬁ(N o m) pl?
Nous remarquons que la valeur de 6 ce que nous obtenons, est plus petit que 1, depuis m < (p*)’.

En outre

1 (1 1)1 N
— > =-——] = = m < —
5* 0 m/p D

Puis, si nous continuons comme le cas m = 1, nous pouvons passer vers la limite dans problémes

approche (3.2.19) pour obtenir le résultat voulu. m

Remarque 3.8.

Depuis s; > 1, pour tout i =1,..., N, nous déduisons cela
1
p>2— —
P N
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dans i) et i)
1
p>1-—
m

comme nous attendons rappeler au cas classique, c.-a-d. p; = p pour tout 1

Remarque 3.9.

En outre dans ce cas-ci, nous notons cela, depuis p* > pn,

N .
p(py — 1)

et
N —D p(N — 1 N -1
7,(” p)>1<:>pN>p( 7): .
p(py — 1) N-—p N

Par conséquent nous pouvons améliorer le théoréme précédent si 75%\[7__?1) <pn <p*

N(pn—p)
etl<m< o —1) -

En fait nous avons une solution au sens de distribution de (3.2.1) appartenir a Wol’(gi)(ﬂ), pour 1 <

m
/

S = Piyr- pour touti=1,...,N et par la restriction a m, il se tient

m mN(p—1) ) N(py — D)
pi s P T ) i, Ne m< —PNTDP) 3.2.29
Py p(N —m) p(py — 1) ( )

En outre dans ce cas-ci, depuis 5; > 1 nous avons la condition suivante dessus p

/
5> N
m

ﬁ
D’ailleurs si f € LY(Q),u € Wol’ *(Q) pour tout 5; < Lt

et p>pNn, Vi=1,...,N
PN

Dans le cas pos = pn, nous avons le théoréme ci-dessous.

Théoréme 3.5.
Soit f € L™(R)
i) sim =1 alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartenir W()l’(gi)(Q)

pour tout

S < et p>py Vi=1,...,N,

AR
N

i) si 1 <m < (p*) alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartenir
Wg’(gi)(Q) pour tout
§i:pi7, Vizl,...,N

Py
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CONCLUSION

Dans ce mémoire on étudier 'existence et la régularité de solutions d’un probléme elliptique non
linéaire et anisotrope, dans le cas ou le second membre f appartient a un espace de lebesgue. L’étude
dans ce domaine est nouvelle, il reste encore a étudier le cas ou le second membre appartient & un

espace de lebesgue L™(§2) avec m < poo
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