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Résumé

Dans ce mémoire nous prouvons l’existence et la régularité des solutions de l’équation elliptique

anisotropes non linéaires. suivante

−
N∑
i=1

∂i

[
|∂iu|pi−2∂iu

]
= f dans Ω; i = 1, . . . , N,

Où Ω ⊂ RN , N ≥ 2 et f ∈ Lm(Ω),m ≥ 1.

Ce mémoire contenant trois chapitres

• Premier chapitre : concerne les définitions des espaces utilises dans les autres chapitres

• Deuxième chapitre : on a étudie l’existence et la régularité de solution pour l’équation p −

Laplacian dans le cas régulier, comme un cas particulier de l’équation

−
N∑
i=1

∂i[|∂iu|pi−2∂iu] = f (0.0.1)

• Troisième chapitre : on a étudie l’existence et la régularité de solution pour l’équation

−
N∑
i=1

∂i[|∂iu|pi−2∂iu] = f . f dans le cas régulier (f ∈ Lm(Ω),m ≤ (p̄∗)′)
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Abstract

In this thesis we prove the existence and the regularity of the solutions of the elliptic equation

anisotropic nonlinear. next :

−
N∑
i=1

∂i

[
|∂iu|pi−2∂iu

]
= f dans Ω; i = 1, . . . , N,

Or Ω ⊂ RN , N ≥ 2 and f ∈ Lm(Ω),m ≥ 1.

This memory containing three chapters

• First chapter : concerns definitions of spaces used in other chapters

• Second chapter : we have studied the existence and the regularity of solution for the equation

g p− Laplacian, in the regular case, as a special case of the equation −
N∑
i=1

∂i[|∂iu|pi−2∂iu] = f

• third chapter : we studied the existence and the regularity of solution for the equation

−
N∑
i=1

∂i[|∂iu|pi−2∂iu] = f , f in the regular case ,(f ∈ Lm(Ω),m ≤ (p̄∗)′)
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Notations

RN L’espace Euclidien de dimension N .

Ω Un ouvert de RN (N ≥ 1).

|E| La mesure de Lebesgue de l’ensemble mesurable E.

p.p. Presque partout (par rapport à la mesure de Lebesgue )

E′ Le dual topologique de E (l’espace des formes linéaires continues sur l’espace de Banach E)

〈·, ·〉E′×E Le crochet de dualité entre l’espace E et son dual topologique E′.

(·, ·) Produit scalaire.

‖ · ‖E La norme dans E.

Bρ(x0) La boule fermé de centre x0 et de rayon ρ > 0 ; Bρ(x0) = {x ∈ RN ; ‖x− x0‖2 ≤ ρ}.

α ∈ NN Un multi-indice α = (α1, · · ·, αN ) , |α|.la longueur de α |α| = α1 + · · ·+ αN

∂i La i-ième dérivée partielle ; ∂i = ∂
∂xi

.

∂α La dérivée d’ordre α ∂α = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂x

αN
N

.

∇u Le gradient de u ∇u =
(
∂u
∂x1

, ..., ∂u
∂xN

)
.

∆u Le laplacien de u, ∆u = ∂2u
∂x2
i

+ ...+ ∂2u
∂x2
N
.

div v La divergence du vecteur v = (v1, ..., vN ) div v = ∂v1
∂x1

+ ...+ ∂vN
∂xN

.

IE La fonction indicatrice de l’ensemble E, IE(x) =

 1, si x ∈ E

0, sinon

{u ≥ k} pour une fonction donnée u {u ≥ k} := {x ∈ Ω, u(x) ≥ k}

⇀ La convergence faible.
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supp(u) Support d’une fonction u, supp(u) := {x ∈ Ω ; u(x) 6= 0} .

pi l’exposant critique dépend du genre d’anisotropie i = 1, 2...N

p̄ l’exposent critique usuel p̄ = N
N∑
i=1

1

pi

p∗ L’exposant critique de Sobolev : pour 1 ≤ p < N p∗ = p̄N
N−p̄

pN le maximum des pi pN = max
i
{pi}

p1 le minimum des pi p1 = min
i
{pi}

p∞ p∞ = max{pN , p∗}

p′ L’exposant conjugué de l’exposant p pour 1 ≤ p ≤ +∞. p′ = p
p−1

Ck(Ω) L’espace des fonctions k fois continûment différentiables sur Ω.

C∞(Ω) L’espace des fonctions infiniment différentiables sur Ω.

Cc(Ω) L’espace des fonctions continues à support compact dans Ω.

D(Ω) L’espace des fonctions indéfiniments différentiables à support compact dans Ω.

D′(Ω) L’espace des distributions sur Ω.

Lp(Ω) L’espace de Lebesgue,

W 1,p(Ω) L’espace de Sobolev,

W 1,p
0 (Ω) La fermeture de D dans W 1,p(Ω).

sup
Ω
-ess(u) Le sup essentiel d’une fonction u sur Ω.

sup
Ω
-ess(u) = inf{C > 0 ; u(x) ≤ C p.p. x ∈ Ω}.

W 1,−→p
0 (Ω) La fermeture de C∞0 dans W 1,−→p (Ω).

lim inf fn La limite inférieure de fn ; lim inf fn = lim
k→∞

inf{fn : n ≥ k} ; k ≥ 1
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Introduction

L’une des branches les plus importantes des mathématiques dans les temps anciens et modernes

est la branche des équations de dérive partielle, qui est la base de toutes les sciences actives, sinon

toutes, où nous trouvons beaucoup de questions dans le domaine des sciences physiques et biologiques

... Mathématiquement formulé sous la forme d’équations différentielles, pour trouver les moyens de

trouver des solutions à ces équations ; Nous avons abordé dans ce mémoire la question d’existence et

de régularité de solution pour les équations elliptiques et anisotropes non linéaires dans le cas régulière

Dans le premier chapitre de ce travail, nous avons discuté certaines concepts généraux que nous avons

utilisés dans le reste de mémoire

Dans le deuxième chapitre de ce mémoire, nous avons montre l’existence et la régularité de solution

pour l’équation suivante 
−div(|∇u|p−2∇u) = f dans Ω

u|∂Ω = 0

comme un cas particulier de l’opérateur anisotrope Nous avons commencé à étudier l’existence de so-

lution en utilisant le théorème de surjectivité dans la première section de ce chapitre.

Dans le deuxième section, nous avons montré la régularité de solutions dépend de la régularité de la

source f . Les points de départ sont les résultats de la régularité de Stampacchia. Nous supposons que

la source est la fonction f appartenant à l’espace de Lebesgue f ∈ Lm(Ω), ona trouvé deux cas m < p∗

et m > N
p et pour la deuxième cas la solution est bornée
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En fin, en troisième chapitre on a étudié le problème suivant :


−

N∑
i=1

∂i

[
|∂iu|pi−2∂iu

]
= f dans Ω

u|∂Ω = 0

(0.0.2)

Où Ω domaine borné de RN , N > 2, pi > 1 ∀i = 1, . . . , N , f est une fonction donnée appartenant

a un espace de Lebesgue Lm(Ω)

Dans le premier section on a étudié l’existence de solution par l’utilisation de théorème de surjectivité.

Pour la section deux on a fait l’étude de régularité de solution sauf le cas de pi = p pour tout i puisque

il est bien connu [16], si p ∈ (1, 2− 1
N ] on ne peut pas s’attendre à ce que les solutions appartiennent

à W 1,1
0 (Ω) Nous devons considérer des espaces fonctionnel différent aux espaces classiques de Sobolev,

afin l’étude de l’équation (0.0.2), à savoir les espaces anisotropes de Sobolev, auxquels les solutions

problèmes appartiennent

Dans la deuxième Section du troisième chapitre concerne la régularité des solutions d’abord m ≥ p′∞

nous prouvons que les solutions faibles, a priori appartenant seulement à l’espace d’énergie W 1,−→p
0 (Ω) ,

ayez un sommabilité supplémentaire, celui est si u ∈ Ls(Ω) pour un certain s selon le sommabilité de f .

Si f ∈ Lm(Ω) 1 ≤ m < p′∞ nous montrons que les solutions distributionnelles appartiennent à quelques

espaces anisotropes de Sobolev, mais ils sont pas borne (employant une méthode d’approximation, des

estimation a priori et des résultats de compacité dans les espaces appropriés) .

Dans [12], (0.0.2) a été considéré, a donnée mesure de radon. L’existence d’une solution est montrée

dans l’espace anisotrope de Sobolev W 1,(si)
0 (Ω) avec si tels que

1 ≤ si <
N(p̄− 1)

p̄(N − 1)
pi

p̄ et avec condition supplémentaire 2− 1
N < p̄ < N .

Pour des problèmes anisotropes (0.0.2), nous devons distinguer deux cas : p∞ = p̄∗ et p∞ = pmax en

tant que comme suit

1 < m < (p∗)′ implique u ∈W 1,s
0 (Ω), s =

mN(p− 1)

N −mp
pour p >

1

m∗
+ 1;

. Il est bien connu que la théorie d’existence et les résultats de régularité pour des problèmes ellip-

tiques fortement depend de pespietes des espaces dans les quels nous recherchons des solutions. Pour

l’espace Sobolev anisotrope l’exposant critique dépend du type d’anisotropie. exposant est p̄∗ si l’ani-

sotropie est concentrée, alors que c’est pmax si l’anisotropie n’est pas concentrée (voyez [5]). Ainsi si
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p∞ = p̄∗ ≥ pmax en général, nous prouvons des résultats de (3.0.1), aux résultat du deuxième chapitre

et en remplaçant les espaces de Sobolev classique par les espaces anisotropes de Sobolev .
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous mentionnons quelques espaces avec ses propriétés, ainsi des définitions et des

théorèmes qu’ on va utilise dans le chapitre suivant.

1.1 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. L’espace de Lebesgue

L’espace de Lebesgue Lp(Ω) définit par


Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mesurable ;

∫
Ω

|u(x)|p dx < +∞
}
, si 1 ≤ p < +∞

L∞(Ω) =
{
u : Ω→ R mesurable ; supess(u) < +∞

}
. p = +∞

muni de la norme
||u||Lp(Ω) =

∫
Ω

|u(x)|p dx

 1
p

, si 1 ≤ p < +∞

||u||Lp(Ω) = supess(u). p = +∞

Lp(Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞

de Hilbert pour p = 2 muni du produit scalaire

(f, g)L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx.

Proposition 1.1.

i) Lp(Ω) est réflexif pour 1 < p < +∞ Lp(Ω)

et séparable pour 1 ≤ p < +∞.

Université de Médéa 2017− 2018 L .HAMIDI



Espaces de Lebesgue 2

ii) Lp(Ω) possede un dual si 1 < p < +∞ et son dual et Lp′(Ω), avec 1
p′ + 1

p = 1.

iii) L1(Ω) réflexif mais n’est pas séparable, et son dual L∞(Ω) est ni réflexif ni séparable, et le dual

de ce dernier est inclue dans L1(Ω)

iiii) L2(Ω) est un espace de Hilbert

Lemme 1.2. (Inégalité de Hölder généralisée)

Soient p, q ∈ (1,+∞) et r ∈ (1,+∞) avec 1
r = 1

p + 1
q . Si u ∈ L

p(Ω) et v ∈ Lq(Ω), alors uv ∈ Lr(Ω),

et on a

||uv||Lr(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω) · ||v||Lq(Ω).

Lemme 1.3. (Inégalité de Yong)

Soient a, b ∈ [0,+∞) et p, q ∈ (1,+∞) avec 1
p + 1

q = 1. Alors

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

Lemme 1.4. (Inégalité d’interpolation)

Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞. Si u ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω) alors u ∈ Lr(Ω) pour tout r ∈ [p, q], et on a

‖u‖Lr(Ω) ≤ ‖u‖θLp(Ω) · ‖u‖
1−θ
Lq(Ω)

où 1
r = θ

p + 1−θ
q , avec θ ∈ [0, 1].

Corollaire 1.5.

Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞. Si |Ω| < +∞ alors Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω).

Définition 1.2. (convergence dans Lp(Ω))

Soient p ∈ [1,+∞[, (fn)n ⊂ Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω).

1) On note la convergence forte de fn vers f dans Lp(Ω) par fn −→ f

et on dit que fn converge fortement vers f dans Lp(Ω) si

lim
n−→+∞

‖fn − f‖Lp(Ω) = 0.

2) On note la convergence faible de fn vers f dans Lp(Ω) par fn ⇀ f

et on dit que fn converge faiblement vers f dans Lp(Ω) si

lim
n−→+∞

∫
Ω

(fn − f) · ϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ Lp′(Ω).
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Les Distributions 3

3) On note la convergence faible ∗ de fn vers f dans Lp(Ω) par fn ⇀∗ f

et on dit que fn converge faiblement∗ vers f dans Lp(Ω) si

lim
n−→+∞

∫
Ω

(fn − f) · ϕ dx = 0, ∀ϕ ∈ L1(Ω).

Théorème 1.1. (La convergence dominée de Lebesgue)

Soit p ≥ 1, et soient (fn)n ⊂ Lp(Ω) et f ∈ Lp(Ω), on suppose que fn → f p.p. dans Ω et qu’il existe

g ∈ Lp(Ω) telle que pour tout n ∈ N on : |fn| ≤ g p.p. dans Ω. Alors fn → f dans Lp(Ω).

Définition 1.3. (Fonction de Carathéodory)

Soit f : Ω× R→ R. On dit que f est de Carathéodory si

(1) f(·, s) : Ω→ R mesurable pour tout s ∈ R.

(2) f(x, ·) : R→ R continue pour presque par tout x ∈ Ω.

Lemme 1.6. (Fatou)

Soit (fn)n ⊂ L1(Ω) une suite de fonctions positives. Alors∫
Ω

lim inf
n→+∞

fn dx ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn dx.

1.2 Les Distributions

Définition 1.4. Distribution

Soit Ω ouvert de RN pour tout k ⊂ Ω compacte on note :

DK(Ω) = {ϕ ∈ C∞(Ω) ; supp ϕ ⊂ K} avec supp(ϕ) = {x ∈ Ω, ϕ(x) 6= 0}

et les distributions sont de forme linéaire continue sur D(Ω) et on note :

D′(Ω) : l’ensemble de tout les distribution sur Ω

T ∈ D′(Ω) donc

T : D(Ω)→ R

ϕ→< T,ϕ >D′(Ω),DK(Ω)=< T,ϕ >

et vérifie la propriété suivante

| < T,ϕ > | ≤ c sup
x∈K
|∂αϕ(x)| ∀K ⊂ Ω

α est l’ordre de T

Université de Médéa 2017− 2018 L .HAMIDI



Espaces de sobolev 4

Définition 1.5. (Égalité au sens des distributions)

Soit T, S ∈ D′(Ω). On dit que T est égale à S au sens des distributions et on note T = S dans D′(Ω)

si

〈T, ϕ〉 = 〈S, ϕ〉, ∀ ϕ ∈ D(Ω).

Définition 1.6. (Dérivées au sens des distributions)

Soient N ∈ N∗, k ∈ {1...N}, α ∈ NN et T ∈ D′(Ω).

On note
∂T

∂xk
pour le dérivé partielle de T par apport le variable xk, et on la définit :

〈 ∂T
∂xk

, ϕ
〉

= −
〈
T,

∂ϕ

∂xk

〉
, ∀ϕ ∈ D(Ω).

On définit par récurrence la dérivée partielle de T d’ordre α Par :

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

1.3 Espaces de sobolev

Définition 1.7. L’espace de sobolev

L’espace de sobolev Wm,p(Ω) avec p ∈ [1,+∞] et Ω ouvert de RN définit par :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ D′(Ω) ; Dαu ∈ Lp(Ω) ∀|α| ≤ m

}
muni de la norme :

||u||Wm,p(Ω) =


∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖Lp(Ω) si 1 ≤ p <∞,

max
0≤|α|≤m

||Dαu||L∞(Ω) si p = +∞,

lorsque m = 1

W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) ;

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω)

}
muni de la norme :

||u||W 1,p(Ω) =

 ‖u‖Lp(Ω) + ‖∂u‖Lp(Ω) si 1 ≤ p <∞,

max
{
||u||L∞(Ω), ||∇u||L∞(Ω)

}
si p = +∞,

pour p = 2

Wm,2(Ω) = Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) , Dku ∈ L2(Ω) ∀k ≤ m

}

Université de Médéa 2017− 2018 L .HAMIDI



Espaces de sobolev 5

Hm(Ω) est un espace de Hilbert muni de produit scalare

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)

et la norme

‖u‖Hm(Ω) =
( ∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖2L2(Ω)

) 1
2

Proposition 1.7.

Wm,p(Ω) est réflexif pour 1 < p < +∞ et séparable si 1 ≤ p < +∞

Définition 1.8. (convergence dans W 1,p(Ω))

Soient 1 ≤ p < +∞,f ∈W 1,p(Ω) et (fn)n ⊂W 1,p(Ω)

1 On note la convergence forte de fn vers f dans W 1,p(Ω) par fn −→ f

et on dit que fn converge fortement vers f dans W 1,p(Ω) si

fn → f dans Lp(Ω) et ∇fn → ∇f dans Lp(Ω)

2 On note la convergence faible de fn vers f dans W 1,p(Ω) par fn ⇀ f et on dit que fn converge

faiblement vers f dans W 1,p(Ω) si

fn ⇀ f dans Lp(Ω) et ∇fn ⇀ ∇f dans Lp(Ω)

Définition 1.9. On dit qu’un ouvert borné Ω de RN (N ≥ 2) est de classe Ck, k ∈ N (respectivement

Lipschitzien), si on peut trouver un nombre fini d’ouverts {Oi}0≤i≤I de RN tels que O0 ⊂ Ω, Ω ⊂
I⋃
i=0
Oi

et ∂Ω ⊂
I⋃
i=0
Oi et tels que pour tout i ∈ {0, ..., I} il existe une application bijective φi de classe Ck

(respectivement Lipschitzien) de Oi dans l’ensemble

B1(0) = {x = (x′, xn) ∈ RN−1 × R ; ‖x‖2 ≤ 1},

et l’inverse de φi doit être de classe Ck (respectivement Lipschitzien) et tel que

φi(Oi ∩ Ω) =
{

(x′, xN ) ∈ RN−1 × R ; ‖x‖2 ≤ 1, xN > 0
}

= B+,

et

φi(Oi ∩ ∂Ω) =
{

(x′, xN ) ∈ RN−1 × R ; ‖x‖2 ≤ 1, xN = 0
}

= Γ.

Les φi sont des difféomorphismes de classe Ck (respectivement Lipschitzien).
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Définition 1.10.

Soit 1 < p < +∞. On noteW 1,p
0 (Ω) la fermeture de DK(Ω) dansW 1,p(Ω), de plus, si Ω est Lipschitzien,

alors

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈W 1,p(Ω) ; u|∂Ω = 0

}
.

Si p > 1, on note W−1,p′(Ω) au dual de W 1,p(Ω) avec 1
p + 1

p′ = 1.

Théorème 1.2. (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov)

Soient Ω un ouvert borné et Lipschitzien de RN , N ≥ 1 et p∗ = Np
N−p . Alors

i) Si 1 ≤ p < N alors l’injection W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compacte pour q ∈ [1, p∗), et continue pour

q = p∗. En particulier l’injection W 1,p(Ω) ↪→ Lp(Ω) est compacte pour tout p ∈ [1,+∞).

ii) Si p = N alors l’injection W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) est compacte et continue pour q ∈ [1,+∞).

iii) Si p > N alors l’injection W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω) est compacte et continue.

Théorème 1.3. (Inégalité de poincaré)

Soit Ω ouvert de RN borne ou mions d’un direction et 1 ≤ p < +∞ Alors il existe C(depend seulement

de Ω ) telle que ∀ u ∈W 1,p
0 (Ω)

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω)

1.4 Espaces de sobolev anisotropes

Définition 1.11.

Soit Ω un ouvert borné lipschitzien de RN avec (N ≥ 2) ,et soit 1 ≤ pi < +∞ avec i = 1, . . . , N .

L’espace de sobolev anisotrop W 1,−→p (Ω) est définie par :

W 1,−→p (Ω) =
{
u ∈W 1,1(Ω) ; ∂iu ∈ Lpi(Ω), i = 1, . . . , N

}
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muni de la norme :

‖u‖W 1,−→p (Ω) = ‖u‖L1(Ω) +
N∑
i=1

‖∂iu‖Lpi (Ω)

W 1,−→p (Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞

W 1,−→p
0 (Ω) =

{
u ∈W 1,−→p (Ω) ; u = 0 sur ∂Ω

}
Proposition 1.8.

L’espace W 1,−→p
0 (Ω) est la fermeture de C∞0 (Ω) par apport à sa norme.

Théorème 1.4. (Inégalité de type Poincaré)

Soit Ω ouvert de RN borné. Nous rappelons une inégalité de type Poincaré. Laissé Alors il existe un

constante Cp telle que ∀ u ∈W 1,−→p
0 (Ω)

‖u‖Lpi (Ω) ≤ Cp‖∂iu‖Lpi (Ω). (1.4.1)

On a aussi l’inégalité de Sobolev sachant que p̄ le moyen harmonique de pi avec 1
p̄ = 1

N

N∑
i=1

1

pi
et u ∈

W 1,−→p
0 (Ω) alors il existe Cs > 0 telle que :

‖u‖Lq(Ω) ≤ Cs
N∏
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖

1
N

Lpi (Ω) (1.4.2)

où q = p̄∗ = Np̄
N−p̄ si p̄ < N ou q ∈ [1,+∞[. et on a

‖u‖Lq(Ω) ≤
Cs
N

N∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖Lpi (Ω) (1.4.3)

Proposition 1.9.

Pour q ∈ [1, p∞] l’injections W 1,−→p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) est continue ,de plus si q < p∞ l’injection est compacte

1.5 Méthodes des operateurs monotones

Définition 1.12. (Opérateurs monotones)

Soit E un espace de Banach et E′ son dual topologique,on dit l’opérateur

A : E → E
′ . est :

• Monotone si :

〈Au−Av, u− v〉 ≥ 0 ∀u, v ∈ E

• Strictement monotone si :

〈Au−Av, u− v〉 > 0 ∀ u, v ∈ E v 6= u
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1.5.1 Opérateurs coercif

Définition 1.13. (opérateur coercif)

Soit E un espace de Banach réflexif, A : E → E
′ un opérateur on dit que A coercif si

〈A(v), v〉
‖v‖

→ +∞ lorsque ‖v‖ → +∞

1.5.2 Opérateurs bornés

Définition 1.14. Opérateurs bornés

Soient E et W deux espaces de Banach ,et soit A : E →W un opérateur. On dira que A est borné s’il

envoie tout borné de E dans un borné de W ;

∀ρ1 > 0, ∃ ρ2 > 0 tel que A(Bρ1(0)) ⊂ Bρ2(0)

c’est-à-dire

soit v ∈ E

‖A(v)‖W est borné lorsque ‖v‖E est borné

où

Bρ1(0) :désigne la boule ouverte dans E

Bρ2(0) :désigne la boule ouverte dans W

1.5.3 Opérateurs hémicontinus

Définition 1.15. (Opérateurs hémicontinus)

Un opérateur A : E → W est dit hémicontinu au point u∞ de E si pour toute suite {un} convergeant

vers u∞ le long d’une ligne, la suite {Aun} converge faiblement vers {Au∞} dans W . En d’autres

termes :

∀v ∈ E,∀{λn} ⊂ R, λn → 0, A(u∞ + λnv) ⇀ Au∞ dans W

Si A est hémicontinu en tout point de E on dit qu’il est hémicontinu sur E. Dans les espaces réflexifs

et pour W = E′ , et en passant du sequentiel au continu, on peut définir l’hémicontinuité sur E en

exigeant que : ∀u, v, w ∈ E, l’application

λ : R→ R

λ→ 〈A(u+ λv), w〉

est continue.
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Théorème 1.5.

Soient E un Banach réflexif et A : E → E′ un opérateur

• borné,

• hémicontinu, -

• coercif,

• monotone.

Alors,

∀f ∈ E′, ∃u ∈ E tel que Au = f (1.5.1)
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Chapitre 2

Équations p− Laplacian

On va étudie dans ce chapitre quelques résultats d’existence classiques, pour des solutions faibles

aux problèmes de Dirichlet qui concerne les opérateurs elliptiques non linéaires

Dans la suite Ω un ouvert régulier de RN ,N ≥ 2 ; 1 < p < N .

On considère le problème elliptique non linéaire suivant :

(pb)


−div(|∇u|p−2∇u) = f dans Ω

u|∂Ω = 0

(2.0.1)

Où f ∈W−1,p′(Ω)

2.1 Existence des solutions

Théorème 2.1.

Le problem (2.0.1) admet une solution unique u ∈W 1,p
0 (Ω)

Démonstration.

Soit l’opérateur A défine par

A : W 1,p
0 (Ω)→W−1,p′(Ω)

u→ −div(|∇u|p−2∇u)

on appliquer le théorème (1.5) a l’opérateur A.

on procédé de en Quatre étapes
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•Étape 1 A est borné.

Soient u, v ∈W 1,p
0 (Ω) ,soit ρ1 > 0 v ∈ Bρ1(0)

|〈A(v), u〉| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

|∇v|p−2∇v∇u dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
Ω

∣∣∣∣∇v∣∣p−2∇v∇u| dx

≤
∫
Ω

∣∣∇v∣∣p−1||∇u| dx

≤ ‖∇v‖p−1
Lp(Ω)‖∇u‖Lp(Ω)

≤ ‖v‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

‖u‖
W 1,p

0 (Ω)

Et

‖A(v)‖W−1,p′ (Ω) = sup{|〈A(v), u〉| ; ‖u‖
W 1,p

0 (Ω)
≤ 1} ≤ ‖v‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

= ρp−1
1 = ρ2

comme ‖A‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

≤ ρ2 donc A(Bρ1(0)) ⊂ Bρ2(0)

•Étape 2 A est hémicontinu

Soient λ ∈ R , u, v et w ∈W 1,p
0 (Ω), soit {λn}une suit réelle telle que λn → 0

On montre que :

∀w ∈W 1,p
0 (Ω) , 〈A(u+ λnv), w〉 → 〈Au,w〉

on a :

〈Au,w〉 =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇w dx

Alors :
〈A(u+ λnv), w〉 =

∫
Ω

|∇(u+ λnv)|p−2∇(u+ λnv)∇w dx

=

∫
Ω

|∇(u+ λnv)|p−2(∇u+ λn∇v)∇w dx

|∇u+ λnv|p−2(∇u+ λn∇v)∇w → |∇u|p−2∇u∇w p.p

on suppose que |λn| ≤ 1 nous obtenons

∫
Ω

|∇(u+ λnv)|p−2∇(u+ λnv)∇w dx =

∫
Ω

|∇(u+ λnv)|p−1|∇w| dx

≤
∫
Ω

[
|∇u|+ |λn||∇v|

]
|p−1|∇w| dx

≤
∫
Ω

[
|∇u|+ |∇v|

]
|p−1|∇w| dx
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en utilisant (1.3) et∣∣∣|∇(u+ λnv)|p−2∇(u+ λnv)∇w
∣∣∣ ≤ |∇w|pp + [ |∇u|+|∇v| ]p

′

p′

≤ 1
p |∇w|

p + max(1,2p−1)
p′

(
|∇u|p + |∇v|p

)
et nous avons u, v, w ∈W 1,p

0 (Ω) donc :

1

p
|∇w|p +

max(1, 2p−1)

p′

(
|∇u|p + |∇vp|

)
∈ L1

D’après La convergence dominée de Lebesgue

lim
n→+∞

〈A(u+ λnv), w〉 = 〈Au,w〉

•Étape 3 A est coercif.

〈A(v), v〉 =

∫
Ω

|∇v|p−2∇v2 dx ≥
∫
Ω

|∇v|p dx

alors :
〈A(v), v〉
‖v‖

W 1,p
0 (Ω)

≥ ‖v‖p−1

W 1,p
0 (Ω)

donc si‖v‖
W 1,p

0 (Ω)
→ +∞ .Alors 〈A(v),v〉

‖v‖
W

1,p
0 (Ω)

→ +∞

•Étape 4 A est strictement monotone

〈Au−Av, u− v〉 =

∫
Ω

(|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v)(∇u−∇v) dx

≥


C1

∫
Ω

|∇u−∇v|p dx si p ≥ 2

C2

∫
Ω

|∇u−∇v|2

(|∇u|+ |∇v|)2−p dx si 1 < p < 2

avec C1 = 22−p

et on a :∫
Ω

|∇u−∇v|p dx =

∫
Ω

|∇u−∇v|p

|∇u|+ |∇v|)
p(2−p)

2

(|∇u|+ |∇v|)
p(2−p)

2 dx

≤

(∫
Ω

|∇u−∇v|2

|∇u|+ |∇v|)(2−p) dx

) p
2
(∫

Ω

(|∇u|+ |∇v|)p dx

) 2−p
2

≤

(∫
Ω

|∇u−∇v|2

|∇u|+ |∇v|)(2−p) dx

) 1
2
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donc : ∫
Ω

|∇u−∇v|2

|∇u|+ |∇v|)(2−p) dx ≥ C1

(∫
Ω

|∇u−∇v|p dx
) 2
p

= C1‖∇u−∇v‖2Lp(Ω)

alors ;

〈Au−Av, u− v〉 ≥


C1‖∇u−∇v‖pLp(Ω) si p ≥ 2

C2‖∇u−∇v‖2Lp(Ω) si 1 < p < 2

> 0

2.2 Régularité de solutions

On va étudie dans cette section la régularité de solutions du problème (pb) dans le cas régulier ,cet

à dire ,le cas de f ∈ Lm(Ω) avec m ≥ p?′ , dans ce cas, l’injection de Sobolev assure que f ∈W−1,p′(Ω),

maintenant on a au moins une solution faible u ∈ W 1,p
0 (Ω) pour le problème (pb) les résultats sont

résumées dans le tableau ci dessous :

f ∈ Lm(Ω)

m > N/p

N/p > m ≥ p∗′

m = N/p

u ∈ L∞

u ∈ Lm1(Ω)

∀ λ > 0 : eλ|u| ∈ Lp∗(Ω)

où m1 = N(p−1)m
N−pm , p∗ = Np

N−p et p∗
′

= Np
(p−1)N+p .

Dans toute la suite, pour tout k > 0, on note

Tk(s) =


−k, s < −k,

s, |s| ≤ k,

k, s > k,

(2.2.1)

s

Tk(s)

−k
k

−k

k
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et

Gk(s) = s− Tk(s) =


s+ k, s < −k,

0, |s| ≤ k,

s− k, s > k.

(2.2.2)

s

Gk(s)

−k
k

−k

k

De plus si f : Ω→ R est une fonction mesurable, on note

g(k) =

∫
Ω

Gk(f) ; Ak = {|f | > k} et Ck = {|f | < k}

pour trouver les solutions des problèmes elliptiques étudie ,on prend ϕ(u)comme fonction test

ϕ : R → R et u ∈ W 1,p
0 (Ω). Selon des hypothèses sur ϕ, on a ϕ(u) dans W 1,p

0 (Ω) C’est l’objet du

théorème suivant.

Théorème 2.2. (Stampacchia)

Soit Ω un ouvert borné de RN et 1 ≤ p < +∞ . Soit u ∈ W 1,p
0 (Ω) et ϕ : R → R une fonction

continue, C1 par morceaux telle que ϕ(0) = 0 et ϕ′ est bornée sur R . Alors ϕ(u) ∈W 1,p
0 (Ω),et

∇ϕ(u) = ∇u · ϕ(u) p.p. dans Ω

Démonstration.

voir [8]

Lemme 2.1.

Soit u ∈W 1,p
0 (Ω). Alors ∇Gk(u) = ∇u · IAk et ∇Tk(u) = ∇u · ICk p.p. dans Ω.

avec Ak(u) =
{∣∣u∣∣ > k

}
Preuve.

On a : Gk(0) = Tk(0) = 0, G′k(s) = I{|s|>k}(s) et T ′k(s) = I{|s|≤k}(s), et comme Gk(s) et Tk(s) sont

lipschitziennes, alors le théorème 2.2 implique le résultat.
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Lemme 2.2.

Soit f ∈ L1(Ω). Alors g(k) est différentiable p.p. et g′(k) = −|Ak|.

tell que Ak(u) =
{∣∣u∣∣ > k

}
Preuve.

Posons A+
k = {w > k}, A−k = {w < k}, g1(k) =

∫
A+
k

(w − k) et g2(k) =
∫
A−k

(w − k).

Les fonctions g1 et g2 sont monotones, donc elles sont différentiables p.p., d’où g est différentiable

p.p.. Soit h ∈ R+, alors

g1(k + h)− g1(k)

h
=

1

h

 ∫
A+
k+h

(w − k − h) dx−
∫
A+
k

(w − k)


= −

∫
Ω

IA+
k+h
− 1

h

∫
{k<w≤k+h}

(w − k).

Par conséquence,

g′1(k) = lim
h→0

g1(k + h)− g1(k)

h
= − lim

h→0

∫
Ω

IA+
k+h

dx = −|A+
k |.

De même, on obtient que g′2(k) = −|A−k |, d’où g
′(k) = −|Ak|.

Lemme 2.3.

Soit f ∈ L1. On suppose qu’il existe α > 1, C > 0 et k0 ∈ N tels que pour tout k ≥ k0, on a

g(k) ≤ C|Ak|α. Alors f ∈ L∞(Ω).

Preuve.

En utilisant le lemme 2.2, on obtient

g(k) ≤ C[−g′(k)]α,

c’est-à-dire,

g′(k)[g(k)]−
1
α ≤ − 1

C
1
α

. (2.2.3)

Par l’intégration sur (k0, k), on obtient

−
(

1− 1

α

)
k − k0

C
1
α

≥ g(k)1− 1
α − g(k0)1− 1

α .

Par suite, pour k > k0, on obtient

g(k)1− 1
α ≤ g(k0)1− 1

α −
(

1− 1

α

)
k − k0

C
1
α

.
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Pour h0 = k0 + C
1
α g(k0)1− 1

α

1− 1
α

, on a g(h0) = 0, c’est-à-dire,

|f | ≤ h0 = k0 +
C

1
α g(k0)1− 1

α

1− 1
α

.

D’où

||f ||L∞ ≤ h0 = k0 +
C

1
α g(k0)1− 1

α

1− 1
α

< +∞.

Proposition 2.4.

Soient f une fonction mesurable définie sur Ω et β > 0. Alors

+∞∑
k=0

eβk|Ak| < +∞ =⇒
∫
Ω

eβ|f | < +∞.

Preuve.

On observe que
+∞∑
k=0

eβk|Ak| =
+∞∑
k=0

eβk
+∞∑
i=k

|Bi| =
+∞∑
i=0

|Bi|
i∑

k=0

eβk, (2.2.4)

où Bi = {i < |f | < i+ 1}. Puisque t 7→ eβt croissante et continue, alors

n∑
k=k0

eβk ≤
n+1∫
k0

eβt dt. (2.2.5)

En combinant (2.2.4) et (2.2.5), on obtient

+∞∑
k=0

eβk|Ak| =

+∞∑
i=0

|Bi|
i∑

k=0

eβk

=

+∞∑
i=0

|Bi|
i−1∑
j=−1

eβ(j+1)

≥
+∞∑
i=0

|Bi|
i∫

−1

eβt dt

≥
+∞∑
i=0

|Bi|
[eiβ − eβ

β

]
≥ 1

β

+∞∑
i=0

∫
|Bi|

[eβ(|f |−1) − e−β]

≥ e−β

β

∫
Ω

[eβ|f | − 1],

et donc
∫
Ω

eβ|f | < +∞.
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Proposition 2.5.

Soit f une fonction mesurable définie sur Ω. On suppose qu’il existe γ, θ > 0, k0 ∈ N, tels que

|Ak| ≤
θ

keγk
, ∀ k ≥ k0. (2.2.6)

Alors pour tout β < γ, on a ∫
Ω

eβ|f | <∞.

Preuve.

L’inégalité (2.2.6) que ce trouve dans 2.5 , implique

+∞∑
k=k0

eβk|Ak| ≤
+∞∑
k=k0

eβk
θ

keγk
< +∞,

par suite, la proposition 2.4 implique le résultat.

Proposition 2.6. Soit p ∈]1,+∞). Alors pour tout t ≥ 0, Q > 1, on a

(Q− 1)|tp − 1| ≤ Q(Q− 1)|t− 1|p + 1.

Proposition 2.7.

Soit a, b > 0. Alors pour tout α > 0, on a

(a+ b)α ≤ max{1, 2α−1}(aα + bα).

Théorème 2.3.

Soit f ∈ Lm(Ω) avec m > N/p. Alors toute solution u ∈W 1,p
0 (Ω) du problème (pb) est bornée.

Démonstration.

On prend v = Gk(u) comme une fonction test dans (1.5.1), on obtient∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇Gk(u) dx =

∫
Ω

f Gk(u) dx. (2.2.7)

premièrement, en utilisant l’inégalité de Sobolev, on obtient∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇Gk(u) dx =

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇u · IAk dx

≥
∫
Ω

|∇u|pIAk dx

≥
∫
Ω

|∇Gk(u)|p dx

≥ Sp||Gk(u)||p
Lp
∗

(Ω)
.

(2.2.8)
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deuxièmement, par deux applications de l’inégalité de Hölder, l’une avec l’exposant p∗ et l’autre avec

m
p∗′

, on obtient ∫
Ω

f dx Gk(u) ≤
∫
Ak

|f | |Gk(u)| dx

≤

∫
Ω

|Gk(u)|p∗ dx

 1
p∗
∫
Ak

|f |p∗
′
dx


1

p∗′

≤ ||Gk(u)||Lp∗ (Ω)

∫
Ω

|f |p∗
′
IAk dx

 1

p∗′

≤ ||Gk(u)||Lp∗ (Ω)

∫
Ω

|f |
p∗
′ m
p∗′ dx

 1

p∗′
p∗
′

m

|Ak|
[1− p

∗′

m
] 1

p∗′

≤ ||Gk(u)||Lp∗ (Ω)||f ||Lm(Ω)|Ak|
[ 1

p∗′
− 1
m

]
.

(2.2.9)

En combinant (2.2.7), (2.2.8) et (2.2.9), on obtient

||Gk(u)||Lp∗ (Ω) ≤
( ||f ||Lm(Ω)

Sp

) 1
p−1

|Ak|
[ 1

p∗′
− 1
m

] 1
p−1 . (2.2.10)

En utilisant (2.2.10) et l’inégalité de Hölder avec l’exposant p∗, on obtient

g(k) =

∫
Ω

|Gk(u)| dx =

∫
Ω

|Gk(u)|IAk dx

≤

∫
Ω

|Gk(u)|p∗ dx

 1
p∗

|Ak|
1

p∗′

≤ ||Gk(u)||Lp∗ (Ω)|Ak|
1

p∗′

≤
(
||f ||Lm(Ω)

Sp

) 1
p−1 |Ak|1+ 1

p−1
( p
N
− 1
m

)
.

(2.2.11)

Si on pose C =
(

1
Sp ||f ||Lm(Ω)

) 1
p−1 > 0 et γ = 1 + 1

p−1( pN −
1
m) > 1 , on obtient

g(k) ≤ C |Ak|γ .

Donc le lemme 2.3 assure le résultat.

Remarque 2.1.

On observe que, si u vérifiant ∫
Ak

|∇u|p dx ≤
∫
Ak

f Gk(u) dx.

alors u est bornée.
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Remarque 2.2.

Dans le théorème 2.3, la condition m > N/p, implique

1 +
1

p− 1

( p
N
− 1

m

)
> 1.

Théorème 2.4.

Soit f ∈ Lm(Ω) avec

N/p > m ≥ p∗′ . (2.2.12)

Alors toute solution u ∈W 1,p
0 (Ω) du problème (pb), vérifiant

||u||p−1
Lm1 (Ω) ≤ C ||f ||Lm(Ω), où m1 =

N(p− 1)m

N − pm
.

Démonstration.

Soit λ > 0, en prenant v = |Tk(u)|pλTk(u) comme une fonction test dans (1.5.1), on obtient∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇(|Tk(u)|pλTk(u)) =

∫
Ω

f |Tk(u)|pλTk(u). (2.2.13)

D’une part, on a∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇(|Tk(u)|pλTk(u)) dx = (pλ+ 1)

∫
Ω

|∇u|p−2∇u2|Tk(u)|pλ ICk dx

≥ (pλ+ 1)

∫
Ω

|Tk(u)|pλ|∇u|pICk dx

≥ (pλ+ 1)

∫
Ω

∣∣∣|Tk(u)|λ∇Tk(u)
∣∣∣p dx

≥ pλ+ 1

(λ+ 1)p

∫
Ω

∣∣∣∇(|Tk(u)|λTk(u))
∣∣∣p dx,

en utilisant l’inégalité de Sobolev, on obtient

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇(|Tk(u)|pλTk(u)) dx ≥ Sp(pλ+ 1)

(λ+ 1)p

∫
Ω

|Tk(u)|(λ+1)p∗ dx


p
p∗

. (2.2.14)

D’autre part, en utilisant l’inégalité de Hölder avec l’exposant m, on obtient

∫
Ω

f |Tk(u)|pλTk(u) dx ≤

∫
Ω

∣∣∣|Tk(u)|pλTk(u)
∣∣∣m′ dx

 1
m′

||f ||Lm(Ω)

≤

∫
Ω

|Tk(u)|(pλ+1)m′ dx

 1
m′

||f ||Lm(Ω).

(2.2.15)
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En combinant (2.2.13), (2.2.14) et (2.2.15), on obtient∫
Ω

|Tk(u)|(λ+1)p∗


p
p∗

≤ (λ+ 1)p

Sp(pλ+ 1)

∫
Ω

|Tk(u)|(pλ+1)m′

 1
m′

||f ||Lm(Ω). (2.2.16)

En prenant λ = p∗−m′
m′p−p∗ dans l’inégalité (2.2.16), on obtient

∫
Ω

|Tk(u)|m1 dx


p−1
m1

≤ (λ+ 1)p

Sp(pλ+ 1)
||f ||Lm(Ω),

et alors

||Tk(u)||p−1
Lm1 (Ω) ≤ C ||f ||Lm(Ω) , ∀ k ≥ 0.

La semi-continuité inférieure de || · ||Lm1 (Ω) implique le résultat.

Remarque 2.3. Dans le théorème 2.4, on a la condition (2.2.12) implique

m1 =
N(p− 1)m

N − pm
> 1,

et

λ =
p∗ −m′

m′p− p∗
> 0.

Théorème 2.5.

Soit f ∈ L
N
p (Ω). Alors pour toute solution u ∈W 1,p

0 (Ω) du problème (pb), on a

eλ|u| ∈ Lp∗(Ω) , ∀ λ > 0.

Démonstration.

On prend v = [epλ|Gk(u)| − 1] sign(Gk(u)) comme une fonction test dans (1.5.1). D’une part, implique∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇([epλ|Gk(u)| − 1] sign(Gk(u))) dx = pλ

∫
Ω

|∇u|p−2∇u(∇Gk(u))epλ|Gk(u)| dx

≥ pλ

∫
Ω

|∇Gk(u)|pepλ|Gk(u)| dx

≥ p

λp−1

∫
Ω

∣∣∣∇(eλ|Gk(u)| − 1)
∣∣∣p dx.

en utilisant l’inégalité de Sobolev, on obtient

∫
Ω

|∇u|p−2∇u∇([epλ|Gk(u)| − 1] sign(Gk(u))) dx ≥ pSp

λp−1

∫
Ω

∣∣∣eλ|Gk(u)| − 1
∣∣∣p∗ dx


p
p∗

(2.2.17)
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D’autre part, on utilise la proposition 2.6 et l’inégalité de Hölder avec l’exposant N/p, donc pour tout

Q > 1, on obtient∫
Ω

f [epλ|Gk(u)| − 1] sign(Gk(u)) dx ≤
∫
Ω

|f | |epλ|Gk(u)| − 1| dx

≤
∫
Ak

|f |
(
Q|eλ|Gk(u)| − 1|p +

1

Q− 1

)
dx

≤ Q

∫
Ak

|f | |eλ|Gk(u)| − 1|p dx+
1

Q− 1

∫
Ω

|f | dx

≤ Q||f ||
L
N
p (Ak)

∫
Ak

|eλ|Gk(u)| − 1|
Np
N−p dx


N−p
N

+

∫
Ω

|f |
Q− 1

dx

≤ Q||f ||
L
N
p (Ak)

∫
Ω

|eλ|Gk(u)| − 1|p∗ dx


p
p∗

+
1

Q− 1

∫
Ω

|f | dx.

En combinant (2.2.17) et la dernière inégalité, on obtient

(
pSp

λp−1
−Q||f ||

L
N
p (Ak)

)∫
Ω

∣∣∣eλ|Gk(u)| − 1
∣∣∣p∗ dx


p
p∗

≤ 1

Q− 1

∫
Ω

|f | dx. (2.2.18)

Comme lim
k→∞

||f ||
L
N
p (Ak)

→ 0, alors il existe kλ, tel que

pSp

λp−1
−Q||f ||

L
N
p (Ak)

> 0 , ∀ k ≥ kλ.

Donc, pour tout k ≥ kλ, la suite {eλ|Gk(u)| − 1} est bornée dans Lp∗(Ω). D’abord, on va montrer que

eλ|u| ∈ Lp∗(Ω). Pour k ≥ kλ, on a∫
Ω

(
eλ|u|

)p∗
dx =

∫
Ω

(
eλ|Tk(u)+Gk(u)|

)p∗
dx

≤
∫
Ω

(
eλk[eλ|Gk(u)| − 1] + eλk

)p∗
dx

en utilisant la proposition 2.7, on obtient∫
Ω

(
eλ|u|

)p∗
dx ≤ 2p

∗−1eλkp
∗
∫
Ω

(
eλ|Gk(u)| − 1

)p∗
dx+ 2p

∗−1eλkp
∗ |Ω| < +∞.

D’où le résultat.
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Chapitre 3

Équations anisotropes

On va voire dans ce chapitre quelques résultats d’existence classiques pour des solutions faibles

aux problèmes de Dirichlet qui concerne les opérateurs elliptiques non linéaires anisotrope . Par la

suite Ω est considéré comme un ouvert régulier de RN ,N ≥ 2 ; 1 < pi ≤ N , i = 1, . . . , N avec
−→p = (p1, p2, . . . , pN ) .

On considère le problème elliptique non linéaire suivant :

(pb)


−

N∑
i=1

∂i[|∂iu|pi−2∂iu] = f dans Ω

u|∂Ω = 0

(3.0.1)

Où f ∈W−1,−→p ′(Ω)

3.1 Existence de solutions

Théorème 3.1.

Le problem (3.2.1) admet une solution faible unique u ∈W 1,−→p
0 (Ω).

Démonstration.

On applique théorème1.5 a l’opérateur

A : W 1,−→p
0 (Ω)→W−1,−→p ′(Ω)

u→
N∑
i=1

∂i[|∂iu|pi−2∂iu]
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•Étape 1 A est borné.

Soient u, v ∈W 1,−→p
0 (Ω) tell que u borné

|〈A(u), v〉| =

∣∣∣∣∣∣
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2∂iu∇v dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∣∣∂iu∣∣pi−2
∂iu∇v| dx

≤
N∑
i=1

∫
Ω

∣∣∂iu∣∣pi−1||∂iv| dx

≤
N∑
i=1

‖∂iu‖pi−1
Lpi (Ω)‖∂iv‖Lpi (Ω)

Et comme u borné donc

|〈A(u), v〉| ≤ C
N∑
i=1

‖∂iv‖Lpi (Ω)

= C‖∂iv‖W 1,−→p
0 (Ω)

Et ‖∂iv‖W 1,−→p
0 (Ω)

< 1

Alors ‖A(v)‖W−1,−→p ′ (Ω) borné

•Étape 2 A est hémicontinu

Soient u, v et w ∈W 1,−→p
0 (Ω) ,soit {λn}une suit réelle tell que λn → 0

On montrons que

∀w ∈W 1,−→p
0 (Ω) 〈A(u+ λnv), w〉 → 〈Au,w〉

on a

〈Au,w〉 =

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2∂iu∂iw

Alors

〈A(u+ λnv), w〉 =
N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(u+ λnv)|pi−2∂i(u+ λnv)∂iw dx

=
N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(u+ λnv)|pi−2(∂iu+ λn∂iv)∂iw dx

|∂iu+ λnv|pi−2(∂iu+ λn∂iv)∂iw → |∂iu|pi−2∂iu∂iw p.p ∀i

donc
N∑
i=1

|∂iu+ λnv|pi−2(∂iu+ λn∂iv)∂iw →
N∑
i=1

|∂iu|pi−2∂iu∂iw p.p
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on se pose que |λn| ≤ 1 nous obtenons pour tout i∫
Ω

|∂i(u+ λnv)|pi−2∂i(u+ λnv)∂iw dx =

∫
Ω

|∂i(u+ λnv)|pi−1|∂iw| dx

≤
∫
Ω

[
|∂iu|+ |λn||∂iv|

]
|pi−1|∂iw| dx

≤
∫
Ω

[
|∂iu|+ |∂iv|

]
|pi−1|∂iw| dx,

En utilisant ( 1.3) et pour tout i = 1, . . . , N∣∣∣|∂i(u+ λnv)|pi−2∂i(u+ λnv)∂iw
∣∣∣ ≤ |∂iw|pipi

+ [ |∂iu|+|∂iv| ]p
′
i

p′i

≤ 1
pi
|∂iw|pi + max(1,2pi−1)

p′i

(
|∂iu|pi + |∂iv|pi

)
,

et nous avons u, v, w ∈W 1,−→p
0 (Ω) donc :

1

pi
|∂iw|pi +

max(1, 2pi−1)

p′i

(
|∂iu|pi + |∂ivpi |

)
∈ L1(Ω) ∀i = 1, . . . , N

D’après la convergence dominée de Lebesgue

lim
n→+∞

〈A(u+ λnv), w〉 = 〈Au,w〉

•Étape 3 A est coercif.

〈A(v), v〉 =

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iv|pi−2∂iv
2 dx

≥
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iv|pi dx

≥
N∑
i=1

‖∂iv‖piLpi (Ω)

donc

〈A(v), v〉 C ≥
( N∑
i=1

‖∂iv‖Lpi (Ω)

)p1

= C‖v‖p1

W 1,−→p
0 (Ω)

C > 0

〈A(v), v〉
‖v‖

W 1,−→p
0 (Ω)

≥ ‖v‖p1−1

W 1,−→p
0 (Ω)

− N

‖v‖
W 1,−→p

0 (Ω)

.

et N
‖v‖

W
1,−→p
0 (Ω)

→ 0 donc si‖v‖
W 1,−→p

0 (Ω)
→ +∞ .Alors 〈A(v),v〉

‖v‖
W

1,−→p
0 (Ω)

→ +∞

•Étape 4 A est monotone

〈Au−Av, u− v〉 =

N∑
i=1

∫
Ω

(|∂iu|pi−2∇u− |∂iv|pi−2∂iv)(∂iu− ∂iv) dx
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donc pour démontrer 〈Au−Av, u− v〉 ≥ 0 il suffit de montrer∫
Ω

(|∂iu|pi−2∂iu− |∂iv|pi−2∂iv)(∂iu− ∂iv) dx ≥ 0 ∀i

et cette dernière a était montré dans le chapitre précédant

donc

〈Au−Av, u− v〉 ≥ 0

3.2 Régularité de solutions

Dans ce section on va présente quelques résultats concernant la régularité de problème suivant.

(pb1)


−

N∑
i=1

∂i[|∂iu|pi−2∂iu] = f dans Ω

u|∂Ω = 0

(3.2.1)

grâce aux l’injection de type de Sobolev,si f ∈ Lm(Ω), avec m ≥ p′∞ tell que p∞ = max{pN , p̄∗}

,pN = max
i
{pi}, p̄∗ = p̄N

N−p̄ , p̄ < N , 1
p̄ = 1

N

N∑
i=1

1

pi
; il existe une solution faible à notre problème,

c’est u ∈W 1,−→p
0 (Ω) tels que

N∑
i=1

∫
Ω

∂i[|∂iu|pi−2∂iu∂iv dx =

∫
Ω

fv dx ∀v ∈W 1,−→p
0 (Ω) (3.2.2)

Dans la suit nous seront besoin des lemme suivantes

Lemme 3.1.

Soient pN , p1, pi, avec pN = max
i
{pi}, p1 = min

i
{pi},pi > 1 ∀i = 1, . . . , N. Soit B > 0, on a

l’inégalité :

‖u‖pN
Lp̄∗ (Ω)

≤ CpNNpN−1BpN−p1

N∑
i=1

‖∂iv‖piLpi (Ω)

pour tout v ∈W 1,1
0 (Ω) avec :

‖∂iv‖Lpi (Ω) ≤ B ∀i = 1, 2, . . . , N

Preuve.

voir [10]

Nous rappelons également cette inégalité de poincaré, valide pour tous v ∈W 1,−→p
0 (Ω)

‖v‖Lr(Ω) ≤
|Ω|r

2
‖∂iv‖Lr(Ω) ∀ r ≥ 1 (3.2.3)
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Lemme 3.2.

soit v ∈W 1,−→p
0 (Ω)

⋂
L∞(Ω) avec pi comme ci-dessus et supposant que

N∑
i=1

1

pi
> 1 et p̄ < N.

Nous obtenons les résultats suivants :

(∫
Ω

|v|r dx
)N
p̄
−1
≤ C

N∏
i=1

(∫
Ω

|∂iv|pi |v|tipi dx
) 1
pi (3.2.4)

pour tout r et t ≥ 0 satisfaire :
1
r =

γi(N−1)−1+ 1
pi

ti+1 > 0, ∀i = 1, . . . , N,

N∑
i=1

γi = 1. γi ≥ 0 ∀i = 1, . . . , N

(3.2.5)

C dépend seulement de pi , i = 1, . . . , N et N de plus détient aussi

si ti < 0, γi et r comme dans (3.2.4) Sachant que l’intégration existe dans (3.2.4) est finie.

Preuve.

En appliquant les techniques utilisées par Troisi [23].On obtenons :(∫
Ω

|v|rdx

)N−1

=

(∫
Ω

|v|
r
N∑
i=1

γi
dx

)N−1

=
N∏
i=1

∫
Ω

|v|rγi(N−1)dx

≤
N∏
i=1

∫
Si

sup
xi
|v|rγi(N−1)dSi

où Si est l’intersection entre Ω et l’hyperplan xi = 0 et γi ≥ 0 pour tout i telle que
N∑
i=1

γi = 1 D’un

autre côté, nous avons :

|v(x)|rγi(N−1) ≤ rγi(N − 1)

+∞∫
−∞

|v|rγi(N−1)−1|∂iv|dxi

D’où il résulte

(∫
Ω

|v|r
)N−1

≤ C
N∏
i=1

∫
Ω

|v|rγi(N−1)−1|∂iv| = C

N∏
i=1

∫
Ω

|∂iv||v|ti |v|βi (3.2.6)

où ti ≥ 0 et βi > 0. Choisissez de cette manière

ti + βi = rγi(N − 1)− 1, ∀i = 1, . . . , N
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donc

βi = −ti + rγi(N − 1)− 1, ∀i = 1, . . . , N

et C = r(N − 1), en appliquant l’inégalité de Hölder

(∫
Ω

|v|r
)N−1

≤ C
N∏
i=1

(∫
Ω

|∂iv|pi |v|tipi
) 1
pi

(∫
Ω

|v|βip′i
) 1
p′
i .

En prenant r = βi , p
′
i pour tout i = 1, . . . , N

(∫
Ω

|v|r
)N−1

≤ C
(∫

Ω

|v|r
) N∑
i=1

1

p′i
N∏
i=1

(∫
Ω

|∂iv|pi |v|tipi
) 1
pi

Observant que
N∑
i=1

1

p′i
< N − 1 ⇔ (P̄ < N) D’où le résultat (3.2.4)

Remarque 3.1.

Nous notons cela si puis p̄ ≥ N prises pour chaque r ≥ 1, γi ≥ 0 telle que
N∑
i=1

γi = 1 et ti ≥ 0 avec

i = 1.2 . . . N D’ailleurs dans ce cas-ci C dépend également de la mesure de l’ensemble Ω

Théorème 3.2.

pour f ∈ Lm(Ω)

i) si m = N
p̄ alors il existe une solution faible u de problème (3.2.1) comme interne (3.2.2)

ii) si m > N
p̄ alors il existe une solution faible u de problème (3.2.1),et β > 0 un constant telle que∫

Ω

eβ|u| < +∞ (3.2.7)

iii) si (p̄∗)′ ≤ m ≤ N
p̄ alors il existe une solution faible u de problème (3.2.1) appartenir à Ls(Ω)

avec

s = mp̄∗(p̄−1)
mp̄+p̄∗−mp̄∗ = mN(p̄−1)

N−mp̄

Cachan que 1
p̄ = 1

N

N∑
i=1

1

pi
p̄∗ =

Np̄

N − p̄

Démonstration.

Nous prenons v = Gk(u), comme fonction teste dans ( 2.2.2)

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2|∂iu|∂iGk(u) =

∫
Ω

fGk(u),
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il implique (∫
Ω

|∂iGk(u)|pi
) 1
piN ≤

(∫
Ω

fGk(u)
) 1
piN ,

Par conséquent, par (1.4.2) nous obtenons :

‖Gk(u)‖Lp̄∗ (Ω) ≤ C0

N∏
i=1

(∫
Ω

|fGk(u)|
) 1
piN = C0

(∫
Ω

|fGk(u)|
) 1
p̄

En appliquant l’inégalité de Hölder avec des exposants p̄∗ et (p̄∗)′, et comme f ∈ L(p̄∗)′ , nous obtenons

l’inegalité suivante :

C0

(∫
Ω

|fGk(u)|
) 1
p̄ ≤ C0

(∫
Ω

|Gk(u)|p̄∗
) 1
p̄∗p̄
(∫
Ak

|f |(p̄∗)′
)(1− 1

p̄∗ ) 1
p̄

où Ak =
{
|u| > k

}
Par conséquent :(∫

Ω

|Gk(u)|p̄∗
) 1
p̄∗−

1
p̄∗p̄ ≤ C0

(∫
Ak

|f |(p̄∗)′
) 1
p̄
− 1
p̄∗p̄

Notons que
1

p̄∗
− 1

p̄∗p̄
> 0⇔ p̄ > 0

Cette équivalence est vraie, depuis pi > 1 pour tout i = 1, . . . , N , Depuis f ∈ Lm(Ω) et m > (p̄∗)′ nous

avons : ∫
Ak

|f |(p̄∗)′ ≤ Cf |Ak|1−
(p̄∗)′
m

Par l’inégalité de Hölder avec l’exposant p̄∗ et (p̄∗)′ à
∫
Ω

|Gk(u)| donne :

∫
Ω

|Gk(u)| ≤ C1|Ak|(1−
(p̄∗)′
m

)(1− 1
p̄∗ ) 1

p̄−1
+1− 1

p̄∗ (3.2.8)

Soit g(K) :=

∫
Ω

|Gk(u)| et nous rappelons que g(k)′ = −|Ak| pour tout k, nous obtenons, à partir

(3.2.8) que

g(k)
1
γ ≤ −C2g

′(k)

avec γ = (1− (p̄∗)′

m )(1− 1
p̄∗ )

1
p̄−1 + 1− 1

p̄∗ , par conséquent

1 ≤ C2g(k)
− 1
γ g′(k) = − C2

1− 1
γ

(
g(k)

1− 1
γ
)′ (3.2.9)

D’aprés i) du théorème 3.2 on a

1− 1

γ
> 0

Université de Médéa 2017− 2018 L .HAMIDI



Régularité de solutions 29

Si on intègre (3.2.9) de 0 à k, nous obtenons

k ≤ −C3

[
g(k)

1− 1
γ − g(0)

1− 1
γ
]

c.-à-d.

C3g(k)
1− 1

γ ≤ −k + C3‖u‖
1− 1

γ

L1(Ω)

Comme g(k) est une fonction positive et décroissante, de la dernière inégalité que nous déduisons que

là existe k0 tels que g(k0) = 0 et ainsi u ∈ L∞(Ω). Au cas où ii), depuis m = N
p̄ , γ = 1, nous avons :

1 ≤ −C2
g(k)′

g(k)

Par l’intégration de 0 à k, nous avons :

k

C2
≤ log

[‖u‖L1(Ω)

g(k)

]

e
k
c2 ≤

[‖u‖L1(Ω)

g(k)

]
⇒ g(k)e

k
c2 ≤ ‖u‖L1(Ω)

Ainsi, rappelant que

g(k) =

∫
Ω

|Gk(u)| ≥
∫
A2k

|Gk(u)| ≥ k|A2k| (3.2.10)

Si k ≤ 1 nous avons :

g(k) ≥ k|A2k| ⇒ |A2k|e
k
c2 ≤ ‖u‖L1(Ω)

Par conséquent , si k ≤ 2 nous obtenons :

g(k) ≥ k|A2k| ⇒ |A2k|e
k

2c2 ≤ ‖u‖L1(Ω) (3.2.11)

L’inégalité précédente implique que
+∞∑
k=0

|A2k|ekβ <∞

pour 0 < β < 1
2c2

ii) est preuvé.

Nous prenons v = |Tk(u)|tjpjTk(u) comme fonction teste dans (3.2.2) pour j = 1, . . . , N , Tk est définie

dans (2.2.1) et tj sont des nombres réels positifs fixe . Nous avons

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2∂iu|∂i(|Tk(u)|tjpjTk(u)) =

∫
Ω

f |Tk(u)|tjpjTk(u), ∀j = 1, . . . , N (3.2.12)
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pour le premier terme de (3.2.12 ) nous avons

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2∂iu|∂i(|Tk(u)|tjpjTk(u)) ≥ C0

∫
Ω

|∂iTk(u)|pj |Tk(u)|tjpj ∀j = 1, . . . , N

Pour le deuxième terme, on applique l’inégalité de Hölder avec exposants m et m′, nous obtenons∫
Ω

f |Tk(u)|tjpjTk(u) ≤
(∫

Ω

|f |m
) 1
m
(∫

Ω

|Tk(u)|(tjpj+1)m′
) 1
m′

, j = 1, . . . , N

Des inégalités précédentes, en se multipliant sur j, nous déduisons

N∏
j=1

∫
Ω

|∂jTk(u)|pj ||Tk(u)|tjpj

 1
pj

≤ C1

N∏
j=1

∫
Ω

|Tk(u)|(tjpj+1)m′

 1
m′pj

, j = 1, . . . , N (3.2.13)

Par (3.2.4) ,et pour v = Tk(u) et r = s , et (3.2.13) nous avons∫
Ω

|Tk(u)|s
 1

p̄
−1

≤ C2

N∏
j=1

∫
Ω

|Tk(u)|(tjpj+1)m′

 1
m′pj

, j = 1, . . . , N (3.2.14)

Puisque nous voulons également s = (tjpj + 1)m′ pour tout j = 1, . . . , N nous devons résoudre le

système suivant 

s =
1+tj

γj(N−1)−1+ 1
pj

> 0, ∀j = 1, . . . , N,

s = (tj + pj + 1)m′ ∀j = 1, . . . , N,

N∑
j=1

γi = 1. γj ≥ 0, tj ≥ 0 ∀j = 1, . . . , N

A partir des deux premières équations dans le système précédent, nous avons

tj =
2mpj −m− pj −mpjγj(N − 1)

pj(mpjγj(N − 1)− pjm+ 1)
(3.2.15)

et

γj =
(

1− 1

pj

) N −mp̄
N(p̄− 1)m(N − 1)

+
(

1− 1

mpj

) 1

N − 1
∀ j = 1, . . . , N (3.2.16)

Il est facile de prouver que γj satisfaites la condition
N∑
j=1

γj = 1 avec γj ≥ 0, et comme m > 1 et pj > 1

pour tout j = 1, . . . , N. En outre de (3.2.15) et (3.2.16) nous avons

tj =
(pj − 1)[Np̄(m− 1)−m(N − p̄)]

pj(pj − 1)(N −mp̄)
=
Np̄(m− 1)−m(N − p̄)

pj(N −mp̄)

Par conséquent tj ≥ 0 pour tout j = 1, . . . , N, on obtient

N −mp̄ > 0⇔ m <
N

p̄
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et

Np̄(m− 1)−m(N − p̄) ≥ 0⇔ m ≥ Np̄

Np̄−N + p̄

D’ailleurs, par le choix de tj et γj , nous avons

s =
mN(p̄− 1)

N −mp̄

donc, on obtient par conséquent, grâce à (3.2.14) en notant que N
p̄ − 1 > N

m′p̄ , c-à-d m < N
p̄

‖Tk(u)‖Ls(Ω) ≤ C3 ∀k ∈ N

En utilisant le lemme de Fatou 1.6, nous pouvons passer vers la limite .lorsque k → +∞ pour obtenir

‖u‖Ls(Ω) ≤ C4

Dans le cas p∞ = pN = max
i
{pi}, on a le théorème suivant.

Théorème 3.3.

Soit f ∈ Lm(Ω). i) et ii) de le théorème 3.2 sont vérifies ,et

i) si N(pN−p̄)
p̄(pN−1) ≤ m < N

p̄ alors il existe une solution faible u de problème (3.2.1) appartenir à Ls(Ω)

avec

s = mp̄∗(p̄−1)
mp̄+p̄∗−mp̄∗ = mN(p̄−1)

N−mp̄

ii) si p′N ≤ m < N(pN−p̄)
p̄(pN−1) alors il existe une solution faible u de problème (3.2.1) appartenir à

Ls̃(Ω) avec s̃ = m(pN − 1)

Remarque 3.2.

pour pN = max
i
{pi} > p̄∗ = Np̄

N−p̄ ,
N(pN−p̄)
p̄(pN−1) > (p̄∗)′ > p′N et

s̃ = m(pN − 1) > s =
mN(p̄− 1)

N −mp̄
⇔ m <

N(pN − p̄)
p̄(pN − 1)

(3.2.17)

de sorte que nous ayons obtenu un meilleur sommabilité de u ,si (p̄∗)′ < m < N(pN−p̄)
p̄(pN−1) et un autre

résultat si p′N < m < (p̄∗)′.

Tandis que si (p̄∗)′ < m < p′N < N
p̄ , (pN < p̄∗) (3.2.17) jamais les prises, ainsi nous n’améliorons pas

le sommabilité de u, obtenu en théorème 3.2

Remarque 3.3.

Comme m > p′N , on note que s̃ = m(pN − 1) > pN , par conséquent, on améliore la régularité, déjà

connue par les inclusions, de la solution faible de notre problème
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Remarque 3.4.

Remarquons qu’il y a une continuité dans nos résultats de sommabilité. En fait ,

si pN = p̄∗,m = (p̄∗)′ nous avons

s̃ = (p̄∗)′(p̄∗ − 1) = p̄∗

et c’est le même exposant qui apparaît dans iii) du théorème 3.2 avec m = (p̄∗)′.

Remarque 3.5.

Évidemment le cas iv) du théorème 3.3 est nouveau parce que notre opérateur est anisotrope. S’ il est

isotrope ,pN = p̄ = p et p < p∗. D’ailleurs

N(pN − p̄)
p̄(pN − 1)

= 0

comme nous prévoyons

Remarque 3.6.

si f ∈ Lm(Ω) avec m ≥ p′∞ il est facile de prouver que la solution faible du problème (3.2.1) est en

raison unique de la propriété monotone des opérateurs anisotropes comme(0.0.1). Si nous supposons

que deux solutions u1 et u2 existe nous avons

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu1|pi−2∂iu1∂iv =

∫
Ω

fv ∀v ∈W 1,−→p
0 (Ω)

et
N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu2|pi−2∂iu2∂iv =

∫
Ω

fv ∀v ∈W 1,−→p
0 (Ω)

On prend v = u1 − u2 comme fonction d’essai dans les deux. Nous notons qu’un tel choix est possible

depuis u1, u2 ∈W 1,−→p
0 (Ω) Puis, soustrayant les deux expressions, nous obtenons

N∑
i=1

∫
Ω

[
|∂iu1|pi−2∂iu1 − |∂iu2|pi−2∂iu2

]
∂i(u1 − u2) = 0

Puis, si pi ≥ 2 pour tout i = 1. . . . N[
|∂iu1|pi−2∂iu1 − |∂iu2|pi−2∂iu2

]
∂i(u1 − u2) ≥ C0|∂i(u1 − u2)|pi , ∀i = 1 . . . N.

Par conséquent
N∑
i=1

∫
Ω

|∂i(u1 − u2)|pi ≤ 0

cela implique u1 = u2. Un sample modification est nécessaire pour obtenir le même résultat pour pi < 2.
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Remarque 3.7.

Maintenant nous considérons toujours le même problème de Dirichlet (3.2.1) mais si m > p′∞ Nous

prouvons l’existence d’une solution au sens de distribution, u ∈W 1,−→p
0 (Ω) tels que,

N∑
i=1

∫
Ω

|∂iu|pi−2∂iu∂iφ =

∫
Ω

fφ ∀φ ∈ C1
0 (Ω) (3.2.18)

si p∞ = p̄∗, nous avons le théorème suivant.

Théorème 3.4.

Soit f ∈ Lm(Ω)

i) si m = 1 alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartint à W 1,−→s
0 (Ω)

pour tout

1 < si < pi
N(p̄− 1)

p̄(N − 1)
, ∀i = 1, . . . , N

ii) si 1 < m < (p̄∗)′ alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartenir à

W 1,−→s
0 (Ω), −→s = s1, . . . , sN ) pour tout

1 < si = pi
Nm(p̄− 1)

p̄(N −m)
, ∀i = 1, . . . , N

Démonstration.

Nous commençons par le cas m = 1 i). Nous considérons un ordre {fn} ⊂ L∞(Ω) tels que

fn → f ∈ L1(Ω) et ‖fn‖L1(Ω) ≤ ‖f‖L1(Ω)

On prend un comme des solutions aux problèmes suivants

un ∈W 1,−→p
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) : −

N∑
i=1

∂i[|∂iun|pi−2∂iun] = fn (3.2.19)

ce qui existent en raison des résultats précédents. Nous prenons comme fonction teste dans la formu-

lation faible des problèmes (3.2.19) v = T1

(
Gk(u)

)
Nous avons

N∑
i=1

∫
Bk,n

|∂iun|pi ≤ ‖f‖L1(Ω)

pour Bk,n =
{
x ∈ Ω : k < |un(x)| ≤ k + 1

}
donc∫

Bk,n

|∂iun|pi ≤ ‖f‖L1(Ω) ∀i = 1, . . . , N (3.2.20)
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soit si = θpi, β = (1−θ)s̄∗
θ et θ ∈

(
0, N(p̄−1)

p̄(N−1)

)
. On utilise l’inégalité de Hölder avec l’exposent pi

si
et (pisi )

′

∫
Ω

|∂iun|si =

∫
Ω

|∂iun|si(1 + |un|)
−β si

pi (1 + |un|)
β
si
pi

≤
( +∞∑
k=0

∫
Bk,n

|∂iun|pi(1 + |un|)−β
) si
pi

(∫
Ω

(1 + |un|)
β

si
pi−si

)1− si
pi

Puisque dessus Bn,k
1

|un|+ 1
<

1

k + 1

nous avons ∫
Ω

|∂iun|si ≤
( +∞∑
k=0

1

(1 + k)β

∫
Bk,n

|∂iun|pi
) si
pi

(∫
Ω

(1 + |un|)
β

si
pi−si

)1− si
pi (3.2.21)

par (3.2.20) et depuis β > 1 nous obtenons

+∞∑
k=0

1

(1 + k)β

∫
Bk,n

|∂iun|pi ≤ C0

par conséquent ∫
Ω

|∂iun|si

 1
Nsi

≤ C1

∫
Ω

(1 + |un|)
β

si
pi−si

( 1
si
− 1
pi

) 1
N

(3.2.22)

Maintenant nous appliquons l’inégalité anisotrope de Sobolev (1.4.2),par r = s̄∗, pour obtenir, grâce

au choix de β

‖un‖Ls̄∗ (Ω) ≤ C2

∫
Ω

(1 + |un|)s̄
∗

( 1
θ
−1) 1

p̄

(3.2.23)

par (3.2.23) et (3.2.22),nous obtenons cela ∂iun est borne dans Lsi(Ω) pour tout n. Ainsi nous pouvons

supposer que, pour un certain u et pour un certain résultat, que nous dénotons toujours près un, cela

∂iun → ∂iu dans Lsi(Ω) ∀ i = 1, . . . , N (3.2.24)

∂iun → ∂iu dans Ls̄(Ω) (3.2.25)

s̄, le moyen harmonique du si . il n’est pas suffisant pour passer vers la limite, mais nous pouvons

suppose cela

∂iun → ∂iu dans Lri(Ω) ∀ ri < si, i = 1, . . . , N (3.2.26)

En fait nous prenons, pour tous η > 0 et pour tous i = 1, . . . , N∫
{|un−uh|≤η}

(
|∂iun|pi−2∂iun − |∂iuh|pi−2∂iuh

)
∂i

(
un − uh

)
≤ 2η‖f‖L1(Ω)
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par la fixation de i et pi ≥ 2 nous déduisons cela∫
{|un−uh|≤η}

∣∣∣∂i(un − uh)∣∣∣pi ≤ C3η

après des calculs simples, et ainsi par l’inégalité de Hölder avec des exposants (piri ) et (piri )
′, nous avons∫

{|un−uh|≤η}

∣∣∣∂i(un − uh)∣∣∣ri ≤ C4η
pi
ri + C5|{|un − uh| > η}|1−

ri
si

Après une modification le même résultat est obtenus également pour pi . Nous rappelons cela un

converge à u en mesure parce que un → u dans Ls̄(Ω) Ainsi, puisque l’inégalité ci-dessus est vrai pour

η > 0 ; nous obtenons cela ∂iun est un ordre de Cauchy dans Lri(Ω) Ainsi, près (3.2.26) nous avons

|∂iun|pi−2∂iun → |∂iu|pi−2∂iu dans L1(Ω)

maintenant nous pouvons passer vers la limite pour n → ∞ dans la formulation faible de (3.2.19) et

nous obtenons que u est une solution aux sens de distribution pour l’équation (3.2.1).

Maintenant nous traitons le cas 1 < m < (p̄∗)′ par ii) de 3.4 Comme précédemment nous considérons

un ordre {fn} ⊂ L∞(Ω) tels que

fn → f dans Lm(Ω) et ‖fn‖Lm(Ω) ≤ ‖f‖Lm(Ω)

et laissez u soyez les solutions des problèmes (3.2.19), v = T1(Gk(u)) pour obtenir

N∑
i=1

∫
Bk,n

|∂iun|pi ≤
∫

Ak,n

|fn|

avec Ak,n = {|un| > k} ∫
Bk,n

|∂iun|pi ≤
∫

Ak,n

|fn|, ∀i = 1, . . . , N (3.2.27)

Si nous continuons comme le cas m = 1, nous avons

∫
Ω

|∂iun|si ≤

+∞∑
j=0

∫
Bj,n

|fn|
j∑

k=0

1

(1 + k)β


si
pi
∫

Ω

(1 + |un|)
βsi
pi−si

1− si
pi

Depuis
j∑

k=0

1

(1 + k)β
≤ C0(1 + j1−β)

nous obtenons, par quelques calculs et en employant l’inégalité de Hölder avec les exposants m et m′

∫
Ω

|∂iun|si ≤ C1

‖fn‖Lm(Ω)

∫
Ω

(1 + |un|)(1−β)m′

 1
m′

si
pi
∫

Ω

(1 + |un|)
βsi
pi−si

1− si
pi

, ∀i = 1, . . . , N
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Maintenant nous prenons si = θpi pour θ ∈ [0, 1) tels que

βsi
pi − si

=
βθ

1− θ
∀i = 1, . . . , N

et nous choisissons β, tels que

βθ

1− θ
= (1− β)m′ ⇔ β =

m(1− θ)
m− θ

Nous obtenons

(1− β)m′ =
mθ

m− θ

et donc ∫
Ω

|∂iun|si

 1
siN

≤ C2

∫
Ω

(1 + |un|)
θm
m−θ

( 1
θ
− 1
m

) 1
Npi

, ∀i = 1, . . . , N

Par l’inégalité de type de Sobolev, nous avons

‖un‖Ls̄∗ ≤ C3

∫
Ω

(1 + |un|)
θm
m−θ

( 1
θ
− 1
m

) 1
Np̄

(3.2.28)

pour

s̄∗ =
θp̄N

N − θp̄

Maintenant nous prenons θ, tels que

θp̄N

N − θp̄
=

θm

m− θ
⇔ θ =

mN(p̄− 1)

p̄(N −m)

et par conséquent

si =
mN(p̄− 1)

p̄(N −m)
pi, ∀i = 1, . . . , N

Nous remarquons que la valeur de θ ce que nous obtenons, est plus petit que 1, depuis m ≤ (p̄∗)′.

En outre
1

s̄∗
>

(
1

θ
− 1

m

)
1

p̄
⇔ m <

N

p̄

Puis, si nous continuons comme le cas m = 1, nous pouvons passer vers la limite dans problèmes

approche (3.2.19) pour obtenir le résultat voulu.

Remarque 3.8.

Depuis si > 1, pour tout i = 1, . . . , N, nous déduisons cela

p̄ > 2− 1

N
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dans i) et ii)

p̄ > 1− 1

m∗

comme nous attendons rappeler au cas classique, c.-à-d. pi = p pour tout i

Remarque 3.9.

En outre dans ce cas-ci, nous notons cela, depuis p̄∗ ≥ pN ,

N(pN − p̄)
p̄(pN − 1)

< (p̄∗)′

et
N(pN − p̄)
p̄(pN − 1)

> 1⇔ pN >
p̄(N − 1)

N − p̄
=
N − 1

N
p̄∗.

Par conséquent nous pouvons améliorer le théorème précédent si p̄(N−1)
N−p̄ < pN ≤ p̄∗

et 1 < m < N(pN−p̄)
p̄(pN−1) .

En fait nous avons une solution au sens de distribution de (3.2.1) appartenir à W 1,(s̃i)
0 (Ω), pour 1 <

s̃i = pi
m
p′N

pour tout i = 1, . . . , N et par la restriction à m, il se tient

pi
m

p′N
> pi

mN(p̄− 1)

p̄(N −m)
∀i = 1, . . . , N ⇔ m <

N(pN − p̄)
p̄(pN − 1)

. (3.2.29)

En outre dans ce cas-ci, depuis s̃i > 1 nous avons la condition suivante dessus p̄

p̄ >
p′N
m

D’ailleurs si f ∈ L1(Ω), u ∈W 1,
−→̃
s

0 (Ω) pour tout s̃i < pi
p′N

et p̄ > pN , ∀i = 1, . . . , N

Dans le cas p∞ = pN , nous avons le théorème ci-dessous.

Théorème 3.5.

Soit f ∈ Lm(Ω)

i) si m = 1 alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartenir à W 1,(s̃i)
0 (Ω)

pour tout

s̃i <
pi
p′N

, et p̄ > p′N ∀i = 1, . . . , N,

ii) si 1 < m < (p̄∗)′ alors il existe une solution au sens de distribution u de (3.2.1) appartenir à

W
1,(s̃i)
0 (Ω) pour tout

s̃i = pi
m

p′N
, ∀i = 1, . . . , N
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Conclusion

Dans ce mémoire on étudier l’existence et la régularité de solutions d’un problème elliptique non

linéaire et anisotrope, dans le cas ou le second membre f appartient a un espace de lebesgue. L’étude

dans ce domaine est nouvelle, il reste encore à étudier le cas ou le second membre appartient à un

espace de lebesgue Lm(Ω) avec m ≤ p∞
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