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Résumé

Le but de ce travail est consacré a I’étude du nombre chromatique de packing, il s’agit
de trouver le plus petit nombre de couleurs a affecter aux sommets d’'un graphe G, de
telle sorte que, si deux sommets u et v ont la méme couleur i, alors dg(u,v) > i. Le
nombre chromatique de packing de G, noté par x,(G). Nous déterminons la valeur exacte
du nombre chromatique de packing d'un graphe puissance pour les graphes suivants: les
étoiles, les graphes bipartis complets, arbres a diamétre 3, arbres a diamétre 4 et la borne
inférieure du nombre chromatique de packing du graphe puissance pour les cycles. Nous
déterminons également le nombre x,(G), out G est le graphe subdivisé super fini des graphes
suivants: graphe splitting d’une chaine, graphe splitting d’une étoile, graphe splitting d’un
arbre, la couronne voisinage de deux chaines, la couronne voisinage d’un cycle avec une
chaine et la couronne d’un graphe complet avec une chaine. Nous déterminons aussi le
nombre chromatique de packing d’un graphe joint pour un graphe complet avec une chaine
et le nombre chromatique de packing de la couronne voisinage d’un graphe complet avec
une chaine.

Mots clés: Nombre chromatique de packing, graphe puissance, couronne de deux graphes,

couronne voisinage de deux graphes.
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Abstract

The purpose of this work is devoted to the study of a packing chromatic number, it acts to
find the smallest number of colors has to assign to the vertices of a graph G, such that if two
vertices u and v have the same color 4, then dg(u,v) > i. The packing chromatic number of
G, denoted by x,(G). We determine the exact value of the packing chromatic number of a
power graph of graphs : stars, complete bipartite graphs, trees with diameter 3, trees with
diameter 4 and the lower bound of the packing chromatic number of power graph of cycle.
We also determine the number x,(G), where G is the finite super subdivision of graphs:
splitting graph of path, splitting graphe of star, splitting graph of tree, neighborhood corona
of two paths, neighborhood corona of a cycle with a path and the corona of a complete graph
with a path. We determine also the packing chromatic number of a join of complete graph
with a path and the packing chromatic number of a neighborhood corona of a complete
graph with path.

Key words: Packing chromatic number, power graph, corona of two graphs, neighbor-

hood corona of two graphs.
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Introduction

La théorie des graphes constitue une branche & part entiere des mathématiques. Elle
représente 'un des instruments les plus courants et les plus efficaces pour résoudre les
problémes discrets de la Recherche Opérationnelle.

Parmi les problémes les plus anciens de la Recherche Opérationnelle, ayant suscité
I'intérét de beaucoup de chercheurs, on peut citer le probleme de coloration des graphes
planaires. Il s’agit de répondre a la question: ”Suffit-il de quatre couleur pour dessiner
n’importe quelle carte géographique ? 7. Dans le language des graphes, ce probléme se
formalise: ” Peut-on colorer un graphe planaire en utilisant quatre couleurs de telle sorte
que toutes les arétes aient des extrémités de couleurs différentes 7 7. Ce probléme a été posé
sous forme de conjecture par Francis Guthrie en 1852, est devenu célébre sous le nom de
probléme des quatres couleurs et n’a pu trouver une réponse positive en 1976, que grace a
lordinateur par Appel et Haken.

Actuellement, on trouve dans la littérature plusieurs types de colorations: Elles sont
définies par la coloration des éléments du graphe (sommets, arétes, faces,...) avec une ou
plusieurs contraintes supplémentaires.

En 2002, Sloper [13] a introduit la coloration de packing. Il sagit de trouver le plus
petit nombre de couleurs, noté XP(G), a affecter aux sommets d’un graphe G de telle sorte
que si deux sommets u et v ont la méme couleur 7(u) = 7(v), alors dg(u,v) > 7(u) ou 7w
est une fonction de V' dans ’ensemble {1,2,...} .

Dans ce présent travail, nous nous intéressons principalement a ’étude de cet invariant,
et I’étudions sur quelques types de graphes.

Apres une introduction générale, le mémoire s’articule autour de trois chapitres:

xiii



Introduction

Le premier chapitre portera des généralités sur la théorié des graphes, nous introduisons
les définitions fondamentales, et les notations de base dans le domaine. A la fin de ce
chapitre, nous précisons la définition de la coloration propre dans les graphes et nous présen-
tons quelques bornes sur cet invariant.

Dans le deuxieme chapitre, on étudie la coloration de packing sur les graphes, les défini-
tions, les notations ainsi que les résultats obtenus par les chercheurs dans [1,3,13,14,16,18,19]
sont énonces.

Dans le dernier chapitre, nous présentons nos résultats sur la détermination du nombre
chromatique de packing dans quelques types de graphes.

Nous donnons des démonstrations & tous les résultats obtenus dans ce mémoire. Des fig-
ures illustratives pour chaque résultat en utilisant le logiciel Geogebra sont mémes insérées.

Le mémoire s’achéve par une conclusion générale avec des perspectives sur ’ensemble

du travail réalisé.
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Chapitre 1

Notions fondamentales sur la théorie

des graphes

Dans ce chapitre, nous donnons quelques concepts de base de la théorie des graphes, ainsi
que les définitions nécessaires utilisées tout au long de ce mémoire, ensuite nous rappelons

quelques parameétres de coloration que nous avons étudie.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Graphe et sa présentation

Définition 1.1.1 Un graphe G = (V, E) est défini par deux ensembles finis non vide, un
ensemble de sommets V' et un ensemble d’arétes E. Le cardinal de V' est appelé ordre de
G; noté par n (G) et le cardinal de E est appelé la taille de G; noté par m (G). Une aréte
e € E est un couple de sommets (u,v) noté par e = uv, ou u et v sont les extrémités de e.
On dira dans ce cas que u et v sont adjacents et que e est incidente o u et v. Les graphes
tiennent leur nom du fait qu’on peut les représenter par des dessins. A chaque sommet
de G, on fait correspondre un point distinct du plan et on relie par une courbe simple les
points correspondant aux extrémités de chaque aréte. Une boucle est une aréte dont les deux

extrémités sont confondues.



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.2 Graphe non orienté

Définition 1.1.2 Un graphe non orienté n’est qu’un graphe orienté symétrique, si un arc
relie le sommet u au sommet v, un autre arc relie le sommet v au sommet u. On ne trace

alors qu’un trait entre u et v que l'on appelle une « aréte ».

1.1.3 Multigraphe

Définition 1.1.3 Un multigraphe G = (V, E) est un graphe dans lequel il peut ezister

plusieurs arétes entre une paire de sommets.

Figure 1.1.1 : Un multigraphe

1.1.4 Graphe simple

Définition 1.1.4 Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans arétes multiples

(deux arétes distinctes joignantes la méme paire de sommets).

d
Figure 1.1.2 : Un graphe simple G



1.1. Concepts fondamentaux

1.1.5 Voisinage, degré d’un sommet

Définition 1.1.5 Soit G (V, E) un graphe pour un sommet v de G, le voisinage ouvert de

v est

Ne(v) ={u € Vg(v) : uwv € E(G)}.
Le voisinage fermé de v est défini par
N¢ [v] = Ng(v) U{v}.
Pour un sous-ensemble S C V(G), le voisinage ouvert de S est
Ng (S) = UesNg(v).
le voisinage fermé de S est
Ng [S] = UpesNg 5] -

Définition 1.1.6 Le degré d’un sommet est la taille de son voisinage. Soit v € V (G), le

degré de v est noté par
dg(v) = [Na(v)] -
Le degré d’un graphe est le degré maximum de tous ses sommets, noté par
A(G) = max{dg(v) : v € V(G)}.
Le degré minimum d’un graphe est le degré minimum de tous ses sommets, noté par

d(G) = min{dg(v) : v € V(G)}.

Par exemple pour le graphe G de la Figure 1.1.2, le voisinage ouvert du sommet a est
{b,d ,e} et son voisinage fermé est [a,b,d,e]. Le graphe G n’a pas de sommets isolés. Le

degré minimum du G est donc §(G) = 2 et le degré mazimum est A(G) = 3.

1.1.6 Distance, excentricité et diameétre

Définition 1.1.7 Soit u et v deux sommets d’un graphe G.



1.1. Concepts fondamentaux

On appelle distance entre u et v, notée d (u,v), la longueur de la plus courte chaine
joignante u et v.

L’excentricité d’un sommet v dans G est: exc(v) = max{d(v,w) : w € V}. Un sommet
de G' ayant une excentricité minimum est appelée un centre.

Le diameétre de G, noté diam (G), est égal max{exc(v) :v € V}.

Par exemple pour le graphe G(V, E) de la Figure 1.1.2, d(a,c) = 2, exc(a) = 2 et
diam(G) = 2.

1.1.7 Chaine et Cycle

Définition 1.1.8 Une chaine joignante deuxr sommets x et y dans G est une suite de som-
mets et d’arétes telle que la premiére aréte de la suite est incidente a x, la derniére aréte de
la suite est incidente a y et chaque intermédiaire de la suite est adjacente a la précédente
par une de ses extrémités.

On appelle cycle C,, dans un graphe G, une chaine qui se referme.

Figure 1.1.3 : La chaine Ps et le cycle Cs

1.1.8 Quelques graphes particuliers
Sous-graphes et graphes partiels
Définition 1.1.9 Soit G = (V, E) un graphe avec V' sommets et E arétes.
e Un graphe H = (V(H), E(H)) est un sous-graphe de G si V(H) C V(G),E(H) C
E(G) et toutes les arétes de E(H) ont leurs extrémités dans V(H). On note H C G.

e Un graphe G' = (V(G'), E(G")) est un sous-graphe partiel de G si V(G') = V(G) et
E(G") € E(G).



1.1. Concepts fondamentaux

|

Figure 1.1.4 : Un graphe GG avec un sous-graphe et un sous graphe partiel.

Graphe complet

Définition 1.1.10 Un graphe complet, est un graphe dont toutes les paires de sommets sont
adjacentes. Le graphe complet d’ordre n est noté K, et chaque sommet est de degré n — 1.

La Figure 1.1.5 illusre un graphe complet K.

Figure 1.1.5 : Un graphe complet K5

Graphe complémentaire

Définition 1.1.11 Le graphe complémentaire d’un graphe simple, noté G = (V, E), défini
parV (G)=V (G) et E(G) ={uv:ueV(G) ,veV (G) etuv ¢ E(G)}. La Figure

1.1.6 représente un graphe Cy et son complémentaire.

Figure 1.1.6 : Le cycle Cy et son complémentaire



1.1. Concepts fondamentaux

Un graphe k-régulier

Définition 1.1.12 Un graphe G est dit k—régulier si tous les sommets de G sont de degré
k.

Figure 1.1.7 : Un graphe G, 3-régulier

Un graphe discret (nul)

Définition 1.1.13 Un graphe est dit discret si tous les sommets sont non adjacents. Un
graphe discret G est un graphe (0)— régqulier.

Graphe biparti

Définition 1.1.14 Un graphe G = (V,U) est dit biparti si V peut se partitionner en deux
sous ensembles Vi et Vs, de sorte que tous les sommets d’un méme ensemble sont non

adjacents. La Figure 1.1.8 illustre un graphe biparti.

—

Vi V5
Figure 1.1.8 : Un graphe biparti

Un graphe biparti complet

Définition 1.1.15 Un graphe biparti est dit complet si chaque sommet de Viest adjacent a
tous les sommets de Va. Si |Vi| = p et |Va| = q, alors le graphe biparti complet est noté K, ,,

p,q > 1. Plus généralement, un graphe G = (V; E) est dit k—parti (k > 2), si V peut étre



1.1. Concepts fondamentaux

partitionné en k stables {V1,Va,..Vi}. Il est dit multiparti-complet si pour tout i # j, tout

sommet de V; est adjacent a tout sommet de V;. La Figure 1.1.9 illustre un graphe biparti.

Figure 1.1.9 : Un graphe biparti complet

Graphe connexe

Définition 1.1.16 Un graphe G = (V, E) est un graphe connexe s’il existe une chaine
entre toutes les paires de sommets du graphe. Une composante connexe d’un graphe G est
un sous graphe.

Une aréte e est appelée un isthme (aréte d’articulation du graphe G) si le graphe G —e
posséde plus de composantes connexes que G, (i.e, si G est connexe alors G — e n’est pas

connexe). (Voir la Figure 1.1.10).

isthme

Figure 1.1.10 : Un graphe connexe

Définition 1.1.17 Un sommet v du graphe G est appelé un sommet d’articulation du graphe
G si le graphe (G —v) a plus de composantes connexes que G, (i.e, si G est connexe alors

(G —v) n’est pas connexe). (Voir la Figure 1.1.11).

Graphe h—connexe

Définition 1.1.18 Pour un graphe conneze G, la connectivité k(G) est le nombre minimum
de sommets de G dont la suppression déconnecte le graphe G ou le réduit a un sommet isolé.

G est dit h—connexe si sa connectivité k(G) est supérieure ou égale o h.
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Figure 1.1.11 : Un sommet d’articulation

Arbre

Définition 1.1.19 On appelle arbre, et on note par T, un graphe connexe et sans cycle. Il
comporte exactement (n—1) arétes. On appelle feuille d’un arbre, un sommet de degré 1, dit
aussi sommet pendant. Dans un arbre T, tout sommet adjacent & un sommet pendant est
appelé sommet support. La hauteur h (T) de Uarbre T est la longueur du plus long chemin

de la racine a une feuille. La Figure 1.1.12 représente un arbre.

Figure 1.1.12: Un arbre T

Forét

Définition 1.1.20 Une forét est un graphe sans cycle, chacun de ses composants connezes

étant un arbre. La Figure 1.1.13 représente une forét.

Figure 1.1.13 : Une forét T



1.1. Concepts fondamentaux

Etoile

Définition 1.1.21 On appelle étoile et on note par K ,, l'arbre a n + 1 sommets ayant n

feuilles. La Figure 1.114 illustre une étoile K 5.

Figure 1.1.14 : Une étoile K5

L’étoile double

Définition 1.1.22 L’étoile double, notée S, ,, est le graphe obtenu en reliant par une aréte
le sommet non pendant d’une étoile Ky, au sommet non pendant d’ une étoile K, ,. La

Figure 1.115 illustre une étoile double Ss 5.

Figure 1.1.15 : Une étoile double S35

La subdivision

Définition 1.1.23 Le graphe G subdivisé S(G) d’un graphe G est le graphe obtenu en

subdivisant chaque aréte uv de G par un sommet x. (Voir la Figure 1.1.16).
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Cc Cc

Figure 1.1.16 : La subdivision du graphe G

1.1.9 La couronne

Définition 1.1.24 La couronne de G = (V, E) notée Cr (G), c’est le graphe obtenu en
attachant a chaque sommet de G un nouveau sommet. Donc il est évident que [’ordre de Cr

(G) est égal a 2|V|. (Voir la Figure 1.1.17).

Figure 1.1.17 : La couronne de C}

1.1.10 Joint de deux graphes

Définition 1.1.25 Soient G| et Gy deux graphes. Le graphe Gy + Go défini par ’ensemble
de sommets V(G1) UV (G3) et Uensemble d’arétes E(G1) U E(G2) et l’ensemble de toutes
les arétes possibles joignant les sommets de V(G1) a V(Gs), est appelé le graphe adjoint de
Giet Go. (Voir la Figure 1.1.18).

10
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Figure 1.1.18 : Le graphe adjoint de G et G>

1.1.11 Invariants de graphes
Clique

Définition 1.1.26 Une clique dans un graphe G est un sous-ensemble de sommets deux a

deuz adjacents, ou est un sous-graphe complet. (Voir la Figure 1.1.19).

e

C
Figure 1.1.19 : Le sous-graphe engendré par 'ensemble C' = {a, b, ¢, d} est une clique.

Stable

Définition 1.1.27 FEtant donné un graphe simple G, on appelle stable de G un ensemble

de sommets de G deux a deux non adjacents.

Un stable maximum de G est un stable de cardinalité maximale est appelée nombre de

stabilité, et notée a(G).

Transversal

Définition 1.1.28 Un transversal d’un graphe G = (V, E) est un ensemble T' de sommets

de V' qui couvre toutes les arétes de G. Notons qu’un transversal existe pour tout graphe et

11



1.1. Concepts fondamentaux

st T est un transversal alors V —T est un stable. Un transversal minimum est un transversal
qut a le plus petit nombre possible de sommets. La cardinalité d’un transversal minimum est

appelée nombre transversal, et notée T(QG).

Couplage

Définition 1.1.29 Ftant donné un graphe G(V, E), on appelle un couplage M dans G un
sous-ensemble d’arétes de E deux a deuxr mon adjacentes. Un couplage mazimum est un
couplage de taille maximale. On désigne par og(G) la taille d’un couplage mazimum dans
G.

Un sommet x de G est dit saturé par le couplage M, s’il existe une aréte de M incidente
a x. Un couplage qui sature tout les sommets de G est appelé un couplage parfait dans G,

sinon, x est dit insaturé par M .

Recouvrement

Définition 1.1.30 Etant donné un graphe simple G (V, E) sans sommet isolé, on appelle
recovvrement de G un ensemble R d’arétes de E qui couvre tout les sommets de G.
Un recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On désigne

par v(G) la taille minimum d’un recouvrement de G.

f b
Figure 1.1.20 : Un graphe ¢

Pour le graphe GG dans la Figure 1.1.20, Pensemble des sommets {a, e, f} représente un
stable S de cardinalité maximum, I’ensemble des sommets {b, ¢, d, g} représente un transver-
sal T' de cardinalité minimum. L’ensemble des arétes {da, ec, fb, gf} représente un recou-

vrement de cardinalité minimum v(G). D’od o(G) = 3, 7(G) =4, v(G) = 4.

12
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1.1.12 Concept de minimalité, maximalité, minimum et maxi-

muim

Définition 1.1.31 Soient G = (V, E) un graphe et p une propriété. On dit qu’ un sous
ensemble A de V' est minimal (respectivement, mazimal) par rapport & une propriété

p si aucun sous ensemble B C A (resp, A C B) tel que G [B] vérifie la propriété p.

On dit qu’un sous-ensemble A de V' est minimum ou de taille minimale (respectivement,
maximum ou de taille maximale) par rapport a une propriété p, s’il n’existe pas d’ensemble

B C V tel que G [B] vérifie la propriété p et |B| < |A| (resp, |B| > |A]).

1.2 La coloration dans les graphes

1.2.1 Coloration des sommets

Définition 1.2.1 On appelle coloration des sommets d’un graphe, toute attribution d’une
couleur a chaque sommet (est une fonction ¢:V — {1,2,3,..,k}, k € N.

Une coloration est propre si chaque deux sommets voisins portent des couleurs différentes
(c(v) # c(w),Yv,w € V adjacents).

G est k—colorable si on peut colorer ses sommets avec k couleurs distinctes, sans que
deur sommets voisins atent la méme couleur.

Etant donné un graphe G = (V, E). Une coloration triviale de G consiste & attribuer a
chacun de ses sommets une couleur différente. Ainsi, tout graphe & n sommets admet une
n—coloration. Donc il est naturel de se demander quel est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour colorer G. D’ou la définition du nombre chromatique de G.

1.2.2 Le nombre chromatique

Définition 1.2.2 Le nombre chromatique d’un graphe G, noté x(G) est le plus petit nombre
de couleurs nécessaires a une coloration propre des sommets de G.
On le définit comme étant le plus petit entier k tel que G admet une k— coloration, il est

dit aussi que G est x(G)— chromatique

13



1.2. La coloration dans les graphes

Définition 1.2.3 Une classe de couleur i est un ensemble stable de sommets de V' colorés

avec la méme couleur i.

Exemple 1.2.1 G = P3 est 2— colorable, x(G) = 2.

Remarque 1.2.1 Soit G un graphe d’ordre n. Il est clair que 1 < x(G) <n .
e \(G) =1 si et seulement si G est un graphe discret.
o \(G) =n si et seulement si G est un graphe complet.

e Pour un cycle C,,
2; sin est pair,

X(Cn) =

3; st n est impair.

1.2.3 Bornes sur le nombre chromatique
Proposition 1.2.1 [4/Si H est un sous-graphe de G,
Y(H) < X(G).
Proposition 1.2.2 [10] Pour tout graphe G,
X(G) > w(Q).
ot w(Q) est la taille d’une cligue mazimum de G.
Proposition 1.2.3 [12] Pour tout graphe G d’ordre n,
2@ <x@ <a@) +1.
ot o(G) est le nombre de stabilité de G, et A(G) est le degré mazimum de G.

Proposition 1.2.4 [2] Soit G = (V, E) un graphe simple d’ordre n,

X(G)+ a(G) <n+1.
Théoréme 1.2.1 [11] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire,

X(G) +x(G) <n+1.



Chapitre 2

Quelques résultats obtenus sur le

nombre de la coloration de packing

Dans ce chapitre, nous exposons la coloration de packing de certains graphes et nous donnons
les valeurs exactes du nombre chromatique de la coloration de packing des graphes simples,
a savoir: les chaines, les cycles, les arbres, les graphes puissances, la couronne d’un graphe

et graphe splitting.

2.1 Motivation et définition du probléme de la col-
oration de packing

Le probleme de la coloration de packing a été posé suite a 1’établissement de nombreux
régles et réglements par la Commission des communications des Etats-Unis concernant
Pattribution des fréquences de radio-diffusion & des stations de radio. En particulier, deux
stations de radio qui sont affectées de la méme fréquence de diffusion doivent étre localisées
suffisamment loin 'une de ’autre pour que la diffusion de I'une n’altére pas la réception
de l'autre. La distance géographique entre deux stations qui sont affectées de la méme

fréquence est donc directement liée & la puissance de leurs signaux de radio-diffusion.

15



2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

2.1.1 i-packing

Définition 2.1.1 Un sous ensemble de sommets V; d’un graphe G = (V, E) est dit i—packing

st et seulement st la distance entre deux sommets quelconques de V; est supérieure a i.

Définition 2.1.2 Soit G = (V, E) un graphe et k € N*. La fonction f :V — {1,....,k} est
appelée coloration de packing d’ordre k si Uégalité f (u) = f (v) implique d (u,v) > f (u).

L’ordre minimum d’une coloration de packing de G est appelé le nombre chromatique
de packing, et il est noté par Xp(G). La coloration de packing est donc une partition
P, = {V1,Vs,...,Vi} de V en k i—packing. Notons que toute coloration de packing est
une coloration propre et donc x(G) < x,(G). De plus, pour tout sous graphe H d’un graphe
G, on a v, (H) < x,(G).

Dans tout ce qui suit, nous supposons que les graphes sont simples.

2.1.2 Coloration de packing de certains graphes particuliers

Tout graphe G d’ordre n admet une coloration de packing d’ordre n, il est possible d’affecter
n entiers distincts, entre 1 et n, a chaque sommet de V. Ainsi, une borne supérieure naturelle

serait 'ordre du graphe qui n’est pas forcément la meilleure.

Proposition 2.1.1 [{] Pour 2 <n <3, x,(P,) =2, et pourn >4, x,(P,) = 3.
Uaffectation des couleurs 1,2,1,3,... auxr sommets uy,us,...,u, de P, représente une

coloration de packing minimum.

Proposition 2.1.2 [4] Pour les cycles C,,,

3; sin=0[4]oun=23,
Xp(Cn) =

4; sinon.

16



2.1. Motivation et définition du probléme de la coloration de packing

La coloration de packing optimale est donnée par ’affectation aux sommets vy, ..., v, de

C,, les séquences des couleurs:

1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2,1,3 sin = 4r,
1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3,4 sin = 4r+1,
1,2,1,3,1,2,1,3,...,1,2,1,3, 1,4 sin = 4r+2,

1,2,1,3,1,2,1,3,..,1,2.1,3,1,2,4 sin = 4r+3.
Proposition 2.1.3 [{/ Soit G un graphe complet. Alors x, (K,) = n.

Proposition 2.1.4 [{] Pour tout graphe G, x,(G) < 7(G) + 1, avec égalité si G a le

diameéetre deux.

Proposition 2.1.5 [4] Si G est un graphe biparti de diamétre 3. Alors

7(G) < x

— AP

(G) <7(G)+1.
Proposition 2.1.6 [}/ Pour tout graphe G,
w(G) < x(G) < x,(G).

Proposition 2.1.7 [{] Soit G un graphe. si x(G) = x,(G), alors w(G) > x(G) — 2.

Proposition 2.1.8 /4] Pour tout graphe conneve G, x, (G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.

Lemme 2.1.1 [}] Pour tout sous graphe H d’un graphe G,

Xp(H) < x,(G).

2.1.3 Graphes avec petit nombre de la coloration de packing

En utilisant le fait qu'un graphe G tel que Xp(G) = 2 ne contient pas P, comme sous-
graphe induit et vérifie diam(G) < 2, alors d’aprés la Proposition 2.1.4, on a forcément
7(G) = 1 c.a.d que G est une étoile. D’ou la caractérisation des graphes de nombre de

packing chromatique égal a 2.

17
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Proposition 2.1.9 [17] Pour un graphe connere G, x,(G) = 2 si et seulement si G est

une étoile.

Proposition 2.1.10 [17] Soit G un graphe 2—connexe. Alors x,(G) = 3 si et seulement
st G = S(H) ou H est un multi-graphe biparti ou G est le joint de Ko et d’un stable. Pour
un sommet v, on définit un T'—ajout de v comme étant [’opération qui consiste a ajouter un
sommet w,, un stable X,, l'aréte vw, et quelques arétes entre {v,w,} et X,. Voir la Figure

2.1.1.

\% W,

Figure 2.1.1 : Un graphe G et un T'—ajout du sommet v

Proposition 2.1.11 [17] Soit G un graphe. x,(G) = 3 si et seulement si G' peut étre formé
en prenant un certain multigraphe biparti H avec bipartition (Va, V3), en subdivisant chaque
aréte exactement une fois, en ajoutant des feuilles a certains sommets dans Vo U V3, puis en

effectuant un seul T-ajout & certains sommets de V.

2.1.4 Coloration de packing pour les arbres

Nous nous intéressons aux arbres avec un nombre de coloration de paking trés grand. Pour
cela, il est nécessaire d’examiner les petits cas. Un arbre de diameétre 2 (étoile) a un nombre
chromatique de packing égal a 2. Un arbre de diametre 3 a un nombre chromatique de
packing 3. Le cas d’un arbre de diamétre 4 est plus compliqué, mais Goddard et al [4]
ont pu donner une formule explicite basée sur le sommet central et leurs voisins de degré 1,
2 et 3 et de degré supérieur ou égal a 4. Pour cela on définit un sommet petit s’il est de
degré inférieur ou égal & 3 et un sommet grand s’il est de degré supérieur ou égal a 4.

Soit T' un arbre de diametre 4 avec un sommet central v. Pour ¢ = 1,2, 3, soit n; le
nombre de voisins de v de degré i et soit L le nombre de voisins de v de degré supérieur ou

égal & 4, alors nous avons la proposition suivante:

18
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Proposition 2.1.12 [}/ Soit T un arbre de diamétre 4. Si L =0, alors

4; S n322 et Tl1+Tl2+TL323,
Xp(T) = ,
3; sinon.

et st L >0, alors
L+3; si ng>1 et ny+no+ng>2,

Xp(T) =4 L+1; si ni=nyg=nz=0,
L+ 2; sinon.

Proposition 2.1.13 [/ L’ ordre minimum d’un arbre avec x,,(T') = 2 est 2. Pour x,(T) = 3
c’est 4 et pour x,(T) = 4 c’est 8. En outre, Py est 'arbre unique de 4 sommets qui ont

besoin de 3 couleurs. Les deux arbres de 8 sommets qui ont besoin de 4 couleurs sont:
(1) L’arbre de diamétre 4 avec ng =2, ny =1 et L =ny =0, appelé As.

(73) L’arbre de diamétre 5 ou les deur sommets centraux ont le degré 3 et pour chaque

sommet central 3 sommets voisins de degrés 1, 2 et 3 respectivement, appelé Bg. Voir

la Figure 2.1.2.

A8 BS

Figure 2.1.2 : Les plus petits arbres avec x,, (7)) = 4

Proposition 2.1.14 [}/ Soit T un arbre différent de Py. Supposons T contient une chaine
{t uvw} out estde degré 1. u et v ont le degré 2. Alors: x,(T) = x,(T —t).

Théoréme 2.1.1 [}/ Pour tout arbre T' d’ordre n,

n+17
4

Xp(T) <

excepter quand n = 4 ou 8, et cette borne est atteinte.
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2.2. Coloration de packing de la couronne d’un graphe

2.2 Coloration de packing de la couronne d’un graphe

Dans cette section, nous exposons des valeurs exactes du nombre chromatique de packing
des couronnes des chaines et des cycles, déterminées par [6]. Des valeurs exactes, et des
bornes sur les différentes classes de chenilles sont énoncées. On définit la couronne d’un
graphe G, notée Cr(G), est le graphe obtenu a partir d’une copie de G dans laquelle on

attache un sommet pendant & chaque sommet de G.

2.2.1 La couronne d’une chaine

Soit P, = {x1,...,,} une chaine de longueur n et Cr(P,) la couronne de P,. Notons par

Y1, ---, Yn les sommets pendants adjacents aux sommets 1, ..., x,, respectivement.

Figure 2.2.1 : La couronne de P,

Proposition 2.2.1 [6] Pour tout entier n, n > 2,
(1) Pourn =2, x,(Cr(P,)) = 3.
(2) Pourn €1{3,...,9}, x,(Cr(P,)) = 4.

(3) Pourmn > 10, x, (Cr(P,)) = 5.
1213121312 12 1213

3151415141 31 3141
Figure 2.2.2 : Coloration de packing de Cr(Py), Cr(P,), Cr(Py)
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2.2.2 La couronne d’un cycle

Soit Cr(C,,) la couronne d'un cycle C,, = {z1,...,x,} de longueur n. Notons par yi, ..., yn

les sommets pendants adjacents aux sommets de C),.

n

Figure 2.2.3 : La couronne d'un C,

Pour la couronne du cycle, il y’a un résultat identique a celui de la couronne d’une

chaine. Pour les autres valeurs de n, le résultat est donné par la proposition suivante:

Proposition 2.2.2 [6] Pour tout entier n,

v, (Cr (Ch)) = 4; si n € {3,4},

5;  snon

2.3 Détermination du nombre de la coloration de pack-
ing de graphe splitting

Définition 2.3.1 [16] Pour un graphe G, le graphe splitting d’un graphe G, noté par S'(G),
est obtenu en ajoutant un mouveau sommet v’ correspondant & chaque sommet v de G, tel

que N(v) = N(v').

2.3.1 La coloration de packing de graphe splitting pour les chaines

Proposition 2.3.1 /8] Pour tout n, x, (S (P,)) < 7.

1 2 1 3 1 2 1

RO e veie

1 6 1 5 1 4 1
Figure 2.3.1 : Le graphe splitting de P
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2.3. Détermination du nombre de la coloration de packing de graphe splitting

2.3.2 La coloration de packing de graphe splitting pour les cycles

Proposition 2.3.2 [8] Pour n < 19, x,(S'(Cy,)) < 8, et pour n > 20, Si n = 0[4], alors
Xp(S'(Ca)) = T7.

1

A 1
Y
&

Figure 2.3.2 : Splitting d’'un graphe Cj

2.3.3 La coloration de packing de graphe splitting de ’étoile

Proposition 2.3.3 [19] Soit K1 ,,, n > 2 une étoile avec n sommets. Alors x,(S (K1,)) =
3.

Figure 2.3.3 : Splitting d'une étoile K5

2.3.4 La coloration de packing de graphe splitting de ’étoile dou-
ble

Théoréme 2.3.1 [8] Pour le graphe S (Spq), X,(S (Spq)) = 5.
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2.4. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’un graphe

Figure 2.3.4 : Splliting dune étoile double Ss 3

2.3.5 La coloration de packing de graphe splitting pour les graphes

complets

Proposition 2.3.4 [9] Pour K,, x,(S (K,)) =n+ 1.

1 1

N7/

1 1
Figure 2.3.5 : Splliting d’un graphe complet K,

2.4 Coloration de packing du graphe subdivisé super
fini d’un graphe

Définition 2.4.1 Le graphe obtenu en remplacant chaque aréte de G par un graphe biparti
complet K, est appelé graphe de subdivision super fini de G, noté F.SSD,,(G).



2.4. Coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’un graphe

Proposition 2.4.1 [15] Pour toutn >3 et m > 1,

Xp(FSSDp(Ky)) =n+1

Figure 2.4.1 : Un graphe complet K5, x,(F'SSD,,(K5)) = 6

Théoréme 2.4.1 [15] Pour tout n >3, p>2 etm > 1,

X,(FSSD,, (K, % P,)) = n +3
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Chapitre 3

Détermination du nombre de la
coloration de packing de quelques

types de graphes

Dans ce chapitre, nous donnons nos résultats sur la détermination du nombre de coloration

de packing de quelques types de graphes.

3.1 Coloration de packing du graphe puissance
Nous définissons maintenant, un nouveau graphe noté le graphe Puissance.

Définition 3.1.1 Le graphe puissance noté GP pour p > 0 d’un graphe G, est le graphe
obtenu a partir de G en ajoutant une aréte entre chaque paire de sommets a distance au

plus p dans G. Voir la Figure 3.1.1.

Figure 3.1.1 : Un graphe puissance G?
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3.1. Coloration de packing du graphe puissance

3.1.1 Coloration de packing du graphe puissance d’un graphe bi-

parti complet
Proposition 3.1.1 Pour un graphe K, ,, p,q > 1,
Xp(Kp,) =P +4q

Preuve. Puisque K7 o~ K, et comme x,(Kpq) = p+ ¢, alors  x,(K2,) =
Xp(Kptq) = P+ q. La Figure 3.1.2 illustre un graphe puissance d'un graphe biparti complet

2
Ki; m

3
7

Figure 3.1.2 : Une coloration de packing de K 4273

3.1.2 Coloration de packing du graphe puissance d’une étoile

Proposition 3.1.2 Pour tout n > 1,
Xp(KT,) =n+1

Preuve. Puisque K7, ~ K,.1, et comme x,(K,;1) = n+ 1, alors x,(K7,) =

Xp(Knt1) = n + 1. La Figure 3.1.3 illustre un graphe puissance d’une étoile K7 ;.

Figure 3.1.3 : Une coloration de packing de K 1275
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3.1. Coloration de packing du graphe puissance

3.1.3 Coloration de packing du graphe puissance d’un arbre a

diameétre 3

Proposition 3.1.3 Soit T = 5,4, p,q > 1. Alors

Xp(T?) =p+q+1

Preuve. Soit ¢ une coloration a-packing arbitraire de 7%, ol a =p+q+1. m

Posons u; le sommet de S, , de degré p, us le sommet de S, , de degré ¢, vy ;, j € {1,..,p}
les voisins de u; et vo 4, g € {1, ..., ¢} les voisins de us.

Sic(ug) =1 (resp. c¢(uz) = 1), alors les sommets {uq, vy, vo;; 1 < j < p} (resp. {u,
v14, Va5, 1 < j < p}) recoivent par paire de couleurs différentes de {2,..., p+ ¢+ 1}, par
conséquence x,(Sz,) > p+q+1+1>p+q+2.

D’autre part, si c(u;) # 1 pour i € {1, 2}, alors on peut mettre la couleur 1 sur un
seul sommet de {v;;, 1 < j < p} et un sommet de {vy,, 1 < g < ¢}. Par conséquence
Xp(Sp) >p+q—2+1>p+qg+1.

Pour la borne supérieure, on forme une coloration a-packing comme suit: c(v12) =
c(vq,1) = 1 et tous les autres sommets recoivent de couleurs différentes par paire de {2, ..., p+ ¢+ 1},
par conséquence Xp(S;q) <p+qg+1

D’ou x,(Sz,) = p+ q+ 1. Voir la Figure 3.1.4.

1 1
==
5 2

Figure 3.1.4 : Une coloration de packing de S3,

3.1.4 Coloration de packing du graphe puissance d’un arbre a

diameétre 4

Proposition 3.1.4 Soit T un arbre de diamétre 4 et d’ordre n, et soit l; le nombre de
voisins par rapport son sommet central v de degré 1, et ly le nombre de voisins par rapport

a v de degré supérieur ou égal o 2. Alors
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3.1. Coloration de packing du graphe puissance

Xp(T2) _ ) n- lo; sily > 1,
n—Ila+1; sily=0

Preuve. Soit ¢ une coloration de packing sur 72, et soit v un sommet central de 7.
L’arbre T2 & diamétre 2 donc la seule couleur utilisée plus d'une fois est la couleur 1. m

Premi¢rement, si c¢(v) = 1, alors puisque d(v,u) = 1 pour tout sommet u de T2, la
couleur 1 ne peut utiliser que sur le sommet v.

D’autre part, s’il existe un sommet support u tel que ¢(u) = 1, alors on ne peut pas
utiliser la couleur 1 sur aucun autre sommet support, en plus on peut 'utiliser sur les autres
feuilles non adjacentes a wu.

Une autre maniére, on peut utiliser la couleur 1 sur une seule feuille adjacente a chaque
sommet support, et sur un seul sommet de degré 1 adjacent a v.

Donc, x,,(1%) > n — Iy si l; > 1, respectivement, x,(T%) > n —1ly 4+ 1si l; = 0.

Pour montrer la borne supérieure, on forme une coloration (n — Iy)-packing sur T2 si
Iy > 1, (resp. (n — Iy + 1)-packing si I; = 0), puisque diam(T?) = 2, on met la couleur 1 sur
une seule feuille de 7" adjacent a chaque sommet support et sur un seul sommet voisin par
rapport a v, §'il existe, et une couleur différente de {2, 3, .....} aux autres sommets de T2

Par conséquence, x,(T%) = n —ly sily > 1, et x,(I?) = n —ly+ 1 si [y = 0. Voir la
Figure 3.1.5.

Figure 3.1.5 : Une coloration de packing de T

3.1.5 Coloration de packing du graphe puissance d’un cycle

S43 n_L%J+17n§97
Proposition 3.1.5 Pour tout n, n >3, x,(C?) =
>n— 5] +1L;n>09.

Preuve. On note par u;, i € {1, 2, ..., n} les sommets du cycle C,,. Premiérement, si

n < 9, alors le graphe C? est de diamétre 2, la couleur 1 est la seule couleur utilisée deux
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3.2. Coloration de packing du graphe splitting

fois ou plus et comme ¢ est une coloration de packing optimale de ce graphe, elle assigne
la couleur 1 au maximum sommets possibles. Alors on peut colorer |%] sommets par la
couleur 1. Par conséquence x,(C7) > [C2| — [5]+1=n— 2] +1. =

Pour montrer que x,,(C2) < n—[%]+1, on forme une coloration [n— | % |+1]-packing. On
utilise la couleur 1, % | fois comme suit : on pose c(u1) =1 et c(u;43) = 1 pour tout i > 1.
Les autres sommets prennent des couleurs différentes par paire de {2, e — 5]+ 1} . Par
conséquence x,(Cr) <n — [%] + 1.

Deuxiément, pour n > 9, la coloration de packing optimale consiste & utiliser le maximum
de la couleur 1, c-a-d: | %] fois et donc une borne inférieure peut étre donnée par: x,(C7) >

|C2| — | %] + 1. La Figure 3.1.6 illustre un graphe puissance d’un cycle CZ.

Figure 3.1.6 : Une coloration de packing de C?

3.2 Coloration de packing du graphe splitting

3.2.1 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de
splitting d’une chaine

Proposition 3.2.1 Pour tout n > 3,

X, (FSSD,, (S'(P,))) =3

Preuve. Pour tout ¢ € {1,..., n}, on note par u; les sommets de P,,. On note par v; les
sommets correspondants au sommet u;. Le graphe F'SSD,,(S’(P,)) contient un sous graphe
Cs. Par suite x (FSSD,(S'(P,))) > x,(Cs) et donc x, (FSSD,,(S'(P,))) > 3. Autrement

pour montrer que x, (F'SSD,,,(S'(F,))) < 3, on utilise la coloration de packing suivante: m
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3.2. Coloration de packing du graphe splitting

On colore les sommets de la subdivision avec la couleur 1 et pour les sommets u; on
utilise la coloration séquentielle 2,3,2,3.... et pour les sommets v; on utilise la coloration
séquentielle 2,3,2,3..... Par conséquence x (F'SSD,(S'(F,))) < 3.

Dot : x (FSSDu(S'(FP,))) = 3. (Voir la Figure 3.2.1).

2 3 2 3 2

Figure 3.2.1 : Une coloration de packing de F'SSD;(S'(Ps))

3.2.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de
splitting d’une étoile

Proposition 3.2.2 Pour tout n > 3,
Xp(FSSDm(S’(KLn))) =3

Preuve Pour tout i € {1,...,n}, on note par u; les sommets de K, et on note par v;
les sommets correspondants au sommets u;. Le graphe F'SSD,,(S"(K,,)) contient un
sous graphe Cg, donc x (F'SSDp(S"(K1,))) 2 x,(Cs) alors x (FSSDy(S' (K1) >
3. Pour montrer la borne inférieure, on utilise la coloration suivante: on colore les
sommets de la subdivision avec la couleur 1 et les sommets u; et les sommets v;,
i € {2,...,n} par la couleur 2 et les sommets u; et v; par la couleur 3, alors
X, (FSSDy(S' (K1) < 3. Dot le résultat x (FSSD,,(S"(K1,))) = 3. (Voir la
Figure 3.2.2).
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3.3. Joint d’un graphe complet et une chaine

Figure 3.2.2 : Une coloration de packing de F'SSD;(S"(K1.4))

3.2.3 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini de
splitting d’un arbre
Proposition 3.2.3 Pour tout arbre I d’ordre n,

X, (F'SSD,(S'(T))) =3

Preuve. Le graphe x (F'SSD,,(S'(T))) contient un sous graphe induit Cs ce qui im-
plique que x, (F'SSD,,(S'(T))) > x,(Cs) = 3 alors x, (FSSDy,(S'(T))) > 3. Pour montrer
la borne supérieure, on untilise la coloration suivante: on colore les sommets de la subdivision
par la couleur 1 et les sommets restants avec les couleurs 2 et 3.Donc x (FSSD,,(S'(T))) >
3. m

d’ou le résultat. (Voir la Figure 3.2.3).

Figure 3.2.3 : Une coloration de packing de F'SSD;(S'(T))

3.3 Joint d’un graphe complet et une chaine

Théoréme 3.3.1 Pourn>1etk>1,

n+2

Xp(Pn + Ky) = n-2&-1
2

+ k; si n est pair,

+ k; si n est impair.
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3.3. Joint d’un graphe complet et une chaine

Preuve. Notons par u; avec 1 < i < k, les sommets de K}, et par v; avec 1 < j < n.
les sommets de P,. ®

Sil existe ¢ € {1,..., k} tel que c(u;) = 1, alors c¢(v;) # 1 pour tout j € {1,..., n} car on
a d(u;,v;) = 1, de méme d(u;up) =1, h € {1, ..., k}, h # i. Par conséquence la couleur 1
est utilisée une seule fois sur le graphe P, + Kj.

D’autre part, s'il existe j € {1,..., n} tel que: c(v;) = 1, alors c(u;) # 1 pour tout
i €{1,..., k} car on a d(u;,v;) = 1, et dans ce cas, on peut utiliser la couleur 1 sur la chaine
Py, 5 fois si n est pair (resp. ”T“ fois, si m est impair). Comme ¢ est une coloration de
packing optimale, elle consiste & affecter la couleur 1 au maximum sommets de la chaine
P,.

Comme V (P, +K},) = n+k, la coloration c utilise au moins n+k—2+1 = 2224k couleurs
sin est pair (resp. n+k— "+ +1 = "4 +k si n est impair). Donc x, (P, + K;) > 22 +k

2L + k sin est impair).

si n est pair (resp. X, (P, + Ki) >

Pour montrer que x,(P, + Ki) < %2 4k sin est pair (resp. x,(P.+Ky) < 2 +k;sin
est impair), on forme une coloration "T” + k—packing si n est pair (resp. ”T“ + k—packing;
si n est impair) comme suit: ¢(v1) = 1 et pour tout j € {2,..., n}, ¢(v;) =1 si j est impair,

et les sommets restants prennent par paire de couleurs différentes de {2, ..., 5} si n est pair

(resp ”T’l si n est impair) et donc les sommets de la chaine utilisent n— 4 +1 = ”T“ couleurs
différentes si n est pair (resp. n — "T’Ll +1= ”TH si n est impair). Les sommets de K}, sont
colorés par k couleurs différentes de {1, ..., ”T“} si n est pair (resp. {1,..., "TH} si n est
impair). Par conséquence x,(P, + K) < ™2 4k si n est pair (resp. x, (P, + K;) < % +k
si n est impair)

Dou, x, (P, + Ki) = "2 +k si n est pair (resp. x,(P, + Ki) = " +k si n est impair).

La Figure 3.3.1 illustre le joint d'un graphe complet P; et une chaine Kj.

On utilise les notations suivantes dans la suite des démonstations de G % G2 et G1 © Go.
Soit Giet Gy deux graphes de my,ns sommets, on note par u; les sommets de G, i €

{1,2,..., n}. Pour tous i € {1,2,..., n}, g € {1,2,..., p}, on note par v;, les sommets de

(G5 correspondants & chaque sommet u;. On note par uﬁ’j) les sommets voisins de u; et u;
dans le sous graphe G, 4,7 € {1,2,..., n} et k € {1,2,..., m}. On note par vl(f;)’h, g # hles

sommets voisins de v; 4 et v;;, dans le sous graphe G, i € {1,2,..., n}, g,h € {1,2,..., p} et
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3.4. La couronne voisinage de deux graphes

£
N N%Y

KA

A4
1
Figure 3.3.1 : Une coloration de packing de (Ps + Kj)

(k)
i.;n les sommets

voisins de u; et v;p, 4,7 € {1,2,..., n}, he {1,2,..., p} et k € {1,2,..., m}.

k€ {1,2,..., m}. Pour le graphe G;% G2, on ajoute la notation suivante: s

3.4 La couronne voisinage de deux graphes

Définition 3.4.1 Soit G1, G5 deux graphes de nyi, no sommets et my, mo aréts. Alors,
la couronne voisinage G1% G est le graphe obtenu par prendre nycopie de Gy et pour tout
v; € V(Gy);i €{1,..., n1}, on relie les sommets de Gy avec les voisins de v;. La couronne
voisinage G1% Gy de Giet Gy a ny + niny sommets et ni(2ns + 1) + niny arétes, et quand

Gy = K1, le graphe G, %Gy est appelé: le graphe splitting de Gy, et noté par S' (Gy).

3.4.1 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’une

couronne voissinage de deux chaines

Avant de déterminer le nombre x,(F'SSD,,(P,% F,)), nous avons besion du lemme suivant:

Lemme 3.4.1 Soientn > 3, p > 2 et m > 1 des entiers arbitraires. Alors pour toute

coloration a-packing ¢ du graphe FSSD,,(P,%P,) ou:

a<bsin>3, pe{23}
a<6sine{3,4,5}, p>4doun=2 p>4
a<T7sin>6, p>4

On a les cas suivants:
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3.4. La couronne voisinage de deux graphes

1. c(u;) # 1 pour tout i € {1,2,..., n};
2. c(viy) # 1 pour tout i € {1,2,..., n} et g € {1,2,..., p}.

Preuve Soient n > 3, p > 2 et m > 1 des entiers arbitraires, et soit ¢ une coloration

a-packing arbitraire de F'SSD,, (P, % P,).

1. Nous prouvons que c(u;) # 1 pour tout i € {1,2,..., n}.

Supposons qu'il existe i € {1,2,..., n}, tel que ¢(u;) = 1. On distingue deux cas:

Cas 1. c(u;) = 1,1 # 1 et i # n. Alors u; a au moins 2p + 2 voisins qui sont par paire
a distance égale a 2, donc ¢ utilise au moins 2p + 3 couleurs, et donc on a les cas suivants:

Cas 1.1. n > 3, p € {2, 3}.

c utilise au moins 7 couleurs, une contradiction que a < 5.
Cas 1.2. n € {3,5,4}, p > 4.

¢ utilise au moins 11 couleurs, une contradiction que a < 6.
Cas 1.3. n>6, p > 4.

c utilise au moins 11 couleurs, une contradiction que a < 7.
Donc ¢(u;) # 1 pour i € {2,..., n—1}.

Cas 2. ¢(uy) =1ou c(u,) =1, on a les cas suivants:

Cas 2.1. n>3,pe{2,3 oun=2p>4.

Cas 2.1.1. n >3, p e {2,3}

On prend le graphe F'SSD;(Ps% P;). Puisque diam(FSSD,(Ps% FP2)) = 6, donc les
couleurs qui peuvent utilisées plus d’une fois sont: 2, 3,4 et 5, et puisque les sommets 5%72’1,
3%272 et U},z sont par paire a distance 2, donc ils regoivent 3 couleurs différentes par paire
de {2,3,4,5}. On distingue 4 cas pour colorer les sommets 57, 5], €t U7 .

Cas 2.1.1.1. c¢(s],,) =2, ¢(5]95) =3 et c(ugy) =4, (resp. c(s191) =3, c(5192) = 2
et c(uy,) =4).

La coloration optimale assigne la couleur 1 aux sommets vy, v22 €t uj s, la couleur 2
au sommet ugy, la couleur 5 au sommet U%,l,% mais il n’y a pas de couleur disponible pour le
sommet ug, alors ¢(uz) = 6, une contradiction.

Cas 2.1.1.2. ¢(s15,) =4, c(s149) =2 et c(uj,) =3.
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3.4. La couronne voisinage de deux graphes

La coloration optimale assigne la couleur 1 aux sommets vy 1, V22 €t u§73, la couleur 2
au sommet u9, la couleur 3 au sommet U%,l,Q et la couleur 5 au sommet sé&z, mais il n'y a
pas de couleur disponible pour le sommet u3 alors ¢(ug) = 6, une contradiction.

Cas 2.1.1.3. c(s],,) =4, c(s]5,) =3 et c(uj,) = 2.

La coloration optimale assigne la couleur 1 aux sommets vy et v, la couleur 2 au
sommet v%,m et la couleur 5 au sommet 5%7272, mais il n’y a pas de couleur disponible pour
le sommet us alors c(ug) = 6, une contradiction.

Finalement, le graphe F'SSD;(P,% P,) contient le sous graphe F'SSD;(Ps% P,) et donc
on a ¢ (u;) # 1 pour le graphe F'SSD; (P, % F,).

Cas 2.1.2. n=2,p > 4.

c(ur) = 1, u; a au moins 5 voisins qui sont par paire & distance 2, ces voisins regoivent
cing couleurs différentes {2, 3,4, 5,6} par ¢, ce qui donne une contradiction .

Cas 2.2. n € {3,5,4},p > 4.

On prend le graphe F'SSD;(Ps% P;). Le sommet u; & 5 voisins qui sont par paire a
distance 2, donc ils regoivent 5 couleurs differentes de {2,3,4,5,6}. Soit ¢ une coloration
optimale, donc elle assigne la couleur 1 aux sommets vy, tels que g € {1,2,3,4}. On
distingue les cas suivants pour colorer le sommet 1 5.

Cas 2.2.1. c¢(uy2) =2 (resp. c¢(u12) = 3). Alors: les couleurs 2,3 peuvent étre utilisées
au plus 2 fois sur la chaine P54, et par conséquence les sommets s32,; g € {1,2,3,4}
recoivent des couleurs différentes de {7,...}. Contradiction que a < 6.

Cas 2.2.2. c¢(uia) # 2 (resp. c(ui2) # 3). Alors, seulement deux sommets de la
subdivision de P 4 peuvent prendre des couleurs différentes de {2, 3}. L’autre sommet et les
sommets s32,, g € {1,2,3,4} regoivent des couleurs differentes de {7,...}. Contradiction
que a < 6.

Finalement, le graphe F'SSD;(P,% F,) contient le sous graphe F'SSD;(Ps¥% P;) et donc
onac(u)#1,i€{l,..,n} pour le graphe FSSD;(P,%P,).

Cas 2.3. n>6,p>4.

On prend le graphe FSSD;(Ps% FP;). Le sommet u; a 5 voisins qui sont par paire a
distance 2, donc ils regoivent 5 couleurs différentes de {2,3,4,5,6}. Soit ¢ n’importe qu’elle

coloration optimale, donc elle assigne la couleur 1 aux sommets vq, tel que g € {1,2,3,4}.
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3.4. La couronne voisinage de deux graphes

On distingue les cas suivants a la coloration du sommet u; 5.

Cas 2.3.1. Si c(u1z) = 2 (resp. c(uyz) = 3), alors les couleurs 2 et 3 peuvent étre
utilisées au plus 2 fois sur P 4, et donc on peut colorer seulement un seul de sommet s34,
g € {1,2,3,4} par la couleur 7 et il n’ y a pas de couleurs disponibles pour les autres
sommets. Par conséquence les sommets restants regoivent des couleurs differentes de {8, ...}.
Contradiction que a < 7.

Cas 2.3.2. Si c(u12) # 2 (resp. c(uiz) # 3), alors les couleurs 2 et 3 peuvent étre
utilisées une seule fois dans les sommets de subdivision de P4 et 'autre sommet peut
recevoir la couleur 7, mais il n’ y a pas de couleurs disponibles pour les sommets s35 ,
g € {1,2,3,4}, ils recoivent des couleurs differentes de {8,...}. Contradiction que a < 7.

Par conséquence c(u;) # 1 pour tout ¢ € {1,..., n}.

Finalement, le graphe F'SSD; (P, % F,) contient le sous graphe F'SSD;(Ps% P;) et donc
on a ¢ (u;) # 1 pour le graphe F'SSD; (P, % F,).

2. Nous prouvons que c(v;4) # 1 pour tout ¢ € {1, 2,..., n}, g€ {1, 2,..., p}.

Supposons au contraire que ¢(v; ,) = 1 pour certains ¢ et g. Puisque ¢(u;) # 1 pour tout
i €{1,..., n}, alors les sommets u; peuvent recevoir des couleurs différentes de {2, 3, .., a},

1
1,7

s0it ¢(v,1) = 1, alors la coloration optimale ¢ assigne la couleur 1 aux sommets u;,, v}, ; et
51,4 sauf les sommets vy o, 51 €t 535, qui sont des voisins de vy;. D’ot les sommets v5 4,
q € {2,..., p} regoivent des couleurs différentes par paire de {2, ..., a}. On distingue les cas
suivants selon n et p.

Cas 1. n>3,pe{23}.

Dans ce cas, le graphe F'SSD,,(P,% P,) contient un sous graphe F'SSD;(Ps% P,), on
a le sommet vy ; a 3 voisins qui sont par paire & distance 2, alors ils recoivent des couleurs
différentes par paire de {2, 3,4, 5} nous considérons les cas suivants concernant la coloration

1 1 1

des sommets vy 1 5, 5797 €6 S357-

Cas 1.1. Si ¢(vy;,) = 2, alors les sommets si,, s3,; peuvent recevoir des couleurs
différentes de {3,4,5} tel que c(s],;) # c(s3,,), et donc les sommets qui peuvent recevoir

la couleur 2 par ¢ sont u; et ug, le sommet vy 5 peut prendre une couleur de {3,4, 5} tel que

(s191) # ¢(s54,) # c(va2), alors on distingue les possibilités suivantes pour ¢(vs,z).

36



3.4. La couronne voisinage de deux graphes

e Sic(vg2) # 3, alors il n’y a pas de couleur disponible pour le sommet uy, d’ott ¢(uz) = 6,
une contradiction que a < 5.

e Si ¢(va2) = 3, alors le sommet uy peut prendre la couleur 3, I'un des sommets vy y
et v1 2 peut prendre la couleur 2 et I'autre peut prendre la couleur 4, et I'un des sommets
v31 et vso peut prendre la couleur 2, mais il n'y a pas de couleur disponible pour I'autre
sommet, alors il peut prendre la couleur 6, une contradiction que a < 5.

Cas 1.2. Si c(vim) = 3, alors les sommets 5%72’1, 5},}72,1 peuvent recevoir des couleurs
de {2,4,5} tel que c(sy,,) # ¢(s3,,), alors les sommets qui peuvent prendre la couleur 2
sont ugs et vyo, et I'un des sommets u; et ug peut prendre une couleur de {4,5} tel que
c(u;) # c(s149,1) 7 c(s54,), mais il n’y a pas de couleur disponible pour 'autre sommet alors
il peut prendre la couleur 6, une contradiction que a < 5.

Cas 1.3. Sic(vy;,) = a, a € {4,5} et les sommets s},,, s3,, peuvent recevoir des
couleurs de {2,3} tel que c(sj,;) # ¢(s35,), alors les sommets qui peuvent prendre la
couleur 2 sont uy et vy9, et 'un des sommets u; et us peut prendre une couleur b tel que
b e {4,5}, b # a, mais il n’y a pas de couleur disponible pour l'autre sommet alors il peut
prendre la couleur 6, une contradiction que a < 5.

Cas 2. Sin =2, p > 4, alors dans ce cas le graphe F'SSD,,(P,% P,) contient un sous
graphe F'SSD(Py% Fy).

Cas 2.1. Sic(u1) = a, a € {2,3} et c(ug) =b, b € {2,3}, b # a, alors les sommets v; o,
v;4, 1 € {1,2} peuvent prendre la couleur b et les sommets v; 3 peuvent prendre la couleur
4, si a = 2 alors le sommet 3%7271 peut prendre la couleur 5 et le sommet 0%7172 peut prendre
la couleur 5, mais il n’y a pas de couleur disponible pour le sommet vy, donc ¢(vy ;) = 6,
une contradiction que a < 5.

Cas 2.2. ¢(u1) = ¢, c € {4,5,6} et c(ug) =d, d € {4,5,6}, d # c. Le sommet vy; a 2
voisins U%,1,2 et 3%72’1 qui sont par paire & distance 2 alors ils recoivent des couleurs différentes
de {2,3}, donc on a les possibilités suivantes:

® Sic(vy,,) =2 et c(si,,) =3, alors il n’y a pas de couleur disponible pour le sommet
V99 donc ¢(vy2) = 6.

o Sic(vyy,) = 3 et c(siyy) = 2, alors I'un des sommets vy1 et vyz peut prendre la

couleur 2, mais il n’y a pas de couleur disponible pour ’autre sommet, une contradiction.
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3.4. La couronne voisinage de deux graphes

Cas 2.3. c(u;) =a,i€{1,2},a€ {2,3} et c(u;) =b,j € {1,2}, j #ietbe {4,5,6}.
On distingue deux possibilités:

e Si c(uy) = 2, alors le sommet U%7172 peut prendre la couleur 2, mais il n'y a pas de
couleur disponible pour le sommet sj ,,, une contradiction.

e Si c(ug) = 2, alors le sommet 3%271 peut prendre la couleur 2 et le sommet 12%7172 peut
prendre la couleur, d’apres le Cas 2.2. on a une contradicton.

Cas 3. Sin > 3, p > 4, alors dans ce cas le graphe F'SSD,,(P,% P,) contient un sous
graphe F'SSD;(Ps;% Py), on distingue les cas suivants:

Cas 3.1. Sic(u1) = 2, c(uz) = 3 et c(ug) = 2, alors le sommet v3 ; , peut recevoir I'une
des couleurs de {2,3,.., 6} tel que c(vy,,) # c(v24) pour tout ¢ € {2,3,4}, et I'un des
sommets 1,1, 555, peut recevoir une couleurs de {3, ..., 6} tel que c(s],;) # c(s5q,) #
c(vg,4) pour tout ¢ € {2,3,4} mais il n’y a pas de couleur disponible pour I'autre sommet
alors il peut prendre la couleur 7, une contradiction.

Cas 3.2. Sic(u) =3, c(uz) = 2 et c(ug) = 3, alors les sommets v, V24 €t 51 5, peuvent
prendre la couleur 2 par c, et les sommets vj 3, U%,L% 352’1 peuvent prendre des couleurs
différentes par paire de {4,5,6} .D’ou les sommets v; , pour tout i € {2,3}, g € {1,2,3,4}
peuvent colorer par: la couleur 3 sur deux sommets de v; 4, ou ils sont par paire a distance 2,
d’ou les autres sommets peuvent prendre des couleurs différentes par paire de {4,5,6,7, ...},
une contradiction.

Cas 3.3. Sic(u1) = c(ug) = a, a € {2,3} et c(uz) = b, b € {4,5,6}, alors les sommets
Vg2, V24 peuvent prendre la couleur ¢ ou ¢ € {2,3}, ¢ # a, et le sommet vy 3 peut prendre la
couleur d ou d € {4,5,6}, d # b, si a = 2, le sommet U%,1,2 prend la couleur 2 et le sommet
5%72’1 prend la couleur 6, mais il n’y a pas de couleur disponible pour le sommet .9%7271 alors
c(s§7271) = 7, une contradiction. Si a = 3, le sommet 3%7271 prend la couleur 2 et le sommet
Ué’w prend la couleur 6, mais il n’y a pas de couleur disponible pour le sommet 5%72’1 alors
¢(s34,) = 7, une contradiction.

Cas 3.4. c(uz) = a, a € {2,3}, c(uy) = b, b € {4,5,6} et c(uz) = e, e € {4,5,6}, ou
e # b. Les sommets vg 9, v24 peuvent prendre la couleur a, et le sommet vy 3 peut prendre
la couleur ¢ o ¢ € {2,3},¢ # a, si a = 2, le sommet v}, , prend la couleur 2 et le sommet

1 . . ) . . 1
$12,1 prend la couleur 6, mais il n’y a pas de couleur disponible pour le sommet s3 , ; alors
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c(s349,) = 7, une contradiction. Si a = 3, le sommet 3%’271 prend la couleur 2 et le sommet
0571,2 prend la couleur 6, mais il n’y a pas de couleur disponible pour le sommet 3:1372,1 alors
¢(s35,) = 7, une contradiction.

Cas 3.5. Les sommets u, us et ug recoivent des couleurs différentes par paire de
{4,5,6} . Les sommets vy 2, U3 4 €t 5%72’1 peuvent prendre la couleur 2 par c et le sommet vy 3
peut prendre la couleur 3, il reste la couleur 7 pour colorer I'un des sommets v3; 5, 5151,
mais il n’y a pas de couleur disponible pour I’autre sommet, une contradiction que a < 7.

Par conséquence, nous déduisons que notre lemme est finalement prouvé.

Théoréme 3.4.1 Pour n>2,p>2etm>1,

(

4; sin=2, pe {23},
5 si(n>3, pe{2,3}) ou(n=2, p>4),
6; sine{3,4,5}, p>4,

| 7;8in2>6, p>4.
Preuve. Soit ¢ : V +— {1,2,...} une coloration sur le graphe F'SSD,,(P,% P,) et soit

c(ub,) = cfvh, ) = clsk, ) = 1. m

0T ,9,l

Cas 1. n=2,pe {2,3}.

Xp(FSSDy(Pok Fy)) =

Le graphe F'SSD,,(P,% P,) contient un sous graphe induit Cs, ou x,(Cs) = 4 et on
a X (FSSDy(PokP,)) > x,(Cs), donc x,(FSSD,(P.,%F,)) > 4. Ensuite, si p = 2
on peut utiliser la coloration suivante: c(uy) = 2, c(uz) = 3, c(vi1) = 3, c(v12) = 4,
c(vg1) =2, c(vgz) = 4. Si p = 3, alors on garde la méme coloration, sauf pour les sommets
vig, © € {1,2}, g € {1,2,3}, dans ce cas, c(vi1) = 2, c(vi2) =4, c(vi3) = 2, c(vg1) = 3,
c(va2) =4, c(va3) = 3, donc x,(FSSDy (P F,)) < 4. Dot x,(FSSD,(P.k F,)) = 4. La
Figure 3.4.1 fournit une coloration de packing du graphe F'SSD;(Py% P3).

2 3
Figure 3.4.1 : Une coloration de packing de F'SSD;(Py% Ps)
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Cas 2. (n>3,pe{2,3})ou(n=2,p>4).

Cas 2.1. n > 3, p € {2,3}, on commence par les sous graphe quand n = 3, p = 2 et
m=1,soit S = {u;, 1 <i<3}U{v,, 1<i0<3, 1< g <2} et soit ¢ une coloration de
packing optimale et on a diam(FSSD1(Ps% P,)) = 6, donc les couleurs qui peuvent étre
utilisées au plus deux fois sont: 2,3,4,5.

La coloration c assigne les couleurs 2, 3, 4, 5 au maximum de sommets possibles, si c(us) =
2 (resp. c(ug) = 3) alors | ¢1(2) NS |< 2 (resp. | ¢7}(3) NS |< 2), autrement, ¢ peut
attribuer la couleur 3 (resp. 2) au plus quatre fois | ¢71(3)NS |< 4 (resp. | ¢ H(2)NS |< 4),
et alors les sommets uy, us peuvent prendre la couleur 3 (resp. 2), I'un des sommets des
sommets de P, 5 peut prendre la couleur 2 (resp. 3) et I'autre prend la couleur 4, d’ou I'un
des sommets de P15, P52 prend la couleur 5. Par conséquence, x,(F'SSDi(Ps%FP,)) > 5 et
on a x,(FSSD,,(PykP,)) > x,(FSSD:(Ps%k P,)), alors x,(FSSD,,(P,%P,)) > 5.

Ensuite, on a si p = 2 alors la borne supérieure est donnée par la séquence suivante:
23, ... pour les sommets u;,¢ € {1,..., n} et la séquence 24342535 pour les sommets v; 4,
i€ {l,... n}, g€ {1,2}. Sip =3 alors on utilise la séquence 23, ... pour les sommets
w;, © € {1,..., n} et la séquence 242343252353 pour les sommets v; 4, i € {1,..., n}, g €
{1,2,3}.

Donc x,(F'SSDy, (P, % P,)) <5, dott x,(FSSD,, (P, % F,)) = 5. La Figure 3.4.2 fournit
une coloration de packing du graphe F'SSD;(P3% P,).

2 3 2
Figure 3.4.2 : Une coloration de packing de F'SSD;(Ps¥% Ps)

Cas 2.2. n=2,p>4  danscecas,sin =2, p=4et m=11legraphe F.SSD;(Px% P;)
contient un sous graphe induit Cg d’ott x,(F'SSD;(Pa%k Py)) > 4.

Pour montrer que ¢ n’est pas une coloration 4-packing dans F'SSD;(Ps% P;), on suppose
au contraire que ¢ étant une coloration 4-packing dans F'SSD;(Py% P;). Alors on distingue

les cas suivants:
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Cas 2.2.1. c(uy), c(us) € {2,3,4}.

o {c(uy), c(u2)} ={f, g} avec f,g € {2,3} et f # g. Pour les sommets v, ,, i € {1,2},
g € {1,2,3,4} on distingue deux possibilités, si c(u;) = f alors on utilise la séquence de
couleurs suivante : g¢,4, g, 5, si ¢(u;) = g, alors on utilise la séquence de couleurs suivante :
f, 4, f, 5, dans les deux possibilités, il suffit d’utiliser une autre couleur, ce qui donne une
contradiction avec la supposition que ¢ étant une coloration 4-packing .

o {c(u1), c(ug)} = {4, g} avec g € {2,3}. Pour les sommets v;,, i € {1,2}, g €
{1,2, 3,4} on distingue deux possibilités suivant les sommets u;, i € {1,2}, si ¢(u;) = 4 alors
on utilise la séquence suivante: 2,3,2,3, si c(u;) = g alors on utilise la séquence suivante:
f,4,f,6 avec f,g € {2,3} et f # g. Il y a une contradiction avec le fait que ¢ étant une
coloration 4-packing.

Cas 2.2.2. c(v;,) € {2,3,4}, i€ {1,2}, g € {1,2,3,4}.

Supposons que 7,9 =1 :

e Si c(v11) = {2,3}, alors pour colorer les sommets vy 2, v13, v14, On distingue deux
possibilités, si ¢(v1,1) = 2 alors on utilise par ordre les couleurs suivantes: 3,2, 3, sic(vy;) =3
alors on utilise les couleurs suivantes: 2, 3,2, et le sommet u; regoit la couleur 4 ce cas est
symétrique avec le Cas 2.2.1. Il y a une contradiction avec le fait que c étant une coloration
4-packing.

e Si ¢(vy1) = 4, alors pour colorer les sommets v; 2,713, v14 on utilise par ordre les
couleurs suivantes: 2, 3,2, et le sommet u; recoit la couleur 5, il y a une contradiction.

Par conséquence, x,(F'SSDi (P P,)) > 5 d'ot x,(FSSD,(P.ok F,)) > 5.

Pour la borne supérieure on peut utiliser la coloration suivante: c(u;) = 4, c¢(uz) =5 et
chaque chaine P; 4 coloré avec la séquence: 23,23, ..., donc x,(FSSD,,(P, % F,)) < 5.

Do x,(FSSD,,(P,%PF,)) = 5. La Figure 3.4.3 fournit une coloration de packing du
graphe F'SSD(Pyk Fy).

Figure 3.4.3 : Une coloration de packing de F'SSD;(Py% P;)
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Cas 3. n€ {3,4,5},p>4.
On prend le sous graphe F'SSD;(Ps% Py), soit S = {u;, 1 < i < 3} U {vy,

1 <i<3,1<g<4},siclu) =2 (resp. c(uz) = 3) alors | ¢71(2) NS |< 3 (resp.
| ¢71(3)NS |< 3). Autrement ¢ peut attribuer la couleur 3 et 2 au plus six fois, | ¢ *(2)NS |<
6 et| ¢71(3) NS |< 6, deux sommets de chaque chaine P, 4 peuvent prendre la couleur 2 et
les deux autres sommets peuvent prendre la couleur 3, et les sommets u;, i € {1,2,3}
peuvent prendre des couleurs différentes de {4,5,6} alors x,(F'SSD;(Ps% P;)) = 6, d’ou
Xp(FSSDm(Puk Py)) > x,(FSSD1(Ps% Py)) =6, Vn € {3,4,5} et p > 4.

Pour la borne supérieure, nous utilisons les couleurs 4,5,6 pour colorer les sommets
u; pour tout i € {1,2,3}, les couleurs 4,5,6,4 pour colorer les sommets u; pour tout i €
{1,2,3,4}, et les couleurs 4,5,6,4,5 pour colorer les sommets u; pour i € {1,2,3,4,5}. Et
nous utilisons la sequence 23, ... pour colorer chaque chemin P;,, p > 4. Donc x,(F'SSD,, (P, % F,))
< 6,dou x,(FSSDy,(P.,%P,)) = 6. La Figure 3.4.4 fournit une coloration de packing du
graphe F'SSD;(Ps%k Py).

Figure 3.4.4 : Une coloration de packing de F'SSD;(Ps% Py)

Cas 4. n>6,p>4.

On prend le sous graphe F'SSD;(Psk Py), et soit S = {u;, 1 <i <6} U {v; 4, 1<17<6,
1 < g <4}, silexistei € {1,..., 6} tel que c(u;) = 2 (resp. c(u;) = 3), alors | ¢ 1(2)NS |< 9
(resp. | ¢71(3) N S |< 9). Autrement ¢ peut attribuer la couleur 2 (resp. 3) au plus 12 fois,
| ¢c1(2) NS |< 12 (resp. | ¢71(3) NS |< 12), alors deux sommets de chaque chaine Py
peuvent prendre la couleur 2, les deux autres sommets peuvent prendre la couleur 3 et
les sommets u;, ¢ € {1,..., 6} peuvent prendre des couleurs différentes de {4,5,6, 7}, alors
Xp(FSSD1(Psk Py)) = 7, d’ou x,(FSSDy,(PykF,)) > x,(FSSD1(Psk Py)) = 7,Vn > 6
et p > 4.
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Pour la borne supérieure, nous utilisons la sequence 456457, ... pour les sommets u;,
i € {1,..., n} et 23,... pour chaque chemin P;,, p > 4. Donc x,(FSSD,,(P,%F,)) < 7,
d’ott x,(F'SSDy(Py% F,)) = 7. La Figure 3.4.5 fournit une coloration de packing du graphe
FSSD;(Psk Py).

Figure 3.4.5 : Une coloration de packing d’un graphe F'SSD;(Fs% Py)

3.4.2 Coloration de packing du graphe subdivisé super fini d’une

couronne voissinage d’un cycle et une chaine

Avant de déterminer le nombre de la coloration de packing du graphe C), % F,, on a besoin

du lemme suivant.

Lemme 3.4.2 Soientn > 3, p > 2 et m > 1 des entiers arbitraires. Alors pour toute

coloration a-packing ¢ du graphe FSSD,,(C,%P,) ot

a <5sin=0(mod4), p e {2,3}
a<T7si(n=0(mod4), p>4)ou(nzZ0(modd)etp>2), nd¢ {5711}
a<8sine {5711}, p>2

On a les cas suivants:

1. c¢(u;) # 1 pour tout i € {1,2, ..., n};
2. ¢(viy) # 1 pour tout i € {1,2,..., n} et g € {1,2,..., p}.

Preuve. Soient n > 3, p > 2 et m > 1 des entiers arbitraires, et soit ¢ une coloration

a-packing arbitraire de F'SSD,,(C, % P,). m
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1. Nous prouvons que c(u;) # 1 pour tout i € {1,..., n}.

Supposons que ¢(u;) = 1, (les autres cas sont similaire). Le graphe FSSD,,(C, % F,)
contient un sous graphe K. Le sommet u; a 6 voisins, et puisque diam(K;¢) = 2, alors
on a au moins 7 couleurs sans contenir les couleurs utilisées pour les autres sommets de ce
graphe, par conséquence la meilleure coloration est d’éviter 1'utilisation de la couleur 1 sur
les sommets u; pour tout i € {1,2,..., n}, d’ou ¢(u;) # 1 pour tout i € {1,2,..., n}.

2. Nous prouvons que c¢(v;4) # 1 pour tout 7 € {1,2,..., n} et g € {1,2, ..., p}.

Supposons le contraire que ¢(v; ;) = 1 pour certains i et g. Soit ¢(vo;) =1, si m > 2, le
sommet v5; a au moins 6 voisins qui sont par paire a distance 2, et puisque ¢(u;) # 1 pour
tout i € {1,2,..., n}, donc ¢ utilise au moins 7 couleurs sans contenir les couleurs utilisées
pour les sommets u;, une contradiction.

Si m = 1, puisque c(u;) # 1 pour tout i € {1,2,..., n}, alors pour chaque i €
{1,2, ..., n}, u; recoivent des couleurs différentes de {2,3, ..., a}, on distingue les cas suiv-
ants:

Cas 1. n = 0(mod4), p > 2.

Cas 1.1 n = 0(mod4), p € {2,3}.

Dans ce cas, le graphe F'SSD,,(C, % P,) contient un sous graphe F.SSD;(PykPs), si
c(vg1) = 1 d’apres le lemme 3.4.1, c utilise au moins 6 couleurs sans contenir les couleurs
utilisées pour les autres sommets ot n = 4, p = 2, une contradiction.

Cas 1.2. n = 0(mod4), p > 4.

Dans ce cas, le graphe F'SSD,,(C,% P,) contient un sous graphe F.SSD;(PykPy), si
c(vey) = 1 d’apres le lemme 3.4.1, ¢ utilise au moins 7 couleurs sans contenir les couleurs
utilisées pour les autres sommets ot n = 4, p = 4, une contradiction.

Cas 2. n 2 0(mod4), p > 2.

Cas 2.1. n 2 0(mod 4), p € {2,3}.

Dans ce cas, si ¢(vg1) = 1, le sommet v, ; a 3 voisins qui sont par paire & distance 2, alors
peuvent prendre des couleurs différentes par paire de {2,3,4}, donc les sommets u;, ug et
V9,9 peuvent prendre des couleurs différentes par paire de {5,6, 7}, d’ou ¢ utilise au moins 7
couleurs sans contenir les couleurs utilisées pour les autres sommets, une contradiction.

Cas 2.2. n 2 0(mod4), p > 4.
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Ce cas est symétrique avec le Cas 1.2. c utilise au moins 7 couleurs sans contenir les
couleurs utilisées pour les autres sommets, une contradiction.

Par conséquence, nous déduisons que notre lemme est finalement prouvé.

Théoréme 3.4.2 Soientn >3, p > 2 et m > 1 des entiers arbitraires. Alors

(

; sin = 0(mod4), p € {2,3},

;sin=3,p>2,

; si(n=0(mod4), p>4)ou (n 2 0(modd) et p>2), né¢ {5711},
;sine {5,711}, p> 2.

\ Y

5
6
Xp(FSSDm(Cn*Pp)) = -
8

Preuve. Soient n > 3, p > 2 et m > 1 des entiers arbitraires. Et soit c(uf;) = c(vf, ) =
c(sp)=1 m

Cas 1. n = 0(mod4), p € {2,3}.

Dans ce cas, le graphe F'SSD,,(C,, % P,) contient un sous graphe induit F'SSD;(Pyk P,),
et on a d’apres le théoréme x,(FSSD,(PykP)) = 5, et puisque x,(FSSD,,(Cok F,)) >
Xp(F'SSD1(Pyk P,)), alors

Xp(FSSDm(Crk Py)) > 5.

Pour la borne supérieure, si p = 2, alors pour les sommets u;, i € {1,...,n}, nous
utilisons la séquence des couleurs 23, ..... Pour les sommets v; 4, i € {1,..., n}, g € {1,2},
nous utilisons la séquence 24342535, ..... Dot x,(FSSDy(Crk Fy)) < 5. Si p = 3, alors
nous utilisons la méme séquence pour les sommets u;, i € {1,..., n}, pour v; g4, i € {1, ..., n}
et g € {1,2,3}, nous utilisons la séquence 242343252353, ... D’ot x,(FSSD,,(C, %k P,)) < 5.

Par conséquence, x,(FSSD,,(C,%F,)) = 5. La Figure 3.4.6 fournit une coloration de

packing du graphe F'SSD,,(Cyk P,).
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Figure 3.4.6 : Une coloration de packing de F'SSD,,(Cyk P,)

Cas 2. n=3,p>2.

Dans ce cas, le graphe C5 est isomorphe a K3 donc F'SSD,,(Cs% P,) est isomorphe a
FSSD,,(K3¥% P,) pour tout p > 2 et m > 1, et donc d’apres le Théoreme 2.5.1, x,(F'SSD,,,(C3% F,))
= X,(FSSD;,(K3% P,)) =n+3 = 6, ce qui donne le résultat.

La Figure 3.4.7 fournit une coloration de packing du graphe F'SSDy(Cs% P,).

2 é :

S5 e=o

Figure 3.4.7 : Une coloration de packing de F'SSDy(Cs% Py)

Cas 3. (n =2 0(mod4), p > 4) ou (n 2 0(mod4), p>2),n¢{57,11}.

Cas 3.1. n = 0(mod4), p > 4.

Dans ce cas, le graphe F'SSD,,,(C,% P,) contient un sous graphe F'SSD;(Py% F,). Soit
Uy, Ug, us, ug la chaine d’un sous graphe de FSSD,,(C,%F,). Supposons que c(u;) =
c(ug) = 2 et c(ug) = c(uy) = 3 ( les autres cas sont similaires). Soit us un sommet tel
que: c(ug) = 2, alors les sommets vy 4, g € {1,2,3,4} peuvent étre colorés comme suit:
c(v11) =3, c(v12) =4, c(v13) = 3 et ¢(v1.4) = 5 (les autres cas sont similaires). On prend la

chaine V31, U3 2, U33, U3 4, Ol & dFSSDm(Cn*P4)({Ul,1, V1,2, V1,3, U1,4}, {113,17173,2, U3,3,Ug,4}) <4,
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la couleur 3 ne peut étre utilisée que deux fois sur cette chaine et autres nouvelles couleurs
sont utilisées, par conséquence x,(F'SSD,,(C, %k F,)) > 7.

Si la couleur 2 n’est pas utilisée sur les sommets u;, i € {1, ..., n}, alors on aurra au moins
cing couleurs, soit ¢(uy) = c(uz) = 3, c(uz) = 4 et c(ug) =5 (les autres cas sont similaires).
Pour les sommets v; 4, i € {1,2,3,4}, g € {1,2}, c(vi1) = 2, c(vi2) = 2, c(v21) = 2,
c(va2) = 6, c(v31) = 2, c(v32) = 3, c(v4,1) = 2 et c(vg2) = 7. Alors x,(FSSDy,(Ck Fp)) >
7.

Pour la borne supérieure, nous utilisons la séquence des couleurs 4567, ..... pour les
sommets u;, i € {1,..., n}, et pour les sommets v; ,, i € {1,..., n} et g € {1,..., p}, nous
utilisons la séquence 23, ..... D’ot, x,(FSSD,(Ck F,)) < 7.

Par conséquence, x,(F'SSD,,(C,% P,)) = 7. La Figure 3.4.8 fournit une coloration de
packing du graphe F'SSDy(Csk Ps).

Figure 3.4.8 : Une coloration de packing de F'SSDy(Cg¥k Ps)

Cas 3.2. n 20(mod4),p>2,n¢ {57,11}.

Supposons que les couleurs 2 et 3 sont utilisées sur les sommets wu;, i € {1, ..., n}. Soit
Uy, Uz, U3, Ug, Us, Ug les sommets d'un cycle C,, d’un sous graphe de F'SSD,,(C,, % P,), alors
les sommets peuvent étre colorés par la séquence: 23, 23,23, les sommets v; 4, i € {1, ..., 6},
g € {1,2} peuvent étre colorés comme suit: c(vy1) = 2, c¢(vi1a) =4, c¢(v21) = 3, c(v22) = 4,
c(vs1) = 2, c(vsa) = 5, c(vay) = 3, c(va2) = 5, c(vs1) = 2, c(vs2) = 6, c(ve1) = 3 et
c(ve2) = 7, donc x,(FSSD,,(C,k P,)) > 7. Si la couleur 2 (resp. 3) n’est pas utilisée sur
les sommets u;, i € {1,..., n}, alors on peut utiliser la coloration suivante: ¢(u1) = c(ugz) =

c(us) = 3, c(uz) = 4, c(ug) =5 et c(ug) = 6 (les autres cas sont simulaires). Les sommets
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Vig, © € {1,..., 6}, g € {1,2} peuvent étre colorés comme suit: c(vi1) = 2, c(v12) = 4,
c(va1) = 3, c(vap) = 4, c(vs1) = 2, c(vs2) = b, c(va1) = 3, c(va2) = 5, c(vs1) = 2,
c(vs2) = 6, c(vs1) = 3 et c(vg2) =7, donc x,(FSSDy,(Crk P,)) > 7.

Pour la borne supérieure, nous utilisons la séquence des couleurs 23, ... pour les sommets
vig, © € {1,..., n} et g € {1,..., p}, et pour les sommets w;, ¢ € {1,..., n}, nous utilisons
la coloration suivante:

e Sin = 0(mod6), alors nous utilisons le motif de couleurs 456457.

e Sin = 1(mod 6), alors nous commencons la coloration des sommets avec 7546574567456,
et nous répetons le motif 457456, si n = 13 alors le bloc répété est omis.

e Sin = 2(mod6), alors nous utilisons le motif de couleurs 75465745674564 et nous
répetons le motif 754654.

e Si n = 3(mod 6), alors nous commencons la coloration des sommets avec les couleurs
4567, et nous répetons le bloc 456457 et nous terminons par 45675, le bloc répété est omis
dans le cas oun = 9.

e Sin = 4(mod 6), alors nous répétons la séquence des couleurs 456457, et nous terminons
par 4567.

e Si n = 5(mod 6), alors nous commengcons la coloration avec le motif 754657456, et nous
répétons le bloc 457456 et nous terminons par 75467546.

Donc x,(F'SSD,,(C,k P,)) < 7.

Par conséquence, x,(F'SSD,,(C,%P,)) = 7. La Figure 3.4.9 fournit une coloration de
packing du graphe F'SSD;(Csk Ps).

3 2

Figure 3.4.9 : Une coloration de packing de F'SSD;(Csk Pz)
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Cas 4. n € {5,7,11}

Supposons que les couleurs 2 et 3 sont utilisées sur les sommets u;, i € {1,..., n}.
Soit uy, ug, us, ug, us les sommets du cycle C,, dans le sous graphe de F'SSD,,(C,, % P,).
Soit uz un sommet de F'SSD,,(C, % F,) tel que: c(u3) = 4, alors immédiatement c(u;) =
c(ug) = 2 et c(ug) = c(us) = 3 (les autres cas sont similaires). Alors les sommets v; 4, @ €
{2,3,4,5}, g € {1,2} peuvent étre colorés comme suit: ¢(va;) = 3, ¢(va2) =5, c(vs1) =5,
c(vs2) = 6, c(va1) = 2, c(vaz) =7, c(vs1) = 3 et c(vs2) = 8, donc x,(FSSD,(Ck F,)) >
8. Si la couleur 2 n’est pas utilisée sur les sommets wu;, i € {1,..., n}, alors nous avons
Xp(FSSDy(Cok Py)) > 5. En effet, soit le sommet uy tel que: c(uz) = 4, alors c(u;) =

c(uz) = 3 et c(ug) = 5, c(us) = 6 (les autres cas sont similaires). Les sommets v; 4, ¢

M m

{2,3,4,5}, g € {1,2} peuvent étre colorés comme suit: c¢(vy1) = 2, c(va2) =7, c(vs1) =
c(vs2) = 3, c(va1) = 2, c(va2) = 4, c(vs1) = 2 et c(vs2) = 8. Donc x,(FSSD,(Ck Fp)) >
8.

Pour la borne supérieure, nous utilisons la séquence des couleurs 23, ... pour les sommets
vig, 1 € {1,..., n} et g € {1,..., p}, et pour les sommets u;, i € {1,..., n}, nous utilisons
la coloration suivante:

e Si n =5, alors nous utilisons le motif de couleurs 45678.

e Si n =7, alors nous utilisons le motif de couleurs 4564578.

e Si n = 11, alors nous utilisons le motif de couleurs 75465745648.

Donc x,(FSSD,,(C,k Py)) < 8.

Par conséquence, x,(F'SSD,,(C,% F,)) = 8. La Figure 3.4.10 fournit une coloration de
packing du graphe F'SSD;(Crk Py).
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Figure 3.4.10 : Une coloration de packing de F'SSD;(Crk Pz)

3.4.3 Coloration de packing de la couronne voisinage d’un graphe

complet avec une chaine

Théoréme 3.4.3 Pour tout n > 3 et p > 2,

n—+ n% + 1; si p est pair,

X, (Knk F,) =
! n@ +1; si p est impair.
Preuve. Pour montrer la borne inferieure,on note par u; ; ¢ € {1, 2,..., n} les sommets

de K, P;, la chaine correspondante a chaque u;. Notons par ¢ une coloration de packing
optimale du graphe (K,%P,). Soit S = {u;; 1 <i<n} U{v;1<i<n, 1<g<p}
Puisque le graphe (K, % F,) est de diamétre 2, alors la seule couleur utilisée deux fois ou
plus est 1 et comme c est une coloration de packing optimale de ce graphe, elle assigne la
couleur 1 au maximum sommets possibles. S’il existe i € {1, 2,..., n} tel que c(u;) =1,
P (1) N S| =L +1 (resp (ZLI) +1) si p est pair (vesp. p est impair), alors x (K, Pp,) =
(n+np)—[(5+1]+1=n+ns—L (resp. n+np— (1)) si p est pair (resp. p est
impair). Autrement ¢ peut attribuer la couleur 1 seulement au sommets de P, tel que:
|7t (1) N S| = nL (vesp. anﬂ)) si p est pair (resp. si p est imapair), alors x (K, %P,) =
(n+mnp) — (n¥)+1=n+n% +1 (resp. n@ + 1) si p est pair (resp. si p est imapair).

Par conséquence c est optimale si c(u;) #1. m

Alors, Xp(Kn*Pp) >n+ ng + 1 si p est pair, ou Xp(Kn*Pp) > n(Pgl) + 1 si p est impair.
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Pour montrer la borne supérieure, on forme la coloration suivante: on colore les g (resp.

Pt1

~—) sommets de P;, si p est pair (resp. p est impair) avec la couleur 1 et les sommets

qui reste avec des couleurs differentes de {2,4,...}. Alors,

X, (Knk ) <n+ n% + 1 si p est pair, ou x (K, %F) < nL;l) + 1 si p est impair.

et notre théoréme est prouvé. La Figure 3.4.11 fournit une coloration de packing du

graphe K % Ps.

Figure 3.4.11 : Une coloration de packing de K % P,

3.5 La couronne de deux graphes

3.5.1 Coloration de packing de la couronne d’un graphe complet

avec une chaine

Théoréme 3.5.1 Pour toutn > 3 et p > 2,

P . .
ny +2 st p est pair,
Xp(Kn ©F)= 12;,71 , . .
n—-+2 st p est impair.
preuve Pour montrer la borne inférieure, on note par u;; i € {1, 2,..., n} les sommets de

K,, P;, la chaine correspondante a chaque u;. Notons par ¢ une coloration de packing
optimale du graphe (K,,®P,). Soit A = {u;; 1 <i <n}U{v;,; 1 <i<n, 1<g<p}

Puisque le graphe (K, ® P,) est de diamétre 3, alors les couleurs utilisées deux fois ou
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plus sont 1 et 2 et comme ¢ est une coloration de packing optimale de ce graphe, elle

assigne les couleurs 1 et 2 au maximum sommets possibles.

Premiérement, s'il existe i € {1, 2,..., n} tel que c¢(u;) = 1, alors |[¢} (1) N A| = (n —
DL +1 (resp. (n— 1)~ (PH) +1) si p est pair (resp. si p est impair), et [c™! (2) N A| =n (un
sommet de chaque P, ) et donc x (K,©F,) = (n+np)—[(n—-1)E+1+n]+2=nL+L+1
(resp. ni=1 )+ (P+3)) si p est pair (resp. p est impair). Autrement ¢ peut attribuer la couleur

(P+1 )) si p est pair (resp.

1 seulement au sommets de P, tel que: |¢™* (1) N A| = nL (resp. n
si p est imapair) et donc x (K, ® F,) = (n+np) — (nE+n)+2=nL +2 (resp. n( D4 9)
si p est pair (resp. si p est imapair). Par conséquence c est optimale si c(u;) # 1.

D’autre part, 8'il existe i € {1,..., n} tel que c(u;) =2, [¢" (2) N A] = 1, alors x, (K, ©

PH) + 1) si p est pair (resp. p est

P)=m+np)—(nE+1)+2=n(5+1)+1 (resp. sy
impair). Autrement ¢ peut attribuer la couleur 2n fois, d’ou : x (K, ® F,) = n% + 2 (resp.
n@ +2) si p est pair (resp. si p est imapair). Par conséquence c est optimale si ¢(u;) # 2.

Alors, x (K, © By) > n + 2 si p est pair, ou x, (K, ® F,) > n— + 2 si p est impair.

Pour montrer la borne supérieure, on forme la coloration suivante, on colore les £ 5 (resp.

P+1

3 ) sommets de P, si p est pair (resp. p est impair) avec la couleur 1 et un sommet

de chaque P, avec la couleur 2 et les sommets restants avec des couleurs differentes de
{3,4,...}. Par conséquence,

X, (Kn © F) < nf +2sip est pair, ou x (K, ® F,) < nfl +2si p est impair.

D’ou le résultat .

La Figure 3.5.1 fournit une coloration de packing du graphe Kz ® P;.
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Figure 3.5.1 : Une coloration de packing de K¢ ® P,

3.5.2 Coloration de packing d’un graphe subdivisé super fini de

la couronne d’un graphe complet et une chaine

Pour déterminer le nombre x (FSSD,, (K, ® F,)), on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.5.1 Soientn > 3, p > 2 et m > 1 des entiers arbitraires. Alors, pour toute

coloration a-packing ¢ du graphe F'SSD,, (K, ® P,), ota <n+ 3, on a les cas suivants :
1. c(u;) # 1 pour tout i € {1,2,..., n}.
2. c(vig) # 1 pour touti € {1,2,..., n} et g € {1,2,..., p}.

Preuve. Soient n > 3, p > 1 et m > 1 des entiers arbitraires et soit ¢ une coloration
a-packing du graphe F'SSD,, (K, ® Py),ota<n+3. m

1. Nous prouvons que c¢(u;) # 1 pour tout i € {1,2,..., n}. Supposons le contraire que
c(u;) = 1 pour certain i € {1,2,..., n}. Soit i = 1, notons que u; a m(n — 1) + mp voisins,
puisque m > 1 et p > 2 donc u; a au moins n + 1 voisins qui sont par paire a distance 2.

Alors c utilise des couleurs différentes de {2, ..., n + 2} sur ces voisins.
().

i3 4,7 €1{2,...,n},i# j prend la couleur 2, alors I'un

Cas 1. Sil’'un des sommets de u
des sommets Uﬂ?; g €{1,2,..., p} peut prendre la couleur 2, mais il n’y a pas des couleurs
disponibles pour les autres sommets. Donc ¢ utilise au moins n +2 + 1+ 1 =n + 4, une

contradiction.

53



3.5. La couronne de deux graphes

Cas 2. Si I'un des sommets de sg’ff,g, g€ {1,2,..., p} prend la couleur 2, alors il n'y a
des couleurs disponibles pour les sommets vgﬁg); g € {1,2,..., p}. Donc ¢ utilise au moins

n+2+1+2=n+5, une contradiction.

2. Nous prouvons que c(v;,) # 1 pour tout ¢ € {1,2,..., n} et g € {1,2,..., p}.
Supposons que ¢(vy;) = 1, le sommet v;; a au moins deux voisins v},w et 5%71’1. On
distingue les cas suivants:

Cas 1. Sic(v];,) =2 et c(s1,,) = 3, alors 'un des sommets u;, i € {1,2,..., n} peut
prendre la couleur 2 et les autres sommets peuvent prendre des couleurs différentes par paire
de {4,..., n+ 2}. Donc c utilise au moins n + 2+ 1 + 2 = n + 5, une contradiction.

Cas 2. Sic(vi,,) =a, a € {3,4} et (s, ,) = 2, alors deux sommets de u;, i € {2,...,
n} peut prendre la couleur 2 et a et les sommets restants de K, peuvent prendre des
couleurs différentes de {a + 1,..., n+ 1}. Donc ¢ utilise au moins n + 1+ 1+ 2 = n + 4,
une contradiction.

D’oul le lemme est prouvé.
Théoréme 3.5.2 Sin >3, p>2etm > 1, alors
X (FSSD (K, © P,)) =n+ 3.

Preuve. Afin de montrer que x,(F'SSD,, (K, ® P,)) <n+ 3 pour tout n >3, p > 1et
m > 1, on forme une coloration (n + 3)-packing de F'SSD,,(K, ® P,). Premiérement, on
colore les sommets u} ;, vﬁgﬁ et si;, pour tout i, j € {1, 2,...,n}, i # j, g, h € {1, 2,..., p},
g# hetke{l, .. m}, avecla couleur 1. Alors les sommets non colorés, qui correspondent
aux sommets de V' (P,,), i € {1, 2,..., n} sont colorés I'un aprés l'autre avec la séquence
de couleurs suivante: 2, 3, 2, 3,.... Finalement, on colore les sommets uq, us,..., u, avec n
nouvelles couleurs. I est facile de vérifier que la coloration de packing du graphe donné est
égale an+3 et donc x ,(FSSD,,(K,®PF,)) < n+3. Ensuite, prouvons que X ,(F'SSD,,(K,®
P,)) > n+ 3 pour tout n > 3, p > 1 et m > 1. Premiérement, on considére le sous graphe
FSSD, (K, ® Py), ou m > 3 et m > 1 sont des entiers arbitraires. Notons par ¢ une
coloration de packing optimale de ce graphe. Notons que c est une coloration a-packing, ot

a < n+3. En utilisant le Lemme 3.5.1, nous en déduisons que ¢ (u;) # 1 et ¢ (v;4) # 1 pour

touti € {1, 2,....,ntetge {1,2} Soit A={u;; 1 <i<njU{v;1<i<n, 1<g<2}
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Notons que tous les sommets de V(F'SSD,, (K, ® P2))\ A regoivent la couleur 1 par ¢ et tous
les sommets de A regoivent des couleurs de {2, 3,..., a} par c. Puisque les sommets de A
sont par paire & distance au plus 6, nous avons: |c¢™! (i) N A| = 1 pour tout i € {6, 7, ..., a}.
En d’autres termes, pour chaque couleur i € {6, 7, ..., a}, il n’y a qu’un seul sommet de A,
coloré par i. Alors, puisque ¢ est une coloration de packing optimale de F.SSD,,(K, ©® P,),

elle assigne les couleurs 2, 3, 4 et 5 au maximum de sommets possibles. m

Cas 1 S'ilexistei € {1, 2,..., n} tel que ¢ (u;) = 2 (vesp. ¢ (u;) = 3 ), alors [ (2) N Al <n
(resp. [c7'(B)NA] < m) et vf, =2 (i #j) vy = 3 et v, =4 et les autres
sommets de K, peuvent recoivent les couleurs {5,6,..., a} une seule fois et alors,
X,(FSSDp (K, ® P2)) > n+3.Sinon, ¢ peut attribuer la couleur 2 (resp. 3) a au plus
n sommets (un sommet de chaque P, peut étre coloré avec la couleur 2 et autre avec

la couleur 3) et les sommets de K,, peuvent recevoir les couleurs {4, 5, ..., a} une seule

fois et alors, x,(F'SSDp (K, © P2)) > n+ 3.

Cas 2 S'ilexiste: € {1, 2,..., n} tel que ¢ (u;) = 4 (resp. ¢ (u;) =5), alors [c™1 (4) N Al <1
(resp. |c7' (5) N A| < 1). Autrement ¢ peut attribuer la couleur 4 (resp. 5) & au plus
n sommets (un sommet de chaque P, peut étre coloré avec la couleur 4), qui est
supérieure a 1. Par conséquent, ¢ (u;) # 4 et ¢(u;) # 5, et rappelons que ¢ (u;) # 1
d’apres le Lemme 3.5.1 pour tout i € {1, 2,..., n} et les sommets de K, peuvent
recevoir les couleurs {2,3,6,7, ..., a} une seule fois, ce qui implique que ¢ utilise au

moins n + 3 couleurs. Par conséquent, x ,(F'SSD,, (K, ® P,)) > n+ 3.

Cas 3 S'il existe 4,j € {1,..., n} tel que c(u;) = 2, c(u;) = 4, alors dans ce cas ¢ peut
attribuer les couleurs 3 et 5 a chaque P, et les couleurs de {6, 7, ...} au autres sommets

de A. Par conséquence x,(F'SSD,, (K, ® P,)) > n+ 3.

Cas 4 S'il existe 7,5 € {1,..., n} tel que c(u;) = 3, c(u;) = 4, alors ¢ peut attribuer les
couleurs 2 et 5 & chaque P, et les couleurs de {6,7,...} au autres sommets de A. Par

conséquence X ,(F'SSDy, (K, © P)) > n+ 3.

cas 6 S'il existe i,j € {1,....,n} tel que ¢(u;) = 2, c¢(u;) = 5, alors dans ce cas ¢ peut
attribuer les couleurs 3 et 4 a chaque P, et les couleurs de {6, 7, ...} au autres sommets

de A. Par conséquence x,(FSSD,,(K, ® P,)) > n+ 3.
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cas 7 Sl existe 1,5 € {1,...,n} tel que ¢(u;) = 3, ¢(u;) = 5, alors dans ce cas ¢ peut
attribuer les couleurs 2 et 4 a chaque P, et les couleurs de {6, 7, ...} au autres sommets

de A. Par conséquence x,(FSSD,,(K, ® P,)) > n+ 3.

De plus, puisque x,(F'SSD,, (K, © P,)), m > 1, n > 3, p > 2, contient un sous-graphe
isomorphe a F'SSD,,(K, ® P,), XP(FSSDm(Kn ®P,)) > FSSD,, (K, ®P,) > n+3, ce qui

complete la preuve.

La Figure 3.5.2 fournit une coloration de packing du graphe F'SSD,, (K, ® Ps).

Figure 3.5.2 : Une coloration de packing d'un graphe F'SSD,,(K4s® P3)
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéréssés principalement a 1’étude du probléme de
la coloration de packing qui a été introduit par Goddard et al. [19] . On a commencé
dans le premier chapitre par rappeler quelques notions de base sur la théorie des graphes et
dans le deuxiéme chapitre par les différents résultats & propos de la coloration de packing,
notamment les résultats trouvés par Goddard et al. [4]. Le chapitre 3 porte sur notre
étude de la coloration de packing. Nos contributions relatives a ce chapitre concerne d’une
part la détermination du nombre chromatique de packing de certains graphes. Dans ce
contexte, nous avons obtenu les valeurs exactes du nombre chromatique de packing du
graphe puissance des graphes: étoile, graphe biparti complet et d’un arbre & diamétre 3 et 4.
Nous avons donné aussi la borne inférieure du nombre chromatique de packing d’un graphe
puissance de cycle. D’autre part, nous avons déterminé le nombre chromatique de packing
des graphes subdivisés super finis d’'une couronne voisinage de deux graphes : chaine avec
une chaine F'SSD,,,(P,% P,) et cycle avec une chaine F'SSD,,(C, % F,). Ensuite, nous avons
déterminé la valeur exacte du nombre chromatique de packing d’une couronne voisinage des
deux graphes K, % F,, et d’'une couronne d’un graphe complet avec une chaine K, ©® P,
et pour la couronne voisinage d’un graphe complet par une chaine K, % F,. On a terminé
ce mémoire par la détermination du nombre chromatique de packing du graphe subdivisé
super fini d’une couronne d’un graphe complet avec une chaine F'SSD,, (K, ® F,).

Finalement, parmi de nombreux problémes ouverts soulevés par notre étude initiale de
la coloration de packing, les suivants problémes présentent un intérét particulier pour les
chercheurs.

e Détermination des nombres x (S'(G)) et x, (Cr(H)) pour d’autres graphes G et H

quelconques.

57



3.5. La couronne de deux graphes

e Détermination des nombres x (G © H) et x (F'SSD,,(G ® H)) pour d’autres graphes
G et H quelconques.

e Détermination des nombres x,(Gk H) et x (FSSD,,(G%H)) pour d’autres graphes
G et H quelconques.

e Détermination des nombres x,(G”) pour d’autre graphe G quelconque et pour p > 2.

e Détermination des nombres x, (K, + P;) pour tout n > 1 et k > 1.
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