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Résumé

Dans ce travail, nous étudierons le théorème de point fixe lié au principe de

contraction de Banach sur une classe d’espaces métriques généralisés, c’est -à-dire des es-

paces métriques où l’inégalité triangulaire est remplacée par inégalité rectangulaire. Nous

avons démontré des généralisations de Banach et soutenu ces résultats avec des exemples.

Nous avons donné également quelques notions essentielles et quelques théorèmes de point

fixe dans un espace métrique, aussi appliquer le principe de contraction de Banach aux

quelques types d’équations intégrales et au problème de Cauchy Lipschitz.

Mots clés :

Espace métrique, contraction de Banach, espace métrique généralisé, θ -contraction.
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Abstract

In this work, we will study the fixed point theorem related to Banach contraction prin-

ciple on a class of generalized metric spaces, that is, metric spaces where the triangular in-

equality is replaced by a rectangular inequality. We have demonstrated generalizations of

Banach and supported these results with examples.

We have also given some essential notions and some theorems of fixed point in a metric

space, also apply the principle of contraction of Banach to some types of integral equa-

tions and to the problem of Cauchy Lipschitz.

Keywords : Metric spaces, Banach contraction, generalized metric space,θ -contraction.
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Notations

Les notations, symboles et abréviations les plus fréquemment utilisés sont répertoriés

ci-dessous.

N L’ensemble des entiers naturels.

R L’ensemble des nombres réels.

R+ L’ensemble des nombres réels positifs.

Z+ L’ensemble de tout les entiers non negatifs.

(X , d ) Désigne un espace métrique où d est la distance associée.

d (x , y ) La distance entre x et y .

(E ,τ) Désigne un espace topologique.

Rn L’espace Euclidien de dimension n .

R2 L’espace Euclidien de dimension 2.

C ([0, 1],R) L’ensemble des fonctions continues de [0, 1] dans R.

‖.‖ La norme sur l’espace de Banach.

∅ l’ensemble vide.
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Introduction générale

Au cours des dernières années, la théorie du point fixe est devenue l’un des outils les

plus importants pour résoudre certains problèmes dans divers domaines comme dans l’ana-

lyse non linéaire, la physique, la biologie, la chimie, l’ingénierie, l’économe et la théorie des

jeux. Banach a énoncé par le mathématicien polonais Stefan Banach en 1922 [2], a fourni

le premier théorème du point fixe dans les espaces métriques et établi L’existence et l’uni-

cité du point fixe du contraction dans un espace métrique dans lui- même, ce théorème

est connu sous le nom principe de l’application contractante[2], ce principe stipule que, si

(X , d ) est un espace métrique complet et T : X −→ X est une application de contraction

(c’est-à-dire que d (T (x ), T (y ))≤λd (x , y )pour tout x , y ∈ X oùλ ∈ (0, 1)) alors T a un point

fixe unique. Banach est résolution des équations intégrales, les équations différentielles, et

convergence de certaines méthodes numériques comme celle de Newton pour la résolu-

tion d’équation non linéaire.

En 2000, Branciari [5], a introduit le concept d’espaces métriques généralisés, où l’inéga-

lité triangulaire est remplacée par l’inégalité d (x , y )≤ d (x , u ) +d (u , v ) +d (v, y ) pour tous

x , y , u , v ∈ X . Divers résultats de point fixe on été établis sur de tels espaces voir [3, 12, 22,

23, 31, 32, 34].

Plusieurs auteurs ont généralisé le principe de contraction de Banach [2] en introduisant

les différentes contractions sur les espaces métriques. L’une de ces généralisations a été

donnée par Jleli et Samet[18].

Après les travaux de Banach, il y a eu de nombreux essais pour améliorer et généraliser le

problème d’existence et d’unicité comme :

Edelstein dans l’année 1962 [15] a prouvé la version du principe de contraction de Banach.

De plus en 1968 Kannan [11, 21, 27] à garantie L’existence et l’unicité du point fixe pour les

applications non-continue, ce théorème est le plus simple et le plus connu, en 1971 Chat-

terjea [7] obtenu la variante du théorème de Kannan.

Aussi, on trouve d’autres travaux importants comme Reich[28], Ćirić[10], Matkowski.

En 1976, Caristi [6] a obtenu, à l’aide de l’induction transfinie, un théorème de point fixe

qui, contrairement au théorème de Banach.

l’objectif de ce travail est l’étude des quelques généralisations du théorème de point fixe de

Banach et leurs applications dans les espaces métriques généralisés .
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TABLE DES MATIÈRES

Dans ce cadre nous avons conçu notre travail qui regroupe en plus d’une introduction,

conclusion et trois chapitres.

chapitre 1 Sera consacré à quelques définitions et quelques notions qui sont indispen-

sable pour le reste de notre travail.

chapitre 2 Contient des Théorèmes de point fixe dans un espace métrique comme prin-

cipe de contraction de Banach, Picard à paramètres, Kannan, Chatterjea, Reich, Ći-

rić, Matkowski et Caristi, et quelques applications (Cauchy-Lipschitz et les équa-

tions intégrales).

chapitre 3 l’essentiel de notre étude se situe dans cet chapitre . Nous allons définir l’es-

pace métrique généralisé et prouver quelques nouveau théorèmes de point fixe sur

ces espaces et donner des exemples.

L’importance de ce chapitre, pour montrer l’amélioration de notre résultat par rap-

port au résultat classique, est l’application de point fixe pour résoudre quelques pro-

blèmes dans plusieurs domaine comme les équations intégrales non linéaires.

Ce mémoire est clôtorée par une bibliographie.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit des définitions, notations, lemmes et quelques théo-

rèmes qui sont utilisés le long de ce mémoire voir [2, 4, 9, 16, 26, 33].

1.1 Espace métrique

Définition 1 (Distance) [2] Soit X un ensemble non vide. On appelle une distance

(ou métrique) sur X , toute application d : X × X −→ R+ tel que, pour tout x , y et z ∈ X on

ait :

1. d (x , y ) = 0⇔ x = y

2. d (x , y ) = d (y , x ) (symétrie)

3. d (x , z )≤ d (x , y ) +d (y , z ) (inégalité triangulaire)

On appelle le couple (X , d ) un espace métrique.

Exemple 1 : Pour tous x , y ∈R, l’application définie par

d (x , y ) = |x − y |

est une métrique et elle s’appelle la métrique usuelle. L’espace (R, d ) est un espace

métrique.

Exemple 2 : Soit la distance définie par : d (x , y ) =











1 si x 6= y

0 si x = y

Elle s’appelle la distance discrète sur X . L’espace (X , d ) est un espace métrique.

Exemple 3 : L’ensemble des nombre réels Rmuni de la distance

d (u , v ) =
|u − v |

1+ |u − v |
,∀u , v ∈R

1



1.1. ESPACE MÉTRIQUE

est un espace métrique.

En effet

1) d (u , v ) = 0⇐⇒
|u − v |

1+ |u − v |
= 0⇐⇒ |u − v |= 0 et 1+ |u − v | 6= 0⇐⇒

u = v, ∀u , v ∈R.

2) d (u , v ) =
|u − v |

1+ |u − v |
=
| − (v −u )|

1+ | − (v −u )|
=
|v −u |

1+ |v −u |
= d (v, u ), ∀u , v ∈R.

3) d (u , v ) =
|u − v |

1+ |u − v |
=
|u −w +w − v |

1+ |u −w +w − v |
≤
|u −w |

1+ |u −w |
+
|w − v |

1+ |w − v |
,

∀u , w , v ∈R.

Distances équivalentes

Pour comparer les structures topologiques définies par deux métriques différentes, on

introduit la notation d’équivalence entre deux distances.

Définition 2 (Métriques équivalente) Deux distances d1et d2 sur X sont équivalentes s’il

existe deux constantes K1, K2 > 0 telles que pour tout (x , y ) ∈ X ×X on a

K1d1(x , y )≤ d2(x , y )≤ K2d1(x , y ).

Exemple 4

(1) Sur Rn , les distances d2, d∞ et d1 sont deux à deux équivalentes.

(2) Sur C 0([0, 1];R), les distances d2, d∞ et d1 ne sont pas équivalentes.

Définition 3 (Boule et sphère) Soit b ∈ X et r > 0. L’ensemble

B (b , r ) = {x ∈ X \d (x , b )< r }

s’appelle la boule ouverte de centre b et de rayon r .

B̃ (b , r ) = {x ∈ X \d (x , b )≤ r }

s’appelle la boule fermée de centre b et de rayon r ≥ 0.

S (b , r ) = {x ∈ X \d (x , b ) = r }

s’appelle la sphère de centre b et de rayon r .

2



1.1. ESPACE MÉTRIQUE

Exemple 5 Soit R l’ensemble des réels muni de la distance d (x , y ) = |x − y |, (x , y ) ∈R donc

1. B (x0, r ) =]x0− r, x0+ r [.

2. B̃ (x0, r ) = [x0− r, x0+ r ].

3. S (x0, r ) = {x0− r, x0+ r }.

Définition 4 (Espace topologique) On appelle topologie sur un ensemble X une

famille τ de partie de X (⊂P (X )) vérifiant les propriétés suivantes

1) φ, X ∈τ,

2) ∀(Ui )i∈I ⊂τ ,
⋃

i∈I

Ui ∈τ,

3) ∀(Ui )1≤i≤n ⊂τ,
n
⋂

i=1

Ui ∈τ.

Les éléments de τ sont appelle ouverts de la topologie .

Le couple (X ,τ) est appelé espace topologique.

Définition 5 (Partie Ouverte) Un ensemble U de X est dit ouvert si

∀x ∈U , ∃ε > 0 tel que B (x ,ε)⊂U .

On appelle topologie associée à la distance d , l’ensemble τd constitué des ouverts de (X , d ).

Proposition 1 Toute boule ouverte est un ouvert.

Preuve.

Soit B (x , r ) est une boule ouverte dans X . Soit y ∈ B (x , r ), on pose

r ′ =
r −d (x , y )

2

Alors B (y , r ′) est inclus dans B (x , r ), en effet pour z ∈ B (y , r ′)

d (x , z )≤ d (x , y ) +d (y , z )≤ d (x , y ) +
r −d (x , y )

2
≤

r +d (x , y )
2

< r.

Corollaire 1 Un ensemble ouvert A dans X est une union quelconque des boules

ouvertes.

Preuve.

A ouvert dans X donc∀x ∈ A, ∃r > 0, B (x , r )⊂ A (par définition). Le réel strictement positif

rx = sup{r > 0, B (x , rx )⊂ A} est bien défini pour tout x ∈ A et on a

A =
⋃

x∈A

B (x , rx )

3



1.1. ESPACE MÉTRIQUE

Définition 6 (Partie fermée) Un ensemble A de X est dit fermé si son complémentaire Ac =

{x ∈ X \x /∈ A} est un ouvert de X .

Proposition 2

F1) Toute intersection des fermés est un fermé.

F2) Une réunion finie des fermés est un fermé.

Remarque

Les parties ∅ et X sont des ouverts et des fermés de (X , d ).

Définition 7 (Diamètre) Soit (X , d ) un espace métrique. On appelle diamètre d’une partie

non vide A de X la quantité suivante :

d i a m (A) = sup{d (x , y ) : x , y ∈ A}.

Définition 8 (Intérieur) Soit (X , d ) un espace métrique et A ⊂ X . Un point x ∈ A est dite

intérieur à A s’il

∃r > 0, B (x , r )⊂ A.

L’ensemble de tout points intérieurs à A s’appelle l’intérieur de A et se note

x ∈ �A⇔∃r > 0, B (x , r )⊂ A.

Proposition 3

1) ∀A ⊂ X , A ouvert⇔ �A = A.

2) �A est un ouvert et c’est le plus grand ouvert contenu dans A.

Définition 9 (Adhérence) On appelle adhérence de A et on note Ā le sous ensemble de X

défini par

Ā = {x ∈ X , d (x , A) = 0}

Par définition, il est clair que A ⊂ Ā

Proposition 4 On a

1) x ∈ Ā⇐⇒∀r > 0, B (x , r )∩A 6=φ.

2) A fermé⇐⇒ A = Ā.

3) Ā est un fermé et c’est le plus petit fermé qui contient A.

4



1.2. CONVERGENCE D’UNE SUITE

Définition 10 (Voisinages) Soit (X , d ) un espace métrique et x ∈ X . On appelle

voisinage de x dans X , toute partie de X contenant un ouvert contenant x . On note V (x )

l’ensemble de voisinage de x ,

V (x ) = {V ∈P (X ), ∃U ∈τ, x ∈U ⊂V }

Dans cette définition nous réduirons une caractérisation simple et utile des ouverts d’un es-

pace métrique (X , d ).

Une partie A ⊂ X est un ouvert si seulement si elle est voisinage de chacun de ses points

c.à.d

∀x ∈ A, ∃B (x , r )⊂ A.

1.2 Convergence d’une suite

Définition 11 Soit (X , d ) un espace métrique, (xn )n≥0 une suite d’éléments de X et x ∈ X . On

dit que la suite (xn )n≥0 converge vers x si :

∀ε > 0; ∃N ∈N, ∀n ≥N : d (xn , x )< ε

c’est à dire :

lim
n→+∞

d (xn , x ) = 0

Et on écrit

lim
n→+∞

xn = x

Proposition 5 (l’unicité de la limite dans un espace métrique). La suite (xn )n≥0 converge

dans un espace métrique (X , d ) alors la limite est unique.

Preuve.

Si on a x1, x2 dans E tel que

∀ε > 0, ∃Nε ∈N, n ≥Nε, d (xn , x1)<
ε

2
,

et

∀ε > 0, ∃N ′
ε ∈N, n ≥N ′

ε , d (xn , x2)<
ε

2
,

5



1.3. ESPACES MÉTRIQUES COMPLETS

Alors, pour n ≥ sup{Nε, N ′
ε }, on a

d (x1, x2)≤ d (xn , x1) +d (xn , x2)≤ ε

et donc

d (x1, x2)≤ ε, ∀ε > 0

D’où d (x1, x2) = 0 ce qui donne x1 = x2.

Définition 12 (Suite extraire) On appelle suite extraite (ou sous suite ) de (xn )n∈N une suite

de la forme (xϕ(n ))n∈N et ϕ :N−→N est une application strictement croissante.

Lemme 1 Soit ϕ :N−→N une application strictement croissante. Alors pour tout n ∈N, on

a ϕ(n )≥ n.

Preuve On montre ce résultat par récurrence :

(i) Pour n = 0, ϕ(0)≥ 0 est vraie car ϕ(0) ∈N= {0, 1, 2, . . .}

(ii) Supposons que pour certain n ≥ 0, on a “ϕ(n ) ≥ n ”. Comme ϕ est strictement

croissante, alors on a ϕ(n + 1) > ϕ(n ) ≥ n . Or ϕ(n + 1) ∈ N, d’ou ϕ(n + 1) ≥ n + 1.

Donc par conséquent, pour tout n ∈N, on a ϕ(n )≥ n .

1.3 Espaces métriques complets

Les espaces métriques complets sont une classe intéressante d’espaces métriques car

ils rendent puissants. On peut faire dans ces espaces beaucoup de choses qu’on ne sait pas

faire dans un espace quelconque. Par exemple, on sait trouver le point fixe d’un application

contractante, projeter sur une partie convexe, prolonger une application uniformément

continue, et bien d’autres. Les applications principales sont des théorèmes d’existence.

Définition 13 (Suite de Cauchy) Soit (X , d ) un espace métrique. On dit qu’une suite (xn )n∈N
d’éléments de X est une suite de Cauchy si, pour tout ε > 0 , il existe n0 ∈N tel que pour tout

m , n ∈N on a

m , n ≥ n0⇒ d (xn , xm )≤ ε

c’est à dire :

lim
n ,m→+∞

d (xn , xm ) = 0

Proposition 6 Une suite (xn )n∈N d’un espace métrique (X , d ) est de Cauchy si et

seulement si

lim
p→∞

d i a m (Sp ) = 0 o u ′ Sp = {xn\n ≥ p}

Exemple 6 Dans R, la suite de terme général xn = (−1)n n’est pas de Cauchy. En effet, pour

tout p ∈N, on a Sp = {−1, 1} d’ou d i a m (Sp ) = 2.

6



1.3. ESPACES MÉTRIQUES COMPLETS

Définition 14 Soit (X , d ) un espace métrique.

1. Une partie A de X est bornée s’il existe a ∈ X et r > 0 tels que

d (a , x )≤ r, ∀x ∈ A.

2. Une suite (xn )n∈N ⊂ X est bornée s’il existe a ∈ X et r > 0 tels que

d (a , xn )≤ r, ∀n ∈N.

Proposition 7 Dans un espace métrique (X , d ) on a

1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2) Toute suite de Cauchy est bornée.

3) Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente est converge.

Preuve.

1) Soit (xn )n∈N une suite convergente vers x . Alors

∀ε > 0, ∃Nε ∈N ∀n ∈N, n ≥Nε, d (xn , x )≤
ε

2
.

on a

∀n , m ≥Nε, d (xn , xm )≤ d (xn , x ) +d (x , xm )≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ce qui montre que la suite (xn )n∈N une suite de Cauchy.

2) Choisissons ε = 1. Il existe n0 ∈N tel que

∀n , m ≥ n0, d (xn , xm )≤ 1.

En particulier

∀n ≥ n0, d (xn , xn0
)≤ 1.

Ce qui montre que la suite est bornée.

3) Soit (xn )n∈N une suite de Cauchy et soit (xϕ(n ))n∈N la suite extraire qui converge vers

x .

Soit ε > 0, ∃Nε ∈N tel que

∀n ∈N, n ≥Nε, d (xϕ(n ), x )≤
ε

2
,

comme (xn )n∈N est de Cauchy il existe un rang N ′
ε tel que

∀(n , m ) ∈N, (n ≥N ′
ε ) e t (m ≥N ′

ε ), d (xn , xm )≤
ε

2
,

7



1.4. ESPACE MÉTRIQUE COMPACT

en particulier, si n ≥max(Nε, N ′
ε ), on déduit que

d (xn , x )≤ d (xn , xϕ(n )) +d (xϕ(n ), x )≤
ε

2
+
ε

2
= ε,

ce qui prouve la convergence de la suite (xn )n∈N vers x .

Remarque

On remarque qu’il y a des suites de Cauchy qui ne convergent pas. Dans l’espace ]−1, 1[,

la suite {1−
1

n
} est une suite de Cauchy, puisque la même suite converge dansR vers 1, mais

1 /∈]−1, 1[.

Définition 15 (Espace métrique complet) L’espace métrique (X , d ) est dit complet si tout

suite de Cauchy converge.

Exemple 7

1) (R, |.|) est complet.

2) (Q, |.|) n’est pas complet.

Proposition 8 On a

1) Dans un espace métrique (X , d ), toute partie complète est fermée.

2) Dans un espace métrique (X , d ), les parties fermées sont des parties complètes.

Preuve.

1) Soit F une partie complète d’un espace métrique (X , d ), et soit (xn )n∈N une suite

d’élément de F converge dans E . Donc elle est de Cauchy dans (X , d ) et donc de

Cauchy dans (F, dF ). Comme F est complète donc la suite (xn )n∈N converge dans F .

Donc F est fermée.

2) ⇒)Supposons que F est fermée. Soit (xn )n∈N une suite de Cauchy de (F, dF ) alors

(xn )n∈N est une suite de Cauchy de (X , d ). Comme F est complet alors (xn )n∈N admet

une limite dans X . Comme F est fermée cette limite appartient à F .

⇐)Dans un espace métrique (X , d ) toute partie complète est fermée.

1.4 Espace métrique compact

Définition 16 (Recouvrement) Soit (X , d )un espace métrique. Une famille d’ensemble (Ui )i∈I

est une recouvrement de X si

X =
⋃

i∈I

Ui .

8



1.5. ESPACE VECTORIEL NORMÉ

Définition 17 On dit qu’un espace métrique (X , d ) est compact si de toute recouvrement ou-

verts on peut extraire un recouvrement fini

�

X =
⋃

i∈I

Ui

�

=⇒ (∃J ⊂ I , J f i ni , X =
⋃

i∈J

Ui ).

Proposition 9 Pour une partie C d’un espace métrique (X , d ), les deux assertions suivantes

sont équivalentes

1) C compacte.

2) Toute suite (xn )n∈N d’élément de C , on peut extraire une sous suite convergente dans

C

Théorème 1 Soit (X , d ) un espace métrique et A ∈ X

1) Si (A, d ) un compact alors A fermé dans X .

2) Si (X , d ) un compact et A fermé alors (A, d ) est un compact.

1.5 Espace vectoriel normé

Définition 18 (Espace vectoriel normé) Soit X un espace vectoriel sur K = R o u C. Une

norme sur X est une application N : X −→R+ telle que, pour tout x , y ∈ X et λ ∈K on ait :

1. N (x ) = 0⇔ x = 0

2. N (λx ) = |λ|N (x )

3. N (x + y )≤N (x ) +N (y ).

N (x ) est noté ‖x‖.
L’espace (X ,‖.‖X ) s’appelle espace vectoriel normé (e.v.n) dans X surK.

Exemple 8

1) (R, |.|) ; (Rn ,‖.‖), avec ‖.‖ la norme euclidienne.

2) Les applications ‖.‖1, ‖.‖2, . . ., ‖.‖∞ sont des normes sur X =Rn .

‖x‖1 =
n
∑

i=1

|xi |, ‖x‖2 = (
n
∑

i=1

|xi |2)
1
2 , ‖x‖∞ =max

1≤i≤n
{|xi |}

.

3) L’espace vectoriel C ([0, 1],R) peut être muni des normes :

‖ f ‖1 =

∫ 1

0

| f (t )|d t , ‖ f ‖2 =

√

√

√

∫ 1

0

f (t ))2d t , ‖ f ‖∞ =max
t ∈[0,1]

| f (t )|

.

9



1.5. ESPACE VECTORIEL NORMÉ

Définition 19 Deux normes N1 et N2 de X sont dites équivalentes s’il existe C1, C2 > 0 tels

que, pour tout x ∈ X :

C1N1(x )≤N2(x )≤C2N1(x )

Proposition 10 [24]

1) Tout espace normé est un espace métrique.

2) Tout espace vectoriel normé de dimension fini est complet.

Définition 20 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Exemple 9 (R, |.|) est un espace de Banach.

Définition 21 (Application Continue) Soient (X ,δ), (Y , d )deux espaces métriques. Une ap-

plication f : X → Y est continue au point a ∈ X si

lim
x→a

f (x ) = f (a )

C’est à dire

∀ε > 0, ∃α> 0, ∀x ∈ X , δ(x , a )≤α⇒ d ( f (x ), f (a ))≤ ε

On dit que f est continue sur (Y , d ) si elle est continue en tout point de Y .

et on dit que f est uniformément continue sur Y si

∀ε > 0, ∃α> 0, ∀x ∈ X ,∀y ∈ X , δ(x , y )≤α⇒ d ( f (x ), f (y ))≤ ε

Théorème 2 Toute fonction f continue sur un compact est uniformément continue.
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Chapitre 2

Théorèmes du point fixe dans un espace

métrique et applications

Le but de ce chapitre est l’étude de quelques théorèmes du point fixe dans un espace

métrique et leurs applications. D’abord on commence par la plus connu d’entre eux : le

théorème du point fixe de Banach pour les applications contractantes. On verra ensuite

le théorème du point fixe de Picard à paramètres, Kannan, Chatterjea, Reich, Ćirić , Mat-

kaowski et Caristi. Enfin, des applications : problème de Chauchy-lipschitz et Équation in-

tégrale de (Fredholm et Voltera).

Nous basons sur les références suivants[1, 2, 6, 7, 10, 11, 13, 14, 17, 21, 27, 28, 30, 36]

2.1 Théorème du point fixe de Banach

Ce théorème est dit principe de l’application contractante, il est la base de la théorie

du point fixe. Ce principe garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute applica-

tion contractante d’un espace métrique complet dans lui-même. Ce théorème prouvé en

1922 par Stefan Banach et basé essentiellement sur les notions d’application contractante.

voir[1, 2, 17, 30, 36]

Définition 22 (Point fixe) Soit (X , d ) un espace métrique, une application f est définie par

f : X −→ X , on dit que x ∈ X est un point fixe de f si f (x ) = x .

Définition 23 (Application lipschitzienne) [17]

(1) On dit que f : (X , d )−→ (X ′
, d

′) est lipschitzienne et de rapport K > 0 si pour tout x

et y ∈ X , on a

d
′
( f (x ), f (y ))≤ K d (x , y )

(2) On dit que f : (X , d )−→ (X , d ) est une contraction si f est lipschitzienne et de rapport

K < 1 (on dit aussi que f est contractante ).

11



2.1. THÉORÈME DU POINT FIXE DE BANACH

Remarque 1

1. Si f est lipschitzienne, alors f est uniformément continue sur X .

2. Contractive si et seulement si pour tout x , y ∈ X , et x 6= y on a :

d
′
( f (x ), f (y ))≤ d (x , y )

Exemple 10

1.) Si f est la fonction identité, alors tout point a un point fixe.

2.) si f est l’application définie par f (x ) = x +1, alors f aucun point fixe.

Exemple 11 Soit X =R et l’application f :R−→R définie par :

f (x ) =
1

3
x +2

(X , d ) est un espace métrique complet, tel que ∀x , y ∈ X , d (x , y ) = |x − y | on a, ∀x , y ∈R

�

� f (x )− f (y )
�

�=

�

�

�

�

1

3
x +2−

1

3
y −2

�

�

�

�

=

�

�

�

�

1

3

�

�

�

�

�

�x − y
�

�≤
1

3

�

�x − y
�

�

Alors f est contractante et admet un unique point fixe x = 3.

Théorème 3 (Théorème de point fixe de Picard-Banach) Toute application contractante d’un

espace métrique complet dans lui-même admet un unique point fixe x . De plus, x est la li-

mite des itérations de f à partir de n’importe quel point x0. Enfin, la vitesse de convergence

est géométrique de rapport K : d (x , xn )≤
K n

1−K
d (x0, x1).

Démonstration

•Existence. Considérons la suite {xn}n∈N définie par

x1 = f (x0), x2 = f (x1), . . . , xn+1 = f (xn ), . . .

et x0 ∈ X

La suite (xn ) est une suite de Cauchy. En effet, nous avons

d (xn+1, xn ) = d ( f (xn ), f (xn−1))≤ K d (xn , xn−1)

d (xn , xn−1) ≤ K d (xn−1, xn−2)

...

d (x2, x1) ≤ K d (x1, x0)

12



2.1. THÉORÈME DU POINT FIXE DE BANACH

On multiplie membre à membre, on a

d (xn+1, xn )≤ K n d (x1, x0)

Soit p ≥ 1, alors

d (xn+p , xn ) ≤ d (xn+p , xn+p−1) +d (xn+p−1, xn+p−2) · · ·+d (xn+1, xn )

≤
�

K n+p−1+K n+p−2+ · · ·+K n
�

d (x1, x0)

≤ K n [K p−1+K p−2 · · ·+1]d (x1, x0)

Entre crochets, on a une progression géométrique de raison K , dont on connait la somme,

ce qui donne

d (xn+p , xn )≤
K n (1−k p )

1−K
d (x1, x0)≤

K n

1−K
d (x1, x0)

Comme K < 1, la série est convergente et d (xn+p , xn ) −→ 0 quand n −→∞, donc la suite

est de Cauchy.

La suite (xn ) est de Cauchy dans X complet, (xn ) converge vers a et avec xn = f (xn−1), quand

x −→ a , on obtient a = f (a ) (car f est continue), c’est-à-dire que a est un point fixe pour f .

•Unicité. Soit a ′ un point fixe quelconque de f , alors f (a ) = a et f (a ′) = a ′. On a

d (a , a ′) = d ( f (a ), f (a ′))≤ K d (a , a ′)

(car f est contractante), et donc (1−K )d (a , a ′)≤ 0. Comme K < 1, alors 1−K > 0 et donc

d (a , a ′)≤ 0 qui n’est possible que si a = a ′.

Remarque 2

1) Si K = 1 le théorème est faux ; il n’y a ni existence, ni unicité. A titre d’exemples :

•Considérer dans X =R et la fonction f (x ) = x +1. Alors

d ( f (x ), f (y )) = | f (x )− f (y )|= |x − y |= d (x , y )

et il n’existe pas de point fixe.

•Si on considère X =R et la fonction f (x ) = x , alors tous les points sont fixes.

2) (Théorème de Edelstein 1962) Si pour tout x et y ∈ X , d ( f (x ), f (y )) < d (x , y ), alors

il y a unicité mais il n’y a pas existence. A titre de contre-exemple, considérer f (x ) =

log(1+exp(x )). Alors il n’existe pas de point fixe ; si-non on aurait log(1+exp(x )) = x

ce qui donne 1+exp(x ) = exp(x ) c’est-à -dire 1= 0.
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2.2. THÉORÈME DE PICARD À PARAMÈTRES

3) Le théorème est faux si (X , d ) est non complet. A titre de contre-exemple, considérer

X = ]0, 1[ et f (x ) = x
2

Exemple 12

1. On considère X =R2, et on s’intéresse à la fonction f (x , y ) = (sin(x + y )/2+5, cos(x −
y )/2−10). Elle est contractante et donc elle admet un unique point fixe.

2. x =R, f (x ) =
p

x 2+1. Faux se n’est pas contractante.

Il existe d’autres énoncés du théorème du point fixe (sorte de généralisation), donnés ci-

dessous.

2.2 Théorème de Picard à paramètres

Théorème 4 [17]Soit X un espace métrique complet, A un espace métrique et F : X×A −→ X

une application continue que l’on suppose uniformément contractante en x . Alors pour tout

λ il existe un unique x (λ) point fixe et l’application λ 7−→ x (λ) est continue.

Exemple 13 On considère X = R3, et on s’intéresse à la fonction f (x , y , t ) = (sin(x + y )/2+

t /− 1, cos(x − y )/2− t + 1/2). Elle est continue strictement uniformément contractante en

(x , y ) donc elle définit une courbe continue (x (t ), y (t )).

Faux si pas continue en le paramètre.

2.3 Théorème du point fixe de Kannan

Il fût le premier résultat en littérature qui garantit l’existence et l’unicité de point fixe

pour les applications non continues.

Théorème 5 (R.Kannan 1968) [11, 21, 27] Soit (X , d ) un espace métrique complet et T :

X −→ X une application. Supposons qu’il existe α ∈ [0, 1
2 [ tel que pour tous x , y ∈ X , on

a :

d (T (x ), T (y ))≤α[d (x , T (x ))+d (y , T (y ))] (2.1)

Alors

(1) T admet un point fixe unique x ∗ ∈ X .

(2) lim
n→∞

T n (x ) = x ∗.

(3) Pour tout x ∈ X ,

d (T n (x ), x ∗)≤
βn

1−β
d (x , T (x )), β ∈ [0, 1[.
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2.3. THÉORÈME DU POINT FIXE DE KANNAN

Preuve.

Existence : Soit x0 ∈ X arbitraire, on définit la suite {xn}n∈N par

xn = T (xn−1), n = 1, 2, . . . , en utilisant la condition (2.1), on obtient :

d (xn , xn+1) = d (T (xn−1), T (xn ))

≤ α[d (xn−1, T (xn ))+d (xn , T (xn+1))]

= α[d (xn−1, xn ) +d (xn , xn+1)]

ce qui implique :

d (xn , xn+1)≤
� α

1−α

�n

d (x0, x1).

On pose m = α
1−α . Si n , p sont deux entiers naturels, alors :

d (xn , xn+p ) ≤ d (xn , xn+1) +d (xn+1, xn+2) + · · ·+d (xn+p−1, xn+p )

≤ (m n +m n+1+ · · ·+m n+p−1)d (x0, x1)

≤
m n

1−m
d (x0, x1).

Comme α ∈ [0, 1
2 [, on a m ∈ [0, 1[ et donc d (xn , xn+p )−→ 0 lorsque n −→∞. La suite (xn )n∈N

est alors de Cauchy. Comme X est complet, il existe x ∈ X .

x est un point fixe de X car

d (x , T (x )) ≤ d (x , xn ) +d (xn , T (x ))

≤ d (x , xn ) +α[d (xn−1, xn ) +d (x , T (x ))],

et donc

0≤ d (x , T (x ))≤
1

1−α
d (x , xn ) +

α

1−α
d (xn−1, xn ).

Comme α ∈ [0, 1
2 [ et (xn )n∈N converge vers x et d (xn−1, xn )−→ 0 lorsque n −→∞ alors

0≤ d (x , T (x ))≤ 0

On déduit que T (x ) = x .
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2.4. THÉORÈME DE POINT FIXE CHATTERJEA

Unicité : Supposons que z est un autre point fixe de T , alors :

d (x , z ) = d (T (x ), T (z ))

≤ α[d (x , T (x ))+d (z , T (z ))]
(2.2)

Á partir l’inégalité (2.2), on obtient :

d (x , z )≤ 0.

Donc x = z .

Exemple 14 Soit X =R et T :R−→R une application définie par :

T (x ) =











0 si x ≤ 2

−
1

2
si x > 2

Alors

1. T n’est pas continue,

2. T satisfait la condition (2.1) avec α = 1
5 et par conséquent, d’après le théorème de

Kannan, T admet un point fixe unique x = 0 dans X .

2.4 Théorème de point fixe Chatterjea

En 1971 Chatterjea a obtenu la variante du Théorème de point fixe de Kannan suivant :

Théorème 6 [7] Soit (X , d ) un espace métrique complet et T : X −→ X une application.

Supposons qu’il existe α ∈ [0, 1
2 [ tel que pour tous x , y ∈ X , on a

d (T (x ), T (y ))≤α[d (x , T (y ))+d (y , T (x ))] (2.3)

Alors T admet un point fixe unique dans X .

preuve.

Existence : Soit x0 ∈ X arbitraire, on définit la suite (xn )n∈N∗ par

16



2.4. THÉORÈME DE POINT FIXE CHATTERJEA

xn = T (xn−1) = T n (xo ), n = 1, 2, . . . , en utilisant la condition (2.3), on obtient :

d (xn , xn+1) = d (T (xn−1), T (xn ))

≤ α[d (xn−1, T (xn ))+d (xn , T (xn−1))]

= α[d (xn−1, xn+1))+d (xn , xn )]

≤ α[d (xn−1, xn ))+d (xn , xn+1)]

ce que implique :

d (xn , xn+1)≤
� α

1−α

�n

d (x0, x1).

On pose m =
α

1−α
. Si n , p sont deux entiers naturels, alors :

d (xn , xn+p ) ≤ d (xn , xn+1) +d (xn+1, xn+2) +d (xn+p−1, xn+p )

≤ (m n +m n+1+ · · ·+m n+p−1)d (x0, x1)

≤
m n

1−m
d (x0, x1).

Comme α ∈ [0, 1
2 [, on a m ∈ [0, 1[ et donc d (xn , xn+1)−→ 0 lorsque n −→∞. La suite(xn )n∈N

est alors de Cauchy. Comme X est complet, il existe x ∈ X . x est un point fixe de X car

d (x , T (x )) ≤ d (x , xn ) +d (xn , T (x ))

≤ d (x , xn ) +α[d (xn−1, xn ) +d (x , T (x ))],

et donc

0≤ d (x , T (x ))≤
1

1−α
d (x , xn ) +

α

1−α
d (xn−1, xn ).

Soit α ∈ [0, 1
2 [ et (xn )n∈N converge vers x , et d (xn , xn+1)−→ 0 lorsque n −→∞.

On déduit que T (x ) = x .

Unicité : Supposons que y est un autre point fixe de T . En suite, nous avoir T (y ) = y et

d (x , y ) = d (T (x ), T (y ))

≤ α[d (x , T (y ) +d (y , T (x )))].
(2.4)

Ápartir l’inégalité (2.4), on obtient :

d (x , y )≤ 2αd (x , y )
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2.5. THÉORÈME DE POINT FIXE DE REICH

Donc x = y .

Remarque 3 Dans un espace métrique (X , d ), la contraction de type Banach, et le type de

Kannan et le type Chatterjea sont indépendantes et différentes les unes des autres. Par exemple,

soit X = [−1, 1] avec la métrique d (x , y ) = |x − y | pour x , y ∈ X , et définissez une application

T : X −→ X par

T (x ) =−
1

2
x , p o u r t o u t x ∈ X .

Alors, T n’est pas seulement une contraction de type Banach, mais également une contraction

de type Kannan . Cependant, T n’est pas un contraction de type Chatterjea. On trouve a plus

d’exemples de la différence entre les trois contraction voir [36].

2.5 Théorème de point fixe de Reich

Théorème 7 [28] Soient (X , d ) un espace métrique complet et K : X −→ X une application

telle qu’il existe des nombres positifs a , b , c ∈ [0, 1[ vérifiant a + b + c < 1 et :

d (K (x ), K (y ))≤ a d (x , y ) + b d (x , K (x ))+ c d (y , K (y )) p o u r t o u t x , y ∈ X .

Alors, K a un point fixe unique dans X .

2.6 Théorème de point fixe de Ćirić

Théorème 8 [10] Soit (X , d ) un espace métrique complet et K : X −→ X une application

telle qu’il existe des nombres positifs a , b , c e t e ∈ [0, 1[ vérifiant a + b + c + 2e < 1 et pour

tout x , y ∈ X :

d (K (x ), K (y ))≤ a d (x , y ) + b d (x , K (x ))+ c d (y , K (y ))+ e [d (x , K (y )) +d (y , K (x ))]. (2.5)

Alors, K admet un point fixe unique.

Théorème 9 Soit (X , d ) un espace métrique complet et K : X −→ X une application tel qu’il

existe un nombre h ∈]0, 1[ et x , y ∈ X

d (K (x ), K (y ))≤ h . max{d (x , y ), d (x , K (x )), d (y , K (y )), d (x , K (y )), d (y , K (x ))}. (2.6)

Alors, K admet un point fixe unique.

Remarque 4

1. Une application satisfaisant (2.5) est appelée contraction généralisée.

2. Une application satisfaisant (2.6) est appelée quasi contraction.

3. Il est clair que (2.5) implique (2.6), mais la réciproque n’est pas vraie.
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2.7. THÉORÈME DE POINT FIXE DE MATKOWSKI

2.7 Théorème de point fixe de Matkowski

Définition 24 (Contraction de Matkowski) [25]

Une application T : X −→ X d’un espace métrique (X , d ) est dite contraction de Matkowski

(o ù ϕ − c o n t r a c t i o n ) si et seulement s’il existe une fonction ϕ : R+ −→ R+ strictement

croissante vérifiant :

lim
n→∞

ϕn (x ) = 0, p o u r t o u s x ∈R+,

et

d (T (x ), T (y ))≤ϕ(d (x , y ))

Théorème 10 Tout ϕ − c o n t r a c t i o n T d’un espace métrique complet (X , d ) dans lui-

même admet un point fixe unique x ∗. De plus, pour tout x0 ∈ X , on a lim
n→∞

T n (x ) = x ∗.

2.8 Théorème de point fixe de Caristi

En 1976, Caristi a obtenu un théorème de point fixe.

Théorème 11 (Contraction de Caristi) [6] Soient (X , d ) un espace métrique complet et T :

X −→ X une application satisfaisant la condition suivante : il existe une fonction φ : X −→
R+ semi-continue inférieurement telle que :

d (x , T (x ))≤φ(x )−φ(T (x ))

pour tout x ∈ X . Alors T admet un point fixe.

2.9 Applications

2.9.1 Problème de Cauchy-Lipschitz

Définition 25 [30] Soit I un intervalle etΩun ouvert de I×Rn . Soit f une fonction de I×Rn à

valeurs dansRn continue. On considère le problème de Cauchy x ′(t ) = f (t , x (t )) avec x (t0) =

x0. ((t0, xo ) ∈Ω).
On appelle solution maximale de ce problème de Cauchy toute fonction de classe C 1 vérifiant

les équations et ne pouvant être prolongée sur un intervalle plus grand.

Lemme 2 x est solution du problème de Cauchy si x est continue et vérifie

x (t ) = x0+

∫ t

0

f (t , x (t ))d t .

En appliquant le théorème du point fixe à la fonction x 7−→ x (0)+

∫ t

0

f (t , x (t ))d t avec t < T

bien choisi.
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2.9. APPLICATIONS

Définition 26 ( Fonction localement lipschitzienne ) [30] Soient I un intervalle, Ω un ou-

vert de Rn , f : I ×Ω→ Rn . Soient (t0, y0) ∈ I ×Ω. Soit V ⊆ Ω un voisinage du point y0. On

dit que f est lipschitzienne par rapport à la variable y dans le voisinage V s’il existe une

constante L > 0 et il existe un voisinage U ⊆ I du point t0 tels que :

‖ f (t , y1(t ))− f (t , y2(t )) ‖≤ L ‖ y1(t )− y2(t ) ‖

pour y1(t ), y2(t ) ∈V , t ∈U .

Théorème 12 (Cauchy-Lipschitz)[30] Soient I un intervalle etΩ un ouvert de I ×Rn . Soit f

une fonction de I ×Rn à valeurs dansRn continue et localement lipschitzienne. On considère

le problème de Cauchy x ′(t ) = f (t , x (t ))avec x (t0) = x0. ((t0, x0) ∈Ω). Alors ce problème admet

une unique solution maximale.

2.9.2 Équation intégrale de Fredholm

Soit S : [0, 1]× [0, 1]→R une application continue pour laquelle il existe p ∈R vérifiant

0< p < 1, tel que |S (x , t )| ≤ p , ∀x , t ∈ [0, 1], et soit ϕ : [0, 1]→R continue.

On aimeraient trouver une fonction g : [0, 1]→R continue satisfaisant l’équation intégrale

de Fredholm suivante

g (x ) =ϕ(x ) +

∫ 1

0

S (x , t )g (t )d t

Cela se ramène facilement à la recherche d’un point fixe on définissant l’application K par

K : C ([0, 1] ,R)−→C ([0, 1] ,R)

j 7−→ (K j )(x ) =ϕ(x ) +

∫ 1

0

S (x , t ) j (t )d t

On vérifiant que :

1. En effet, ϕ est continue et l’intégrale du produit de deux fonctions continues est

continue .

2. K est contractante, de constante de contraction p , si on munit C ([0, 1] ,R) de la

norme de la convergence uniforme ‖.‖∞. En effet, soit g , j ∈C ([0, 1] ,R)

|(K g )(x )− (K j )(x )| = |
∫ 1

0

k (x , t )(g (t )− j (t ))d t |

≤
∫ 1

0

|k (x , t )||(g (t )− j (t ))|d t

≤ p

∫ 1

0

(g (t )− j (t ))|d t

≤ p‖g − j ‖∞
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donc

sup
x∈[0,1]

�

�(K g )(x )− (K j )(x )
�

�≤ p‖g − j ‖∞

c’est à dire

‖K g −K j ‖∞ ≤ p‖g − j ‖∞

donc K est contractante.

Car C ([0, 1])muni de la norme ‖.‖∞ est complet, on peut appliquer le théorème de

Banach ce qui implique que l’équation intégrale ci-dessus possède une unique so-

lution et nous fournit une méthode pour approcher cette solution.

2.9.3 Équation intégrale de Voltera

Soit S : [0, 1]× [0, 1]→R et ϕ : [0, 1]→R continues. On cherche une fonction

g : [0, 1]−→R qui vérifie

g (x ) =ϕ(x ) +

∫ x

0

S (x , t )g (t )d t (2.7)

C’est à dire on cherche une point fixe de l’opérateur intégrale définie par

K : C ([0, 1] ,R)−→C ([0, 1] ,R)

j 7−→ (K j )(x ) =ϕ(x ) +

∫ x

0

S (x , t ) j (t )d t

On montre par récurrence sur n que, ∀x ∈ [0, 1] :

�

�K n ( j1)(x )−K n ( j2)(x )
�

�≤
x n

n !
N n‖ j1− j2‖∞
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avec N = sup{S (x , t ); x , t ∈ [0, 1]}. Pour n = 1, on a

�

�K ( j1)(x )−K ( j2)(x )
�

� =

�

�

�

�

∫ x

0

S (x , t )( j1(t )− j2(t ))d t

�

�

�

�

≤
∫ x

0

|S (x , t )|
�

�( j1(t )− j2(t ))
�

�d t

≤ sup
x ,t ∈[0,1]

|S (x , t )|
∫ x

0

�

�( j1(t )− j2(t ))
�

�d t

≤ N

∫ x

0

�

�( j1(t )− j2(t ))
�

�d t

≤ N ‖ j1− j2‖∞

∫ x

0

d t

≤ x N ‖ j1− j2‖∞
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On suppose que elle est vraie pour n et montre quelle vraie pour n +1

�

�K n+1( j1)(x )−K n+1( j2)(x )
�

� =
�

�K (K n ( j1))(x )−K (K n ( j2))(x )
�

�

=
�

�

�

∫ x

0

S (x , t )(K n ( j1))(t )d t

−
∫ x

0

S (x , t )(K n ( j2))(t )d t
�

�

�

≤
∫ x

0

|S (x , t )|
�

�(K n ( j1))− (K n ( j2))
�

�

≤
∫ x

0

sup
x ,t ∈[0,1]

|S (x , t )|
�

�(K n ( j1))− (K n ( j2))
�

�d t

≤ N .N n




 j1− j2







∞

∫ x

0

t n

n !
d t

= N 1
n ! N

n




 j1− j2







∞

x n+1

n +1

=
x n+1

(n +1)!
N n+1





 j1− j2







∞

On déduit que




K n ( j1)(x )−K n ( j2)(x )






∞ ≤
x n

n !
N n





 j1− j2







∞ .

Et comme lim
n→∞

N n

n !
= 0 c’est à dire ∀ε > 0, ∃N ′ ∈ N telle que ∀n ≥ N ′,

N n

n !
< ε, si on choi-

sit ε = q avec 0 < q < 1 donc, ∃N ′ si
N N ′

N ′!
< q alors K N ′ est contractante, de constante

de contraction q . On peut donc affirmer que l’équation intégrale (2.7) admet une unique

solution.
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Chapitre 3

Théorème du point fixe de Banach sur une

classe d’espaces métriques généralisés

Le but de ce chapitre est l’étude de quelques généralisations du théorème de point

fixe de Banach. On commence par la définition de l’espace métrique généralisé. Ensuite

quelques théorèmes du point fixe sur les espaces métriques généralisés. voir [2, 3, 5, 8, 12,

20, 22, 23, 25, 29, 31, 34, 35]

3.1 Espace métrique généralisé

Définition 27 [2] Soit X un ensemble et d : X 2 → R+ une application telle que pour tous

x , y ∈ X et ξ,η ∈ X , ξ 6=η chacun différent de x et y , on a

i) d (x , y ) = 0⇐⇒ x = y

ii) d (x , y ) = d (y , x )

iii) d (x , y )≤ d (x ,ξ) +d (ξ,η) +d (η, y ).

Alors, le couple (X , d ) est dit un espace métrique généralisé (en bref un e.m.g).

Comme dans le cadre métrique, ces espaces X sont devenus des espaces topologiques avec

une base de voisinage donnée par

B= {B (x , r )| x ∈ X , r ∈]0,+∞[}

où B (x , r ) = {y ∈ X , d (x , y )< r } est la boule ouverte de centre x et de rayon r .

Définition 28 [2] (X , d ) un e.m.g, (xn )n∈N une suite dans X et x ∈ X . On dit que (xn )n∈N est

converge vers x si et seulement si d (xn , x )→ 0 si n→∞, on dit que xn → x .

Définition 29 [2] Soit (X , d ) un e.m.g, une suite (xn )n∈N dans X est dite une suite de Cauchy

si pour tout ε > 0, il existe un entier naturel nε ∈N telle que pour tous n , m ∈N, n ≥ nε, on a
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d (xn , xn+m )< ε.

De plus un e.m.g (X , d ) est dit complet si toute suite de Cauchy dans X est convergente dans

X .

On observe maintenant que la fonction d est continue en chaque ses coordonnées, en effet

si xn , a , b sont des points distincts de X (n ∈N) et si lim
n→+∞

xn = a , alors on a

d (xn , b )≤ d (xn , xm ) +d (xm , a ) +d (a , b )

d (a , b )≤ d (a , xm ) +d (xm , xn ) +d (xn , b )

Ces deux ensemble donnent

|d (xn , b )−d (a , b )| ≤ d (xn , xm ) +d (xm , a )−→n ,m→+∞ 0

Ce qui prouve la continuité de d par rapport à la première coordonnée, et donc, par symétrie

dans les deux.

Exemple 15 [20] Soit X = A∪B , ou A = {0, 2} et B = {
1

n
: n ∈N}. Définir d : X ×X −→ [0,∞)

comme

d (x , y ) =



























0 s i x = y

1 s i x 6= y e t {x , y } ⊂ A o u {x , y } ⊂ B

y s i x ∈ A e t y ∈ B

x s i x ∈ B e t y ∈ A

(3.1)

Alors (X , d ) est un espace métrique généralisé complet.

(i) Il n’existe pas r > 0 tel que B (0, r )∩ B (2, r ) 6= φ, et donc la topologie respective n’est

pas de Hausdorff.

(ii) B ( 13 , 2
3 ) = {0, 2, ( 13 )} ; cependant,il n’existe pas r > 0 tel que B (0, r ) ⊆ B ( 13 , 2

3 ) et donc

une boule ouverte n’a pas besoin d’être un ensemble ouvert.

(iii) La suite { 1
n }n∈N converge vers les deux 0 et 2, et ce n’est pas une suite de Cauchy.
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Lemme 3 [19] Soit (X , d ) un e.m.g, (xn ) une suite de Cauchy dans (X , d ) et x , y ∈ X . On

suppose qu’il existe N ∈N tel que

(a) xn 6= xm , pour tous n , m >N ;

(b) xn et x sont différents dans X , pour tout n >N ;

(c) xn et y sont différents dans X , pour tout n >N ;

(d) lim
n→+∞

d (xn , x ) = lim
n→+∞

d (xn , y ).

Alors x = y .
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3.1.1 Quelques théorèmes du point fixe sur les espaces métriques géné-

ralisés

Théorème 13 [31] Soit (X , d ) un e.m.g. c ∈ [0, 1[ et f : X −→ X une application telle que

pour chaque x , y ∈ X on a

d ( f (x ), f (y ))≤ c d (x , y )

alors

(i) il existe un point a ∈ X tel que pour chaque x ∈ X on a

lim
n→+∞

f n (x ) = a ;

(ii) f (a ) = a et pour chaque e ∈ X tel que f (e ) = e on a e = a ;

(iii) pour tout n ∈N on a

d ( f n (x ), a )≤
c n

1− c
max{d (x , f (x )), d (x , f 2(x ))}

Preuve

Commençons d’un point quelconque x ∈ X et considérons la suite ( f n (x ))n∈N, on peut sup-

poser que x n’est pas un point périodique, en effet si f ν(x ) = x pour un ν ∈N alors

d (x , f (x )) = d ( f ν(x ), f ν+1(x ))≤ c νd (x , f (x ))

et comme c < 1 on a x = f (x ) qui est un point fixe. Dans la suite de la preuve on peut

supposer que f n (x ) 6= f m (x ) pour tous n , m ∈N, n 6=m .

Montrons maintenant que pour tout y ∈ X on a

(a ) d (y , f 2K (y ))≤
2K −3
∑

i=0

c i d (y , f (y ))+ c 2K −2d (y , f 2(y )) pour k = 2, 3, 4, . . . (3.2)

(b ) d (y , f 2K +1(y ))≤
2K
∑

i=0

c i d (y , f (y )) pour K = 0, 1, 2, . . .

On prouve d’abord la partie (a) de (3.2) par récurrence.

Pour K = 2 on a

d (y , f 4(y )) ≤ d (y , f (y ))+d ( f (y ), f 2(y ))+d ( f 2(y ), f 4(y ))

≤ d (y , f (y )) + c d (y , f (y ))+ c 2d (y , f 2(y ))
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Maintenant, on suppose que pour un certain K0 ∈N, (a) de (3.2) soit vrai pour tout k ∈N
tel que 2≤ K ≤ K0 alors

d (y , f 2K0+2(y )) ≤ d (y , f (y ))+d ( f (y ), f 2(y ))+d ( f 2(y ), f 2k0+2(y ))

≤ d (y , f (y ))+ c d (y , f (y ))+ c 2d (y , f 2K0(y ))

≤ d (y , f (y ))+ c d (y , f (y ))

+c 2

�

2K0−3
∑

i=0

c i d (y , f (y ))+ c 2K0−2d (y , f 2(y ))

�

=
2K0−1
∑

i=0

c i d (y , f (y ))+ c 2K0 d (y , f 2(y ))

On prouve par récurrence la partie (b) de (3.2) aussi, pour K = 0 on a d (y , f (y )) =

d (y , f (y )), on suppose maintenant que la partie (b) est vrai pour tout K ∈N avec 0≤ K ≤ K0

pour un certain K0 ∈N, alors pour K0+1 on a

d (y , f 2K0+3(y )) ≤ d (y , f (y ))+d ( f (y ), f 2(y ))+d ( f 2(y ), f 2K0+3(y ))

≤ d (y , f (y ))+ c d (y , f (y ))+ c 2d (y , f 2K0+1(y ))

≤ d (y , f (y ))+ c d (y , f (y ))+ c 2

2K0
∑

i=0

c i d (y , f (y ))

=
2K0+2
∑

i=0

c i d (y , f (y ))

Enfin par (3.2), pour tout n , K ∈N on a

d ( f n (x ), f n+2K (x )) ≤ c n d (x , f 2K (x ))

≤ c n
2K −2
∑

i=0

c i max{d (x , f (x )), d (x , f 2(x ))}

≤
c n

1− c
max{d (x , f (x )), d (x , f 2(x ))}

d ( f n (x ), f n+2K +1(x )) ≤ c n d (x , f 2K +1(x ))

≤ c n
2K
∑

i=0

c i max{d (x , f (x )), d (x , f 2(x ))}

≤
c n

1− c
max{d (x , f (x )), d (x , f 2(x ))}

Alors, pour tout n , m ∈N on a

d ( f n (x ), f n+m (x ))≤
c n

1− c
max{d (x , f (x )), d (x , f 2(x ))} (3.3)
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Donc ( f n (x ))n∈N est une suite de Cauchy dans (X , d ) qui est un e.m.g complet de sorte qu’il

existe un point a ∈ X tel que a = lim
n→+∞

f n (x ). Aussi a est un point fixe de f , en effet

d ( f n+1(x ), f (a ))≤ c d ( f n (x ), a ) −→
n→+∞

0

Ainsi

a = lim
n→+∞

f n (x ) = f (a )

(C’est une conséquence du lemme 3) ; si de plus, on a f (e ) = e , alors

d (a , e ) = d ( f (a ), f (e ))≤ c d (a , e )

Ce qui implique que a = e et donc (i) et (ii) sont satisfaites

Pour voir (iii) il suffit de laisser m −→∞ dans (3.3) de sort que

d ( f n (x ), a ))≤
c n

1− c
max{d (x , f (x )), d (x , f 2(x ))}

Ce qui termine la preuve.

Exemple 16 Soit X = {a , b , c , e } et d : X 2 −→ R+ on a d (a , b ) = 3, d (a , c ) = d (b , c ) = 1,

d (a , e ) = d (b , e ) = d (c , e ) = 2 et d (x , x ) = 0

pour tout x ∈ X et g : X −→ X donné :

g (x ) =











c si x ∈ {a , b , c }

a si x = e

Alors (X , d ) est un espace métrique généralise (selon la définition 28) et que g est une contrac-

tion, en fait pour tout x , y ∈ X on a

d (g (x ), g (y ))≤
1

2
d (x , y )

mais (X , d )n’est pas une espace métrique, car par la propriété triangulaire si on prend a , b e t c

on a

d (a , b ) = 3> 1+1= d (a , c ) +d (c , b )

Enfin, comme le théorème 12. g admet un point fixe unique à savoir c .

Soit Θ l’ensemble de toutes les fonctions θ :]0,+∞[−→]1,+∞[ satisfaisant les conditions

suivantes :

(Θ1) θ est croissante,
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(Θ2) pour chaque suite tn ⊂]0,+∞[, lim
n→+∞

θ (tn ) = 1 si et seulement si lim
n→+∞

tn = 0,

(Θ3) il existe r ∈]0, 1[ et l ∈]0,+∞[ tels que lim
n→+∞

θ (t )−1

t r
= l .

Exemple 17

1. θ1(t ) = e t .

2. θ2(t ) = e t e t
.

3. θ3(t ) = e
p

t .

4. θ4(t ) = e
p

t e t
.

Théorème 14 [18] Soit (X , d ) un e.m.g. complet, et T : X → X une application. Supposons

qu’il existe θ ∈Θ et k ∈ (0, 1) tel que

x , y ∈ X , d (T (x ), T (y )) 6= 0⇒ θ (d (T (x ), T (y )))≤ [θ (d (x , y ))]K . (3.4)

Alors T admet un point fixe unique.

Preuve

Soit x ∈ X un point arbitraire de X . Si pour un p ∈N, on a T p (x ) = T p+1(x ), alors T p (x ) un

point fixe de T . Donc, sans restriction de généralité, on supposer que d (T n (x ), T n+1(x ))> 0

pour tout n ∈N on a

θ
�

d (T n (x ), T n+1(x ))
�

≤
�

θ (d (T n−1(x ), T n (x )))
�K ≤

�

θ (d (T n−2(x ), T n−1(x )))
�K 2

≤ · · · ≤ [θ (d (x , T (x )))]K
n

.

et on a

1≤ θ (d (T n (x ), T n+1(x )))≤ [θ (d (x , T (x )))]K
n
, p o u r t o u t n ∈N. (3.5)

comme n −→∞ dans (3.5) on obtient

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))→ 1 s i n→∞,

Ce qui implique de (Θ2) que

lim
n→∞

d (T n (x ), T n+1(x )) = 0. (3.6)

de la condition (Θ3) il existe r ∈ (0, 1) et l ∈ (0,∞] tel que

lim
n→∞

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))−1

[(d (T n (x ), T n+1(x )))]r
= l .
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Supposons que l <∞. Dans ce cas, soit B = l /2> 0. D’après la définition de la limite il

existe n0 ∈N tel que

�

�

�

�

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))−1

[(d (T n (x ), T n+1(x )))]r
− l

�

�

�

�

≤ B , p o u r t o u t n ≥ n0.

Ceci implique que

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))−1

[(d (T n (x ), T n+1(x )))]r
≥ l −B = B , p o u r t o u t n ≥ n0.

alors

n
�

d (T n (x ), T n+1(x ))
�r ≤ An

�

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))−1
�

, p o u r t o u t n ≥ n0,

ou A = 1/B .

Supposons maintenant que l =∞. Soit B > 0 un nombre positif arbitraire. D’après la défi-

nition de la limite, il existe n0 ∈N tel que

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))−1

[(d (T n (x ), T n+1(x )))]r
≥ B p o u r t o u t n ≥ n0.

Ceci implique que

n
�

d (T n (x ), T n+1(x ))
�r ≤ An

�

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))−1
�

, p o u r t o u t n ≥ n0.

ou A = 1/B .

Ainsi, dans tout les cas, il existe A > 0 et n0 ∈N tel que

n
�

d (T n (x ), T n+1(x ))
�r ≤ An

�

θ (d (T n (x ), T n+1(x )))−1
�

, p o u r t o u t n ≥ n0,

En utilisant (3.5)

n
�

d (T n (x ), T n+1(x ))
�r ≤ An ([θ (d (x , T (x )))]K

n

−1), p o u r t o u t n ≥ n0.

Soit n→∞ dans l’inégalité ci-dessus, on obtient

lim
n→∞

n
�

d (T n (x ), T n+1(x ))
�r
= 0.

Ainsi, il existe n1 ∈N tel que

d (T n (x ), T n+1(x ))≤
1

n
1
r

p o u r t o u t n ≥ n1. (3.7)

Maintenant, nous allons montrer que T a un point périodique. Supposons que ce n’est

pas le cas, alors T n (x ) 6= T m (x ) pour tous n , m ∈N tel que n 6=m . En utilisant(3.4), on ob-
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tient

θ (d (T n (x ), T n+2(x )) ≤ [θ (d (T n−1(x ), T n+1(x ))]K ≤ [θ (d (T n−2(x ), T n (x ))]K 2

≤ · · · ≤
�

θ (d ((x ), T 2(x ))
�K n

.

Soit n→∞ dans l’inégalité ci-dessus et en utilisant (Θ2) on obtient

lim
n→∞

d (T n (x ), T n+2(x )) = 0. (3.8)

De la même manière d’après la condition (Θ3), il existe n2 ∈N tel que

d (T n (x ), T n+2(x ))≤
1

n
1
r

p o u r t o u t n ≥ n2. (3.9)

Soit N =max{no , n1}. On considère deux cas :

Cas 1, si m > 2 est impair, alors on écrit m = 2L + 1, L ≥ 1 en utilisant (3.7), pour tout

n ≥N , on obtient :

d (T n (x ), T n+m (x )) ≤ d (T n (x ), T n+1(x )) +d (T n+1(x ), T n+2(x ))

+d (T n+2L (x ), T n+2L+1(x ))

≤
1

n
1
r

+
1

(n +1)
1
r

+ · · ·+
1

(n +2L )
1
r

≤
∞
∑

i=n

1

i
1
r

Cas 2, si m > 2 est pair, alors on écrit m = 2L , L ≥ 2 en utilisant(3.7) et(3.9) pour tout n ∈N,

on obtient :

d (T n (x ), T n+m (x )) ≤ d (T n (x ), T n+2(x ))+d (T n+2(x ), T n+3(x ))

+d (T n+2L−1(x ), T n+2L (x ))

≤
1

n
1
r

+
1

(n +2)
1
r

+ · · ·+
1

(n +2L −1)
1
r

≤
∞
∑

i=n

1

i
1
r

Ainsi, en combinant tous les cas nous avons

d (T n (x ), T n+m (x ))≤
∞
∑

i=n

1

i
1
r

p o u r t o u t n ≥N , m ∈N
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De la convergence de la série
∞
∑

i=n

1

i
1
r

(puisque 1
r > 1) on déduit que (T n (x )) est une suite de

Cauchy. (X , d ) est complet, il existe z ∈ X tel que T n (x )→ z , par contre, notons que T est

continue, en effet T (x ) 6= T (y ) alors on a de (3.4)

ln[θ (d (T (x ), T (y )))]≤ K ln[θ (d (x , y ))]≤ ln[θ (d (x , y ))],

qui implique de (Θ1) que

d (T (x ), T (y ))≤ d (x , y ) p o u r t o u s x , y ∈ X .

De cette observation, pour tout n ∈N , on a

d (T n+1(x ), T (z ))≤ d (T n (x ), z ).

En laissant n→∞ dans l’inégalité ci-dessus, on obtient T n+1(x )→ T (z ) du lemme (3)

On obtient z = T (z ) ce qui est en contradiction avec l’hypothèse, T n’est pas de point pé-

riodique. Ainsi T a un point périodique, disons z , de période q . Supposons que l’ensemble

des points fixes de T est vide. Alors on a

q > 1 et d (z , T (z ))> 0.

En utilisant(3.4), et on obtient

θ (d (z , T (z )) = θ (d (T n (z ), T n+1(z )))≤ [θ (d (z , T (z ))]K
n
<θ (d (z , T (z )),

qui est une contradiction. Ainsi, l’ensemble des points fixes de T est non vide. C’est-à- dire

que T a un moins un point fixe. Supposons maintenant que z , u ∈ X soient deux points

fixes de T tel que d (z , u ) = d (T (z ), T (u ))> 0 en utilisant (3.4) on obtient

θ (d (z , u )) = θ (d (T (z ), T (u )))≤ [θ (d (z , u ))]K <θ (d (z , u )),

qui est une contradiction, alors on a un seul point fixe.

Puis qu’un espace métrique est un e.m.g. du théorème(14) on déduit immédiatement le

résultat suivant.

Corollaire 2 Soit (X , d ) un espace métrique complet et T : X → X une application suppo-

sons qu’il existe θ ∈Θ et K ∈ (0, 1) tel que

x , y ∈ X , d (T (x ), T (y )) 6= 0⇒ θ (d (T (x ), T (y )))≤ [θ (d (x , y ))]K .

Alors T admet un point fixe unique.
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Remarquons que le principe de contraction de Banach découle immédiatement du Corol-

laire 2. En effet, si T est une contraction de Banach, il existe λ ∈ (0, 1) tel que

d (T (x ), T (y ))≤λd (x , y ) p o u r t o u t x , y ∈ X

Alors on a

e d (T (x ),T (y )) ≤ [e d (x ,y )]λ p o u r t o u t x , y ∈ X

Clairement la fonction θ : (0,∞)→ (1,∞)définie par θ (t ) = e
p

t appartient àΘ Ainsi, l’exis-

tence et l’unicité du point fixe découle du Corollaire 2.

Dans l’exemple suivant nous montrons que le corollaire 2 est une véritable généralisation

du principe de contraction de Banach.

Exemple 18 [18] Soit X l’ensemble défini par

X = {τn : n ∈N},

où

τn :=
n (n +1)

2
, p o u r t o u t n ∈N.

On a d (x , y ) = |x − y | est une métrique, pour tout x , y ∈ X . Il est facile de montrer que (X , d )

est un espace métrique complet .Soit T : X → X l’application définie par

T (τ1) =τ1, T (τn ) =τn−1, p o u r t o u t n ≥ 2.

La contraction de Banach n’est pas satisfaite. En fait on peut vérifier que

lim
n→∞

d (T (τn ), T (τ1))
d (τn ,τ1)

= 1

Considérons la fonction θ : (0,∞)→ (1,∞) définie par

θ (t ) = e
p

t e t
.

il n’est pas difficile de montrer que θ ∈ Θ, on doit prouver que T satisfait la condition (3.4)

c’est -à-dire que

d (T (τn ), T (τm )) 6= 0⇒ e
p

d (T (τn ),T (τm ))e d (T (τn ),T (τm )) ≤ e K
p

d (τn ,τm )e d (τn ,τm ) ,

Pour tout K ∈ (0, 1). La condition ci-dessus est équivalente à

d (T (τn ), T (τm )) 6= 0⇒ d (T (τn ), T (τm ))e
d (T (τn ),T (τm )) ≤ K 2d (τn ,τm )e

d (τn ,τm ).
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Donc, il faut vérifier que

d (T (τn ), T (τm )) 6= 0⇒
d (T (τn ), T (τm ))e d (T (τn ),T (τm ))−d (τn ,τm )

d (τn ,τm )
≤ K 2, (3.10)

Pour K ∈ (0, 1). Nous considérons deux cas :

Cas 1, n = 1 et m > 2. Dans ce cas, on a

d (T (τ1), T (τm ))e d (T (τ1),T (τm ))−d (τ1,τm )

d (τ1,τm )

=
m 2−m −2

m 2+m −2
e −m

≤ e −1.

Cas 2, m > n > 1. Dans ce cas, on a

d (T (τm ), T (τ))e d (T (τm ),T (τn ))−d (τm ,τn )

d (τm ,τn )

=
m +n −2

m +n −2
e n−m

≤ e −1.

Ainsi, l’inégalité (3.10) est satisfait avec K = e
−1
2 . Théorème(14)(où Corollaire 2) implique

que T admet un point fixe unique. Dans cet exemple τ1 est l’unique point fixe de T .

Notons que Θ contient une grande classe de fonctions. Par exemple

θ (t ) := 2−
2

π
arctan

�

1

t α

�

, 0<α< 1, t > 0.

Corollaire 3 Soit (X , d )un e.m.g. complet, et T : X → X une application donnée. Supposons

qu’il existe α, K ∈ (0, 1) tel que

2−
2

π
arctan

�

1

[d (T (x ), T (y ))]α

�

≤
�

2−
2

π
arctan(

1

[d (x , y )]α
)
�K

,

p o u r t o u s x , y ∈ X , T (x ) 6= T (y ).

Alors T admet un point fixe unique.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons donné une étude simple pour quelques théorèmes de point

fixe de Banach (pour les applications contractantes) sur les espaces métriques généralisés

comme (θ -contractions) dans lequel notre étude améliore et généralise certains résultats.

Un exemple a été donné pour illustrer nos résultats et en conséquence. Afin d’appliquer le

théorème du point fixe pour résoudre les problèmes et montrant l’existence et l’unicité des

solutions pour les équations intégrales ou différentielles.
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