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Résumé

Dans notre travail, on s’intéresse à étudier et calculer les nombres et les polynômes de Bernoulli

des deux espèces. Une généralisation de ces polynômes nommée les polynômes p-Bernoulli a été

aussi présentée.

Connaitre la fonction génératrice, la forme explicite, la relation de récurrence ainsi que les

diverses applications mathématiques de ces nombres et polynômes sont les points essentiels cités

dans ce mémoire.

Mots-Clés : Fonction génératrice, forme explicite, relation de récurrence, fonction hypergéo-

métrique, fonction zêta de Riemann, les nombres de Bernoulli, les polynômes de Bernoulli, les

nombres p-Bernoulli et les polynômes p-Bernoulli.
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Abstract

In our work, we are interested in studying and calculating the Bernoulli numbers and polyno-

mials of both kinds. A generalization of these polynomials called the p-Bernoulli polynomials has

also been presented.

Knowing the generating function, the explicit formula, the recurrence relation as well as the

various mathematical applications of these numbers and polynomials are the essential points cited

in this thesis.

Keywords : Generating function, explicit formula, recurrence relation, hypergeometric func-

tion, zeta Riemann function, the Bernoulli numbers, the Bernoulli polynomials, the p-Bernoulli

numbers and the p-Bernoulli polynomials.
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Introduction

En 1713, Jacob Bernoulli (1654-1705) a introduit une suite infinie de nombres rationnels de

manière élémentaire. Les résultats de Bernoulli sont apparus pour la première fois dans son ouvrage

"Ars conjectandi", connus sous le nom de nombres de Bernoulli, ce dernier a étudié les sommes des

puissances

Sk(n) = 1k + 2k + 3k + . . .+ nk =
n∑

i=1
ik.

Il a donné le résultat jusqu’au 10ème rang (k = 10), mais sans preuve sous la forme

Sk(n) = 1
k + 1n

k+1 + 1
2n

k + k

2An
k−1 + k.k − 1.k − 2

2.3.4 Bnk−3 + k.k − 1.k − 2.k − 3.k − 4
2.3.4.5.6 Cnk−5 + · · · ,

où les coefficients A,B,C . . . sont une suite de nombres rationnels avec

A = 1
6 , B = − 1

30 , C = 1
42 , · · ·

En utilisant la notation moderne, sa formule s’écrit

n∑
i=1

ik =
k∑

j=0

(
k

j

)
Bj

nk+1−j

k + 1− j = 1
k + 1

k∑
j=0

(
k + 1
j

)
Bjn

k+1−j , (0.1)

où
(k

j

)
est le coefficient binomial, tel que(

k

j

)
= k(k − 1)(k − 2) . . . (k − j + 1)

j! ,

et Bj , le nombre définit par la formule de récurrence

k∑
j=0

(
k + 1
j

)
Bj = k + 1, k = 0, 1, 2, . . .

C’est ce Bj qui est par la suite appelé nombre de Bernoulli, il a été nommé par Abraham de

Moivre.

Sachant qu’en 1712 le remarquable mathématicien japonais Takakazu Seki a déjà traité la

somme des puissances Sk(n) en se basant sur la définition des nombres de Bernoulli dans son

ouvrage intitulé Katsuyo Sanpo ("essentials of the art of calculation"), où il a abouti aux mêmes

1



Introduction
résultats que son homologue (Bernoulli), avant cette découverte, Fauhaber lui aussi a étudié cette

formule en arrivant à la même conclusion que Jacobi.

Après cette période, précisément 1748, Euler a pu trouver une relation entre les sommes infinies

et les coefficients rationnels

s(2n) = 1
12n

+ 1
22n

+ 1
32n

+ . . . = αnπ
2n,

où αn, contiennent la même suite de nombres A,B,C, . . . Euler lui aussi a obtenu des résul-

tats intéressants, montrant que ces nombres apparaissent a l’ensemble des coefficients de série de

fonctions x 7→ cos, x 7→ tan x, x 7→ 1/ sin x. Euler a gardé la même appellation de Bernoulli dans ce

sujet sous le nom des nombres rationnels comme étant nombres de Bernoulli, en montrant que ces

nombres ont de nombreuses applications, d’où ils deviennent le sujet d’étude de nombreux mathé-

maticiens (Jacobi, Carlitz, Delange, Dilcher, etc).

Ce projet d’étude contient quatre chapitres avec introduction terminé par une conclusion où :

Dans le premier chapitre, on présente quelques notions de base qui servent d’outils par la suite de

ce mémoire à savoir : le coefficient binomial, les factorielles montantes, les factorielles descendantes

et les fonctions génératrices. Les nombres remarquables ont aussi eu leur part dans ce chapitre (de

Stirling, r-Stirling, Euler et nombres Eulériens).

Le deuxième chapitre étudie "Les nombres et les polynômes de Bernoulli" on donne les impor-

tants résultats présentés dans la fonction génératrice, relation de récurrence et la forme explicite.

La généralisation du deuxième chapitre a fait l’objet du troisième chapitre, alors que pour

illustrer ce travail on a pris des exemples pratiques.

En conclusion de ce mémoire on en déduit que ce travail comporte divers domaines sur tous les

plans, analytique, algébrique et topologique.
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Chapitre 1
Quelques notions de base

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments de base qui seront utiles pour la suite,

en rappelant les factorielles montantes et descendantes, les séries génératrices, la fonction zêta

de Riemann, les suites remarquables (nombres de Stirling, r-Stirling, Euler, euleriens) et leurs

propriétés combinatoires. Pour des notions plus précises et détaillées, le lecture pourra consulter

[3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 14, 16].

1.1 Le coefficient binomial

Définition 1.1.1. Soient n et k deux entiers, tels que n ≥ k ≥ 0. Le coefficient binomial ou le

coefficient du binôme, ou encore tout simplement " binomial" noté
(n

k

)
, est défini par(

n

k

)
= n!
k!(n− k)! .

Définition 1.1.2. (au sens combinatoire) Le coefficient
(n

k

)
, est le nombre de façons de choisir un

sous-ensemble à k éléments dans un ensemble à n éléments.

1.1.1 La formule du binôme de Newton

Les coefficients binomiaux tirent leur nom de la formule du binôme, qui permet de calculer les

puissances du binôme a+ b

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
an−kbk =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k.

1.1.2 La relation de récurrence de Pascal

Les coefficients binomiaux satisfont la relation de récurrence de Pascal(
n

k

)
=
(
n− 1
k

)
+
(
n− 1
k − 1

)
, pour tout n ≥ 1, avec

(
n

0

)
=
(
n

n

)
= 1. (1.1)

3



1.2. LES FACTORIELLES DESCENDANTES ET MONTANTES

1.1.3 Le triangle de Pascal

A partir de la Relation de récurrence (1.1), nous pouvons construire le triangle de Pascal suivant ;

tel que n, k ≥ 0.

n

k
0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

0 1
...

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1
... · · ·

Table 1.1 – Triangle de Pascal

1.2 Les factorielles descendantes et montantes

1.2.1 Les factorielles descendantes

Définition 1.2.1. Soit a un nombre réel ou complexe et n ∈ N. On définit la factorielle descendante

d’ordre n, notée (a)n, par :

(a)n =

 1, si n = 0

a(a− 1) · · · (a− n+ 1), si n ≥ 1.

Et on a

(n)n = n!.

On peut prolonger la définition de (a)n, pour tout entier n ∈ Z par :

(a)n = Γ(a+ 1)
Γ(a− n+ 1) ,

où Γ(x), est la fonction gamma d’Euler donnée par la formule

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt.

4



1.3. LA FONCTION GÉNÉRATRICE ET QUELQUES OPÉRATIONS SUR LES SÉRIES
ENTIÈRES

1.2.2 Les factorielles montantes

Définition 1.2.2. Soit a un nombre réel ou complexe et n un entier positif. On définit la factorielle

montante d’ordre n, notée (a)n, par :

(a)n =

 1, si n = 0

a(a+ 1) · · · (a+ n− 1), si n ≥ 1.
(1.2)

On peut prolonger la définition de (a)n, pour tout entier n ∈ Z par :

(a)n = Γ(a+ n)
Γ(a)

et on a les propriétés suivantes :

(1)n = n!.

(a)i+j = (a)i(a+ i)j .

(a)n = (−1)n(1− n− a)n.

(a)n = (a+ n− 1)!
(a− 1)! .

Les relations entre les factorielles descendantes et les factorielles montantes sont données par :

(a)n = (a+ n− 1)n.

(a)n = (a− n+ 1)n.

(−a)n = (−1)n(a)n.

1.3 La fonction génératrice et quelques opérations sur les séries

entières

1.3.1 La fonction génératrice

Définition 1.3.1. Soit A un anneau commutatif, ayant un élément unité. Les séries formelles à

coefficients an dans A, et en l’indéterminée t, sont les expressions suivants :

G(t) =
∑
n≥0

ant
n et H(t) =

∑
n≥0

an
tn

n! .

La série formelle
∑
n≥0

ant
n de la suite (an), s’appelle fonction génératrice ordinaire.

La série formelle
∑
n≥0

an
tn

n! de la suite (an), s’appelle fonction génératrice exponentielle.

On note A[[t]] l’ensemble des séries formelles à valeurs dans A.

5



1.4. PERMUTATION, CYCLE, PARTITION

1.3.2 Quelques opérations sur les séries entières

Le produit

Le produit de deux séries ordinaires
∑
n≥0

ant
n et

∑
n≥0

bnt
n, est donné par :

∑
n≥0

ant
n

∑
n≥0

bnt
n

 =
∑
n≥0

cnt
n, tel que cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Le produit de deux séries exponentielles
∑
n≥0

an
tn

n! et
∑
n≥0

bn
tn

n! , est donné par :

∑
n≥0

an
tn

n!

∑
n≥0

bn
tn

n!

 =
∑
n≥0

cn
tn

n! , tel que cn =
n∑

k=0
akbn−k

(
n

k

)
.

La somme

La somme de deux séries ordinaires
∑
n≥0

ant
n et

∑
n≥0

bnt
n, est définie par :

∑
n≥0

(an + bn)tn =
∑
n≥0

ant
n +

∑
n≥0

bnt
n.

La somme de deux séries exponentielles
∑
n≥0

an
tn

n! et
∑
n≥0

bn
tn

n! , est définie par :

∑
n≥0

(an + bn) t
n

n! =
∑
n≥0

an
tn

n! +
∑
n≥0

bn
tn

n! .

Muni de ces deux lois, l’ensemble des séries formelles A [[x]] , est un anneau.

1.4 Permutation, cycle, partition

1.4.1 Permutation

Définition 1.4.1. Soit [n] = {1, 2, 3, . . . , n}, on appelle permutation σ d’un ensemble fini [n], toute

bijection de [n] dans [n]. En fait, puisque l’ensemble [n] est fini, le mot bijection peut être remplacé

par injection ou surjection. Une permutation σn peut être représentée par une forme matricielle

σn =

 1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

 .
Le nombre de permutations de l’ensemble [n] est n!.

On appelle point fixe si l’image d’un élément x de [n] par la permutation σ est lui même i.e.

σ(x) = x.

Exemple 1. Soit la permutation σ8

σ8 =

1 2 3 4 5 6 7 8

3 8 4 1 6 2 7 5

 .

6



1.5. LES NOMBRES DE STIRLING

1.4.2 Cycle

Définition 1.4.2. Un cycle de longueur k ≥ 2 est une permutation dont les éléments mobiles (c’est

à dire un élément non fixe ), ou support sont de la forme{
x, σ(x), σ2(x), . . . , σk−1(x), σk(x) = x

}
.

On appelle habituellement orbite de x, notée Ox est l’ensemble des images de x obtenues en

appliquant successivement la permutation σ sur les éléments x, Ox =
(
σj(x)

)
j∈N .

Exemple 2. La permutation σ de [n] = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} est un trois cycles de support {1, 3, 4}

et {2, 8, 5, 6} et {7} , tels que

σ(1) = 3, σ2(1) = 4, σ3(1) = 1,

donc l’orbite de l’élément 1 dans l’Exemple 1 est O1 =
{
1, σ(1) = 3, σ2(1) = 4

}
. Remarquez que

O1 = O3 = O4. Ces éléments, {1, 3, 4} pris dans cet ordre, forment un cycle noté (1, 3, 4), on a

aussi

σ(2) = 8, σ2(2) = 5, σ3(2) = 6, σ4(2) = 2,

donc l’orbite de l’élément 2 dans l’Exemple 1 est O2 =
{
2, σ(2) = 8, σ2(2) = 5, σ3(2) = 6,

}
. Re-

marquez que O2 = O8 = O5 = O6. Ces éléments, {2, 8, 5, 6} pris dans cet ordre, forment un cycle

noté (2, 8, 5, 6) et le point {7} est un point fixe.

1.4.3 Partition

Définition 1.4.3. Une part P de [n] = {1, 2, . . . , n} est un sous-ensemble non vide de [n]. Une

partition P de [n] est une famille de parts P1, . . . ,Pk deux à deux disjoints, telles que ∪k
i=1Pi = [n] .

Exemple 3. Soit l’ensemble [3] = {1, 2, 3}, les partition de [3] sont

{{1} {2} {3}} , {{1, 2} {3}} , {{1, 3} {2}} , {{2, 3} {1}} , {{1, 2, 3}} .

Dans la partie suivante, nous donnons quelques propriétés de certaines suites classiques, en

commençant par les suites des nombres de Stirling des deux espèces, suite r-Stirling de seconde

espèce ; en suite on définit les nombres d’Euler et on termine par les nombres Eulériens.

1.5 Les nombres de Stirling

1.5.1 Nombres de Stirling de première espèce

Définition 1.5.1. Algébriquement, les nombres de Stirling de première espèce signés s(n, k), sont

les coefficients des polynômes factorielles descendantes, s’écrit

(x)n =
n∑

k=0
s(n, k)xk. (1.3)

7



1.5. LES NOMBRES DE STIRLING

Définition 1.5.2. Les nombres de Stirling de première espèce non signés |s(n, k)|, sont les coeffi-

cients des polynômes factorielles montantes (x)n, c’est à dire que :

(x)n =
n∑

k=0
|s(n, k)|xk.

Définition 1.5.3. (au sens combinatoire) Le nombre (−1)n−ks(n, k) =
[n
k

]
est égal au nombre de

permutations de l’ensemble [n] = {1, 2, · · · , n} , ayant exactement k cycles, est appelé les nombres

de Stirling de première espèce non signés.

Exemple 4. On a (−1)4−2s(4, 2) = 11, donc, les permutations de quatre éléments composé de deux

cycles disjoints sont

(1)(2 3 4), (1)(2 4 3), (2)(1 3 4), (2)(1 4 3),

(3)(1 2 4), (3)(1 4 2), (4)(1 2 3), (4)(1 3 2)

(1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3).

Donc,
[4
2
]

= 11.

Les fonctions génératrices

La fonction génératrice exponentielle de la suite de Stirling de première espèce non signés est

donnée par : ∑
n≥k

[
n

k

]
xn

n! = (−1)k(ln(1− x))k

k! .

La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de première espèce signés est donnée

par : ∑
n≥k

s(n, k)xn

n! = 1
k! (ln(1 + x))k.

Les formes explicites

On donne deux formes explicites pour les nombres de Stirling de première espèce non signés[
n

k

]
= n!
k!

∑
i1+...+ik=n

1
i1 . . . ik

et [
n

k

]
=

∑
0≤j≤h≤n−k

(−1)j+h

(
h

j

)(
n− 1 + h

n− k + h

)(
2n− k
n− k − h

)
(h− j)n−k+h

h! .

La relation de récurrence

Les nombres s(n, k), sont définis par la formule de récurrence suivante : s(n, 0) = s(0, k), sauf s(0, 0) = 1,

s(n, k) = s(n− 1, k − 1)− (n− 1)s(n− 1, k), n, k ≥ 1.
(1.4)
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1.5. LES NOMBRES DE STIRLING

Table des nombres de Stirling de première espèce

Soit (s(n, k))0≤k≤n un triangle, alors d’après la Relation de récurrence (1.4), on a le triangle de

Stirling de première espèce signés Table (1.2), tel que n représente les lignes et k les colonnes.

n

k
0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·

0 1
...

1 0 1

2 0 -1 1

3 0 2 -3 1

4 0 -6 11 -6 1

5 0 24 -50 35 -10 1

6 0 -120 274 -225 85 -15 1

7 0 720 -1764 1624 -735 175 -21 1
... · · ·

Table 1.2 – Triangle de Stirling de première espèce signés

1.5.2 Nombres de Stirling de deuxième espèce

Définition 1.5.4. La décomposition de xn sur la base ((x)n)n∈N s’écrit

xn =
n∑

k=0

{
n

k

}
(x)k.

Les coefficients (
{n

k

}
)(n,k)∈N2, s’appellent famille des nombres de Stirling de deuxième espèce.

Définition 1.5.5. Le nombre de Stirling de deuxième espèce est le nombre de partition de l’ensemble

[n] en k sous-ensembles non vides, disjoints deux a deux, et de réunion [n] .

Exemple 5. Il y a sept partitions de l’ensemble {1, 2, 3, 4} en deux sous-ensemble non vides

{{1}{2, 3, 4}} , {{2}{1, 3, 4}} , {{3}{1, 2, 4}} , {{4}{1, 2, 3}} ,

{{1, 2}{3, 4}} , {{1, 3}{2, 4}} , {{1, 4}{2, 3}} .

Par conséquent,
{4

2
}

= 7.

Les fonctions génératrices

La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres de Stirling de deuxième espèce est

donnée par : ∑
n≥k

{
n

k

}
xn−k =

k∏
j=1

1
(1− jx) ,

9



1.6. LES NOMBRES R-STIRLING DE DEUXIÈME ESPÈCE

aussi, la fonction génératrice exponentielle est définie par :

∑
n≥k

{
n

k

}
xn

n! = 1
k! (e

x − 1)k. (1.5)

La forme explicite

Nous pouvons écrire explicitement les nombres de Stirling de deuxième espèce comme{
n

k

}
= 1
k!

k∑
j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
jn.

La relation de récurrence

La relation de récurrence des nombres de Stirling de deuxième espèce est définie par :
{n

0
}

=
{0

k

}
= 1, sauf

{0
0
}

= 1{n
k

}
=
{n−1

k−1
}

+ k
{n−1

k

}
, n ≥ 1.

Table des nombres de Stirling de deuxième espèce

Les premières valeurs des nombres de Stirling de deuxième espèce sont données dans la Table

1.3 suivante :

n

k
0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·

0 1
...

1 0 1

2 0 1 1

3 0 1 3 1

4 0 1 7 6 1

5 0 1 15 25 10 1

6 0 1 31 90 65 15 1

7 0 1 63 301 350 140 21 1
... · · ·

Table 1.3 – Triangle de Stirling de deuxième espèce

1.6 Les nombres r-Stirling de deuxième espèce

Broder dans [6] a donné des interprétations combinatoires et quelques propriétés algébriques

des nombres r-Stirling de deuxième espèce et plusieurs identités, des relations de récurrences ainsi
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1.6. LES NOMBRES R-STIRLING DE DEUXIÈME ESPÈCE

que les fonctions génératrices associées a ces nombres.

Définition 1.6.1. En combinatoire, les nombres r-Stirling de deuxième espèce
{n

k

}
r
, comptent le

nombre de partitions d’un ensemble à n éléments en k blocs, tels que les nombres 1, 2, . . . , r se

trouvent dans des blocs différents.

Exemple 6. Le nombre de façons de constituer k équipes depuis n joueurs tels que r joueurs

spécifiés (r ≤ n) sont dans des équipes différentes.

Exemple 7.
{4

3
}

2 est le nombre de partition de l’ensemble {1, 2, 3, 4} en trois blocs, tels que les

premiers éléments 1 et 2 sont dans des blocs différents. Les partitions qui vérifient les conditions

sont
{1} {2, 3} {4} , {1} {3, 4} {2} , {1} {2, 4} {3} ,

{2} {1, 3} {4} , {2} {1, 4} {3} .

Par conséquent,
{4

3
}

2 = 5.

Les fonctions génératrices

La fonction génératrice ordinaire des nombres r-Stirling de deuxième espèce, est donnée par :

∑
n≥k

{
n+ r

k + r

}
r

tn = tk

(1− rt)(1− (r + 1)t) . . . (1− (k + r)t) .

La fonction génératrice exponentielle des nombres r-Stirling de deuxième espèce est donnée par :

∑
n≥k

{
n+ r

k + r

}
r

tn

n! = 1
k! (e

t − 1)kert. (1.6)

La relation de récurrence

La relation de récurrence des nombres r-Stirling de deuxième espèce est définie par :

{n
r

}
r

= 0, n < r{n
k

}
r

= δk,r, n = r{n
k

}
r

= k
{n−1

k

}
r

+
{n−1

k−1
}

r
, n > r{n

r

}
r

= rn−r, n ≥ r,

où δk,r est le symbole de Kronecker défini par :

δk,r =

 1 si k = r

0 si k 6= r.

On a aussi la relation de récurrence suivante :{
n+ r

k + r

}
r

=
{
n+ r

k + r

}
r−1
− (r − 1)

{
n+ r − 1
k + r

}
r−1

, n ≥ r ≥ 1.
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1.7. LES NOMBRES D’EULER

La forme explicite

La forme explicite des nombres r- Stirling est définie par :{
n+ r

k + r

}
r

= 1
k!

k∑
j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
(r + j)n.

Table des nombres 2-Stirling de deuxième espèce

Les premières valeurs de ces nombres pour r = 2, sont données dans la table suivante :

n

k
2 3 4 5 6 7 8 9 · · ·

2 1
...

3 2 1

4 4 5 1

5 8 19 9 1

6 16 65 55 14 1

7 32 211 285 125 20 1

8 64 655 1351 910 245 27 1

9 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1
... · · ·

Table 1.4 – Triangle 2-Stirling de deuxième espèce

1.7 Les nombres d’Euler

Définition 1.7.1. Les nombres d’Euler, notés En, sont définis par la fonction génératrice

2
et + e−t

=
∑
n≥0

En
tn

n! , |t| < π,

ou bien par la relation de récurrence suivante :

En = 1−
n−1∑
k=0

(
n

k

)
2n−k−1Ek.

Les premiers termes de ces nombres, sont donnés dans la Table 1.5.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

En 1 0 -1 0 5 0 -61 0 1385 0 -50521 0

Table 1.5 – Les premières valeurs des nombres d’Euler
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1.8. LES NOMBRES EULÉRIENS

1.8 Les nombres eulériens

Définition 1.8.1. Pour 1 ≤ k ≤ n, on désigne par
〈
n

k

〉
, le nombre de permutations de [n] qui

possèdent k montées, c’est-à-dire k endroits où σ(i) < σ(i + 1). Ce nombre est appelé nombre

eulérien d’ordre (n, k).

Exemple 8. On a la permutation σ, donnée par

σ =

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 3 7 2 5 6 10 9 1 8

 .
D’après la définition d’une montée, on a les cinq montées de cette permutation

σ(2) < σ(3), σ(4) < σ(5), σ(5) < σ(6), σ(6) < σ(7), σ(9) < σ(10).

Exemple 9. L’ensemble [n] = {1, 2, 3, 4} possède 11 permutations qui ont 2 montées

 1 2 3 4

1 3 2 4


 1 2 3 4

1 4 2 3


 1 2 3 4

2 3 1 4


 1 2 3 4

2 4 1 3


 1 2 3 4

3 4 1 2


 1 2 3 4

1 2 4 3


 1 2 3 4

2 3 4 1


 1 2 3 4

2 1 3 4


 1 2 3 4

3 1 2 4


 1 2 3 4

4 1 2 3


 1 2 3 4

1 3 4 2

 .

Par conséquent,
〈

4
2

〉
= 11.

La fonction génératrice

La fonction génératrice double de la suite des nombres eulériens est donnée par :

∑
n≥0

∑
k≥0

〈
n

k

〉
tn

n!z
k = 1− z

1− ze(t(1−z)) .

La forme explicite

On peut calculer les nombres eulériens
〈
n

k

〉
, par la forme explicite

〈
n

k

〉
=

k∑
j=0

(−1)j

(
n+ 1
j

)
(k − j)n.
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1.9. LA FONCTION BETA

La relation de récurrence

Les nombres eulériens vérifient la relation de récurrence

〈
n

k

〉
=


1 si n = k = 0,

(k + 1)
〈
n− 1
k

〉
+ (n− k)

〈
n− 1
k − 1

〉
si 1 ≤ k ≤ n

0 sinon.

Table des nombres eulériens

D’après la relation de récurrence des nombres eulériens on a la table suivante :

n

k
0 1 2 3 4 5 6 7 . . .

0 1
...

1 1 0

2 1 1 0

3 1 4 1 0

4 1 11 11 1 0

5 1 26 66 26 1 0

6 1 57 302 302 57 1 0

7 1 120 1191 2416 1191 120 1 0
... . . .

Table 1.6 – Table des nombres eulériens

1.9 La fonction beta

Définition 1.9.1. La fonction beta notée B(x, y), est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous

nombres réels x et y strictement positifs par :

B(x, y) =
∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt , x > 0 et y > 0.

La fonction beta B(x, y) est liée à la fonction gamma par la relation suivante :

B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y) .

14



1.10. LA FONCTION ZÊTA DE RIEMANN

1.10 La fonction zêta de Riemann

Définition 1.10.1. La fonction zêta de Riemann ζ(s), est définie pour tout nombre complexe s

satisfaisant Re(s) > 1, (c’est à dire la partie réelle de s supérieure strictement à 1), par :

ζ(s) =
∑
n≥1

1
ns
.

Maintenant, on présente une généralisation de la fonction zêta de Riemann, définie par Euler

et Zagier.

1.11 La fonction multiple zêta d’Eleur-Zagier

Définition 1.11.1. Les multiples valeurs zêta d’Euler-Zagier de la profondeur p (p ≥ 1), sont

définies par

ζp(s1, s2, · · · , sp) =
∑

0<n1<n2<···<np

1
ns1

1 n
s2
2 · · ·n

sp
p
,

où s1, s2, · · · , sp sont des entiers positifs ≥ 1 avec sp > 1.

Akiyama et al. [1, 2] ont défini les valeurs, régulières de la fonction multiple zêta à des entiers

non positifs par :

ζp(−r1,−r2, · · · ,−rp) = lim
s1→−r1

· · · lim
sp→−rp

ζp (s2, s2, · · · , sp) (r1, r2, · · · , rp ≥ 0).

1.12 La fonction hypergéométrique

L’origine des fonctions hypergéométriques se trouve au début du 19ième siècle, lorsque Gauss

étudie l’équation différentielle suivante [4, 15] :

t(1− t)y′′ + (c− (a+ b+ 1)t)y′ − aby = 0, (1.7)

où a, b, c ∈ C. Cette équation connue sous le nom d’équation différentielle de Gauss. La fonction

hypergéométrique généralisée a une représentation en série :

∑
n≥0

Cn

avec Cn+1
Cn

une fonction rationnelle de n, définie par la relation suivante :

Cn+1
Cn

= (n+ a1)...(n+ ap)t
(n+ b1)...(n+ bq)(n+ 1) .

Si C0 = 1, on a
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1.12. LA FONCTION HYPERGÉOMÉTRIQUE

Cn = (a1)n(a2)n · · · (ap)n

(b1)n(b2)n · · · (bq)n

tn

n! .

et la fonction hypergéomètrique est alors

pFq

 a1, · · · , ap

b1, · · · , bq

; t

 =
∞∑

n=0

(a1)n(a2)n · · · (ap)n

(b1)n(b2)n · · · (bq)n

tn

n! .

Nous connaissons beaucoup de fonctions importantes qui sont en fait des fonctions hyper-

géomètriques particulières. Le cas particulier le plus simple est celui où p = q = 0 ; il y a aucun

paramètre, et on obtient la série bien connue

0F0

 ; t

 = et.

Si p = 1 et q = 1, on obtient la fonction hypergéométrique confluente de Kummer 1F1

 a

b
; t

,
est définie par

∑
n≥0

(a)n

(b)n

tn

n! . (1.8)

Si p = 2 et q = 1, on obtient la fonction hypergéométrique de Gauss 2F1

 a, b

c
; t

 où |t| < 1, la

solution de l’équation différentielle (1.7).

On prend quelques fonctions importantes qui peuvent être exprimer en fonction des séries de Gauss

log(1 + t) = t2F1

 1, 1

2
;−t

 ,

exp(t) = lim
|a|−→∞

2F1

 a, b

b
; t/a

 ,
où |t| < 1. Et on a

lim
|b|−→∞

2F1

 a, b

c
; t/b

 = 1F1

 a

c
; t

 . (1.9)

Le théorème suivant contient une importante représentation de la fonction 2F1.

Théorème 1.12.1. La transformation d’Euler est donnée par :

2F1

 a, b

c,
; t

 = (1− t)c−a−b
2F1

 c− a, c− b

c,
; t

 . (1.10)

La relation (1.10) est utile pour déduire les propriétés de la fonction hypergéométrique de Gauss

2F1.
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Chapitre 2
Les nombres et les polynômes de Bernoulli

En mathématiques, les nombres de Bernoulli, notés Bn, constituent une suite de nombres rationnels.

Ces nombres ont d’abord été étudiés par Jacques Bernoulli (ce qui a conduit Abraham de Moivre

à leur donner le nom que nous connaissons aujourd’hui) en cherchant des formules pour exprimer

les sommes du type

Sk(n) = 1k + 2k + 3k + . . .+ nk =
n∑

i=1
ik.

Dans ce chapitre, nous présentons les importants résultats concernant ces nombres, en citant

deux types ; nombres de Bernoulli classiques (de première espèce) avec B1 = −1/2 et nombres de

Bernoulli de deuxième espèce avec B1 = 1/2. Pour plus de détailles consulter les ouvrages [3, 9, 12].

2.1 Les nombres de Bernoulli

2.1.1 Les nombres de Bernoulli de première espèce

La fonction génératrice

Définition 2.1.1. Les nombres de Bernoulli de première espèce, est la suite des nombres rationnels

B0, B1,B2, · · · donnée par la série infinie :

t

et − 1 =
∑
n≥0

Bn
tn

n! , |t| < 2π. (2.1)

On peut définir aussi, les nombres de Bernoulli de première espèce par la relation de récurrence

suivante :

La relation de récurrence

Les nombres de Bernoulli de première espèce satisfont la relation de récurrence suivante :
n∑

k=0

(
n+ 1
k

)
Bk = 0, avec B0 = 1. (2.2)

En utilisant la Relation (2.2), on obtient
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2.1. LES NOMBRES DE BERNOULLI

. Pour n = 1,
(

2
0

)
B0 +

(
2
1

)
B1 = 0, d’ou B1 = −1

2 .

. Pour n = 2,
(

3
0

)
B0 +

(
3
1

)
B1 +

(
3
2

)
= 0, d’ou B2 = 1

6 .

. Pour n = 3,
(

4
0

)
B0 +

(
4
1

)
B1 +

(
4
2

)
B2 +

(
4
3

)
B3 = 0, d’ou B3 = 0.

Table des nombres de Bernoulli de première espèce

Les premières valeurs de ces nombres sont illustrées par la Table 2.1 suivante :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Bn 1 −1
2

1
6 0 − 1

30 0 1
42 0 − 1

30 0 5
66 0

Table 2.1 – Les premières valeurs des nombres de Bernoulli de première espèce

Remarque 1. On remarque ici que les signes des Bn alternent pour n pair et que les nombres de

Bernoulli d’indice impair sont nuls ; sauf B1 = −1
2 .

Une autre relation de récurrence pour calculer les nombres de Bernoulli de première espèce, est

donnée dans le théorème suivant :

Théorème 2.1.1. La relation de récurrence des nombres de Bernoulli de première espèce, est

donnée aussi par :

B0 = 1, et Bn =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk, ∀n ≥ 2.

Démonstration. Posons

B(t) = t

et − 1 .

Alors

etB(t) = t+B(t).

Comme

et =
∑
n≥0

tn

n! ,

et

t+B(t) = 1 + t

2 +
∑
n≥2

Bn
tn

n! .

Alors, le produit de deux séries donne∑
n≥0

tn

n!

∑
n≥0

Bn
tn

n!

 = 1 + t

2 +
∑
n≥2

Bn
tn

n! .
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2.1. LES NOMBRES DE BERNOULLI

D’ou

∑
n≥0

(
n∑

k=0

Bk

k!(n− k)! t
n

)
= 1 + t

2 +
∑
n≥2

Bn
tn

n! .

1 +
(

1− 1
2

)
t+

∑
n≥2

(
n∑

k=0

Bk

k!(n− k)! t
n

)
= 1 + t

2 +
∑
n≥2

Bn
tn

n! ,

qui est équivalent à ∑
n≥2

(
n∑

k=0

Bk

k!(n− k)

)
tn =

∑
n≥2

Bn

n! t
n.

Par identification, on obtient pour n ≥ 2

Bn

n! =
n∑

k=0

Bk

k!(n− k) .

Finalement

Bn =
n∑

k=0

n!Bk

k!(n− k)! =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk.

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, on a besoin le Lemme 2.1.2 suivant :

Lemme 2.1.2. Soit f(t) =
∑
n≥0

ant
n. Alors

f paire⇒ a2n+1 = 0, pour n ≥ 0.

Démonstration. f est paire alors

f(t) = f(−t).

D’ou ∑
n≥0

ant
n =

∑
n≥0

an(−t)n,

qui donne

∑
n≥0

ant
n −

∑
n≥0

an(−t)n =
∑
n≥0

an(tn − (−t)n)

=
∑
n≥0

an(1− (−1)n)tn = 0.

Or que

(1− (−1)n) =

 0 si n est pair,

2 si n est impair.

Donc, on résulte ∑
n≥0

(1− (−1)2n+1)a2n+1t
2n+1 = 2

∑
n≥0

a2n+1t
2n+1 = 0.

C’est-a-dire

a2n+1 = 0.
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Théorème 2.1.3. Les nombres de Bernoulli Bn d’indices impairs sont nuls, c’est-à-dire

∀n ≥ 1, B2n+1 = 0.

Démonstration. On utilise le Lemme 2.1.2 précédant, sachant que t

et − 1 + t

2 est une fonction

paire et
t

et − 1 + t

2 = B0 +
(
B1 + 1

2

)
t+

∑
n≥2

Bn
tn

n! .

Alors :

B1 + 1
2 = 0 et B2n+1 = 0, ∀n ≥ 1.

D’ou la démonstration du théorème.

La forme explicite

Théorème 2.1.4. La forme explicite des nombres de Bernoulli de première espèce est donnée par

la formule suivante :

Bn =
n∑

k=0
(−1)k k!

k + 1

{
n

k

}
. (2.3)

Démonstration. On a

t = ln(1 + (et − 1))

=
∞∑

n=0
(−1)n (et − 1)n+1

n+ 1 .

Et par la fonction génératrice (2.1), on en déduit
∞∑

n=0
Bn

tn

n! = t

et − 1

=
∞∑

k=0
(−1)k (et − 1)k

k + 1

=
∞∑

k=0
(−1)k k!

k + 1
(et − 1)k

k!

=
∞∑

k=0
(−1)k k!

k + 1

∞∑
n=k

{
n

k

}
tn

n!

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0
(−1)k k!

k + 1

{
n

k

})
tn

n! .

Maintenant, l’identification de deux séries donne directement le résultat.

Dans la partie suivante, on définit les polynômes de Bernoulli de première espèce et on donne

les principaux résultats.
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2.2 Les polynômes de Bernoulli de première espèce

La fonction génératrice

Définition 2.2.1. La fonction génératrice de la suite des polynômes de Bernoulli de première

espèce notée (Bn(x))n∈N, est donnée par B(x, t) = tetx

et − 1 et on a

tetx

et − 1 =
∑
n≥0

Bn(x) t
n

n! , |t| < 2π. (2.4)

En particulier, pour x = 0 on trouve les nombres de Bernoulli classiques (2.1).

La relation de récurrence

Les polynômes de Bernoulli Bn(x) sont reliés aux nombres de Bernoulli par la formule récurrente

suivante :

Théorème 2.2.1. La relation de récurrence des polynômes de Bernoulli de première espèce est

définie par :

Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k. (2.5)

Démonstration. Par les fonctions génératrices (2.4), (2.1) et le produit de deux séries exponen-

tielles , on trouve

∑
n≥0

Bn(x) t
n

n! = tetx

et − 1 = t

et − 1etx

=

∑
n≥0

Bn
tn

n!

∑
n≥0

xn t
n

n!


=
∑
n≥0

(
n∑

k=0
Bkx

n−k

(
n

k

))
.

D’ou le résultat

Bn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bkx

n−k.

Table de polynômes de Bernoulli de première espèce

D’après la Relation de récurrence (2.5), on a la Table 2.2 suivante :
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n Bn(x)

0 1

1 x− 1
2

2 x2 − x+ 1
6

3 x3 − 3
2x

2 + 1
2x

4 x4 − 2x3 + x2 − 1
30

5 x5 − 5
2x

4 + 5
3x

3 − 1
6x

6 x6 − 3x5 + 5
2x

4 − 1
2x

2 + 1
42

Table 2.2 – Table des polynômes de Bernoulli de première espèce

Une autre formule de récurrence pour calculer les polynômes de Bernoulli de première espèce

est donnée par le théorème suivant :

Théorème 2.2.2. Les polynômes de Bernoulli classiques vérifient la relation récurrente

Bn(x+ 1) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk(x), avec B0(x) = 1.

Démonstration. D’après (2.4) et le produit de deux séries, on a

∑
n≥0

Bn(x+ 1) t
n

n! = tet(x+1)

et − 1

= tetx

et − 1e
t =

∑
n≥0

Bn(x) t
n

n!

∑
n≥0

tn

n!


=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk(x)

)
tn

n! .

Maintenant, en identifiant les coefficients de tn

n! , on obtient

Bn(x+ 1) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk(x).

D’où la démonstration.

Théorème 2.2.3. Les polynômes de Bernoulli Bn(x) vérifient les identités suivantes :

1. ∀n ≥ 1, B′n(x) = nBn−1(x).

2. ∀n ≥ 1,
∫ 1

0
Bn(x)dx = 0.
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Démonstration. On dérive la partie gauche de (2.4) par rapport à x, on trouve

d

dx

(
tetx

et − 1

)
= t

et − 1
detx

dx
= t

tetx

ex − 1

= t
∑
n≥0

Bn(x)
n! tn =

∑
n≥0

Bn(x)
n! tn+1

=
∑
n≥1

Bn−1(x) tn

(n− 1)!

=
∑
n≥1

Bn−1(x) tn

(n− 1)! .

D’autre part, il résulte de (2.4) que

d

dx

(
tetx

et − 1

)
= d

dx

∑
n≥0

Bn(x) t
n

n!

 =
∑
n≥0

(
dBn(x)
dx

)
tn

n!

=
∑
n≥0

B′n(x) t
n

n! .

L’égalité de deux séries donne

B′0(x) +
∑
n≥1

B′n(x) t
n

n! =
∑
n≥1

Bn−1(x) tn

(n− 1)! .

Et puisque B′0(x) = 0 ( car B0(x) = 1), alors pour n ≥ 1, on a

∑
n≥1

B′n(x) t
n

n! =
∑
n≥1

nBn−1(x) t
n

n! ,

d’ou le résultat 1. Maintenant, on intègre la partie gauche de (2.4) par rapport à x, on obtient

∫ 1

0

tetx

et − 1dx = t

et − 1

∫ 1

0
etxdx = t

et − 1

[
etx

t

]1

0
= 1.

D’autre part, on intègre la partie droite de (2.4) par rapport à x, on trouve∫ 1

0

∑
n≥0

Bn(x) t
n

n!dx =
∑
n≥0

(∫ 1

0
Bn(x)dx

)
tn

n! ,

Donc, on résulte l’identité ∑
n≥0

(∫ 1

0
Bn(x)dx

)
tn

n! = 1,

qui est équivalente à ∫ 1

0
B0(x)dx+

∑
n≥1

(∫ 1

0
Bn(x)dx

)
tn

n! = 1.

Ainsi que

1 +
∑
n≥1

(∫ 1

0
Bn(x)dx

)
tn

n! = 1.

Ce qui achève la démonstration de 2.

Une autre propriétés pour les polynômes de Bernoulli classiques est donnée dans le théorème

suivant :
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Théorème 2.2.4. On a

1. Bn(1− x) = (−1)nBn(x).

2. Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1, pour n ≥ 1.

Démonstration. On utilise la fonction génératrice (2.4), on trouve

∑
n≥0

Bn(1− x) t
n

n! = tet−xt

et − 1 = ette−xt

et − 1

= te−tx

1− e−t
= −te

−tx

e−t − 1

=
∑
n≥0

Bn(x)(−t)n

n! =
∑
n≥0

(−1)nBn(x) t
n

n! .

En comparant les coefficients des deux cotés, on obtient le résultat suivant

Bn(1− x) = (−1)nBn(x).

La preuve de 2. se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, l’identité 2. est vraie car

B1(x+ 1)−B1(x) = x+ 1
2 −

(
x− 1

2

)
= 1.

On suppose que Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1 est vraie et on montre que

Bn+1(x+ 1)−Bn+1(x) = (n+ 1)xn.

L’intégration de l’hypothèse par rapport à t, donne∫ x

0
(Bn(t+ 1)−Bn(t)) dt =

∫ x

0
Bn(t+ 1)dt−

∫ x

0
Bn(t)dt =

∫ x

0
ntn−1dt.

Or que
∫ x

0
Bn(t+ 1)dt =

∫ x+1

1
Bn(t)dt. Alors

∫ x

0
(Bn(t+ 1)−Bn(t)dt) =

∫ x+1

1
Bn(t)dt−

∫ x

0
Bn(t)dt

=
∫ x

1
Bn(t)dt+

∫ x+1

x
Bn(t)dt−

∫ x

0
Bn(t)dt

=
∫ x+1

x
Bn(t)dt−

∫ 1

0
Bn(t)dt.

Or que d’après le Théorème 2.2.3, on a
∫ 1

0 Bn(t)dt = 0 et B′n+1(t) = (n+ 1)Bn(t), alors∫ x+1

x
Bn(t)dt =

∫ x+1

x

B′n+1
n+ 1dt = xn.

Ainsi ∫ x+1

x
B′n+1(t)dt = (n+ 1)xn.

Finalement, 2. est vraie pour n+ 1 et on a le résultat

Bn+1(x+ 1)−Bn+1(x) = (n+ 1)xn.
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2.3 Les nombres de Bernoulli de deuxième espèce

On utilise la notation βn pour distinguer les nombres de Bernoulli de deuxième espèce avec

B1 = 1/2 des nombres de Bernoulli classiques (de première espèce) avec B1 = −1/2. Pour des

notions plus précises voir [3].

La fonction génératrice

Définition 2.3.1. Soient βn (n = 0, 1, 2, 3, · · · ) les nombres de Bernoulli de deuxième espèce, on

définit les βn par la fonction génératrice suivante :

tet

et − 1 =
∞∑

n=0
βn
tn

n! . (2.6)

La relation de récurrence

Définition 2.3.2. La relation de récurrence des nombres de Bernoulli de deuxième espèce, est

définie par la formule suivante :
n∑

k=0

(
n+ 1
k

)
βk = n+ 1, (n = 0, 1, 2, 3, 4, · · · ). (2.7)

D’après cette définition, on trouve les βn pour tout n. Par exemple pour n = 0, on obtient

β0 = 1,

et pour n = 1 on a

β1 = 1
2(2− β0) = 1

2 .

Maintenant, on remplace n par 2, on obtient

β2 = 1
3(3− β0 − 3β1) = 1

6 .

et si on remplace n par 3 dans la formule de récurrence de Bernoulli (2.7), on obtient

β3 = 1
4(4− β0 − 4β1 − 6β2) = 0.

Table des nombres de Bernoulli de deuxième espèce

D’après la relation de récurrence (2.7), on obtient la Table 2.3 suivante ; telle que le n représente

des nombres naturelles (n = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, · · · ) et βn les nombres de Bernoulli de deuxième espèce

.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Bn 1 1
2

1
6 0 − 1

30 0 1
42 0 − 1

30 0 5
66 0 − 691

2730 0

Table 2.3 – Les premières valeurs des nombres de Bernoulli de deuxième espèce
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Remarque 2. On remarque, que les nombres de Bernoulli de deuxième espèce sont exactement les

nombres de Bernoulli classiques sauf B1 = −1
2 au lieu de B1 = 1

2 , et satisfont les mêmes propriétés.

La forme explicite

Théorème 2.3.1. La forme explicite des nombres de Bernoulli de deuxième espèce, est donnée par

la formule suivante :

βn = (−1)n
n∑

k=0
(−1)k k!

k + 1

{
n

k

}
, (n ≥ 0). (2.8)

Démonstration. On peut réécrire la fonction génératrice de βn (2.6) comme suit

tet

et − 1 = t

1− e−t
= − ln(1− (1− e−t))

1− e−t
,

et comme − ln(1− t) =
∞∑

k=1

tk

k
, alors la fonction génératrice de βn devient

∞∑
n=0

βn
tn

n! = − ln(1− (1− e−t))
1− e−t

=
∞∑

k=1

(1− e−t)k−1

k

=
∞∑

k=0

(−1)k(e−t − 1)k

k + 1

=
∞∑

k=0
(−1)k k!

k + 1

∞∑
n=k

{
n

k

}
(−t)n

n!

=
∞∑

n=0
(−1)n

(
n∑

k=0
(−1)k (−1)kk!

k + 1

{
n

k

})
tn

n! .

En identifiant les coefficients de t
n

n! dans les deux cotés, on obtient le résultat (2.8).

2.4 Les polynômes de Bernoulli de deuxième espèce

La fonction génératrice

Définition 2.4.1. La suite des polynômes de Bernoulli notée (βn(x))n∈N , est définie par la fonction

β(x, t) = tetx

et − 1 et on a :
tetx

et − 1 =
∑
n≥0

βn(x) t
n

n! , |t| < 2π. (2.9)

En particulier, pour x = 1 on trouve les nombres de Bernoulli de deuxième espèce (2.6).
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La relation de récurrence

Théorème 2.4.1. Les polynômes de Bernoulli βn(x), sont liés aux nombres de Bernoulli de

deuxième espèce par la formule de récurrence suivante :

βn(x) =
n∑

j=0
(−1)j

(
n

j

)
βjx

n−j . (2.10)

Démonstration. D’après la fonction génératrice des polynômes de Bernoulli (2.9), on peut écrire

t

et − 1 = (−t)e−t

e−t − 1 =
∑
n≥0

(−1)nβn
tn

n! ,

et on a

t

et − 1e
tx =

( ∞∑
n=0

(−1)nβn
tn

n!

)( ∞∑
n=0

(xt)n

n!

)

=
∞∑

n=0

 n∑
j=0

(−1)j

(
n

j

)
βjx

n−j

 tn

n! .

D’ou la démonstration du théorème.

Table des polynômes de Bernoulli de deuxième espèce

Soit (βn(x))n∈N la suite des polynômes de Bernoulli et d’après la forme explicite des polynômes

de Bernoulli (2.10), on obtient la Table 2.4 suivante :

n βn(x)

0 1

1 x - 1
2

2 x2 - x + 1
6

3 x3 - 3
2x

2 + 1
2x

4 x4 − 2x3 + x2 − 1
30

5 x5 − 5
2x

4 + 5
3x

3 − 1
6x

6 x6 − 3x5 + 5
2x

4 − 1
2x

2 + 1
42

Table 2.4 – Table des polynômes de Bernoulli de deuxième espèce

Remarque 3. Les polynômes de Bernoulli de deuxième espèce ont les même propriétés que les

polynômes de Bernoulli classiques.
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Chapitre 3
Les nombres et les polynômes p-Bernoulli

Récemment, Rahmani dans [12] a introduit une nouvelle classe des nombres de Bernoulli appelée

les nombres p-Bernoulli, basée sur la fonction hypergéométrique Gaussienne, et a donné quelques

propriétés et plusieurs identités. Les relations récurrentes pour les nombres et les polynômes p-

Bernoulli sont également discutées, ainsi que ces applications.

3.1 Les nombres p-Bernoulli

La fonction génératrice

Définition 3.1.1. Pour tout entier p ≥ −1, nous définissons une suite de nombres rationnels

Bn,p(n ≥ 0), qui généralise les nombres de Bernoulli de première espèce par :

∑
n≥0

Bn,p
tn

n! = 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 ,

où 2F1

 a, b

c
; t

 désigne la fonction hypergéométrique de Gauss définie par :

∑
n≥0

(a)n(b)n

(c)n

tn

n! .

En particulier Bn,0 = Bn, désigne les nombres de Bernoulli de première espèce (2.1).

Les premières fonctions génératrices exponentielles pour Bn,p (p = 1, 2) sont :

∑
n≥0

Bn,1
tn

n! = 2((t− 1)et + 1)
(et − 1)2 .

∑
n≥0

Bn,2
tn

n! = 3((2t− 3)e2t + 4et − 1)
2(et − 1)3 .

Remarque 4. Pour p = −1, on a ∑
n≥0

Bn,−1
tn

n! = e−t,
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on en déduit que

Bn,−1 = (−1)n.

Les formes explicites

La forme explicite de Bn,p en fonction des nombres de Stirling de deuxième espèce, est donnée

par le théorème suivant :

Théorème 3.1.1. Pour p ≥ −1, on a

Bn,p =
n∑

k=0
(−1)k

(
k + p+ 1

k

)−1

k!
{
n

k

}
.

Démonstration. On a

∑
n≥0

n∑
k=0

(−1)k

(
k + p+ 1

k

)−1

k!
{
n

k

}
tn

n! =
∑
k≥0

(−1)kk!
(
k + p+ 1

k

)−1 ∑
n≥k

{
n

k

}
tn

n!

=
∑
k≥0

(
k + p+ 1

k

)−1

(1− et)k

=
∑
k≥0

(p+ 1)!k!k!
(k + p+ 1)!

(1− et)k

k!

=
∑
k≥0

(1)k(1)k

(p+ 2)k

(1− et)k

k!

= 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 .
=
∑
n≥0

Bn,p
tn

n! .

En identifiant les coefficients de tn

n! dans chacun des deux nombres, on obtient la relation cherchée.

Une autre formule explicite pour Bn,p en termes de nombres eulériens est donnée par :

Théorème 3.1.2. Pour p ≥ 0, la forme explicite suivante est vraie

Bn,p = 1
(n+ p+ 1)(p+ 1)

n∑
k=0

(−1)n+k

(
p+ n

p+ k

)−1〈
n

k

〉
,

où
〈
n

k

〉
sont les nombres eulériens donnés par la Définition 1.8.1.

Démonstration. Il découle de la fonction beta(
p+ n

p+ k

)−1

= (n+ p+ 1)
∫ 1

0
xk+p(1− x)n−kdx

et l’identité
n∑

k=0

〈
n

k

〉
tk =

n∑
k=0

k!
{
n

k

}
(t− 1)n−k,
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que
n∑

k=0
(−1)n+k

(
p+ n

p+ k

)−1〈
n

k

〉
=

n∑
k=0

〈
n

k

〉
(−1)n+k(n+ p+ 1)

∫ 1

0
xk+p(1− x)n−kdx

= (−1)n(n+ p+ 1)
∫ 1

0
xp(1− x)n

n∑
k=0

〈
n

k

〉(
x

x− 1

)k

dx

= (n+ p+ 1)
∫ 1

0
xp(x− 1)n

n∑
k=0

k!
{
n

k

}( 1
x− 1

)n−k

dx

= (n+ p+ 1)
n∑

k=0
(−1)kk!

{
n

k

}∫ 1

0
xp(1− x)kdx

= (n+ p+ 1)
n∑

k=0
(−1)kk!

{
n

k

}
p!k!

(1 + k + p)!

= (n+ p+ 1)(p+ 1)
n∑

k=0
(−1)kk!

{
n

k

}(
1 + k + p

p+ 1

)−1

= (n+ p+ 1)(p+ 1)Bn,p.

D’où

Bn,p = 1
(n+ p+ 1)(p+ 1)

n∑
k=0

(−1)n+k

(
p+ n

p+ k

)−1〈
n

k

〉
.

Pour aboutir a la relation de récurrence, on exprime les nombres p-Bernoulli en fonction de

nombres p-Stirling de deuxième espèce
{n

k

}
p
déjà mentionnés on chapitre 1, par (1.6).

Théorème 3.1.3. Pour p ≥ 0,

Bn,p = (p+ 1)
p!

n∑
k=0

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1

{
n+ p

k + p

}
p

. (3.1)

Démonstration. Selon la transformation d’Euler (1.10), on peut écrire

∑
n≥0

Bn,p
tn

n! = ept
2F1

 p+ 1, p+ 1

p+ 2
; 1− et


= ept

∑
k≥0

(p+ 1)k(p+ 1)k

(p+ 2)k

(1− et)k

k!

= (p+ 1)
p! ept

∑
k≥0

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1

(et − 1)k

k! .

En utilisant (1.6), on obtient :

∑
n≥0

Bn,p
tn

n! = (p+ 1)
p!

n∑
k=0

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1

∑
n≥k

{
n+ p

k + p

}
p

tn

n!

=
∑
n≥0

(p+ 1)
p!

n∑
k=0

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1

{
n+ p

k + p

}
p

 tn

n! .
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En comparant les coefficients de tn

n! des deux cotés, on arrive au résultat (3.1).

Posons p = 0 dans (3.1), on obtient la forme explicite (2.3) pour les nombres de Bernoulli.

Maintenant, on utilise la transformation de Stirling généralisée [13], on obtient le résultat suivant :

Théorème 3.1.4. Pour p ≥ 0, on a
p∑

k=0
s(p, k)Bn+k = (−1)p p!

(p+ 1)Bn,p. (3.2)

La relation de récurrence

Dans ce qui suit, on donne la relation de récurrence à trois termes pour les nombres p-Bernoulli.

Corollaire 3.1.5. Pour p ≥ 0, on a

B0,p = 1, Bn+1,p = pBn,p −
(p+ 1)2

p+ 2 Bn,p+1. (3.3)

Démonstration. De la relation de récurrence

s(p+ 1, k) = s(p, k − 1)− ps(p, k),

on a

Bn,p+1 = (−1)p+1 p+ 2
(p+ 1)!

p+1∑
k=1

(s(p, k − 1)− ps(p, k))Bn+k

= (−1)p+1 p+ 2
(p+ 1)!

p+1∑
k=1

s(p, k − 1)− p(−1)p+1 p+ 2
(p+ 1)!

p+1∑
k=1

s(p, k)Bn+k.

Par le changement de variable k − 1 = k, on obtient

Bn,p+1 = − p+ 2
(p+ 1)2 (−1)p p+ 1

p!

p∑
k=0

s(p, k)Bn+k+1 + (p+ 2)p
(p+ 1)2 (−1)p p+ 1

p!

p∑
k=1

s(p, k)Bn+k

= − p+ 2
(p+ 1)2Bn+1,p + (p+ 2)p

(p+ 1)2Bn,p.

3.2 Les polynômes p-Bernoulli

Dans cette section, nous définissons les polynômes p-Bernoulli, notés Bn,p(x), comme l’extension

des polynômes de Bernoulli classiques avec B1 = −1
2 , et nous citons quelques propriétés élémen-

taires.

Définition 3.2.1. Les polynômes p-Bernoulli sont définis par la convolution suivante :

Bn,p(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,px

n−k, (3.4)
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Les premiers polynômes p-Bernoulli sont :

B0,p(x) = 1,

B1,p(x) = x− 1
p+ 2 ,

B2,p(x) = x2 − 2x
p+ 2 −

p− 1
(p+ 2)(p+ 3) ,

B3,p(x) = x3 − 3x2

p+ 2 −
3(p− 1)x

(p+ 2)(p+ 3) −
p(p− 5)

(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4) ,

B4,p(x) = x4 − 4x3

p+ 2 −
6(p− 1)x2

(p+ 2)(p+ 3) −
6p(p− 5)x

(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4) −
(p− 1)(p2 − 15p− 4)

(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)(p+ 5) .

La fonction génératrice

Théorème 3.2.1. La fonction génératrice exponentielle des polynômes p-Bernoulli est définie par :

∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n! = 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 ext. (3.5)

Puisque la fonction génératrice s’écrit sous forme
∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n! = A(t)ext alors, les polynômes

p-Bernoulli appartiennent à la classe des polynômes d’Appelle. Les résultats suivants sont justes.

Théorème 3.2.2. Pour n ≥ 0 et p ≥ 0, on a

1. d

dx
Bn,p(x) = nBn−1,p(x).

2.
∫ x

0
Bn,p(t)dt = Bn+1,p(x)−Bn+1,p

n+ 1 .

3.
∫ 1

0
Bn,p(t)dt = 1

n+ 1

n∑
k=0

(
n+ 1
k

)
Bk,p.

4. Bn,p(x+ y) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)yn−k.

5. Bn,p(x+ 1)−Bn,p(x) =
n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk,p(x).

6. Bn,p(mx) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)(m− 1)n−kxn−k.

Démonstration.

1. On dérive la partie droite de (3.5) par rapport à x, on trouve

d

dx

2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 ext

 = t
∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n! =
∑
n≥0

Bn,p(x) t
n+1

n!

=
∑
n≥1

Bn−1,p(x) tn

(n− 1)! .
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De même, on dérive la partie gauche de (3.5)

d

dx

2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 ext

 = d

dx

∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n!


=
∑
n≥0

d

dx
Bn,p(x) t

n

n! .

Alors l’égalité de deux séries, nous donne

d

dx
B0,p(x) +

∑
n≥1

d

dx
Bn,p(x) t

n

n! =
∑
n≥1

d

dx
Bn−1,p(x) tn

(n− 1)! .

et comme d

dx
B0,p(x) = 0, alors

∑
n≥1

1
n

d

dx
Bn,p(x) tn

(n− 1)! =
∑
n≥1

Bn−1,p(x) tn

(n− 1)! .

En comparant les coefficients de tn

(n−1)! , on obtient

pour tout n ≥ 1, d

dx
Bn,p(x) = nBn−1,p(x).

2. D’après 1. on a Bn,p(t) = 1
(n+ 1)

d

dt
Bn+1,p(t).

Maintenant, on intègre cette identité par rapport à t entre 0 et x, on obtient∫ x

0
Bn,p(t)dt = 1

n+ 1

∫ x

0

d

dt
Bn+1,p(t)dt

=
[
Bn+1,p(t)
n+ 1

]x

0

= Bn+1,p(x)−Bn+1,p(0)
n+ 1

= Bn+1,p(x)−Bn+1,p

n+ 1 .

D’ou le résultat.

3. D’après 2. pour x = 1 et en utilisant (3.4), on trouve∫ 1

0
Bn,p(t)dt = Bn+1,p(1)−Bn+1,p(0)

n+ 1

= 1
n+ 1

(
n+1∑
k=0

(
n+ 1
k

)
Bk,p −Bn+1,p

)

= 1
n+ 1

n∑
k=0

(
n+ 1
k

)
Bk,p.
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4. On utilise (3.5), on obtient

∑
n≥0

(Bn,p(x+ 1)−Bn,p(x)) t
n

n! = 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

(et(x+1) − ext
)

= 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 ext
(
et − 1

)

=

∑
n≥0

Bn,p
tn

n!

∑
n≥0

tn

n! − 1

 =
∑
n≥0

n∑
k=0

(
n

k

)
Bk,p(x) t

n

n! −
∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n!

=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)−Bn,p(x)

)
tn

n! =
∑
n≥0

(
n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)

)
tn

n! .

En comparant les coefficients de deux cotés, on obtient le résultat cherché.

Bn,p(x+ 1)−Bn,p(x) =
n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk,p(x).

5. De même, en appliquant (3.5) on trouve

∑
n≥0

Bn,p(x+ y) t
n

n! = 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 et(x+y)

= 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 etx.ety

=

∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n!

 ety

=

∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n!

∑
n≥0

(yt)n

n!


=

∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n!

∑
n≥0

yn t
n

n!


=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)yn−k

)
tn

n! .

L’égalité des coefficients de tn

n! , dans les deux cotés, donne

Bn,k(x+ y) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)yn−k.
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6. On a

∑
n≥0

Bn,p(mx) t
n

n! = 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 e(mx)t = 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

(ext
)m

= 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

(ext
)m+1−1

= 2F1

 1, 1

p+ 2
; 1− et

 ext
(
ext
)m−1

=

∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n!

 e(m−1)xt =

∑
n≥0

Bn,p(x) t
n

n!

∑
n≥0

(m− 1)nxn t
n

n!


=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)(m− 1)n−kxn−k

)
tn

n! .

D’ou le résultat

Bn,p(mx) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Bk,p(x)(m− 1)n−kxn−k.

Remarque 5. Notons que pour p = 0, le Théorème 2.2.3 est réduit aux résultats des Théorèmes

2.2.3 et 2.2.4.

La relation de récurrence

La relation de récurrence à trois termes pour calculer les polynômes p-Bernoulli est donnée dans

le théorème suivant :

Théorème 3.2.3. Pour p ≥ 0, on a

B0,p(x) = 1;Bn+1,p(x) = (x+ p)Bn,p(x)− (p+ 1)2

p+ 2 Bn,p+1(x). (3.6)

Démonstration. On a
d

dx
Bn,p(x) = x−1

n∑
k=0

(n− k)
(
n

k

)
Bk,px

n−k.

Or que
(
n

k

)
= n

k

(
n− 1
k − 1

)
, alors

x
d

dx
Bn,p(x) = nBn,p(x)−

n∑
k=0

k

(
n

k

)
Bk,px

n−k

= nBn,p(x)− n
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
Bk+1,px

n−k−1.

Maintenant, en utilisant 1. du Théorème 3.2.2 et (3.3), et d’après (3.4), on obtient

xnBn−1,p(x) = nBn,p(x)− n
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)(
pBk,p −

(p+ 1)2

p+ 2 Bk,p+1

)
xn−k−1

= nBn,p(x)− npBn−1,p(x) + n
(p+ 1)2

p+ 2 Bn−1,p+1(x).

D’ou le résultat.
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Dans le cas spécial de (3.6) quant x = 0, on obtient (3.3). Le résultat suivant donne la généra-

lisation de Théorème (3.1).

Théorème 3.2.4. On a

Bn,p(x) = (p+ 1)
p!

n∑
k=0

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1S

n
k (x+ p), (3.7)

où Sn
k (x) sont les nombres de Wheighted, définis par :

Sn
k (x) = 1

k!

k∑
j=0

(−1)k−j

(
k

j

)
(x+ j)n.

Démonstration. La démonstration de (3.7) se fait par récurrence sur n en utilisant (3.6). A partir

de l’hypothèse d’induction et Sn
0 (x) = xn, on a

(x+ p)Bn,p(x)− (p+ 1)2

p+ 2 Bn,p+1(x)

= (x+ p)(p+ 1)
p!

n∑
k=0

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1S

n
k (x+ p) + (p+ 1)

p!

n+1∑
k=1

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1S

n
k−1(x+ p+ 1)

= (x+p)n+1+(x+p)(p+ 1)
p!

n∑
k=1

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1S

n
k (x+p)+p+ 1

p!

n+1∑
k=1

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1S

n
k−1(x+p+1).

Puisque Sn
n(x) = 1 et (x+ p)Sn

k (x+ p) + Sn
k−1(x+ p+ 1) = Sn+1

k (x+ p), on obtient :

(x+ p)Bn,p(x)− (p+ 1)2

p+ 2 Bn,p+1(x)

= (p+ 1)
p!

n∑
k=1

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1[(x+ p)Sn

k (x+ p) + Sn
k−1(x+ p+ 1)]

+(x+ p)n+1 (p+ 1)
p! (−1)n−1 (n+ p+ 1)!

n+ 1 + p+ 1

= (x+ p)n+1 + (p+ 1)
p!

n∑
k=1

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1S

n+1
k (x+ p)

+p+ 1
p! (−1)n+1 (n+ p+ 1)!

n+ 1 + p+ 1

= (p+ 1)
p!

n+1∑
k=0

(−1)k (k + p)!
k + p+ 1S

n
k (x+ p+ 1) = Bn+1,p(x).

Ce qui achève la démonstration.
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Chapitre 4
Applications

Pour illustrer l’importance des nombres de Bernoulli et p-Bernoulli, nous proposons quelques

exemples qui montrent leur présence dans des domaines très divers des mathématiques. Pour des

notions plus détaillées, le lecteur pourra consulter [3, 9, 12].

4.1 Applications des nombres de Bernoulli

4.1.1 Applications en analyse

Les nombres de Bernoulli apparaissent dans le développement en série de Taylor des fonctions

tangentes (circulaire et hyperbolique), dans la formule d’Euler-Maclaurin ainsi que dans des ex-

pressions de certaines valeurs de la fonction zêta de Riemann, etc.

1. Sommes de puissances d’entiers

Les nombres de Bernoulli sont apparus pour la première fois dans les sommes des puissances

Sk (n) =
∑n

i=1 i
k, et précisément dans la formule de Faulhaber comme suit :

Pour tous k ≥ 0 et n ≥ 1, on a

Sk (n) =
k∑

j=0

(
k

j

)
Bj

nk+1−j

k + 1− j .

2. Développements en séries de Taylor

Les développements en séries de Taylor des fonctions tan x et cosx au voisinage de 0, sont

donnés par :

tan x =
∞∑

n=1
(−1)n−1(22n − 1)22nB2n

x2n−1

(2n)! .

cosx = 1
x

+
∞∑

n=1
(−1)n22nB2n

x2n−1

(2n)! .

3. La formule d’Euler Maclaurin
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Les nombres de Bernoulli apparaissent dans la formule d’Euler-Maclaurin comme suit :

n−1∑
k=0

f(k) ≈
∫ n

0
f(x) dx− 1

2(f(n)− f(0)) + 1
6
f ′(n)− f ′(0)

2! − 1
30
f (3)(n)− f (3)(0)

4! + 1
42
f (5)(n)− f (5)(0)

6! + . . .
n−1∑
k=0

f(k) ≈
∫ n

0
f(x) dx−1

2(f(n)−f(0))+1
6
f ′(n)− f ′(0)

2! − 1
30
f (3)(n)− f (3)(0)

4! + 1
42
f (5)(n)− f (5)(0)

6! +. . . ,

4. Relation avec la fonction zêta ζ de Riemann

En 1735, Leonhard Euler à déterminer la valeur exacte de ς (2) , par la formule

ς (2) =
∑
n≥1

1
n2 = π2

6 .

Il prouva aussi, que la fonction ς de Riemann pour les valeurs paires positives ont une relation

avec les nombres de Bernoulli.

ς (2n) =
∑
k≥1

1
k2n

= (2π)2n (−1)n+1B2n

2 (2n)! .

5. Relation avec la fonction multiple zêta d’Eleur-Zagier

Akiyama et al. [2] ont défini une formule explicite pour ζp(0, · · · , 0,−n), liée aux nombres de

Bernoulli.

ζk(0, · · · , 0,−n) = − 1
(k − 1)!(n+ 1)

k∑
j=1

s(k, j)Bn+j + (−1)kδn, (4.1)

où δn est une fonction définie par :

δn =

 1 si n = 0,

0 si n 6= 0.

6. Relation avec les polynômes d’Euler

On peut calculer les polynômes d’Euler En(x) a partir des polynômes de Bernoulli par la

relation suivante :

En(x) = 1
2

n−1∑
k=0

(
n

k

)
(2Bk(x)− Ek(x)).

4.1.2 Applications arithmétiques

Applications aux nombres premiers

Ce résultat à été obtenu en 1840 par Karl Georg Christian Von Staudt et Thomas Clausen.

Théorème 4.1.1 (Théorème de Von Staudt-Clausen). Notons P ⊂ N l’ensemble des nombres

premiers. Pour n = 1 et pour tout entier n pair avec n ≥ 2, Bn s’écrit comme

Bn = −
∑

p∈P, p−1|n

1
p

+ Cn (Cn entier),

où p− 1 | n signifie que p− 1 divise n.
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Ce théorème énonce ceci :

Si l’on ajoute à Bn les inverses 1
p pour chaque nombre premier p tel que p− 1 divise n, on obtient,

si n = 1 ou n est pair non nul, un nombre entier.

Exemple 10.

B1 + 1
2 = 0, B2 + 1

2 + 1
3 = 1, B4 + 1

2 + 1
3 + 1

5 = 1, B6 + 1
2 + 1

3 + 1
7 = 1,

B10 + 1
2 + 1

3 + 1
11 = 1, B12 + 1

2 + 1
3 + 1

5 + 1
7 + 1

13 = 1, B14 + 1
2 + 1

3 = 2,

B16 + 1
2 + 1

3 + 1
5 + 1

17 = −6.

La propriété se traduit par : pB2m ≡ p si p − 1 divise 2m. (La notation a ≡ b mod p signifie

que p divise le numérateur de a− b mais pas son dénominateur.)

Aussi, ce théorème permet immédiatement de caractériser les dénominateurs des nombres de

Bernoulli dans le résultat suivant :

Théorème 4.1.2. Pour n pair, le dénominateur de Bn est le produit des nombres premiers p, tels

que p− 1 | n.

4.2 Application des nombres p-Bernoulli

En 2015, Rahmani [12] a etablit et a donné un important résultat (4.2), qui généralise celle de

Akiyama et al. (4.1).

4.2.1 Application en analyse

Relation avec la fonction multiple zêta d’Euler-Zagier

La suite des nombres p-Bernoulli apparait dans la fonction multiple zêta d’Euler-Zagier pour

des multiples valeurs entiers négatives comme suit :

ζp(0, · · · , 0,−n) = (−1)p+1p

(p+ 1)(n+ 1)Bn,p + (−1)pδn,0, (4.2)

où δi,j est le symbole de Kronecker défini par (1.6). En particulier, on a

ζp(0, · · · , 0) = (−1)p

p+ 1 .
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Conclusion

Les nombres de Bernoulli constituent une suite de nombres rationnels très riche en propriétés.

Par conséquent, on obtient de cette étude de nombreux résultats, dans les domaines des mathéma-

tiques et physiques. Parmi ces applications, on cite formule d’Euler-Maclaurin, développements en

série de Taylor des fonctions circulaires et hyperboliques, des expressions de certaines valeurs de la

fonction zêta de Riemann, et les nombres premiers.
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