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Résumé

Dans notre travail, on s’intéresse a étudier et calculer les nombres et les polynémes de Bernoulli
des deux especes. Une généralisation de ces polynémes nommée les polynomes p-Bernoulli a été
aussi présentée.

Connaitre la fonction génératrice, la forme explicite, la relation de récurrence ainsi que les
diverses applications mathématiques de ces nombres et polyndémes sont les points essentiels cités

dans ce mémoire.

Mots-Clés : Fonction génératrice, forme explicite, relation de récurrence, fonction hypergéo-
métrique, fonction zéta de Riemann, les nombres de Bernoulli, les polynémes de Bernoulli, les

nombres p-Bernoulli et les polynémes p-Bernoulli.



Abstract

In our work, we are interested in studying and calculating the Bernoulli numbers and polyno-
mials of both kinds. A generalization of these polynomials called the p-Bernoulli polynomials has
also been presented.

Knowing the generating function, the explicit formula, the recurrence relation as well as the
various mathematical applications of these numbers and polynomials are the essential points cited

in this thesis.

Keywords : Generating function, explicit formula, recurrence relation, hypergeometric func-
tion, zeta Riemann function, the Bernoulli numbers, the Bernoulli polynomials, the p-Bernoulli

numbers and the p-Bernoulli polynomials.
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Introduction

En 1713, Jacob Bernoulli (1654-1705) a introduit une suite infinie de nombres rationnels de
maniere élémentaire. Les résultats de Bernoulli sont apparus pour la premiére fois dans son ouvrage
"Ars conjectandi”, connus sous le nom de nombres de Bernoulli, ce dernier a étudié les sommes des

puissances

Sk(n) =1%+2F 438 4 4 nfF =34

Il a donné le résultat jusqu’au 10°™¢ rang (k = 10), mais sans preuve sous la forme

1 1, k& kk—1k—2 kk—1k—2k—3k—4
S _ k+1, -k 2 A k—1 B k—3 C k=5 ..
k(n) =g gt g AntT " 2.3.4.5.6 neoAe

ou les coefficients A, B,C'... sont une suite de nombres rationnels avec

1
6’ Y Y

En utilisant la notation moderne, sa formule s’écrit

n k k4+1—j k
k n J 1 k41 A
ko _ k+1—
§: _2: B = B J 1
2.:11 <> Thk+1—3 k+14:0< j ) in ’ (0.1)

=0 \J j

ol (l;) est le coefficient binomial, tel que

9

<k> Ckk—D)(k—2)...(k—3j+1)
J J!

et Bj, le nombre définit par la formule de récurrence

k
k+1
Z( TL )Bj:k+1,k:0,1,2,...
=0\ J

C’est ce Bj qui est par la suite appelé nombre de Bernoulli, il a été nommé par Abraham de
Moivre.

Sachant qu’en 1712 le remarquable mathématicien japonais Takakazu Seki a déja traité la
somme des puissances Sk(n) en se basant sur la définition des nombres de Bernoulli dans son

ouvrage intitulé Katsuyo Sanpo ("essentials of the art of calculation"), ou il a abouti aux mémes



Introduction

résultats que son homologue (Bernoulli), avant cette découverte, Fauhaber lui aussi a étudié cette
formule en arrivant & la méme conclusion que Jacobi.

Apres cette période, précisément 1748, Euler a pu trouver une relation entre les sommes infinies
et les coefficients rationnels

1 1 1

8(27”&):74- +37n

2n
12n 22n ’

+ .. =,

ol ay,, contiennent la méme suite de nombres A, B, C,... Euler lui aussi a obtenu des résul-
tats intéressants, montrant que ces nombres apparaissent a ’ensemble des coefficients de série de
fonctions = — cos, x — tanx,x — 1/sinz. Euler a gardé la méme appellation de Bernoulli dans ce
sujet sous le nom des nombres rationnels comme étant nombres de Bernoulli, en montrant que ces
nombres ont de nombreuses applications, d’ou ils deviennent le sujet d’étude de nombreux mathé-

maticiens (Jacobi, Carlitz, Delange, Dilcher, etc).

Ce projet d’étude contient quatre chapitres avec introduction terminé par une conclusion ou :

Dans le premier chapitre, on présente quelques notions de base qui servent d’outils par la suite de
ce mémoire a savoir : le coefficient binomial, les factorielles montantes, les factorielles descendantes
et les fonctions génératrices. Les nombres remarquables ont aussi eu leur part dans ce chapitre (de

Stirling, r-Stirling, Euler et nombres Eulériens).

Le deuxiéme chapitre étudie "Les nombres et les polynémes de Bernoulli" on donne les impor-

tants résultats présentés dans la fonction génératrice, relation de récurrence et la forme explicite.

La généralisation du deuxieme chapitre a fait I'objet du troisiéme chapitre, alors que pour

illustrer ce travail on a pris des exemples pratiques.

En conclusion de ce mémoire on en déduit que ce travail comporte divers domaines sur tous les

plans, analytique, algébrique et topologique.



Chapitre

Quelques notions de base

Dans ce chapitre, nous présentons quelques éléments de base qui seront utiles pour la suite,
en rappelant les factorielles montantes et descendantes, les séries génératrices, la fonction zéta
de Riemann, les suites remarquables (nombres de Stirling, r-Stirling, Euler, euleriens) et leurs

propriétés combinatoires. Pour des notions plus précises et détaillées, le lecture pourra consulter

{77)77a)77]'

1.1 Le coefficient binomial

Définition 1.1.1. Soient n et k deux entiers, tels que n > k > 0. Le coefficient binomial ou le

coefficient du bindme, ou encore tout simplement " binomial" noté (Z), est défini par

n n!
(k) T Kl(n— k)

Définition 1.1.2. (au sens combinatoire) Le coefficient (7.), est le nombre de fagons de choisir un
sous-ensemble a k éléments dans un ensemble a n éléments.
1.1.1 La formule du bindme de Newton

Les coefficients binomiaux tirent leur nom de la formule du binéme, qui permet de calculer les

puissances du binéme a + b

(a+b)" = i (Z) a"kpk = i (Z) akpnk,

k=0 k=0

1.1.2 La relation de récurrence de Pascal

Les coefficients binomiaux satisfont la relation de récurrence de Pascal

n n—1 n—1 n n
L) = L + L1 pour tout n > 1, avec o) =1, = 1. (1.1)



1.2. LES FACTORIELLES DESCENDANTES ET MONTANTES

1.1.3 Le triangle de Pascal

A partir de la Relation de récurrence (1.1), nous pouvons construire le triangle de Pascal suivant ;

tel que n, k > 0.

k()1234567
n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 11 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1
7T 11 7 21 3 35 21 7 1

Table 1.1 — Triangle de Pascal

1.2 Les factorielles descendantes et montantes

1.2.1 Les factorielles descendantes

Définition 1.2.1. Soit a un nombre réel ou complexe et n € N. On définit la factorielle descendante

d’ordre n, notée (a)y, par :

@a=1
ala—1)---(a—n+1), sin>1.

sin=20

FEt on a

(n), =nl.

On peut prolonger la définition de (a),, pour tout entier n € Z par :

_ T(a+1)
(a)n = mz

ou I'(x), est la fonction gamma d’Euler donnée par la formule



1.3. LA FONCTION GENERATRICE ET QUELQUES OPERATIONS SUR LES SERIES
ENTIERES

1.2.2 Les factorielles montantes

Définition 1.2.2. Soit a un nombre réel ou complexe et n un entier positif. On définit la factorielle

montante d’ordre n, notée (a)", par :

N 1, sin=20
()" = (1.2)
ala+1)---(a+n—-1), sin>1.

On peut prolonger la définition de (a)™, pour tout entier n € Z par :

I'(a+n)

et on a les propriétés suivantes :

()" =nl.
(@) = (@)(a+ i)
(@)" = (=1)"(1—n—a)".

n_ (a4+n—1)!
()" = (a—1)! ~

Les relations entre les factorielles descendantes et les factorielles montantes sont données par :

()" =(a+mn—1),.
(@), =(a—n+1)"
(=a)" = (=1)"(a)n.

1.3 La fonction génératrice et quelques opérations sur les séries

entieres

1.3.1 La fonction génératrice

Définition 1.3.1. Soit A un anneau commutatif, ayant un élément unité. Les séries formelles a

coefficients a,, dans A, et en lindéterminée t, sont les expressions suivants :

G(t) =) ant"™ et H(t)= Zani—n!.

n>0 n>0

La série formelle Z ant™ de la suite (ay), s’appelle fonction génératrice ordinaire.
n>0
tn
La série formelle Z an— de la suite (ay), s’appelle fonction génératrice exponentielle.
n!
n>0

On note A[[t]] ensemble des séries formelles & valeurs dans A.



1.4. PERMUTATION, CYCLE, PARTITION

1.3.2 Quelques opérations sur les séries entiéres
Le produit

Le produit de deux séries ordinaires Z ant™ et Z b,t", est donné par :
n>0 n>0

(z ant") (Z bnt") = Z cnt”™, tel que cp, = z": apbn—r.

n>0 n>0 n>0 k=0

Le produit de deux séries exponentielles Z an et Z b , est donné par :
n>0 n! n>0

(Zan ) (Zb ) 3 e ﬂ: tel que ¢, = kzn%akbnk<z>

n>0 n>0 n>0

La somme

La somme de deux séries ordinaires Z ant™ et Z b,t", est définie par :

n>0 n>0
Z(an—i—b Zantn—i—Zb t".
n>0 n>0 n>0
La somme de deux séries exponentielles Z an et Z b , est définie par :
n>0 n! n>0 n!
Z (an + bp) Z an —|— Z e
n>0 n>0 n!

Muni de ces deux lois, I’ensemble des séries formelles A [[a:]] , est un anneau.

1.4 Permutation, cycle, partition

1.4.1 Permutation

Définition 1.4.1. Soit [n] = {1,2,3,...,n}, on appelle permutation o d’un ensemble fini [n], toute
bijection de [n] dans [n]. En fait, puisque l’ensemble [n] est fini, le mot bijection peut étre remplacé

par injection ou surjection. Une permutation o, peut étre représentée par une forme matricielle

Le nombre de permutations de I’ensemble [n] est n!.
On appelle point fixe si 'image d’un élément = de [n] par la permutation o est lui méme i.e.
o(x) =x.
Exemple 1. Soit la permutation og

123 45 6 7 8
38416 275

og =



1.5. LES NOMBRES DE STIRLING

1.4.2 Cycle

Définition 1.4.2. Un cycle de longueur k > 2 est une permutation dont les éléments mobiles (c’est

@ dire un élément non fize ), ou support sont de la forme

{:L’, o(z),0%(x),...,0c" N (x), o (x) = m} .

On appelle habituellement orbite de z, notée O, est ’ensemble des images de = obtenues en
appliquant successivement la permutation o sur les éléments z, O, = (o7 (:c))] N -
Exemple 2. La permutation o de [n] = {1,2,3,4,5,6,7,8} est un trois cycles de support {1, 3,4}
et {2,8,5,6} et {7}, tels que

donc Uorbite de U’élément 1 dans I’Ezemple 1 est O = {1,0(1) = 3,0%(1) =4} . Remarquez que
O1 = O3 = Q4. Ces éléments, {1,3,4} pris dans cet ordre, forment un cycle noté (1,3,4), on a
ausst

o(2) =8, 0%(2) =5, 03(2) =6, 0*(2) = 2,
donc Uorbite de l'élément 2 dans I’Ezemple 1 est Oy = {2,0(2) = 8,0%(2) =5,03(2) =6, } . Re-
marquez que Os = Oy = Oy = Og. Ces éléments, {2,8,5,6} pris dans cet ordre, forment un cycle

noté (2,8,5,6) et le point {7} est un point fize.

1.4.3 Partition
Définition 1.4.3. Une part P de [n] = {1,2,...,n} est un sous-ensemble non vide de [n]. Une
partition P de [n] est une famille de parts Py, ..., Py deuz i deux disjoints, telles que Ur_,P; = [n].

Exemple 3. Soit ’ensemble [3] = {1,2,3}, les partition de [3] sont

{28, L2580y, HL3p{2h), {({2.3H{1}}, {{1,2,3}}.

Dans la partie suivante, nous donnons quelques propriétés de certaines suites classiques, en
commencant par les suites des nombres de Stirling des deux espéces, suite r-Stirling de seconde

espece ; en suite on définit les nombres d’Euler et on termine par les nombres Eulériens.

1.5 Les nombres de Stirling

1.5.1 Nombres de Stirling de premiére espece

Définition 1.5.1. Algébriquement, les nombres de Stirling de premiére espéce signés s(n, k), sont

les coefficients des polynomes factorielles descendantes, s’écrit

n

(x)p = Z s(n, k)", (1.3)

k=0



1.5. LES NOMBRES DE STIRLING

Définition 1.5.2. Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés |s(n, k)|, sont les coeffi-

cients des polynomes factorielles montantes ()™, c’est a dire que :
n
()" = 3 Is(n, b)la*.
k=0

Définition 1.5.3. (au sens combinatoire) Le nombre (—1)"*s(n, k) = [}}] est égal au nombre de
permutations de 'ensemble [n] = {1,2,--- ., n}, ayant exactement k cycles, est appelé les nombres

de Stirling de premiere espéce non signés.

Exemple 4. On a (—1)*725(4,2) = 11, donc, les permutations de quatre éléments composé de deus

cycles disjoints sont

(1)(234), (1)(243), (2)(134), (2)(143),
(3)(124), (3)(142), (4)(123), (4)(132)
(12)(34), (13)(24), (14)(23).

Donc, [;L] =11.

Les fonctions génératrices

La fonction génératrice exponentielle de la suite de Stirling de premiere espece non signés est

donnée par :

n k!

5 m o (=DMl -2t

n>k
La fonction génératrice exponentielle des nombres de Stirling de premiere espéce signés est donnée

par :

3 sln k)T = %(m(l + ).

n>k

Les formes explicites

On donne deux formes explicites pour les nombres de Stirling de premiére espece non signés

1.5

[ ; 21 ...
11+...+ig=n 1 k

n n(P\(n—=14+h\[ 2n—Fk \ (h—j)rkth
M: > (1)J+h<j)<n—k+h><n—k—h>h!'

0<j<h<n—k

La relation de récurrence

Les nombres s(n, k), sont définis par la formule de récurrence suivante :

s(n,0) = s(0,k), sauf s(0,0)=1,
s(n,k)=s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k), n,k>1.

(1.4)



1.5. LES NOMBRES DE STIRLING

Table des nombres de Stirling de premiére espeéece

Soit (s(n, k))o<k<n un triangle, alors d’apres la Relation de récurrence (1.4), on a le triangle de

Stirling de premiére espéce signés Table (1.2), tel que n représente les lignes et k les colonnes.

K 0 1 2 3 4 ) 6 7
n
0 1
1 0 1
2 0 -1 1
3 0 2 -3 1
4 0 -6 11 -6 1
) 0 24 -50 35 -10 1
6 0 -120 274 -2256 8 -15 1
7 0 720 -1v64 1624 -735 175 -21 1

Table 1.2 — Triangle de Stirling de premiére espéce signés

1.5.2 Nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Définition 1.5.4. La décomposition de x" sur la base (()n)nen $’écrit

k=0

Les coefficients ({Z})(n,k)€N27 s’appellent famille des nombres de Stirling de deuxiéme espéce.

Définition 1.5.5. Le nombre de Stirling de deuziéme espéce est le nombre de partition de l’ensemble

[n] en k sous-ensembles non vides, disjoints deux a deuz, et de réunion [n] .

Exemple 5. Il y a sept partitions de l'ensemble {1,2,3,4} en deuz sous-ensemble non vides

{1:{2,3,4}}, {{21{1,3,4}} . {{3{1,2,4}}, {{4}{1,2,3}},
{{1,21{3,4}}, {{1,3H{2,4}}, {{1,4}{2,3}}.

Par conséquent, {;"} =1.

Les fonctions génératrices

La fonction génératrice ordinaire de la suite des nombres de Stirling de deuxiéme espece est

donnée par :

Ne)



1.6. LES NOMBRES R-STIRLING DE DEUXIEME ESPECE

aussi, la fonction génératrice exponentielle est définie par :

3 {Z}ﬂ _ %( )k, (1.5)

n>k

La forme explicite

Nous pouvons écrire explicitement les nombres de Stirling de deuxieme espece comme

A IRy A g
b -aner ()

La relation de récurrence

La relation de récurrence des nombres de Stirling de deuxiéme espéce est définie par :

oy ={ =1, sauf g} =1
=00 w67 n21
Table des nombres de Stirling de deuxiéme espéce

Les premieres valeurs des nombres de Stirling de deuxiéme espece sont données dans la Table

1.3 suivante :

K 0o 1 2 3 4 ) 6 7
n
0 1
1 0 1
2 0 1 1
3 0 1 3 1
4 0o 1 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 9 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1

Table 1.3 — Triangle de Stirling de deuxiéme espéce

1.6 Les nombres r-Stirling de deuxieme espéce

Broder dans [(] a donné des interprétations combinatoires et quelques propriétés algébriques

des nombres r-Stirling de deuxiéme espéce et plusieurs identités, des relations de récurrences ainsi

10



1.6. LES NOMBRES R-STIRLING DE DEUXIEME ESPECE

que les fonctions génératrices associées a ces nombres.

Définition 1.6.1. En combinatoire, les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce {Z}T, comptent le
nombre de partitions d’un ensemble a n éléments en k blocs, tels que les nombres 1,2,...,r se

trouvent dans des blocs différents.

Exemple 6. Le nombre de facons de constituer k équipes depuis m joueurs tels que r joueurs

spécifiés (r < n) sont dans des équipes différentes.

Exemple 7. {g}2 est le nombre de partition de ’ensemble {1,2,3,4} en trois blocs, tels que les
premiers €léments 1 et 2 sont dans des blocs différents. Les partitions qui vérifient les conditions

sont
{13{2,30{4}, {13{3,47{2}, {1}{2,4}{3},
{20{1,3} {4}, {2}{1,4}{3}.

Par conséquent, {3}2 = 5.

Les fonctions génératrices

La fonction génératrice ordinaire des nombres r-Stirling de deuxiéme espece, est donnée par :

ntrl ¢
2 ktrf A= rt)A—(r+1)t).. (L= (k+7)t)

n>k

La fonction génératrice exponentielle des nombres r-Stirling de deuxieme espeéce est donnée par :

> {ZI:} L= %(et —1)ke™. (1.6)

|
=k n!

La relation de récurrence

La relation de récurrence des nombres r-Stirling de deuxieme espece est définie par :

{:-l}r = 07 n<r
{Z}r = 5]{:,7‘7 n=r
G =k L+ 000, n>r
{”’:}r = Tn_r? n Z Tj

ou dy , est le symbole de Kronecker défini par :

1 stk=r

0 sik#r.

5k,7“ =

On a aussi la relation de récurrence suivante :

n+r| _Jn+r -1 n+r—1 el
kE+r ; k+r 1 k+r 1
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1.7. LES NOMBRES D’EULER

La forme explicite
La forme explicite des nombres r- Stirling est définie par :

n+r 1 & _i(k n
{k+r}fmz(_1)k <j>(r+j)'

J=0

Table des nombres 2-Stirling de deuxiéme espéce

Les premiéres valeurs de ces nombres pour r = 2, sont données dans la table suivante :

K 2 3 4 5 6 7 8 9
n
2 1
3 2 1
4 4 ) 1
) 8 19 9 1
6 16 65 55 14 1
7 32 211 285 125 20 1
8 64 655 1351 910 245 27 1
9 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

Table 1.4 — Triangle 2-Stirling de deuxiéme espéce

1.7 Les nombres d’Euler

Définition 1.7.1. Les nombres d’FEuler, notés E,, sont définis par la fonction génératrice

L:ZEn

t —t
et +e >0

t

n
nl’

it <,

ou bien par la relation de récurrence suivante :

n o011 2)3)14]5] 6 |7] 8 9] 10 11

E,11]0]-110]15]0]-61]107]138 J0]-505211] O

Table 1.5 — Les premicres valeurs des nombres d’Euler
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1.8. LES NOMBRES EULERIENS

1.8 Les nombres eulériens

n
Définition 1.8.1. Pour 1 < k < n, on désigne par oz le nombre de permutations de [n] qui
possédent k montées, c’est-a-dire k endroits ou o(i) < o(i + 1). Ce nombre est appelé nombre

eulérien d’ordre (n, k).
Exemple 8. On a la permutation o, donnée par

12345678910
43725610918

D’apres la définition d’une montée, on a les cing montées de cette permutation
0(2) <o(3), 0(4) <a(b), a(5) <a(6), o(6) <o(7), o(9) < c(10).

Exemple 9. L’ensemble [n] ={1,2,3,4} posséde 11 permutations qui ont 2 montées

1234 1234 1234 1234
1324 1423 2314 2413
1234 1234 1234 1234
3412 1243 2341 2134
1234 1234 1234
3124 4123 1342

4
Par conséquent, <2> =11.

La fonction génératrice

La fonction génératrice double de la suite des nombres eulériens est donnée par :

E/n® T 1= zelt(i-a)

n>0 k>0
La forme explicite

On peut calculer les nombres eulériens <Z>, par la forme explicite
n k (n+1
() (Y
=0 J

13



1.9. LA FONCTION BETA

La relation de récurrence

Les nombres eulériens vérifient la relation de récurrence

1 st n=k=0,
Nl k(" T N b (T sii<k<
k] k " p—1) o =F=T
0 stnon.

Table des nombres eulériens

D’apres la relation de récurrence des nombres eulériens on a la table suivante :

k 0 1 2 3 4 5 6 7
n
0 1
1 0

2 1 1 0
3 1 4 1 0
4 1 11 11 1 0
) 1 26 66 26 1 0
6 1 57 302 302 57 1 0
7 1 120 1191 2416 1191 120 1 O

Table 1.6 — Table des nombres eulériens

1.9 La fonction beta

Définition 1.9.1. La fonction beta notée B(z,y), est un type d’intégrale d’Euler définie pour tous

nombres réels x et y strictement positifs par :
1
B(z,y) = / "1 —t)tdt , z>0ety>0.
0

La fonction beta B(z,y) est liée a la fonction gamma par la relation suivante :

L)l (y)

S Yem )
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1.10. LA FONCTION ZETA DE RIEMANN

1.10 La fonction zéta de Riemann

Définition 1.10.1. La fonction zéta de Riemann ((s), est définie pour tout nombre complexe s

satisfaisant Re(s) > 1, (c’est a dire la partie réelle de s supérieure strictement a 1), par :
1
C(s) = Z s
n>1
Maintenant, on présente une généralisation de la fonction zéta de Riemann, définie par Euler

et Zagier.

1.11 La fonction multiple zéta d’Eleur-Zagier

Définition 1.11.1. Les multiples valeurs zéta d’Euler-Zagier de la profondeur p (p > 1), sont

définies par

Cp(317327"' 7817) = Z S1._S2 Sp
0<ni<na<---<nyp L np
ol 81,82, -+, 8y sont des entiers positifs > 1 avec s, > 1.
Akiyama et al. [I, 2] ont défini les valeurs, régulieres de la fonction multiple zéta a des entiers
non positifs par :
Cp(_rla_TQf" 7_Tp) = lim --- lim Cp (827827"' 731)) (7’1,7’27"' 7rp20)-

S1——T1 Sp——Tp

1.12 La fonction hypergéométrique

L’origine des fonctions hypergéométriques se trouve au début du 19%™¢ siecle, lorsque Gauss

étudie I’équation différentielle suivante [4, 15] :

t(1 =)y 4+ (c— (a+ b+ 1)t)y' —aby =0, (1.7)

ou a,b,c € C. Cette équation connue sous le nom d’équation différentielle de Gauss. La fonction
hypergéométrique généralisée a une représentation en série :

> Ca

n>0

Cg“ une fonction rationnelle de n, définie par la relation suivante :

n

avec

Cht1 (ntar)..(n+ap)t
Co  (n4b).(n+b)(n+1)

SiCp=1,0na
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1.12. LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE

et la fonction hypergéometrique est alors

GI, 7ap oo (al)n(a2>n_”(ap)n tn
F it = —.
b b, - by RZ::O (b1)"™(b2)™ - - - (bg)™ n!

Nous connaissons beaucoup de fonctions importantes qui sont en fait des fonctions hyper-
géometriques particulieres. Le cas particulier le plus simple est celui ou p = ¢ = 0; il y a aucun

parametre, et on obtient la série bien connue

()F() ;t = €t.

a
Sip=1et g=1, on obtient la fonction hypergéométrique confluente de Kummer ; it

est définie par

> o 1)

n>0

a,b
Sip=2et g=1, on obtient la fonction hypergéométrique de Gauss 2 F it | ou |t] <1, la

solution de I’équation différentielle (1.7).

On prend quelques fonctions importantes qui peuvent étre exprimer en fonction des séries de Gauss

1,1
log(1+t) = toFy i—t |,

2

a,b
exp(t) = lim oF); it/a |,
|a]— o0 b
ou |t < 1. Et on a
, a
lim 2F1 ;t/b = 1F1 ;t . (19)

|b]—>00 c C

Le théoreéme suivant contient une importante représentation de la fonction oF3.

Théoréme 1.12.1. La transformation d’Euler est donnée par :

2F1 ;t = (1 — t)c—a—b2F1 ;t . (110)

La relation (1.10) est utile pour déduire les propriétés de la fonction hypergéométrique de Gauss

oF7.
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Chapitre

Les nombres et les polynomes de Bernoulli

En mathématiques, les nombres de Bernoulli, notés B,,, constituent une suite de nombres rationnels.
Ces nombres ont d’abord été étudiés par Jacques Bernoulli (ce qui a conduit Abraham de Moivre
a leur donner le nom que nous connaissons aujourd’hui) en cherchant des formules pour exprimer

les sommes du type

Sk(n) =1F+2F 38 4 4 nfF =3 "4

Dans ce chapitre, nous présentons les importants résultats concernant ces nombres, en citant
deux types; nombres de Bernoulli classiques (de premiére espece) avec By = —1/2 et nombres de

Bernoulli de deuxieéme espece avec B = 1/2. Pour plus de détailles consulter les ouvrages [3, 9, 12].

2.1 Les nombres de Bernoulli

2.1.1 Les nombres de Bernoulli de premiére espéece
La fonction génératrice

Définition 2.1.1. Les nombres de Bernoulli de premiere espéce, est la suite des nombres rationnels

By, B1,B2, -+ donnée par la série infinie :

t tn
e 2)3,%, t| < 27. (2.1)
nz

On peut définir aussi, les nombres de Bernoulli de premiere espéce par la relation de récurrence
suivante :
La relation de récurrence

Les nombres de Bernoulli de premiére espéce satisfont la relation de récurrence suivante :

i 1
z (n;: )Bk =0, avec By = 1. (2.2)

k=0

En utilisant la Relation (2.2), on obtient
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2.1. LES NOMBRES DE BERNOULLI

0

3 3 3
e Pour n =2, <0>Bo—|— <1>Bl + (2) =0, dou By = %.
4 4 4 4
e Pour n =3, <0>B0+ <1>Bl+ <2>Bg+ <3>Bg =0, dou B3 = 0.

Table des nombres de Bernoulli de premiére espéce

2 2
e Pour n =1, < )Bo+ <1>B1 =0, dou B I*%.

Les premiéres valeurs de ces nombres sont illustrées par la Table 2.1 suivante :

n O] 1 23] 4 |[5]6]})7] 8 [|9]10]11

1 1 1 1 5
B,|l1]| - s 101 -5 101 =101 19O

D=

Table 2.1 — Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli de premiére espéce

Remarque 1. On remarque ici que les signes des By, alternent pour n pair et que les nombres de

Bernoulli d’indice impair sont nuls; sauf By = —%.

Une autre relation de récurrence pour calculer les nombres de Bernoulli de premiere espéece, est

donnée dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1. La relation de récurrence des mombres de Bernoulli de premiére espéce, est

donnée aussi par :

k

n
By=1, et B,=Y (")Bk, Vn > 2.
k=0

Démonstration. Posons

t
B(t) = 1
Alors
e'B(t) =t + B(t).

Comme

t Z "

e = —,

=0 n!

et

t t"
t+B(t):1+§+ZBna.

n>2

Alors, le produit de deux séries donne

(53) (55505

n>0 """ n>0 n>2
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2.1. LES NOMBRES DE BERNOULLI

D’ou
n
By, ) t
Y " =1+-+> By
n>0 (k;:o kl(n —k)! n>2
1 " By, t
1+<1—>t+z<z t">:1++ZBn
2 S \imo Kl(n — k) n>2
qui est équivalent a
n
By, ) By,
O ORI U SR
n>2 (ko kl(n — k) e

Par identification, on obtient pour n > 2
Bu_§n Bi
n! = Kl (n—k)
Finalement

b= L -~ @B

k=0

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, on a besoin le Lemme 2.1.2 suivant :

Lemme 2.1.2. Soit f(t) = Z ant™. Alors
n>0

f paire = asny1 =0, pourn > 0.

Démonstration. f est paire alors

ft)=f(=1)
D’ou
Z apt”™ = Z an(—t)",
n>0 n>0
qui donne
Z ant™ — Z an(—t)" = Z an(t" — (—t)")
n>0 n>0 n>0
= Z an(1—(=1)")t" =0
n>0
Or que

0 sinest pair,
2 st n est itmpair.

Dongc, on résulte

Z(l — (=" agy > =2 Z agn 1 t*" T = 0.

n>0 n>0

C’est-a-dire

agp+1 = 0.
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2.1. LES NOMBRES DE BERNOULLI

Théoréme 2.1.3. Les nombres de Bernoulli B,, d’indices impairs sont nuls, c’est-a-dire

Vn Z 1, B2n+1 =0.

t t
Démonstration. On utilise le Lemme 2.1.2 précédant, sachant que — + 3 est une fonction
et —
paire et
L i l_p +<B —|—1>t+ZB .
et—1 "2 7° L) "l
n>2
Alors :
1
Bl+§:0 et Bopi1 =0, Vn>1.
D’ou la démonstration du théoréme. ]

La forme explicite

Théoréme 2.1.4. La forme explicite des nombres de Bernoulli de premicre espece est donnée par

la formule suivante :

B, = znj(—n’fk’f: 1{2} (2.3)

k=0

Démonstration. On a

t=1In(1+ (e — 1))

" (et _ 1)n+1

B

Et par la fonction génératrice (2.1), on en déduit

> " t
Z an' =T 1
n—0 n. e
P k+1

k=0

e B X (n]tm
:kz:%(_l)kk+lr§{k}m

> ([ Eo[n n
=2, (Z(_l)kk+ l{k}) %

n=0 \k=0

Maintenant, I'identification de deux séries donne directement le résultat. O

Dans la partie suivante, on définit les polynémes de Bernoulli de premiere espéce et on donne

les principaux résultats.
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2.2. LES POLYNOMES DE BERNOULLI DE PREMIERE ESPECE

2.2 Les polynémes de Bernoulli de premieére espéece

La fonction génératrice

Définition 2.2.1. La fonction génératrice de la suite des polynémes de Bernoulli de premiére
tx

espéce notée (Bp(z))nen, est donnée par B(z,t) = — . et on a
e J—
tetx +n
- = > By(x)—,  [t] < 2m. (2.4)

n>0

En particulier, pour = 0 on trouve les nombres de Bernoulli classiques (2.1).

La relation de récurrence

Les polynémes de Bernoulli B, (x) sont reliés aux nombres de Bernoulli par la formule récurrente

suivante :

Théoréme 2.2.1. La relation de récurrence des polynomes de Bernoulli de premiére espéce est

définie par :
" (n
B, (x) = Bpa" ", 2.5
w=3 (1) 25)

Démonstration. Par les fonctions génératrices (2.4), (2.1) et le produit de deux séries exponen-

tielles , on trouve

tn ttar: t
S Buln)— = — = e

nl et—-1 et -1

(22) ()

Elgne )

n>0 \k=0

D’ou le résultat

Bp(z) = Zn: (Z) Bpa" ",

k=0

Table de polynémes de Bernoulli de premiéere espece

D’apres la Relation de récurrence (2.5), on a la Table 2.2 suivante :
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2.2. LES POLYNOMES DE BERNOULLI DE PREMIERE ESPECE

n B, (x)
0 1
1
]. $—§
2 x2—:1:+%
3 x3—%x2+%x
4 — 223 + 2 — 55
15} - ga:4+ ST —%x
6 | 25 —3z°+ x —Qa: +42

Table 2.2 — Table des polynémes de Bernoulli de premiére espéce

Une autre formule de récurrence pour calculer les polynémes de Bernoulli de premiere espéce

est donnée par le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.2. Les polynomes de Bernoulli classiques vérifient la relation récurrente

n

By(z+1) = Z (Z) By(x), avec By(z) = 1.

k=0

Démonstration. D’apres (2.4) et le produit de deux séries, on a

tn t t($+1)
Z B, (x + 1 et
n>0 et —1
te tx tn
- S @b ) (28
¢ (n>0 ) (n>0 "!)
" (n "
n>0 \k=0 :
Maintenant, en identifiant les coefficients de & 1> on obtient
" (n
By(z+1) = Z <k>Bk($)
k=0
D’ou la démonstration. ]

Théoréme 2.2.3. Les polynomes de Bernoulli By (z) vérifient les identités suivantes :
1. Vn>1, B (z) = nBy_1(z).

1
2. ¥n > 1,/ By, (z)dz = 0.
0
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2.2. LES POLYNOMES DE BERNOULLI DE PREMIERE ESPECE

Démonstration. On dérive la partie gauche de (2.4) par rapport a x, on trouve

i tet® ot det® — tet®
de \et—1) et —1 dx_ er —1

=t Z => Bul2) a1

n>0 = ™
t?’L
== E:ABn 1
n>1 1ﬂ
tn
=Y Bnal :
n>1 lﬂ

D’autre part, il résulte de (2.4) que

d [t \ d - dBp(z)\ t"
d:c(l) & (ZB"@M) =3 (T27)

>0 n
=2 B
n>0
L’égalité de deux séries donne
tTL
/x)—kZB;l( ZB” 1 1)'
n>1 n>1 '

Et puisque Bj(z) =0 ( car By(x) = 1), alors pour n > 1, on a

n tn

Z B/ Z an_1($)m,

n>1 n>1

d’ou le résultat 1. Maintenant, on intégre la partie gauche de (2.4) par rapport a x, on obtient

1
1 tetx t 1 t etx
dr = / iy = | =
/oet—lx et —1 Oe . et—11 ¢t 0

D’autre part, on intégre la partie droite de (2.4) par rapport a z, on trouve

/HZ:OB dfc—n>0</ B, ( daj) rt
([ )
/BO dm+z</ B dx)

n>1

1+;(/013n(x)d56>:;:1

Ce qui acheve la démonstration de 2. O

Dongc, on résulte I'identité

qui est équivalente a

Ainsi que

Une autre propriétés pour les polynémes de Bernoulli classiques est donnée dans le théoréme

suivant :
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2.2. LES POLYNOMES DE BERNOULLI DE PREMIERE ESPECE

Théoreme 2.2.4. On a
1. B,(1—z) = (-1)"B,(z).
2. Bp(x +1) — By(z) = na™ L, pour n > 1.

Démonstration. On utilise la fonction génératrice (2.4), on trouve

tn tet—xt ette—xt
B,(1—-2)— = =
Z n( )n! et —1 et — 1

n>0

te—tl‘ 7t6—tl‘

l—et et—1
tn

=Y 8,0 T - S B,

o I
=0 n! 50 n!

En comparant les coefficients des deux cotés, on obtient le résultat suivant
B,(1—2z)=(-1)"B,(x).
La preuve de 2. se fait par récurrence sur n. Pour n = 1, 'identité 2. est vraie car
1 1
Bl($+1)—B1(1’):l’+§— T-5 =1
On suppose que By, (z + 1) — By (z) = nz" ! est vraie et on montre que
Busi (@ +1) = Buii(2) = (n+ 1)a™.
L’intégration de ’hypothése par rapport a ¢, donne

T - T B T - a:nnfl
/O(Bn(tJrl)—Bn(t))dt_/o Ba(t + 1)dt /()Bn(t)dt_/o =,

T 41
Or que / B, (t+1)dt = / By, (t)dt. Alors
0 1

xT

T z+1
/ (Bp(t + 1) — By(t)dt) :/ B, (t)dt —/ By (t)dt
0 1 0
T z+1 T
- / Bo(t)dt + / By (t)dt — / By (t)dt
1 T 0
r+1 1
_ / By (t)dt — / B, (1)dt.
T 0
Or que d’apres le Théoreme 2.2.3, on a fol B, (t)dt =0 et By, (t) = (n+ 1)By(t), alors
z+1 z+1 B/
/ B, (t)dt = / —tl g = 2,
Ainsi

x+1
| Buadt = (n+ an.

Finalement, 2. est vraie pour n + 1 et on a le résultat

Busi(@ +1) = Buii(2) = (n+ 1)a
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2.3. LES NOMBRES DE BERNOULLI DE DEUXIEME ESPECE

2.3 Les nombres de Bernoulli de deuxieme espéce

On utilise la notation £, pour distinguer les nombres de Bernoulli de deuxiéme espeéce avec
B; = 1/2 des nombres de Bernoulli classiques (de premiére espece) avec By = —1/2. Pour des

notions plus précises voir [3].

La fonction génératrice

Définition 2.3.1. Soient 8, (n=0,1,2,3,---) les nombres de Bernoulli de deuziéme espéce, on
définit les By, par la fonction génératrice suivante :

tn

tet o
m = Zoﬁn* (2-6)

n!’

La relation de récurrence

Définition 2.3.2. La relation de récurrence des nombres de Bernoulli de deuxieme espéce, est

définie par la formule suivante :

i<n+1)ﬁk:n+l, (n=0,1,2,3,4,---). (2.7)

k=0 k

D’apres cette définition, on trouve les 5, pour tout n. Par exemple pour n = 0, on obtient
Bo =1,
et pourn=1o0na
Br= 52— fo) = 5
1=5 0) =3
Maintenant, on remplace n par 2, on obtient
1 1
=-(3—-050—351) = —=.
B2 3( Bo — 3p1) 5

et si on remplace n par 3 dans la formule de récurrence de Bernoulli (2.7), on obtient

B = 3(4—50—451 —642) = 0.

Table des nombres de Bernoulli de deuxiéme espeéce

D’apres la relation de récurrence (2.7), on obtient la Table 2.3 suivante ; telle que le n représente

des nombres naturelles (n =0,1,2,3,4,5,6,---) et 5, les nombres de Bernoulli de deuxiéme espeéce

n 01213 4 51617 8 |9j10)11}| 12 |13

Balllslslol-slolslol-sol&]o]-25%1]0

Table 2.3 — Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli de deuxiéme espéce
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2.4. LES POLYNOMES DE BERNOULLI DE DEUXIEME ESPECE

Remarque 2. On remarque, que les nombres de Bernoulli de deuxiéme espéce sont exactement les

1 1
nombres de Bernoulli classiques sauf By = —3 au lieu de B1 = 3 et satisfont les mémes propriétés.

La forme explicite

Théoréme 2.3.1. La forme explicite des nombres de Bernoulli de deuxiéme espéce, est donnée par

la formule suivante :

b= (-1 (- {’;} (02 0). 28)

k=0
Démonstration. On peut réécrire la fonction génératrice de 3, (2.6) comme suit

te! __t = In(1—(1-e7%)
et—1 1—et 1—et ’

o0
et comme —1In(1l —¢) = Z alors la fonction génératrice de (3, devient

e t"  —In(1—-(1- e )
Z; 6’% N 1—et

(1—e" )k_1

t|18

ft 1)k

:z:: k+1
_ K S n) (=)
_I;)(_lkkJrlZ{kz} n!

s ILANED n
=2 (Z( bt (kll {k}) %

n=0 k=0

n

En identifiant les coefficients de — dans les deux cotés, on obtient le résultat (2.8). t
n!

2.4 Les polynémes de Bernoulli de deuxiéme espéce

La fonction génératrice

Définition 2.4.1. La suite des polynomes de Bernoulli notée (B, (x))nen, est définie par la fonction
tx

te
Bz, t) = ] et on a :

n

tel® t
- -= 3" Bule) <2 (2.9)

o n>0

En particulier, pour x = 1 on trouve les nombres de Bernoulli de deuxiéme espece (2.6).
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2.4. LES POLYNOMES DE BERNOULLI DE DEUXIEME ESPECE

La relation de récurrence

Théoréme 2.4.1. Les polynomes de Bernoulli B,(x), sont liés auxr nombres de Bernoulli de

deuzieme espece par la formule de récurrence suivante :
n (n .
Bn(x) = Z(—I)J (j)ﬁjx"_]. (2.10)
=0

Démonstration. D’apres la fonction génératrice des polynomes de Bernoulli (2.9), on peut écrire

= sl

et—1 et—-1 50
et on a
3 tr __ - n tn - (‘/L‘t)n
d—1° <Z_:(_1> 5”5 z_: n!
n=0 n=0
=2 (XY (”) e
n=0 \j=0 J n
D’ou la démonstration du théoréme. O

Table des polynémes de Bernoulli de deuxiéme espeéce

Soit (B (z))nen la suite des polynomes de Bernoulli et d’apres la forme explicite des polynomes

de Bernoulli (2.10), on obtient la Table 2.4 suivante :

n Bn(x)
0 1
1
1 .1’-5
2 xz—x—i-%
3 x3—%x2—|—%x
4 5.3 2 1
4 T 2z° +x 30
5 5.4 ,5.3 1
5 x® — 52" + 3T G
6 5 ,5..4 1,2, 1
6| z°—3x + 5 5T+ 55

Table 2.4 — Table des polynémes de Bernoulli de deuxiéme espéce

Remarque 3. Les polynomes de Bernoulli de deuxieme espéce ont les méme propriétés que les

polynomes de Bernoulli classiques.
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Chapitre

Les nombres et les polynomes p-Bernoulli

Récemment, Rahmani dans [12] a introduit une nouvelle classe des nombres de Bernoulli appelée
les nombres p-Bernoulli, basée sur la fonction hypergéométrique Gaussienne, et a donné quelques
propriétés et plusieurs identités. Les relations récurrentes pour les nombres et les polynoémes p-

Bernoulli sont également discutées, ainsi que ces applications.

3.1 Les nombres p-Bernoulli

La fonction génératrice

Définition 3.1.1. Pour tout entier p > —1, nous définissons une suite de nombres rationnels

By, p(n >0), qui généralise les nombres de Bernoulli de premiére espéce par :

tn 1,1
ZBWP '—2F1 ’ 71—615 s
n>0 p+2
\ a7 b 7 . . 7 Ve . 7z .
ot o F it | désigne la fonction hypergéométrique de Gauss définie par :
c

> (a)"(b)" ¢"
=6 (o) n!
En particulier B, o = B,,, désigne les nombres de Bernoulli de premiere espece (2.1).

Les premieres fonctions génératrices exponentielles pour By, (p = 1,2) sont :

" 2((t—1)et +1)

Z anlm = (ef —1)2

n>0
S B t" 3((2t — 3)e? + 4ef — 1)
n,2 7y - t__ 3 .
=6 n! 2(et — 1)
Remarque 4. Pourp=—1, on a

E Bn7_]_*' =e )
n.

n>0
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3.1. LES NOMBRES P-BERNOULLI

on en déduit que

Les formes explicites

La forme explicite de By, ;, en fonction des nombres de Stirling de deuxieme espece, est donnée

par le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.1. Pourp > —1, on a

Démonstration. On a
1 1
k+p+1) {n}w wo(k+p+1 n) tn
> Z K = Z(—l) ! DoV (o
n>0 k=0 ( k] n! k o=k Lk n!

1 _ et)k

w
\/
=
VR

k+p+1>

 (p+ 1)kl (1 — etk
k

kzo( +p+ 1) k!
|y W e
kzo(p+2) k!
1,1
= o ;11— ¢
p+2
:ZBW;

n>0

En identifiant les coefficients de dans chacun des deux nombres, on obtient la relation cherchée.

O
Une autre formule explicite pour B, , en termes de nombres eulériens est donnée par :

Théoréme 3.1.2. Pour p > 0, la forme explicite suivante est vraie

1
. 1 " _1\n+k p—i—n n
Bnp = (n+p+1)(p+1) kz:%)( 2 <p+k> <k>’

ot <Z> sont les nombres eulériens donnés par la Définition 1.8.1.

Démonstration. Il découle de la fonction beta

—1
1
(iig) =(n+p+ 1)/0 2*P(1 — )Rz

S = B
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3.1. LES NOMBRES P-BERNOULLI

que

n -1
S (i) )= S R eote e e

k=0

- n plk!
=12 (- 1>’“’“{k}<1+k+p>!

k=0

n -1
=(m+p+1Dp+1) Z(—l)’%!{Z} (1 + k“’)

k=0

=(n+p+1)(p+1)Bnyp

D’ou

-1
_ 1 ~nik(PED n
Bn’p_(n+p+1)(P+1)]§)( 2 <p+k‘> <k>
O

Pour aboutir a la relation de récurrence, on exprime les nombres p-Bernoulli en fonction de
nombres p-Stirling de deuxi¢me espece {z}p déja mentionnés on chapitre 1, par (1.6).

Théoréme 3.1.3. Pourp >0,

) &K, ok EED)! ntp
o =" ,;0( 1)kk+p+1{k+p}p' (3.1)

Démonstration. Selon la transformation d’Euler (1.10), on peut écrire

p+1,p+1
ZB,,, ‘—ePtQFl ;1— et
n>0 p+2
_ety (p+ 1F p+1) (1—eh)*
>0 (p+2)k k!
_(p+1) ot (- x (k+p)! (et—l)k.
p! >0 /<:+p+1 k!

En utilisant (1.6), on obtient :

" (p+1) & p (K+p)! n+pl| t"
By = BN i L
Z P Z( )k—l-p—i-lnz;k kE+p pn!

n>0 : T2
=0 p! = k+p+1|k+p , n!



3.2. LES POLYNOMES P-BERNOULLI

En comparant les coefficients de des deux cotés, on arrive au résultat (3.1).

O]

Posons p = 0 dans (3.1), on obtient la forme explicite (2.3) pour les nombres de Bernoulli.

Maintenant, on utilise la transformation de Stirling généralisée [13], on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.1.4. Pourp >0, on a

p

__w P
kz::os(P,k:)BnJrk—( 1) (p+1)B”’p' (3.2)

La relation de récurrence
Dans ce qui suit, on donne la relation de récurrence a trois termes pour les nombres p-Bernoulli.

Corollaire 3.1.5. Pour p >0, on a

(p+1)?

By,=1,8B =pB,, —
0,p ? n+1,p p n,p p+2

Bn7p+1' (3'3)
Démonstration. De la relation de récurrence

S(p—l— Lk) = 5(p7 k — 1) —pS(p, k)?

on a
+1
p+2 %
Bnpt1 = (—1)PH —— (p+ 1) Z — ps(p: k) Brik
p+1 p+1
p+1 P+2 p+1 p+2
Par le changement de variable k — 1 = k, on obtient
p+2 P11 (w+2)p p+1 -
B =— —1)P k)B
n,p+1 (p+ 1)2( ) p! ;§)S(p’ ) nt+k+1 + (p+1) ];1 n+k

p+2 (p+2)p
_2re LB
12 T pr 2

3.2 Les polynémes p-Bernoulli

Dans cette section, nous définissons les polynémes p—Bernoulli notés By, ,(z), comme 'extension
des polynomes de Bernoulli classiques avec B; = — , et nous citons quelques propriétés élémen-

taires.

Définition 3.2.1. Les polyndmes p-Bernoulli sont définis par la convolution suivante :

Bup(z) =) (Z) By pz™ ¥, (3.4)

31



3.2. LES POLYNOMES P-BERNOULLI

Les premiers polynémes p-Bernoulli sont :

BO,p(x) - 17
1
By () =2 — m,
2x p—1
Bl = S T
By (x) = 2 — 32> 3(p-z p(p - 5)
o p+2 (p+2)p+3) +2)E+3)p+4)’
4 6(p—1)a? 6p(p — 5) (p—1)(p* —15p —4)

) = T 400+ DTG p+ DI+ D)

La fonction génératrice
Théoréeme 3.2.1. La fonction génératrice exponentielle des polynomes p-Bernoulli est définie par :

" 1,1 t at
> Bupl) = 2F 1—e | e (3.5)
n>0 : p+2

tn

Puisque la fonction génératrice s’écrit sous forme E Bn,p(x)—' = A(t)e" alors, les polyndmes
n!

n>0

p-Bernoulli appartiennent a la classe des polyndmes d’Appelle. Les résultats suivants sont justes.

Théoréme 3.2.2. Pourn>0etp >0, on a

d
1. —Bpp(z) =nBp_1p(z).

" dx
z B, - B,
2. / Bn7p(t)dt — +17P(x) +17p X
0
1

n+1
1 " (n+1
3 By p(t)dt = o > ( N )Bk,p.
k=0
n n _
4. Bpplz+y) = Z (k) B p(z)y" k
k=0
n—1 n
5. Bup(x+1) — Byp(r) = Z <k> By ()
k=0

Démonstration.

1. On dérive la partie droite de (3.5) par rapport a x, on trouve

a4 F L1 1—¢t|e™ t> B ()in > B ()—tn+1
2 1 7 — e e o n,p €T ey n,p xT
dz p+2 n>0 nl = n!
t’n
= B _ .
nzzl: n 1:?(:’6) (TL _ 1)|
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3.2. LES POLYNOMES P-BERNOULLI

De méme, on dérive la partie gauche de (3.5)

d 1,1 d "
— | 2F1 1—el e = — By, p(x) '
dx p+2 dx 30 n
d "
= — By p(x)—.
=0 dz n!
Alors I'égalité de deux séries, nous donne
d d " d "
%BO,p(l’) =+ Z %Bn,p(x)a = Z %Bn—lvp(x) (n—1)"
n>1 n>1
t d By ,(x) =0, al
et comme — x) =0, alors
dx 0P ’
1d t" t"
—— DBy, p(x) = Bp_1 () .
nglndm P — 1) ngl TP (1))
En comparant les coefficients de (ntfnl)!, on obtient

d
— By, p(x) = nBp_1p(x).

pour tout n > 1, p
x

1 d
———B t).
(n+1)dt wt1p(l)
Maintenant, on integre cette identité par rapport a ¢ entre 0 et x, on obtient

2. D’apres 1. on a By, p(t) =

1 z d B
n+1 /0 % n+1,p(t)dt
BnJer(ﬂrj
n+1 |y
_ Bpi1,p(z) — Bng1,p(0)
n+1
_ Buii1p(®) — Buyap
N n+1 '

/ Bop(t)dt =
0

D’ou le résultat.

3. D’apres 2. pour z = 1 et en utilisant (3.4), on trouve

1 _
/ Bmp(t)dt _ BTL-‘FLP(l) B’"«""LP(O)
0

1 n+1 n+1
:n—i-l(Z( g ) Prr = Buriy
1
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3.2. LES POLYNOMES P-BERNOULLI

4. On utilise (3.5), on obtient

tn 1,1

> (Bupla +1) — Buyla) = = »F,
n>0 n p+2
1,1

= o[
p+2

(5 (55
-y (%

n>0 \k=0

1

)-

( )Bk,p( ) — Bn,p(@) 7757”'

1—eél (et(Hl) — e’”t)

1 —¢f emt(et—1>

>y

n>0 k=0

)

-y

n>0

En comparant les coefficients de deux cotés, on obtient le résultat cherché.

n—1

- Bn,p(w) = Z

k=0

By p(xz+1)

5. De méme, en appliquant (3.5) on trouve

(Z) By ().

tn
ZBnp.T-f-y)*'— o F ;1—6t (z+y)
n>0 p+2
1,1
= oF 1 —ef | ef®.etY
p+2
tm :
= Bpp(x)— | ¥
"0 n!
" (yt)"
= Bn,/p(x)* Z
=0 n! 0 n!
tm tm
= Bn,p(x)f Z (it
=0 n! =0 n!
" (n )t
=5 (3 (1) matow) &
n>0 \k=0

L’égalité des coefficients de &

Bn,k (l‘ + y)
k=0
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1, dans les deux cotés, donne

= i <Z> Bkyp(x)y"_k.

2

tTL
n!

- Z By p(z)

n>0

n t"
(o)

tTL

n!



3.2. LES POLYNOMES P-BERNOULLI

6. On a
1,1 1,1
ZB"p mz)— = 2k 1—e | em) = 4P 1 —¢l (eﬁ)m
n>0 p+2 p+2

D’ou le résultat

O]

Remarque 5. Notons que pour p = 0, le Théoreme 2.2.3 est réduit aux résultats des Théorémes

2.2.8 et 2.2.4.

La relation de récurrence

La relation de récurrence a trois termes pour calculer les polynémes p-Bernoulli est donnée dans

le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.3. Pourp >0, on a

(p+1)?

Boy(z) = 1 Busr(x) = (&4 9)Byf@) — 2

By py1(z). (3.6)

Démonstration. On a

d -1 < n n—=k
%anp(x) =z Z(n — k) (k:) By pa" ",

k=0
0 n\ _n n—1 1
r que PN i P , alors

d - n K
x@Bnyp(x) ]gk(k) By pa"
= n-— 1 n—k—1
= nBnp(z) —n Br1p2
k=0

Maintenant, en utilisant 1. du Théoreme 3.2.2 et (3.3), et d’apres (3.4), on obtient

n—1 +1)2 e
xnBp_1p(x) = nBy p(x nz ( ) ( kp — (];_1_2)Bk,p+1> Lkl

p+1)°

D’ou le résultat. O

= nBnp(x) = npBp_1,(x) +n
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3.2. LES POLYNOMES P-BERNOULLI

Dans le cas spécial de (3.6) quant = 0, on obtient (3.3). Le résultat suivant donne la généra-

lisation de Théoreme (3.1).

Théoréme 3.2.4. On a

Baye) = T Y0 S ), 1)

ot Si(z) sont les nombres de Wheighted, définis par :

k
1 k
“ (e
Démonstration. La démonstration de (3.7) se fait par récurrence sur n en utilisant (3.6). A partir
de I'hypothese d’induction et Si(z) = 2", on a
(p+1)?

p+2

(P+1) ¢ (k+p)! o
0 g}*ﬁyaﬁi%@

(z +p)Bnp(z) - n.p+1(7)

P = k+p+1

+p)+

:(x+pﬂ*1+x+p

Sk (4 p)! P11, i (k)
- -7 1 A A A (] 1 .
z:: k+ +1Sk($+]3)+ ) kz::l( ) k+p+15k71($+17+ )

Puisque S7(z) = 1 et (z + p)SP(z +p) + SP_(z +p+1) = S (2 + p), on obtient :

(p+1)
(@ + D) Buple) -

n k—i—p . .
EZ k+p3ﬂ@+pﬁﬂ$+m+5#ﬁx+p+m
k=1
1@+ pyper (Pt D
e to) p!( ) n+l+p+1
P+ s~k EED)! g
M T -1 7571
p! Z;( )k+p+1
prl e (nEp DU
p! n+l+p+1
_ DR k)t
= k+p+1

n,p+1 (v)

=(z+p)"t + (z +p)
_|_
Sp(x+p+1) = Byyip(z).

Ce qui acheve la démonstration.
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Chapitre

Applications

Pour illustrer I'importance des nombres de Bernoulli et p-Bernoulli, nous proposons quelques
exemples qui montrent leur présence dans des domaines tres divers des mathématiques. Pour des

notions plus détaillées, le lecteur pourra consulter [3, 9, 12].

4.1 Applications des nombres de Bernoulli

4.1.1 Applications en analyse

Les nombres de Bernoulli apparaissent dans le développement en série de Taylor des fonctions
tangentes (circulaire et hyperbolique), dans la formule d’Euler-Maclaurin ainsi que dans des ex-

pressions de certaines valeurs de la fonction zéta de Riemann, etc.

1. Sommes de puissances d’entiers
Les nombres de Bernoulli sont apparus pour la premiere fois dans les sommes des puissances

Sk (n) = 32", i*, et précisément dans la formule de Faulhaber comme suit :

Pour tous £>0etn>1,0na

2. Développements en séries de Taylor
Les développements en séries de Taylor des fonctions tanx et cosx au voisinage de 0, sont

donnés par :

= 162 2 a?n !
_ _1\n— n n
tanz = nEZI( )" (2 1)2*" By, ok
1 0 5 1.211—1
_ - _1\no2n
cosT = — + ngil( 1)"2°" By, o)

3. La formule d’Euler Maclaurin
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4.1. APPLICATIONS DES NOMBRES DE BERNOULLI

Les nombres de Bernoulli apparaissent dans la formule d’Euler-Maclaurin comme suit :

+ 1f//(n)=f0) 1 fOm)—r®0) 1 f5n) -5

n—1 n 1
WOE | r@de =50 - ron + g5 T— B

4. Relation avec la fonction zéta ( de Riemann

En 1735, Leonhard Euler & déterminer la valeur exacte de ¢ (2), par la formule

n>1
Il prouva aussi, que la fonction ¢ de Riemann pour les valeurs paires positives ont une relation

avec les nombres de Bernoulli.

1 -1)"*'B
¢ (2n) = ’; T = (2m)" CU" Ba 2) el =
5. Relation avec la fonction multiple zéta d’Eleur-Zagier
Akiyama et al. [2] ont défini une formule explicite pour (,(0,--- ,0, —n), liée aux nombres de
Bernoulli.
1 k
¢6(0,-++,0,—n) = NP s(k,§)Bnyj + (—1)"0n, (4.1)

J

ou ¢, est une fonction définie par :

1 sin=0,

0 sin#0.

5n =

6. Relation avec les polynémes d’Euler

On peut calculer les polynéomes d’Euler E,(x) a partir des polynémes de Bernoulli par la

relation suivante :

n—1
En(z) = % 3 (Z) (2By(z) — Ex()).

k=0

4.1.2  Applications arithmétiques

Applications aux nombres premiers

Ce résultat a été obtenu en 1840 par Karl Georg Christian Von Staudt et Thomas Clausen.

Théoréme 4.1.1 (Théoréme de Von Staudt-Clausen). Notons P C N [’ensemble des nombres

premiers. Pour n = 1 et pour tout entier n pair avec n > 2, B, s’écrit comme
1 .
B, = — Z -+ C, (C, entier),
pEP, p—1|n

ot p— 1| n signifie que p — 1 divise n.
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4.2. APPLICATION DES NOMBRES P-BERNOULLI

Ce théoreéme énonce ceci :
Si 'on ajoute a B, les inverses % pour chaque nombre premier p tel que p — 1 divise n, on obtient,

si n =1 ou n est pair non nul, un nombre entier.

Exemple 10.

Bi+3=0, Bo+3+3=1, Bi+5+5+¢t=1 Bs+3+3+3%=1,
Bio+3+3+4=1 Bu+z+s+i+s+3=1 Bu+ti+3=2
Big+3+5+3+1 =6
La propriété se traduit par : pBay,, = p si p — 1 divise 2m. (La notation a = b mod p signifie
que p divise le numérateur de a — b mais pas son dénominateur.)
Aussi, ce théoreme permet immédiatement de caractériser les dénominateurs des nombres de

Bernoulli dans le résultat suivant :

Théoréme 4.1.2. Pour n pair, le dénominateur de By, est le produit des nombres premiers p, tels

quep—1]|n.

4.2 Application des nombres p-Bernoulli

En 2015, Rahmani [12] a etablit et a donné un important résultat (4.2), qui généralise celle de

Akiyama et al. (4.1).

4.2.1 Application en analyse

Relation avec la fonction multiple zéta d’Euler-Zagier
La suite des nombres p-Bernoulli apparait dans la fonction multiple zéta d’Euler-Zagier pour
des multiples valeurs entiers négatives comme suit :
(=1)"*'p

Gl0,++,0,=m) = s By + (<1 (4.2)

ol d; j est le symbole de Kronecker défini par (1.6). En particulier, on a

Cp(o)... ’O) =
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Conclusion

Les nombres de Bernoulli constituent une suite de nombres rationnels tres riche en propriétés.
Par conséquent, on obtient de cette étude de nombreux résultats, dans les domaines des mathéma-
tiques et physiques. Parmi ces applications, on cite formule d’Euler-Maclaurin, développements en
série de Taylor des fonctions circulaires et hyperboliques, des expressions de certaines valeurs de la

fonction zéta de Riemann, et les nombres premiers.
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