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 النتائج التي تم الحصول عليها.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous présentons une étude analytique d’un nouveau problème différentiel

non linéaire de type Lane et Emden en utilisant à la fois l’intégrale au sens de Riemann-

Liouville et la dérivée au sens de Caputo. On commence par prouver un premier résultat

d’existence et d’unicité en appliquant le principe de contraction de Banach, puis un deux-

ième résultat d’existence en appliquant le théorème de Schaefer. Des exemples illustratifs

sont également discutés pour valider l’applicabilité des résultats obtenus.
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ABSTRACT

In this memoir, we present an analytical study of a new nonlinear differential problem

of the Lane and Emden type. Using both the integral in the sense of Riemann-Liouville and

the derivative in the sense of Caputo. We begin by proving a first result of existence and

uniqueness by applying Banach’s contraction principle, then a second result of existence

by applying Schaefer’s theorem. Illustrative examples are discussed in detail to show the

applicability of the results obtained.
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Notations

R : L’ensemble des nombres réelles.

C : L’ensemble des nombres complexes.

Γ (.) : Fonction Gamma d’Euler.

B(., .) : Fonction Bêta d’Euler.

I : [0, 1]

RLDα : La dérivé fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.

CDα : La dérivé fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α.

Iα (f(.)) : L’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α.

[α] : La partie entière du α.

.
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Introduction

Le calcul fractionnaire est une extension du calcul différentiel et intégral traditionnel qui

permet de généraliser les concepts de dérivation et d’intégration a des ordres non-entières.

Cette théorie permet également de représenter de manière plus précise les phénomènes

physiques ou biologiques qui ne suivent pas une évolution linaire ou continue.

Les équations différentielles fractionnaires sont des équations qui impliquent des dérivées

d’ordre non entier. Elles peuvent être utilisées pour modéliser des phénomènes physiques

tels que la diffusion et la conduction thermique, ainsi que pour d’autres applications en

sciences et en biologie. Les méthodes de résolution pour les équations différentielles frac-

tionnaires sont similaires ‘a celles utilisées pourles équations différentielles ordinaires, mais

avec des techniques supplémentaires pour traiter les dérivées fractionnaires.

Ce mémoire consiste à étudier l’existence et l’unicité des solutions pour le nouveau

problème différentielle fractionnaire de type Lane-Emden suivant:
DαDβz(t) + k

tλ
Dαz(t) + a1F

(
t, z(t), Dγz(t), Jpz(t)

)
+ a2G

(
t, z(t), Dγz(t)

)
+ a3H

(
t, z(t)

)
= L(t),

z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0,

k > 0, 0 ≤ β ≤ 1, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1, α + β < 2 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ I.
(1)

Dα et Dβ représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre α et β re-

spectivement, l’intégrale Jp est du Riemann et Liouville, a1, a2, a3 ∈ R et F : I ×R3 → R,

G : I × R2 → R, H : I × R→ R et L : I → R sont des fonctions données.

Notre approche est basé sur la théorie du point fixe (théorème de Banach, Scheafer).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Il est organisé comme suit :

- Le premier chapitre est consacré à des notions préliminaires concernant notations et

définitions, les espaces de Banach, les fonctions spéciales, quelques propriétés de l’intégrale

et dérivées fractionnaires aux sens de Caputo, lemmes Auxiliaires et quelques théorèmes

du point fixe.

-Dans le chapitre 2, on cite quelques travaux de recherche traitant le problème différen-

tielle fractionnaire de type Lane-Emden.
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-Le dernier chapitre, Concerne l’étude de l’existence et l’unicité de solution en utilisant

les théorèmes classiques du point fixe du problème 1

On termine ce mémoire par une bibliographie.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul

fractionnaire qui sont utilisés [16],[20],[21],[22].

1.1 Fonctions Spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler.

Définition 1.1. Pour Re(α) > 0, la fonction Gamma Γ est définie par

Γ (α) =

+∞∫
0

tα−1e−tdt, t > 0.

où tα = eα ln(t), cette intégrale est convergente pour tout complexe α et Re(α) > 0.

Proposition 1.2. Pour tout α ∈ N et , n ∈ N∗on a:

1. Γ (α + 1) = αΓ (α) ,

2. Γ (n+ 1) = n!,

3 Γ(1
2
) =

+∞∫
0

t
1
2
−1e−tdt = 2

+∞∫
0

e−sds =
√
π et Γ(1) =

+∞∫
0

e−tdt = 1.

1.1.2 Fonction Bêta d’Euler

Définition 1.3. La foncion Bêta est définie par:

B(α, β) =

1∫
0

(1− s)α−1 sβ−1ds =
Γ (α) Γ (β)

Γ (α + β)
, Re (α) > 0,Re (β) > 0.
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1.2 Intégration fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l’intégration

d’ordre entier.

1.2.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre α > 0 selon l’approche de Riemann-Liouville,

généralise la formule d’intégrales répétées n-fois

Ina (f(t)) =

t∫
a

ds1

s1∫
a

ds2

s2∫
a

ds3.....

sn−1∫
a

f (sn) dsn

=
1

(n− 1)!

t∫
a

(t− s)n−1 f (s) ds, n ∈ N∗

Définition 1.4. L’intégrale fractionnaire d’ordre α ≥ 0, au sens de Riemann-Liouville

est donnée par

Iαa (f(t)) =


1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1f(s)ds, , t > a,

f(t), α = 0.

Exemple 1.5. (1) .Soient α > 0 et f(t) = k

Iαa (k) =
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1kds,

=
k

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1ds,

=
k

Γ(α)

[
(t− s)α
−α

]s=t
s=a

,

=
k(t− a)α

αΓ(α)
.
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Pour a = 0 on obtient

Iα0 (k) =
k.tα

αΓ(α)
,

α = 1⇒ I1
0 (k) = k.t

α = 2⇒ I2
0 (k) =

k.t2

2

(2) .Soient α > 0 et f(t) = tm

Iαa (f(t)) =
1

Γ(α)

x∫
a

(x− t)α−1tmdt,

=
1

Γ(α)

x∫
a

(x(1− t

x
)α−1tmdt,

=
xα−1

Γ(α)

x∫
a

(1− t

x
)α−1tmdt,

En faisant le changement de variable

t

x
= s⇒ dt = xds

alors

t = a⇒ s =
a

x
et t = x⇒ s = 1

par conséquent

Iαa (xm) =
xα−1

Γ(α)

x∫
a

(1− s)α−1 (xs)m xds,

=
xα+m

Γ(α)

x∫
a

(1− s)α−1smds,

=
xα+m

Γ(α)
B(α,m+ 1),

=
1

Γ(α)

Γ (α) Γ (m+ 1)

Γ (α +m+ 1)
xα+m,

Iαa (xm) =
Γ (m+ 1)

Γ (α +m+ 1)
xα+m

L’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a les propriétés

suivantes.
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Proposition 1.6. Soit f ∈ Cn[a, b]. Pour α, β > 0, a, b ∈ I et λ1, λ2 ∈ R on a :

(a). Iαa (λ1f (t) + λ2g (t)) = λ1I
α
a f (t) + λ2I

α
a g (t) ,

(b). Iαa
(
Iβa f (t)

)
= Iβa (Iαa f (t)) = Iα+β

a f (t) .

1.3 Dérivation fractionnaire

La notion de dérivée d’ordre fractionnaire est une généralisation du concept de la différen-

tiation d’ordre entier. Nous présentons dans cette section les dérivées fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo.

1.3.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.7. La dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens de Riemann-Liouville

d’une fonction f définie sur l’intervalle [a, b] est donnée par

RLDα
a f(t) =

dn

dtn
In−αa f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫
a

(t− s)n−α−1f(s)ds, n = [α] + 1, t > a

En particulier, si α = 0, alors

RLD0f(t) = f(t)

et si α = n ∈ N∗, alors,
RLDnf(t) = f (n)(t)

De plus, si 0 < α < 1, alors n = 1, et

RLDα
a f(t) =

1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
a

(t− s)−αf(s)ds , t > a
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Remarque 1.8. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre α ∈

]n − 1, n] s’obtient par une application de l’opérateur de dérivation classique d’ordre n

suivie d’une intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre (n− α) .

Exemple 1.9. (1) .Soit 0 ≤ n− 1 < α ≤ n, m > −1 et f(t) = (t− a)m alors on a :

RLDαf(t) =
Γ (m)

Γ(m− α + 1)
(t− a)m−α

(2)−La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante K

RLDα (K) =
1

Γ(1− α)

d

dt

t∫
a

(t− s)−αKds,

=
K

Γ(1− α)

d

dt

t∫
a

(t− s)−αds,

=
d

dt
I1−α
a (K) ,

=
d

dt

(
K(t− a)1−α

(1− α) Γ(1− α)

)
,

=
(1− α)K(t− a)−α

(1− α) Γ(1− α)
,

RLDα (K) =
K(t− a)−α

Γ(1− α)

Remarque 1.10. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante

n’est pas nulle.

On donne quelques propriétés de l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville par la proposition suivante:

Proposition 1.11. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existent, α, β > 0 et λ, µ ∈ R, alors on a:

(a) .RLDα (λf (t) + µg (t)) = λRLDαf (t) + µRLDαg (t) .

(b) .En général la dérivation fractionnaire sens de Riemann-Liouville ne commutent pas

RLDα(RLDβf (t)) 6=RL Dβ(RLDαf (t))
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(c) .

RLDα(RLDβf (t)) 6=RL Dα+βf (t)

Proposition 1.12. Soient m ∈ N∗et m− 1 ≤ α < m, a, b ∈ I f ∈ Cn([a, b]).

Si RLDα (f(t)) = 0, alors

f (x) =
m−1∑
j=0

cj
Γ (j + 1)

Γ(j + 1 + α−m)
(x− a)j+α−m, cj ∈ R

1.3.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.13. Pour une fonction f de classe Cn ([a, b]) , n ∈ N∗, la dérivée fraction-

naire d’ordre α > 0 au sens de Caputo de f est définie par:

CDα
a f(t) = In−αa [f (n)(t)] =


1

Γ(n−α)

t∫
a

(t− s)n−α−1f (n)(s)ds, n− 1 < α < n , t > a,

f (n)(t), α = n.

Remarque 1.14. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α s’obtient par une

application de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

(n− α) suivie d’une dérivation classique d’ordre n.

Exemple 1.15. (1) . Soit 0 ≤ n− 1 < α ≤ n, m > −1 et f(x) = (x− a)m alors on a :

CDα
a (x− a)m = In−αa [(

dn

dxn
)(x− a)m],

= In−αa

(
Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− n)
(x− a)m−n

)
,

=
Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− n)
In−αa (x− a)m−n,

=
Γ(m+ 1)

Γ(m+ 1− n)

Γ(m+ 1− n)

Γ(m+ 1− α)
(x− a)m−α,

Par conséquent
CDα

a (x− a)m =
Γ(m+ 1)

Γ(m− α + 1)
(x− a)m−α,
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(2) .La dérivée d’une fonction constante K au sens de Caputo

CDα
a (K) = In−αa [(

dn

dxn
)(K)],

= In−αa (0) = 0

Remarque 1.16. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

Par les propositions suivantes on donne quelques propriétés de l’opérateur de dérivation

fractionnaire au sens de Caputo.

Proposition 1.17. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens

de Caputo existent, pour α > 0 et λ, µ ∈ R.

(a) .CDα (λf (t) + µg (t)) = λCDαf (t) + µCDαg (t) .

(b) .CDα
a [Iαa f(t)] = f(t).

Proposition 1.18. Soit β > α > 0, f de classe Cn ([a, b]) . Alors

CDα
a

[
Iβa f(t)

]
= Iβ−αa f(t), t ∈ [a, b].

Les résultats suivants peuvent être considérés comme des lemmes cruciaux.

Lemme 1.19. Soit f une fonction définie sur [a‚b] vérifiant

CDα
a z(t) = 0, t ∈ I.

Alors

z(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + · · ·+ cn−1t

n−1,

ci ∈ R, i = 0, 1, · · · , n− 1.

Lemme 1.20. Considérons un α > 0. Alors

Iα[CDαz(t)] = z(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1, t ∈ I.

où ci ∈ R, i = 0, 1, · · · , n− 1.
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1.4 Sur les points fixes

Les théorèmes de point fixe s’avèrent être des outils très utiles en mathématiques, prin-

cipalement dans le domaine de la résolution d’équations différentielles, ils permettent

d’assurer l’existence de solutions d’un problème donné en fournissant des conditions suff-

isantes pour lesquelles, une application donnée admet des points fixes.

Définition 1.21. Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé et k > 0. Une application φ de

X dans X ,est dite Lipschitzienne si

∀x, y ∈ X : ‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ k ‖x− y‖

Définition 1.22. Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Une application φ de X dans

X, est dite Contractante si

∃k ∈ [0, 1[ ,∀x, y ∈ X : ‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ k ‖x− y‖

Définition 1.23. Soient X un espace vectoriel normé, de norme ‖.‖ et φ une application

d’un ensemble X dans lui même. On appelle point fixe de φ tout point x ∈ X tel que:

φ (x) = x

Théorème 1.24. [12](Théorème du point fixe de Banach)Soient X un espace de Ba-

nach et si φ : X → X est un opérateur contractant. Alors φ admet un point fixe unique.

Théorème 1.25. [12] (Théorème du point fixe de Schaefer) Soient X un espace de

Banach et φ : X → X un opérateur complètement continu. Si l’ensemble

Ω = {x ∈ X : x = µφx, 0 < µ < 1}

est borné, alors φ possède au moins un point fixe.

Théorème 1.26. [12] (Théorème d’Arzela-Ascoli) Soient X un espace de Banach et

Ω ⊂ X. Alors Ω est relativement compact dans X si et seulement si Ω est uniformément

borné et Ω est équicontinu.
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CHAPITRE 2

Problème différentielle fractionnaire de type

Lane-Emden

2.1 Introduction

La théorie des problèmes fractionnaires singuliers est devenue un domaine de recherche

au cours des trois dernières décennies (voir [1], [2], [5], [8], [9], [16]). L’une des équations

décrivant ce type de problèmes est l’équation de Lane-Emden, qui a été publiée par Lane

en 1870 et détaillée par Emden [18]. Les équations différentielles de Lane-Emden sont

des problèmes de valeurs initiales singulières du second ordre, elles décrivent une variété

de phénomènes en physique mathématique et en astrophysique tels que des aspects de

la structure stellaire. Pour plus d’informations sur certaines applications, consulter [3].

L’équation de Lane-Emden décrit la structure d’un objet dont l’équation d’état est celle

d’un polytrope.

L’équation classique de Lane-Emden a la forme suivante [7]:

z
′′

(t) + a
t
z
′
(t) + f (t, z (t)) = g (t) , t ∈ I,

et

z (0) = q, z
′
(0) = r,

tels que q, r sont des réels donnés et f, g sont des fonctions continues données.

Le problème ci-dessus a suscité l’intérêt de plusieurs travaux de recherches scientifiques:

nous commençons par citer
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2.2 Etude numérique des équations différentielles fractionnaires

de Type Lane-Emden par méthode de colocalisation.

Les auteurs de [19], ont utilisé la méthode dite de collocation pour étudier:

Dαy (t) +
k

tα−β
Dβy (t) + f (t, y (t)) = g (t) , t ∈ I,

y (0) = A > 0, y
′
(0) = B > 0

k ≥ 0, 1 < α ≤ 2, 0 < β ≤ 1.

(2.1)

• En considérant une série entière représentant la solution de l’équation différentielle

fractionnaire de Lane-Enden:

y (t) =
+∞∑
n=0

ant
n

Théorème 2.1. La solution analytique de la (2.1) satisfait l’équation suivante:

a1

Γ (2− β)
t1−α +

+∞∑
n=0

an

 Γ(n+1)
Γ(n+1−α)

+

Γ(n+1)
Γ(n+1−β)

 tn−α + f

(
t,

+∞∑
n=0

ant
n

)
= g (t)

• Les équations différentielles linèaires de Lane-Emden.

Considèrant que f (t, y (t)) = 1
tα−2y (t) , l′equation devient:

Dαy (t) +
k

tα−β
Dβy (t) +

1

tα−2
y (t) = g (t) , t ∈ I,

avec les conditions suivantes:

y (0) = A, y
′
(0) = B

L’équation précident est transformer en l’équation suivante:

a0t
2−α+a1

(
t1−α

Γ (1− β)
+ t3−α

)
+

+∞∑
n=0

an

(
Γ (n+ 1)

Γ (n+ 1− α)
+ k

Γ (n+ 1)

Γ (n+ 1− β)

)
tn−α+

+∞∑
n=2

an−2t
n−α = g (t)

Dans le cas g (t) = 0, on obtient:

a0 = a1 = 0,

et

an =
Γ (n+ 1− α) Γ (n+ 1− β)

Γ (n+ 1) Γ (n+ 1− α) + kΓ (n+ 1− β)
an−2, n = 2, 3, 4, .....
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2.3 Stabilité de l’équation différentielle fractionnaire de Lane-

Emden

Citons aussi le travail ([14]), où l’on trouve qu’Ibrahim Rabha a pris:

Dβ
(
Dα + a

t

)
z (t) + f (t, z (t)) = g (t) ,

z (0) = µ, z (1) = ν,

0 < α, β ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, a ≥ 0,

(2.2)

Elle a considéré que Dγ est une dérivée de Caputo, f , g sont deux fonctions con-

tinues.

Lemme 2.2. Une solution unique du problème linéaire des valeurs limites à deux paramètres

pour l’équation de Lane-Emden (2.2) est donnée par:

z (t) =

t∫
0

(t− s)α−1

Γ(α)

 s∫
0

(s− u)β−1

Γ(β)
g (u) du− a

s
u (s)

 ds

−tα
1∫

0

(1− s)α−1

Γ(α)

 s∫
0

(s− u)β−1

Γ(β)
g (u) du− a

s
u (s)

 ds

+ (v − µ) tα + µ.

avec g ∈ Cn[0,1]

Théorème 2.3. Soit f : I ×X− → X une fonction continue satisfaisant la condition:

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ L |u− v| ,∀t ∈ I, u, v ∈ X

De plus, supposons que: supt∈[0,1] | g(t) |= γ, Alors le problème des valeurs limites (2.2) a

une solution unique si

l : =
2L

Γ (α + β + 1)
+

2aΓ (α)

Γ (2α)
< 1, a ≥ 0
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2.4 Solutions et stabilités d’un système fractionnaire non ho-

mogène de type Lane-Emden

Il faut également citer l’article de Zakaria Bekkouche et Zoubir Dahmani [6]; ils ont traité:

Dβ1 (Dα1 + b1g1 (t)) z1 (t) + f1 (t, z1 (t) , z2 (t)) = ω1S1 (t, z1 (t) , z2 (t)) ,

Dβ2 (Dα2 + b2g2 (t)) z2 (t) + f2 (t, z1 (t) , z2 (t)) = ω2S2 (t, z1 (t) , z2 (t)) ,

0 < t < 1,

zk(0) = 0, Dαzk(1) + bkgk(1)zk(1) = 0,

(2.3)

notez que nos auteurs ont pris: 0 < βk < 1, 0 < αk < 1, bk ≥ 0, 0 < ωk <∞, k = 1, 2

et Dβk , Dαk sont des dérivées de Caputo et fk : I × R2 → R , Sk : I × R2 → R sont des

fonctions continues, gk : I → [0,+∞[ sont singulier à l’origine.

Lemme 2.4. Soit H1, H2 ∈ Cn([0, 1],R).Alors, le problème
Dβ1 (Dα1 + b1g1 (t)) z1 (t) = H1, 0 < t < 1,

Dβ2 (Dα2 + b2g2 (t)) z2 (t) = H2, 0 < t < 1,

liés aux conditions

zk(0) = 0, Dαzk(1) + bkgk(1)zk(1) = 0, k = 1, 2

a une solution unique (x1, x2) donnée par:

xk(t) = Iαk+βkHk (t)− bkIαkgk (t)xk (t)− IβkHk (1)
tαk

Γ (αk + 1)
.

En introduisant l’espace de Banach (X ×X, ‖ (u, v) ‖X×X) ,muni de la norme suivante:

‖ (u, v) ‖X×X= max{‖ u ‖X×X , ‖ v ‖X×X} telles que

X := Cn(I,R), ||.||X = ||.||∞
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Théorème 2.5. Soit g1, g2 : I −→ [0,+∞[ deux fonctions continues,

lim g1 (t) = lim g2 (t) =∞ lorsque t −→ 0

lim g1 (t) = lim g2 (t) = ∞ lorsque t −→ 0.Supposons qu’il existe 0 < λ1, λ2 < 1,t7→(
tλ1g1 (t) , tλ2g2 (t)

)
sont continus dans I. Si

• |f1(t, x1, x2)− f1(t, y1, y2)| ≤
2∑
j=1

Li |xj − yj| ,

• |f2(t, x1, x2)− f2(t, y1, y2)| ≤
2∑
j=1

L′i |xj − yj| ,

• |S1(t, x1, x2)− S1(t, y1, y2)| ≤
2∑
j=1

Ri |xj − yj| ,

• |S2(t, x1, x2)− S2(t, y1, y2)| ≤
2∑
j=1

R′i |xj − yj| ,

pour tout t ∈ I, (x1, x2), (y1, y2) ∈ R2

et si

•D1 +D2 + 2L(K1 +K2) + 2R(ω1K1 + ω2K2) < 1
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, alors le problème (2.3) a une solution unique sur I. Avec

•D1 = b1M1
β (α1, 1− λ1)

Γ (α1)
,

•D2 = b2M2
β (α2, 1− λ2)

Γ (α2)
,

•K1 =
1

Γ (α1 + β1 + 1)
+

1

Γ (α1 + 1) Γ (β1 + 1)
,

•K2 =
1

Γ (α2 + β2 + 1)
+

1

Γ (α2 + 1) Γ (β2 + 1)
.

et

•L = max {L1, L2, L
′
1, L

′
2} , R = max {R1, R2, R

′
1, R

′
2} ,

•Mk = max
t∈[0,1]

∣∣tλkgk (t)
∣∣ , k = 1, 2.

Théorème 2.6. Pour k = 1, 2, supposons que gk : I → [0,+∞[ soient continues,

limt→0gk(t) = ∞, et il existe λk : 0 < λk ≤ αk < 1, t− → tλkgk(t) sont continus sur

I. Supposons que fk : I ×R2 → R et Sk : I ×R2 → R sont bornés respectivement par Iket

Qk. Alors le problème (2.3) a au moins une solution sur I.
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2.5 Un problème séquentiel généralisé de type Lane-Emden

Dans ([11]), les auteurs ont aussi travaillés sur le problème non local suivant:

Dα1

(
Dα2

(
....(Dβ +

k

tλ
)

)
...

)
u(t) = G(t),

t ∈]0, 1[,

u(0) = 0, u(1) = θ,

Dαn
(
Dβu (0)

)
= 0,

Dαn−1
(
Dαn

(
Dβu (0)

))
= 0,

.

.

Dα3Dα4 .......Dαn−1
(
Dαn

(
Dβu (0)

))
= 0,

Dα2Dα3Dα4 .......Dαn−1
(
Dαn

(
Dβu (1) + ϕk,λ (1)u(1)

))
= 0

k > 0.

(2.4)

0 ≤ β ≤ 1, 0 ≤ αi < 1; i = 1, 2, ..., n et δ < min(β, αi), ϕk,λ(t) = k
tλ
, les dérivées

séquentielles sont au sens de Caputo, Ip désigne l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre

p, et f, g : I ×R2 → R sont deux fonctions données, aussi h : I ×R→ R est une fonction

donnée et l est une fonction définie sur I

Lemme 2.7. Soit G ∈ Cn([0, 1]). On peut alors affi rmer que

Dα1

(
Dα2

(
....(Dβ +

k

tλ
)

)
...

)
u(t) + f(t, u(t), Dδu(t)) + g(t, u(t), Iρu(t)) + h(t, u(t)) = l(t),

t ∈]0, 1[,

u(0) = 0, u(1) = θ,

Dαn
(
Dβu (0)

)
= 0,

Dαn−1
(
Dαn

(
Dβu (0)

))
= 0,

.

.

Dα3Dα4 .......Dαn−1
(
Dαn

(
Dβu (0)

))
= 0,

Dα2Dα3Dα4 .......Dαn−1
(
Dαn

(
Dβu (1) + ϕk,λ (1)u(1)

))
= 0

k > 0.
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admet comme solution intégrale l’expression suivante:

u (t) =
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

 1

Γ

 n∑
i=1

αi


s∫

0

(s−τ)

n∑
i=1

αi−1

Γ(β)
G (τ) dτ − a

sλ
u (s)

 ds

−
1∫
0

(1−s)α1−1G(s)ds

Γ(α1)Γ

 n∑
i=1

αi

+β+1

t
n∑
i=1

αi+β

−
1∫
0

(1−s)α1−1G(s)ds

Γ(α1)Γ

 n∑
i=1

αi

+β+1

t
β

−

 s∫
0

(s−τ)β−1

Γ(β)

 1

Γ

 n∑
i=1

αi


s∫

0

(s−τ)

n∑
i=1

αi−1

Γ(β)
G (τ) dτ − a

sλ
u (s)

 ds+ θ

 tβ.
Le problème ci-dessus est transformé en un problème de point fixe.

En considérant les notions suivantes liées aux espaces de Banach

X := {x ∈ Cn(I,R), Dδx ∈ Cn(I,R)};

muni de la norme suivante:‖ y ‖X= max{‖ x ‖∞, ‖ Dδx ‖∞} telles que

‖ x ‖∞= sup
t∈J
| x(t) |, ‖ Dδx ‖∞= sup

t∈J
| Dδx(t) |
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Soit l’opérateur non linéaire H : X → X qui prend la forme :

Hu (t) =
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)


1

Γ

 n∑
i=1

αi


s∫

0

(s−τ)

n∑
i=1

αi−1

Γ(β)



l(τ)− f(τ , u(τ), Dδu(τ))

−g(τ , u(τ), Iρu(τ))

−h(τ , u(τ))


dτ − a

sλ
u (s)


ds

−
1∫
0

(1−s)α1−1[l(s)−f(s,u(s),Dδu(s))−g(s,u(s),Iρu(s))−h(s,u(s))]ds

Γ(α1)Γ

 n∑
i=1

αi

+β+1

 t

n∑
i=1

αi+β

−
1∫
0

(1−s)α1−1G(s)ds

Γ(α1)Γ

 n∑
i=1

αi

+β+1

t
β

−


s∫

0

(s−τ)β−1

Γ(β)


1

Γ

 n∑
i=1

αi


s∫

0

(s−τ)

n∑
i=1

αi−1

Γ(β)



l(τ)− f(τ , u(τ), Dδu(τ))

−g(τ , u(τ), Iρu(τ))

−h(τ , u(τ))


dτ − a

sλ
u (s)


ds+ θ


tβ.

Soient les hypothèses suivantes:

(A1)- Les fonctions f et g sont définies et continues sur I × R 2 et h est définie et continue

surI × R .

(A2)- Il existe quatre constantes non négatives Lf1, Lf2, Lg1, Lg2 ; pour tout t ∈ I ,xi, x∗i ∈ R,

• |f1(t, x1, x2)− f1(t, x∗1, x
∗
2)| ≤

2∑
i=1

Lf i |xi − x∗i | ,

• |g1(t, x1, x2)− g1(t, x∗1, x
∗
2)| ≤

2∑
j=1

Lgi |xj − yj| ,
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et il y a un nombre positif r0 ; pour tout t ∈ I, x, y ∈ R,

• |h(t, x)− h(t, y)| ≤ r0 |x− y| ,

Soient L′f = max {Lf1, Lf2} et L′g = max {Lg1, Lg2} .

(A3)- Il existe trois constantes positives Mf ,Mg,Mh ; pour toutt ∈ I, x ∈ R2, y ∈ R, on

a

•|f(t, x)| ≤ Mf , |g(t, x)| ≤Mg, |h(t, y)| ≤Mh.

(A4)- : ‖l‖∞ = Ml

Et soient les nouvelles expressions :

D1 = 2



(
r0 + 2L′f + L′g +

L′g
Γ(ρ+1)

)
+

 1

Γ

 n∑
i=2

αi+β+1

 + 1

Γ

 n∑
i=2

αi+β+1

Γ(α1+1)



+ KΓ(1−λ)
Γ(β−λ+1)



D2 =
(
r0 + 2L′f + L′g +

L′g
Γ(ρ+1)

)
+



1

Γ

 n∑
i=2

αi+β−δ+1

 + 1

Γ

 n∑
i=2

αi+β−δ+1

Γ(α1+1)

+ Γ(β+1)

Γ

 n∑
i=2

αi+β+1

Γ(β−δ+1)Γ(α1+1)

+ Γ(β+1)

Γ

 n∑
i=2

αi+β+1

Γ(β−δ+1)



+KΓ (1− λ)
(

1
Γ(β−δ−λ+1)

+ 1
Γ(β−λ+1)

)

• Le premier résultat principal concerne l’existence d’une seule solution pour (2.4). Il

est basé sur l’application du théorème du point fixe de Banach.
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Théorème 2.8. Si les conditions (Ai)i = 2, 3, 4 sont satisfiets etD < 1, D := max{D1, D2}.

alors, le probleme (2.4) a une solution unique on I.

• Le résultat principal suivant porte sur l’existence d’au moins une solution du prob-

lème étudié.

Théorème 2.9. Sous les hypothèses (A1), (A3)et (A4), le problème (2.4) a au moins une

solution u(t), t ∈ I.

2.6 Un problème différentiel fractionnaire singulier anti-périodique

de type Lane-Emden

Dans ([24]), les auteurs ont aborder la question de l’existence et de l’unicité en utilisant

les théorèmes classiques du point fixe du problème différentiel fractionnaire de type Lane

Emden suivant:

DαDβz(t) + k
tλ
Dαz(t) + a1F

(
t, z(t), Dγz(t), Jpz(t)

)
+ a2G

(
t, z(t), Dγz(t)

)
+a3H

(
t, z(t)

)
= L(t).

z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0, Dγ(0) +Dγ(1) = 0,

k > 0, 1 ≤ β ≤ 2, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1, 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ I.

(2.5)

Les dérivées sont de Caputo, l’intégrale Jp est du Riemann et Liouville et F : I×R3 → R,

G : I × R2 → R, H : I × R→ R et L : I → R sont des fonctions.

Lemme 2.10. Soit L1 ∈ Cn(I), t ∈ I, 0 ≤ γ ≤ α ≤ 1, 1 < β < 2 . Alors la solution du

problème

Dα(Dβ)y(t) + (
k

tλ
)Dαy(t) = L1(t) (2.6)

y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0, Dγ(0) +Dγ(1) = 0 (2.7)
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est donnée par l’equation intégrale suivante :

y(t) =
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

+
[
K1t

β +K2t+K3

] [ 1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
+
[
K4t

β +K5t−K6

] [ 1∫
0

(1−s)β−γ−1
Γ(β−γ)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]
[K7]

[
1∫
0

(1−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

]


(2.8)

telles que[
K1 =

Γ (β − γ + 1)

β [Γ (β − γ + 1)− 2Γ (β) Γ (2− γ)]
, K2 =

Γ (β) Γ (2− γ)

2Γ (β) Γ (2− γ)− Γ (β − γ + 1)

]


K4 = 2Γ(2−γ)Γ(β−γ+1)
β[Γ(β−γ+1)−2Γ(β)Γ(2−γ)]

, K3 = Γ(β+1)Γ(2−γ)−Γ(β−γ+1)
2βΓ(β−γ+1)−4Γ(β+1)Γ(2−γ)

K5 = Γ(2−γ)Γ(β−γ+1)
2Γ(β)Γ(2−γ)−Γ(β−γ+1)

, K6 = 2Γ(2−γ)Γ(β−γ+1)−βΓ(2−γ)Γ(β−γ+1)
2βΓ(β−γ+1)−4Γ(β+1)Γ(2−γ)

K7 = Γ(β−γ+1)−2Γ(β)Γ(2−γ)
2Γ(β−γ+1)−4Γ(β)Γ(2−γ)


En introduisant l’éspace de Banach suivant:

X := {y ∈ Cn(I,R), Dαy ∈ Cn(I,R), Dγy ∈ C(I,R)}

muni de la norme suivante:‖ y ‖X= max{‖ y ‖∞, ‖ Dαy ‖∞, ‖ Dγy ‖∞} telles que

‖ x ‖∞= sup
t∈I
| x(t) |, ‖ Dαx ‖∞= sup

t∈I
| Dαx(t) |, ‖ Dγx ‖∞= sup

t∈I
| Dγx(t) | .
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Et, en définissant l’opérateur non linéaire: Φ : X → X

Φy(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
(2.9)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
+

[
K1t

β +K2t+K3

] 1∫
0

(1− s)β−2

Γ(β − 1)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
+

[
K4t

β +K5t−K6

] 1∫
0

(1− s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
− [K7]

1∫
0

(1− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds.
Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du problème (2.5), ont considèrer les

hypothèses suivantes:

(HL1): Il existe des constantes positives Wi, i = 1...6, telle que pour chaque t ∈ I et

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R on a

|F (t, x1, x2, x3)− F (t, y1, y2, y3))| ≤

 W1|x1 − y1|+W2|x2 − y2|

+W3|x3 − y3|

 .

|G(t, x1, x2)−G(t, y1, y2))| ≤ W4|x1 − y1|+W5|x2 − y2|.

|H(t, x1)−H(t, y1)| ≤ W6|x1 − y1|.

(HL2): Les fonctions F : I × R3 → R, G : I × R2 → R, H : I × R2 → R et L : I → R sont

des fonctions continues.
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(HL3): Il existe des constantes positives E1, E2 et E3, telle que pour chaque t ∈ I, x1, x2, x3 ∈

R, on a: |F (t, x1, x2, x3)| ≤ E1, |G(t, x1, x2)| ≤ E2, |H(t, x1)| ≤ E3.

(HL4): La fonction L donnée est supposée satisfaire ‖L‖∞ = EL.

Afin de faciliter la preuve des principaux résultats, ont noter:

N1 =



(a1W1,2 + a2W4,5 + a3W6)


1+|K7|

Γ(α+β+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ+1)



+a1W3


1+|K7|

Γ(α+β+p+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β+p)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ+p+1)

+ |k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(α+β−λ+1)
+

|K1|+|K2|+|K3|
Γ(α+β−λ)

+

|K4|+|K5|+|K6|
Γ(α+β−γ−λ+1)





N2 =



(a1W1,2 + a2W4,5 + a3W6)


1+|K7|
Γ(β+1)

+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)



+a1W3


1+|K7|

Γ(β+p+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β+p)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ+p+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)



+|k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(β−λ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K2|Γ(β−α+1)
Γ(β−λ)Γ(β−α+1)Γ(2−α)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−α)+|K5|Γ(β−α+1)
Γ(β−γ−λ+1)Γ(β−α+1)Γ(2−α)




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N3 =



(a1W1,2 + a2W4,5 + a3W6)


1+|K7|

Γ(α+β−γ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)



+a1W3


1+|K7|

Γ(α+β−γ+p+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ+p)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ+p+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)



+|k|Γ(1− λ)


1+|K7|

Γ(α+β−γ−λ+1)
+

|K1|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K2|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−γ−λ)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)

+

|K4|Γ(β+1)Γ(2−γ)+|K5|Γ(β−γ+1)
Γ(α+β−2γ−λ+1)Γ(β−γ+1)Γ(2−γ)





telles que, W1,2 := max(W1,W2), W4,5 := max(W4,W5).

• Le premier résultat obtenu est basé sur l’application du théorème de point fixe de

Banach.

Théorème 2.11. Supposons que l”hypothèse (HL1) et l’inégalité

0 < N < 1;N = max(N1, N2, N3) (2.10)

sont satisfaites. Alors, le problème(2.5) admet une solution unique sur I.

• Le deuxième résultat est basé sur le théorème de point fixe de Schaefer

Théorème 2.12. Supposons que les hypothèses (HL2), (HL3) et (HL4) sont satisfaites.

Alors le problème(2.5) admet au moins une solution sur I.
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CHAPITRE 3

Nouveau problème différentiel fractionnaire de

type Lane-Emden

Dans ce chapitre, nous aborderons la question de l’existence et de l’unicité en utilisant

les théorèmes classiques du point fixe du problème différentiel fractionnaire de type Lane

Emden suivant:


DαDβz(t) + k

tλ
Dαz(t) + a1F

(
t, z(t), Dγz(t), Jpz(t)

)
+ a2G

(
t, z(t), Dγz(t)

)
+ a3H

(
t, z(t)

)
= L(t).

z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0,

k > 0, 0 < β ≤ 1, 0 < γ ≤ α ≤ 1, 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ I.
(3.1)

Les dérivées sont de Caputo, l’intégrale Jp est du Riemann et Liouville et F : I×R3 →

R, G : I × R2 → R, H : I × R→ R et L : I → R sont des fonctions.

Il est à remarquer que dans ce problème ::

1-On a pris les dérivées des deux côtés du problème. L’intégrale au sens de Riemann et

de Liouville est aussi prise dans l’équation.

2-On remarquera aussi que l’on a pris plus d’un paramètre de différenciation; cela nous

permet de prendre un problème nouveau et compliqué qui ne satisfait pas la commutativ-

ité ni la propriété de semi-groupe.

3- Une autre particularité est d’introduire des phénomènes de singularité au voisinage de

t = 0.

4- Le "modèle" présenté dans [19] peut être vu comme un cas particulier du problème(3.1)

sous des valeurs particulières des paramètres considérés.
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3.1 Existence et unicité de solutions

Définition 3.1. Une fonction y ∈ Cn(I,R) est dite une solution du problème de type

Lane-Emden (3.1) si y satisfait l’́ equation suivante:

DαDβy(t)+
k

tλ
Dαy(t)+a1F

(
t, y(t), Dγy(t), Jpy(t)

)
+a2G

(
t, y(t), Dγy(t)

)
+a3H

(
t, y(t)

)
= L(t)

sous les conditions: y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0,

k > 0, 0 < β < 1, 0 < γ ≤ α < 1, 1 < α + β ≤ 2, 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ [0, 1].
.

On démontre le lemme suivant qui est important pour établir la solution intégrale du

problème de type Lane-Emden (3.1).

Lemme 3.2. Soit L1 ∈ Cn(I), t ∈ I, 0 < γ ≤ α < 1, 0 < β < 1. Alors la solution de

l’équation:

Dα(Dβ)y(t) + (
k

tλ
)Dαy(t) = L1(t). (3.2)

Avec

L1 (t) = L(t)− a1F
(
t, y(t), Dγy(t), Jpy(t)

)
− a2G

(
t, y(t), Dγy(t)

)
− a3H

(
t, y(t)

)
sous les conditions:

y(0) + y(1) = 0, y′(0) + y′(1) = 0. (3.3)

est donnée par l’equation intégrale suivante:

y(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds

+

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β − 1)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds

−
1∫

0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds
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Preuve. On suppose que y satisfait l’équation (3.2), en appliquant le lemme (1.19) et

(1.20) comme suit:

Dα(Dβ)y(t) + ( k
tλ

)Dαy(t) = L1(t)⇒ Dα(Dβ)y(t) = L1(t)− ( k
tλ

)Dαy(t)

⇒ IαDα(Dβ)y(t) = Iα
(
L1(t)− ( k

tλ
)Dαy(t)

)
, 0 < α < 1

⇒ Dβy(t) + C0 = Iα
(
L1(t)− ( k

tλ
)Dαy(t)

)
⇒ Dβy(t) = Iα

(
L1(t)− ( k

tλ
)Dαy(t)

)
− C0........ (∗)

,

En appliquant l’opérateur d’integration d’ordre β a l’équation (∗) comme suit:
(∗)⇐⇒ IβDβy(t) = IβIα

(
L1(t)− ( k

tλ
)Dαy(t)

)
− Iβ (C0) , 0 < β < 1

⇐⇒ y (t) + C1 = IβIα
(
L1(t)− ( k

tλ
)Dαy(t)

)
− Iβ (C0)

⇐⇒ y (t) = IβIα
(
L1(t)− ( k

tλ
)Dαy(t)

)
− C0tβ

Γ(β+1)
− C1

Par conséquent la solution générale de (3.2) est donnée par:

y(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds

− C0t
β

Γ(β + 1)
− C1. (3.4)

En utilisant les conditions conditions initiales (3.3),

1- Pour la condition y(0) + y(1) = 0 :

y(0) = 0

y(1) =

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds− c0

Γ(β + 1)
− c1

Alors

y(0)+y(1) = 0 ⇐⇒
1∫

0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds− c0

Γ(β + 1)
−c1... (1)

Et si on pose :

K1 =

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds

Alors :

(1)⇐⇒ K1− c0

Γ(β + 1)
− c1 = 0
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2- Pour la condition y′(0) + y′(1) = 0 :

Comme y(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− k

uλ
Dαy(u)

]
duds− c0t

β

Γ(β + 1)
− c1.

=⇒ (y(t))′ =


t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

s∫
0

(s−u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− ( k

uλ
)Dαy(u)

]
duds

− c0tβ

Γ(β+1)
− c1


′

=⇒ (y(t))′ =

t∫
0

(t− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds− βC0t

β−1

Γ (β + 1)

Alors y′(0) = 0 et

y′(1) =

1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds− βC0

Γ(β + 1)

Par conséquent :

y′(0) + y′(1) = 0

⇔
1∫

0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds− βC0

Γ(β + 1)
= 0... (2)

Si on pose :

K2 =

1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds

Alors:

(2)⇐⇒ K2 −
βC0

Γ(β + 1)
= 0

Et si on pose aussi

A1 =
1

Γ(β + 1)
, A2 =

β

Γ(β + 1)
, .

Alors de (1) et (2) on trouve:

 C0 = K2

A2

C1 = K1 − K2

β
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En remplaçant c0 et c1 dans (3.4) on obtient l’équation (2.8).

y(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds

+

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]
duds

−
1∫

0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

[
L1(u)− (

k

uλ
)Dαy(u)

]

On introduit l’éspace de Banach suivant:

X := {y ∈ Cn(I,R), Dαy ∈ Cn(I,R), Dγy ∈ Cn(I,R)}

muni de la norme suivante:‖ y ‖X= max{‖ y ‖∞, ‖ Dαy ‖∞, ‖ Dγy ‖∞} telles que:

‖ x ‖∞= sup
t∈I
| x(t) |, ‖ Dαx ‖∞= sup

t∈I
| Dαx(t) |, ‖ Dγx ‖∞= sup

t∈I
| Dγx(t) | .

Et, on définie l’opérateur non linéaire Φ : X → X par:

Φy(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
−
(

1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
−

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
Pour établir l’existence et l’unicité de la solution du problème(3.1), on considère les

hypothèses suivantes:
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(H1): Il existe des constantes positives Wi, i = 1...6, telle que pour chaque t ∈ I et

x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R on a:

|F (t, x1, x2, x3)− F (t, y1, y2, y3))| ≤

 W1|x1 − y1|+W2|x2 − y2|

+W3|x3 − y3|

 .

|G(t, x1, x2)−G(t, y1, y2))| ≤ W4|x1 − y1|+W5|x2 − y2|.

|H(t, x1)−H(t, y1)| ≤ W6|x1 − y1|.

(H2): Les fonctions F : I × R3 → R, G : I × R2 → R, H : I × R2 → R et L : I → R sont

des fonctions continues.

(H3): Il existe des constantes positives E1, E2 et E3, telle que pour chaque t ∈ I, x1, x2, x3 ∈

R, on a:

|F (t, x1, x2, x3)| ≤ E1, |G(t, x1, x2)| ≤ E2, |H(t, x1)| ≤ E3.

(H4): La fonction L donnée est supposée satisfaire ‖L‖∞ = EL.

Afin de faciliter la preuve des principaux résultats, on note:

M1 =


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(α+β+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(α+β−γ+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(α+β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β−λ+1)



M2 =


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(β+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(β−γ+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(α+β−λ+1)



M3 =


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(β+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(β−γ+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(α+β−λ+1)


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3.1.1 Unicité de solutions

Notre premier résultat est basé sur l’application du théorème de point fixe de Banach.

Théorème 3.3. Supposons que l”hypothèse (HL1) et l’inégalité

0 < M < 1;M = max(M1,M2,M3) (3.5)

sont satisfaites. Alors, le problème de type Lane-Emden (3.1) admet une solution unique

sur I.

Preuve. En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que Φ est

une application contractante.

A: Soit x, y ∈ X. Alors on a:

|Φy(t)− Φx(t)| ≤ a1

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣∣∣ F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−F (u, x(u), Dγx(u), Jpx(u))

∣∣∣∣∣∣ duds
+a2

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|G(u, y(u), Dγy(u))−G(u, x(u), Dγx(u))| duds

+a3

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))−H(u, x(u))| duds

+ |k|
t∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

+a1

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

∣∣∣∣∣∣ F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−F (u, x(u), Dγx(u), Jpx(u))

∣∣∣∣∣∣ duds

+a2

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|G(u, y(u), Dγy(u))−G(u, x(u), Dγx(u))|

+a3

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))−H(u, x(u))| duds

+

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds
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+ |k|
(

1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

−a1

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− F (u, x(u), Dγx(u), Jpx(u))| duds

−a2

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|G(u, y(u), Dγy(u))−G(u, x(u), Dγx(u))| duds

−a3

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))−H(u, x(u))| duds

+

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

+ |k|
1∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

D’aprés l’hypothèse (H1) on a pour chaque t ∈ I l’inégalité suivante:

|Φy(t)− Φx(t)| ≤ a1

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)


W1|y (u)− x (u) |

+W2|Dγy(u)−Dγx(u)|

+W3|Jpy(u)− Jpx(u)|

 duds

+a2

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
×

(W4|y (u)− x (u) |+W5|Dγy(u)−Dγx(u)|) duds

+a3

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
(W6|y (u)− x (u) |) duds

+ |k|
t∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds
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+a1

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
×

(W1|y (u)− x (u) |+W2|Dγy(u)−Dγx(u)|+W3|Jpy(u)− Jpx(u)|) duds

a2

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
×

(W4|y (u)− x (u) |+W5|Dγy(u)−Dγx(u)|) duds

a3

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(W6|y (u)− x (u) |) duds

+ |k|
(

1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

−a1

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
×

(W1|y (u)− x (u) |+W2|Dγy(u)−Dγx(u)|+W3|Jpy(u)− Jpx(u)|) duds

−a2

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
×

(W4|y (u)− x (u) |+W5|Dγy(u)−Dγx(u)|) duds

−a3

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(W6|y (u)− x (u) |) duds

− |k|
1∫

0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

|Φy(t)− Φx(t)| ≤ a1W1

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|y (u)− x (u) |duds

+a1W2

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|Dγy(u)−Dγx(u)|duds

a1W3

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|Jpy(u)− Jpx(u)|duds

+a2W4

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|y (u)− x (u) |duds
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a2W5

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|Dγy(u)−Dγx(u)|duds

+a3W6

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|y (u)− x (u) |duds

+ |k|
t∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

a1W1

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|y (u)− x (u) |)

a1W2

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|Dγy(u)−Dγx(u)|)

a1W3

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|Jpy(u)− Jpx(u)|)

a2W4

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|y (u)− x (u) |)

+a2W5

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|Dγy(u)−Dγx(u)|)

+a3W6

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|Jpy(u)− Jpx(u)|) duds

+ |k|
(

1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds
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+a1W1

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|y (u)− x (u) |) duds

+a1W2

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|Dγy(u)−Dγx(u)|) duds

+a1W3

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(Jpy(u)− Jpx(u)|) duds

+a2W4

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|y (u)− x (u) |) duds

−a2W5

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|Dγy(u)−Dγx(u)|duds

−a3W6

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
(|y (u)− x (u) |) duds

+ |k|
1∫

0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

par conséquent:

|Φy(t)− Φx(t)| ≤


a1W1

tα+β

Γ(α+β+1)

+a1W2
tα+β−γ

Γ(α+β−γ+1)

+a1W3
tα+β+p

Γ(α+β+p+1)

 |y (u)− x (u) |

+


a2W4

tα+β

Γ(α+β+1)

+a2W5
tα+β−γ

Γ(α+β−γ+1)

+a3W6
tα+β+p

Γ(α+β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β−λ+1)

tβ−λ

 |y (u)− x (u) |
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et

|Φy(t)− Φx(t)| ≤


a1W1 supt∈I

tα+β

Γ(α+β+1)

+a1W2 supt∈I
tα+β−γ

Γ(α+β−γ+1)

+a1W3 supt∈I
tα+β+p

Γ(α+β+p+1)

 |y (u)− x (u) |

+


a2W4 supt∈I

tα+β

Γ(α+β+1)

+a2W5 supt∈I
tα+β−γ

Γ(α+β−γ+1)

+a3W6 supt∈I
tα+β+p

Γ(α+β+p+1)

+ |k| supt∈I
Γ(1−λ)

Γ(β−λ+1)
tβ−λ

 |y (u)− x (u) |

Donc on a:

|Φy(t)− Φx(t)| ≤ a1


W1

1
Γ(α+β+1)

+W2
1

Γ(α+β−γ+1)

+W3
1

Γ(α+β+p+1)

 |y (u)− x (u) |

+a2

(
W4

1

Γ(α + β + 1)
+W5

1

Γ(α + β − γ + 1)

)
|y (u)− x (u) |

+

(
a3W6

1

Γ(α + β + p+ 1)
+ |k| Γ (1− λ)

Γ (β − λ+ 1)

)
|y (u)− x (u) |

=⇒ |Φy(t)− Φx(t)| ≤


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(α+β+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(α+β−γ+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(α+β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β−λ+1)

 |y (u)− x (u) |

Par Conséquent‚l’inégalité vaut :

‖ Φx− Φy ‖∞≤


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(α+β+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(α+β−γ+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(α+β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β−λ+1)

 ‖ y − x ‖X
Ce qu’implique que:

‖ Φy − Φx ‖∞≤M1 ‖ y − x ‖X .
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B: D’autre par On a :

DαΦy(t) =
t∫

0

(t−s)β−1
Γ(β)

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))−

a2G(u, y(u), Dγy(u))− a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
+[(

1−tβ
β

)]
×

1∫
0

(1−s)β−2
Γ(β−1)

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))−

a2G(u, y(u), Dγy(u))− a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
+

−
1∫
0

(1−s)β−1
Γ(β)

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))−

a2G(u, y(u), Dγy(u))− a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
Par conséquent:

|DαΦy(t)−DαΦx(t)| ≤ a1W1

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|y (u)− x (u) |ds

+a1W2

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Dγy(u)−Dγx(u)|ds

+a1W3

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Jpy(u)− Jpx(u)|ds

+a2W4

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|y (u)− x (u) |ds

a2W5

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Dγy(u)−Dγx(u)|ds

+a3W6

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|y (u)− x (u) |ds

+ |k|
t∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| ds

a1W1

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|y (u)− x (u) |) ds
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a1W2

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Dγy(u)−Dγx(u)|) ds

a1W3

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Jpy(u)− Jpx(u)|) ds

a2W4

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|y (u)− x (u) |) ds

+a2W5

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Dγy(u)−Dγx(u)|) ds

+a3W6

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Jpy(u)− Jpx(u)|) ds

+ |k|
(

1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| ds

+a1W1

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|y (u)− x (u) |) ds

+a1W2

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|Dγy(u)−Dγx(u)|) ds

+a1W3

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(Jpy(u)− Jpx(u)|) ds

+a2W4

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|y (u)− x (u) |) ds

−a2W5

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Dγy(u)−Dγx(u)|ds

−a3W6

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|y (u)− x (u) |) ds

+ |k|
1∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| ds
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Ce qui donne:

‖ DαΦy −DαΦx ‖∞≤



a1


W1

1
Γ(β+1)

+W2
1

Γ(β−γ+1)

+W3
1

Γ(β+p+1)

 |y (u)− x (u) |

+a2

(
W4

1
Γ(β+1)

+W5
1

Γ(β−γ+1)

)
|y (u)− x (u) |

+
(
a3W6

1
Γ(β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β−λ+1)

)
|y (u)− x (u) |



Par Conséquent‚l’inégalité vaut :

‖ DαΦy −DαΦx ‖∞≤


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(β+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(β−γ+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(β+p+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(α+β−λ+1)

 ‖ y − x ‖X

Ce qui implique que:

‖ DαΦy −DαΦx ‖∞≤M2 ‖ y − x ‖X .

C: Enfin, Comme:

DγΦy(t) =
t∫

0

(t−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

×


L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds

−
[(

1−tβ
β

)]
×

1∫
0

(1−s)α+β−γ−2
Γ(α+β−γ−1)

×


L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds

+
1∫
0

(1−s)α+β−γ−1
Γ(α+β−γ)

×


L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))

−a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
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On peut voir que:

‖ DγΦy −DγΦx ‖∞≤



a1


W1

1
Γ(β+γ+1)

+W2
1

Γ(β+1)

+W3
1

Γ(β+p+γ+1)

 |y (u)− x (u) |

+a2

(
W4

1
Γ(β+γ+1)

+W5
1

Γ(β+1)

)
|y (u)− x (u) |

+
(
a3W6

1
Γ(β+p+γ+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β−λ+γ+1)

)
|y (u)− x (u) |



Par conséquent:

‖ DγΦy −DγΦx ‖∞≤


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(β+γ+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(β+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(β+p+γ+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β−λ+γ+1)

 |y (u)− x (u) |

On obtient l’inégalité suivante:

‖ DγΦy −DγΦx ‖∞≤


(a1W1 + a2W4) 1

Γ(β+γ+1)

+ (a1W2 + a2W5) 1
Γ(β+1)

(a1W3 + a3W6) 1
Γ(β+p+γ+1)

+ |k| Γ(1−λ)
Γ(β+γ−λ+1)

 ‖ y − x ‖X

Alors:

‖ DγΦy −DγΦx ‖∞≤M3 ‖ y − x ‖X .

Grâce aux étapes A, B et C ci-dessus, on peut conclure que Φ est contractante et suite

au principe de contraction de Banach, on déduit que Φ admet un point fixe unique qui est

l’unique solution du problème de type Lane-Emden (3.1)

3.1.2 Existence de solutions

Le deuxième résultat est basé sur le théorème de point fixe de Schaefer.
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Théorème 3.4. Supposons que les hypothèses (H2), (H3) et (H4) sont satisfaites. Alors

le problème (3.1) admet au moins une solution sur I.

Preuve. Soit l’opérateur Φy(t) définie par:

Φy(t) =

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
−
(

1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
−

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
La preuve est présentée par les étapes suivantes

A1: On montre que Φ est un opérateur continu sur X.

Comme les fonctions F : I × R3 → R, G : I × R2 → R, H : I × R2 → R et L : I → R

sont des fonctions continues, alors Φ est un opérateur continu sur X.

A2: On montre maintenant que l’opérateur Φ est uniformément bornée sur X.

Soit Br := {x ∈ X, ‖x‖X ≤ r} . Si y ∈ Br, alors grâce à (H3) et (H4), comme:

‖Φy‖∞ = sup
t∈I
| Φy (t) | .



52

on peut écrire alors:

‖Φy‖∞ = sup
t∈I
| Φy (t) |≤ a1 sup

t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))| duds

+a2 sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|G(u, y(u), Dγy(u))| duds

+a3 sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))| duds

+ |k| sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)| duds

+a1 sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))| duds

+a2 sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|G(u, y(u), Dγy(u))|

+a3 sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))| duds

|k| sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)| duds

−a1 sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))| duds

−a2 sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|G(u, y(u), Dγy(u))| duds

−a3 sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
|H(u, y(u))| duds

+ |k| sup
t∈I

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

1

uλ
|Dαy(u)−Dαx(u)| duds

‖Φy‖∞ ≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]

[
1

Γ(α + β + 1)

]
+ |k|

[
Γ (1− λ)

Γ (β − λ+ 1)

]
< +∞ (3.6)
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D’autre part ona:

|DαΦy(t)| ≤ a1W1

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|y (u) |ds

+a1W2

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Dγy(u)|ds

+a1W3

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Jpy(u)|ds

+a2W4

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|y (u) |ds

a2W5

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Dγy(u)|ds

+a3W6

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|y (u) |ds

+ |k|
t∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)| ds

a1W1

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|y (u) |) ds

a1W2

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Dγy(u)|) ds

a1W3

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Jpy(u)|) ds
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a2W4

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|y (u) |) ds

+a2W5

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Dγy(u)|) ds

+a3W6

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)
(|Jpy(u)|) ds

+ |k|
(

1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)| ds

+a1W1

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|y (u) |) ds

+a1W2

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|Dγy(u)|) ds

+a1W3

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(Jpy(u)|) ds

+a2W4

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|y (u) |) ds

−a2W5

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
|Dγy(u)|ds

−a3W6

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
(|y (u) |) ds

+ |k|
1∫

0

(t− s)β−1

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)| ds



55

‖DαΦy‖∞ = sup
t∈I
|DαΦy|

sup
t∈I
|DαΦy| ≤ a1E1 sup

t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
ds

+a2E2 sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
ds

+a3E3 sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)
ds

+ |k| sup
t∈I

t∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)| ds

+a1E1 sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)
ds

+a2E2 sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)
ds

+a3E3 sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)
ds

|k| sup
t∈I

(
1− tβ
β

) 1∫
0

(t− s)β−2

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)| ds

−a1E1 sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)
ds− a2E2 sup

t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)
ds

−a3E3 sup
t∈I

1∫
0

(1− s)β−1

Γ (β)
ds

+ |k| sup
t∈I

1∫
0

(t− s)β−1

Γ(β)

1

uλ
|Dαy(u)| ds

‖DαΦy‖∞ ≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]

[
1

Γ(β + 1)

]
+ |k|

[
Γ (1− λ)

Γ (α + β − λ+ 1)

]
< +∞

(3.7)
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D’une manière similaire ona:

‖DγΦy‖∞ ≤ [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×
[

1

Γ(α + β + γ1)

]
(3.8)

+|k|
[

Γ (1− λ)

Γ (γ + β − λ+ 1)

]
< +∞

Ainsi, de (3.6) ,(3.7) et (3.8), on en déduit que ‖Φy‖X < +∞.On conclut alors que Φ

est uniformément borné sur Br.A3: On montre que Φ est complètement continu dans X.

A3: Soient t1, t2 ∈ [0, 1] , t1 < t2 et soit Br un ensemble borné de X. Alors pour y ∈ Br

et pour tout t ∈ [0, 1] , on a:

Φy(t1)− Φy(t2) =

t1∫
0

(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
−
[(

1− tβ1
β

)
−
(

1− tβ2
β

)] 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
+(

t2∫
t1

(t2 − s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 duds
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D’aprés (H3) et (H4) on déduit que:

|Φy(t1)− Φy(t2)| ≤

 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3

 t1∫
0

∣∣∣∣∣∣ (t1 − s)β−1

−(t2 − s)β−1

∣∣∣∣∣∣
Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
duds (3.9)

+ |k|
t1∫

0

(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

|Dαy(u)|
uλ

duds

+

 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3


∣∣∣tβ2 − tβ1 ∣∣∣

β

 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
1

(s− u)α−1

Γ(α)
duds

+ |k|


∣∣∣tβ2 − tβ1 ∣∣∣

β

 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

|Dαy(u)|
uλ

duds

+ (EL + a1E1 + a2E2 + a3E3)

t2∫
t1

∣∣(t2 − s)β−1
∣∣

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)
duds

|k|
t2∫
t1

∣∣(t2 − s)β−1
∣∣

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−1

Γ(α)

|Dαy(u)|
uλ

duds

D’autre part ona:

DαΦy(t1)−DαΦy(t2) =

t1∫
0

(t1 − s)β−1(t2 − s)β−1

Γ(β)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
−
[(

1− tβ1
β

)
−
(

1− tβ2
β

)] 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
+(

t2∫
t1

(t2 − s)β−1

Γ(β)

×

 L(u)− a1F (u, y(u), Dγy(u), Jpy(u))− a2G(u, y(u), Dγy(u))

−a3H(u, y(u))− k
uλ
Dαy(u)

 ds
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Par conséquent ona:

|DαΦy(t1)−DαΦy(t2)| ≤

 EL + a1E1

+a2E2 + a3E3

× t1∫
0

∣∣(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1
∣∣

Γ(β)
duds (3.10)

+ |k|
t1∫

0

(t1 − s)β−1 − (t2 − s)β−1

Γ(β)

|Dαy(u)|
uλ

duds

+ (EL + a1E1 + a2E2 + a3E3)


∣∣∣tβ2 − tβ1 ∣∣∣

β

 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)
duds

+ |k|


∣∣∣tβ2 − tβ1 ∣∣∣

β

 1∫
0

(1− s)β−2

Γ (β)

|Dαy(u)|
uλ

duds

+ (EL + a1E1 + a2E2 + a3E3)

t2∫
t1

∣∣(t2 − s)β−1
∣∣

Γ(β)
duds

|k|
t2∫
t1

∣∣(t2 − s)β−1
∣∣

Γ(β)

|Dαy(u)|
uλ

duds

Ona aussi:

|DγΦy(t1)−DγΦy(t2)| ≤ (EL + a1E1 + a2E2 + a3E3)×
t1∫

0

∣∣(t1 − s)β−γ−1 − (t2 − s)β−γ−1
∣∣

Γ(β)

s∫
0

(s− u)α−γ−1

Γ(α)
duds

+ |k|
t1∫

0

(t1 − s)β−γ−1 − (t2 − s)β−γ−1

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−γ−1

Γ(α− γ)

|Dαy(u)|
uλ

duds

+ (EL + a1E1 + a2E2 + a3E3)×
∣∣∣tβ−γ2 − tβ−γ1

∣∣∣
β − γ

 1∫
0

(1− s)β−γ−2

Γ (β − γ)

s∫
1

(s− u)α−γ−1

Γ(α− γ)
duds

+ (EL + a1E1 + a2E2 + a3E3)

t2∫
t1

∣∣(t2 − s)β−γ−1
∣∣

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−γ−1

Γ(α− γ)
duds (3.11)

|k|
t2∫
t1

∣∣(t2 − s)β−γ−1
∣∣

Γ(β − γ)

s∫
0

(s− u)α−γ−1

Γ(α− γ)

|Dαy(u)|
uλ

duds
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Lorsque t1 → t2, les second membres des l’inégalités (3.9) , (3.10) et (3.11) tend vers

zéro. Ainsi, grâce à A1,A2 et A3,

on peut conclure que Φ est équicontinu et d’après le théorème d’Ascolli Arzella, Φ est

un opérateur complètement continu.

A4: On termine la preuve du théorème en montrant que l’ensemble V est borné tel

que: V = {x ∈ X : x = ηΦx, 0 < η < 1} .

Soit y ∈ V, on a: y = ηΦ (y) , avec 0 < η < 1.

Alors on peut écrire:

‖Φy‖∞ ≤ η [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×
[

1
Γ(α+β+1)

]
+|k|

[
Γ(1−λ)

Γ(β−λ+1)

]
< +∞

(3.12)

Et on a:
‖DαΦy‖∞ ≤ η [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×

[
1

Γ(β+1)

]
+|k|

[
Γ(1−λ)

Γ(α+β−λ+1)

]
< +∞

(3.13)

D’autre part on a :

‖DγΦy‖∞ ≤ η [EL + a1E1 + a2E2 + a3E3]×
[

1
Γ(α+β+γ1)

]
+|k|

[
Γ(1−λ)

Γ(γ+β−λ+1)

]
< +∞

(3.14)

Grâce à (3.12) ,(3.13) et (3.14), on déduit que ‖y‖X <∞.

Cela montre que l’ensemble V est borné.

En application directe du théorème de point fixe de Schaefer, on conclut que Φ a au

moins un point fixe, qui est l’une des solutions du problème de type Lane-Emden (2.5).

3.2 Validatation théorique des résultats

Nous nous intéresserons à la discussion de deux problèmes. Le premier est donné par :

Exemple 3.5.

D0.97D0.98z(t) + 0.06
t0.5

D0.97z(t) + 0.01F
(
t, z(t), D0.002z(t), J1.5z(t)

)
+0.002G

(
t, z(t), D0.002z(t)

)
+ 0.0003H

(
t, z(t)

)
= L(t).

z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0,

k > 0, 0 < β ≤ 1, 0 < γ ≤ α ≤ 1, 1 < α + β ≤ 2 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ I.

(3.15)
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On notera que

α = 0.97, β = 0.98, γ = 0.002, k = 0.06, p = 1.5

a1 = 0.01, a2 = 0.002, a3 = 0.003, λ = 0.5,

W1 =
1

10
,W2 =

38

100
,W3 =

7

200
,W4 =

1

13
,W5 =

π

50
,W6 =

17

100
.

En choisissant:

F (t, x1, x2, x3) =
et

1 + t2
+

1

10
x1 +

38

100
x2 +

7

200
x3

G(t, x1, x2) =
2√

1 + t3
+

1

13
x1 +

π

50
x2.

H(t, x1) =
cos(1 + t2)

3t2 + 2
+

17

100
x1.

L(t) = ln(1 + t2).

F (t, y1, y2, y3) =
et

1 + t2
+

1

10
y1 +

38

100
y2 +

7

200
y3

G(t, y1, y2) =
2√

1 + t3
+

1

13
y1 +

π

50
y2.

H(t, y1) =
cos(1 + t2)

3t2 + 2
+

17

100
y1.

L(t) = ln(1 + t2).

On trouve, pour chaque t ∈ [0, 1] et x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ R, :

|F (t, x1, x2, x3)− F (t, y1, y2, y3))| ≤ 1

10
|x1 − y1|+

38

100
|x2 − y2|+

7

200
|x3 − y3|.

|G(t, x1, x2)−G(t, y1, y2))| ≤ 1

13
|x1 − y1|+

π

50
|x2 − y2|.

|H(t, x1)−H(t, y1)| ≤ 17

100
|x1 − y1|.

On notera que

α = 0.97, β = 0.98, γ = 0.002, k = 0.06, p = 1.5

a1 = 0.01, a2 = 0.002, a3 = 0.003, λ = 0.5,

W1 =
1

10
,W2 =

38

100
,W3 =

7

200
,W4 =

1

13
,W5 =

π

50
,W6 =

17

100
.
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Alors M1=0.122 77 , M2 = 0.0875 , M3 = 0.125 3

Par conséquent M = max(M1,M2,M3) = 0.1253 < 1.

Donc grâce au premier résultat principal donné par le théorème3.3 , le problème(3.15)

admet une solution unique.

Exemple 3.6.

D0.99D0.98z(t) + 0.06
t0.9

D0.99z(t) + 0.02F
(
t, z(t), D0.02z(t), J3.5z(t)

)
+0.003G

(
t, z(t), D0.02z(t)

)
+ 0.0004H

(
t, z(t)

)
= L(t).

z(0) + z(1) = 0, z′(0) + z′(1) = 0,

k > 0, 0 < β ≤ 1, 0 < γ ≤ α ≤ 1, 1 < α + β ≤ 2 0 < λ < 1, p > 0, t ∈ I.

(3.16)

En choisissant:

F (t, x1, x2, x3) =
cos (x1 + x2) + sin(x3)

(4et)3 , G(t, x1, x2) =
3 sin (x1x2)− 1

4 + t (x1)3 ,

H(t, x1) =
cos(x1)

2 + tx2
1

, L(t) = 2t2 + 1.

|F (t, x1, x2, x3)| =

∣∣∣∣cos (x1 + x2) + sin(x3)

(4et)3

∣∣∣∣ , |G(t, x1, x2)| =
∣∣∣∣3 sin (x1x2)− 1

4 + t (x1)3

∣∣∣∣ ,
|H(t, x1)| =

∣∣∣∣cos(x1)

2 + tx2
1

∣∣∣∣ , ‖L(t)‖∞ = 2t2 + 1.

Alors:

|F (t, x1, x2, x3)| ≤ sup

∣∣∣∣cos (x1 + x2) + sin(x3)

(4et)3

∣∣∣∣ , |G(t, x1, x2)| ≤ sup

∣∣∣∣3 sin (x1x2)− 1

5 + t (x1)3

∣∣∣∣ ,
|H(t, x1)| ≤ sup

∣∣∣∣cos(x1)

2 + tx2
1

∣∣∣∣ , ‖L(t)‖∞ = 2t2 + 1.

On a:
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|F (t, x1, x2, x3)| ≤ 1

32
= E1, |G(t, x1, x2)| ≤ 4

5
= E2,

|H(t, x1)| ≤ 1

2
= E3, ‖L(t)‖∞ = 3 = EL.

Puisque les hypothèses de théorème(3.4) sont satisfaites, alors le problème(3.16) admet

au moins une solution sur I.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au calcul fractionnaire en présentant en

premier partie quelques travaux de recherches scientifiques qui ont étudier les problèmes

différentiels fractionnaires de type Lane et Emden.

Dans la deuxième partie, nous avons proposé un nouveau problème fractionnaire de

type Lane et Emden.. Le problème introduit avec ses paramètres, qui ne satisfont pas

les propriétés de commutativité et de semi-groupe, permet notamment d’obtenir la forme

standard de l’équation de Lane et Emden. Sous certaines conditions, nous avons prouvé

un résultat d’existence et d’unicité, puis sous d’autres conditions suffi santes, nous avons

établi un autre résultat qui traite de l’existence d’au moins une solution. Des exemples

illustratifs ont également été discutés.

Comme perspective, nos travaux restants seront consacrés à essayer de traiter les études

suivantes:

Etude du problème intégro-différentiel séquentiel (α, β, γ) de type Lane-Emden

Etude de la stabilité Hyers-Ulam et la stabilité Hyers-Ulam généralisée pour les

équations différentielles fractionnaires.
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