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RESUME

Dans ce mémoire, nous présentons une étude analytique d’un nouveau probléme différentiel
non linéaire de type Lane et Emden en utilisant a la fois I'intégrale au sens de Riemann-
Liouville et la dérivée au sens de Caputo. On commence par prouver un premier résultat
d’existence et d’unicité en appliquant le principe de contraction de Banach, puis un deux-
ieme résultat d’existence en appliquant le théoréme de Schaefer. Des exemples illustratifs

sont également discutés pour valider I'applicabilité des résultats obtenus.



ABSTRACT

In this memoir, we present an analytical study of a new nonlinear differential problem
of the Lane and Emden type. Using both the integral in the sense of Riemann-Liouville and
the derivative in the sense of Caputo. We begin by proving a first result of existence and
uniqueness by applying Banach’s contraction principle, then a second result of existence
by applying Schaefer’s theorem. Illustrative examples are discussed in detail to show the

applicability of the results obtained.



NOTATIONS

L’ensemble des nombres réelles.

L’ensemble des nombres complexes.

Fonction Gamma d’Euler.

Fonction Béta d’Euler.

[0,1]

La dérivé fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.

La dérivé fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «.

L’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a.

La partie entiére du a.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une extension du calcul différentiel et intégral traditionnel qui
permet de généraliser les concepts de dérivation et d’intégration a des ordres non-entiéres.
Cette théorie permet également de représenter de maniére plus précise les phénomeénes
physiques ou biologiques qui ne suivent pas une évolution linaire ou continue.

Les équations différentielles fractionnaires sont des équations qui impliquent des dérivées
d’ordre non entier. Elles peuvent étre utilisées pour modéliser des phénomeénes physiques
tels que la diffusion et la conduction thermique, ainsi que pour d’autres applications en
sciences et en biologie. Les méthodes de résolution pour les équations différentielles frac-
tionnaires sont similaires ‘a celles utilisées pourles équations différentielles ordinaires, mais
avec des techniques supplémentaires pour traiter les dérivées fractionnaires.

Ce mémoire consiste & étudier I'existence et 'unicité des solutions pour le nouveau

probléme différentielle fractionnaire de type Lane-Emden suivant:

DDPz(t) + 5 D2(t) + a1 F (¢, 2(t), DV2(t), JP2(t)) + aoG (¢, 2(t), DV2(t)) + asH (¢, 2(t))
2(0) + 2(1) =0, 2'(0) + Z/(1) =0,
E>0,0<8<1, 0<y<a<l,a+p<2 0<A<l,p>0,tel.
(1)
D® et DP représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre a et 3 re-
spectivement, 'intégrale J? est du Riemann et Liouville, a;,as,a3 € Ret F : I x R? — R,
G:IxR>? >R, H:IxR—-RetL:I— R sontdes fonctions données.

Notre approche est basé sur la théorie du point fixe (théoréme de Banach, Scheafer).

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Il est organisé comme suit :

- Le premier chapitre est consacré a des notions préliminaires concernant notations et
définitions, les espaces de Banach, les fonctions spéciales, quelques propriétés de 'intégrale
et dérivées fractionnaires aux sens de Caputo, lemmes Auxiliaires et quelques théorémes
du point fixe.

-Dans le chapitre 2, on cite quelques travaux de recherche traitant le probléme différen-

tielle fractionnaire de type Lane-Emden.
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-Le dernier chapitre, Concerne 1’étude de I’existence et I'unicité de solution en utilisant
les théorémes classiques du point fixe du probléme 1

On termine ce mémoire par une bibliographie.
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CHAPITRE 1

Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul

fractionnaire qui sont utilisés [16],[20],[21],[22].

1.1 Fonctions Spéciales
1.1.1 Fonction Gamma d’Euler.

Définition 1.1. Pour Re(«) > 0, la fonction Gamma T est définie par

+oo
['(a)= /to‘_le_tdt,t > 0.
0

ot t* = e cette intégrale est convergente pour tout complexe o et Re(a) > 0.

Proposition 1.2. Pour tout o« € N et ,n € N*on a:
1. '(a+1) =al'(a),

2. '(n+1) =nl,
+oo +o0 +o0

3I(3) = /téle_tdt = Q/e_sds =met I'(1) = /e_tdt =1.

0 0 0

1.1.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.3. La foncion Béta est définie par:

B PR O
B(a,ﬁ)—o/(l—s) 5P ds—m, Re (a) > 0,Re (8) > 0.
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1.2 Intégration fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l'intégration

d’ordre entier.

1.2.1 Intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La notion d’intégrale fractionnaire d’ordre v > 0 selon I’approche de Riemann-Liouville,

généralise la formule d’intégrales répétées n-fois

I'(f(t) = jd817d327ds3 ..... 7_1]“ (50) dsn
" —1 1)'/t (t—s)"" f(s)ds,n € N*

Définition 1.4. L’intégrale fractionnaire d’ordre a > 0, au sens de Riemann-Liouville

est donnée par
t

S|

I (k) = F(a)/<t — 5)* kds,

k a—1 s
= ma (t — )" ds,
Rk J(t—s) =t
- (o) { —« :|s:a7

k(t —a)®



Pour a = 0 on obtient

k.t

IS = —
a = 1=1)(k)=kt
k.t?
a = 2= I (k) =~

(2).Soient a > 0 et f(t) =t™

17 (f(1) = ﬁ / (z — ) tmdr,
1 f t a—1m

_ W@Z@O_? tmdt,
_ WM!Q—?%fwa

En faisant le changement de variable

t
—=s=dt = xzds
T

alors

a
t=a=>s=—¢ett=azx=>s=1
T

par conséquent

aja—l

I¢ (™) = m/(l —5)* 1 (25)™ xds,

a
x

= ﬂ/(1 — 5)*1s™ds
- T(a) ’

= o) B(a,m+ 1),
1 T'(a)T'(m+1)

o a+m
I'(a) T'(a+m+1) ’
e = D e
I'(a+m+1)

14

L’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a les propriétés

suivantes.
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Proposition 1.6. Soit f € C"[a,b]. Pour a,3 > 0,a,b €I et \;, s € R on a :

(@) L5 (MS (1) + Xag (1) = MIZF (1) + Al g (1),

(b). Lo (I0f (1) =I5 (13 f () = I3*9F (2).

1.3 Dérivation fractionnaire

La notion de dérivée d’ordre fractionnaire est une généralisation du concept de la différen-
tiation d’ordre entier. Nous présentons dans cette section les dérivées fractionnaires au

sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo.

1.3.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.7. La dérivée fractionnaire d’ordre o« > 0 au sens de Riemann-Liouville
d’une fonction f définie sur l'intervalle [a,b] est donnée par

t
da" 1 dar
— ") = ———— [ (t = s) d = 1,
G0 = e g [ T s = o] + 1t > a

a

DR =

En particulier, si o = 0, alors
FEDOf(t) = f(1)

et si « =n € N*, alors,
BEDrf(t) = f™(1)

De plus,si 0 < aw < 1, alors n =1, et

t

/(t —5) “f(s)ds ,t>a

a

1 d

D) = I'l—a) dt
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Remarque 1.8. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre o €
|n — 1,n] s’obtient par une application de l'opérateur de dérivation classique d’ordre n

suivie d’une intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre (n — «).

Exemple 1.9. (1).Soit0<n—1<a<n,m>—1cet f(t)=(t—a)™ alors on a :

I (m)

D) = Fim—a+1)

(t—a)y™“

(2) —La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liowville d’une constante K

t

1 d
RLDa K — _/ — ) K
K d /
= —— " [@t-s)d
I'l—a) dt/( s)"ds,
d -«
- Eja (K)7

_d K(t —a)t™@
- i (aria):
(1-—a)K(t—a)™@

(1=l —a)
DK = KF%[—%)

Remarque 1.10. La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’une constante

n’est pas nulle.

On donne quelques propriétés de I'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville par la proposition suivante:

Proposition 1.11. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville existent, a, 5 > 0 et \, u € R, alors on a:

(@) FED* (Af () + ug (1) = XD f () + R Dg ().

(b) .En général la dérivation fractionnaire sens de Riemann-Liouville ne commutent pas

LD (REDAf (1)) #5 DY(*ED f (1))
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(©).
RLD(MEDAf (1)) £ D (1

Proposition 1.12. Soient m € N*etm —1 < a<m, a,bel f e C"([a,b]).
Si BED (f(t)) = 0, alors
m—1

N, PG+Y _ ita-m
f(m)—;cjr(j_{_l_i_a_m)(x a)’™ ,¢; €R

1.3.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Dans cette subsection on donne la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

ainsi que quelques propriétés essentielles.

Définition 1.13. Pour une fonction f de classe C" ([a,b]), n € N*, la dérivée fraction-

naire d’ordre o > 0 au sens de Caputo de f est définie par:

( t

1 /(t—s)"‘a_lf(”)(s)ds, n—1l<a<n ,t>a,

I'(n—a)

Dif) = el =4 "

\ Fm(), a =n.
Remarque 1.14. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o s’obtient par une

application de 'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre

(n — ) suivie d’une dérivation classique d’ordre n.

Exemple 1.15. (1). Soit 0<n—1<a<n,m>—1et f(z)=(x—a)™ alors on a :

dn m
)= )",

— e (—r (F<m ) (o a)m—n) ,

Dl —a)" = ;7

a

m+1—n)
T e
B F(m—i—l—n)la ( .
I'm+1) T'(m+1-—n)

= TmtiomTmi—a) """

Par conséquent
I'(m+1)

C Nna m
DNz —a)m = — T
(= 0) I'(m—a+1)

(‘T - a)m—oc’
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(2) .La dérivée d’une fonction constante K au sens de Caputo

DYK) = Il )KL

= [7*(0)=0
Remarque 1.16. La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

Par les propositions suivantes on donne quelques propriétés de 'opérateur de dérivation

fractionnaire au sens de Caputo.

Proposition 1.17. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires au sens
de Caputo existent, pour o > 0 et A\, u € R.

(@) D (Af () + pg (1) = AX“Df () + p“Dg (t) .

(b).“Dg I3 ()] = f(1).

Proposition 1.18. Soit § > a > 0, f de classe C" ([a,b]). Alors
D7 [I7f(6)] = I f(t).t € [a,b)].
Les résultats suivants peuvent étre considérés comme des lemmes cruciaux.
Lemme 1.19. Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant
“Doz(t) =0,t € 1.

Alors
Z(t) = C + Clt + C2t2 4+ 4 Cniltnfl’

ceR1=0,1,--- ,n—1.
Lemme 1.20. Considérons un o > 0. Alors
[O‘[CDO‘z(t)] =z(t)+ o+ttt . Fept" it el

ouc, e Rie=0,1,--- ,n—1.
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1.4 Sur les points fixes

Les théoréemes de point fixe s’avérent étre des outils trés utiles en mathématiques, prin-
cipalement dans le domaine de la résolution d’équations différentielles, ils permettent
d’assurer ’existence de solutions d’un probléme donné en fournissant des conditions suff-

isantes pour lesquelles, une application donnée admet des points fixes.

Définition 1.21. Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé et k > 0. Une application ¢ de
X dans X ,est dite Lipschitzienne si

Yo,y € X lo(z) — o)l < kllz —y

Définition 1.22. Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Une application ¢ de X dans

X, est dite Contractante si
k€ [0,1[,Vr,y € X : [[¢(z) — o(y)|| < klz =yl

Définition 1.23. Soient X un espace vectoriel normé, de norme ||.|| et ¢ une application

d’un ensemble X dans lui méme. On appelle point fixe de ¢ tout point x € X tel que:

¢(r) =

Théoréme 1.24. [12/(Théoréme du point fize de Banach)Soient X un espace de Ba-

nach et si ¢ : X — X est un opérateur contractant. Alors ¢ admet un point fize unique.

Théoréme 1.25. [12] (Théoréme du point fize de Schaefer) Soient X un espace de

Banach et ¢ : X — X un opérateur complétement continu. Si ’ensemble
Q={reX :z=pupxr,0<pu<1}
est borné, alors ¢ posséde au moins un point fixe.

Théoréme 1.26. [12] (Théoréme d’Arzela-Ascoli) Soient X un espace de Banach et
Q C X. Alors Q est relativement compact dans X si et seulement si §) est uniformément

borné et Q) est équicontinu.
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CHAPITRE 2

PROBLEME DIFFERENTIELLE FRACTIONNAIRE DE TYPE

LANE-EMDEN

2.1 Introduction

La théorie des problémes fractionnaires singuliers est devenue un domaine de recherche
au cours des trois derniéres décennies (voir [1], [2], [5], [8], [9], [16]). L’'une des équations
décrivant ce type de problémes est ’équation de Lane-Emden, qui a été publiée par Lane
en 1870 et détaillée par Emden [18]. Les équations différentielles de Lane-Emden sont
des problémes de valeurs initiales singulieres du second ordre, elles décrivent une variété
de phénomeénes en physique mathématique et en astrophysique tels que des aspects de
la structure stellaire. Pour plus d’informations sur certaines applications, consulter [3].
L’équation de Lane-Emden décrit la structure d’un objet dont I’équation d’état est celle
d’un polytrope.

L’équation classique de Lane-Emden a la forme suivante [7]:

SO+ O+ F(L2(0) =g (1), tel,

2(0)=gq, z (0) =,
tels que ¢, r sont des réels donnés et f, g sont des fonctions continues données.

Le probléme ci-dessus a suscité l'intérét de plusieurs travaux de recherches scientifiques:

nous commencons par citer
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2.2 Etude numérique des équations différentielles fractionnaires

de Type Lane-Emden par méthode de colocalisation.

Les auteurs de [19], ont utilisé la méthode dite de collocation pour étudier:

(D) + s Do)+ F () =g (1), te T
y(0)=A>0,y (0)=B>0 (2.1)

k>0, 1<a<2 0<pg< 1.

\

e En considérant une série entiére représentant la solution de I’équation différentielle

fractionnaire de Lane-Enden:

“+o0o
y(t) = Z ant"
n=0
Théoréme 2.1. La solution analytique de la (2.1) satisfait I’équation suivante:
a +o0 I'(n+1) + 400
1 l1—a I'(n+1l—a) n—a n | _
ot n t t, Wt =gt
r2-7) r2 P(n1) +f< 20 > 9(0)
n=0 T(n+1-5) n=0

e Les équations différentielles linéaires de Lane-Emden.

Consideérant que f (¢,y (t)) = ==y (), I'equation devient:

1

k
Dy (t) + sy () =g(), tel,

Dy () + 25

avec les conditions suivantes:
y(0)=A, y (0)=B

L’équation précident est transformer en ’équation suivante:

tlfoz

- N\ = T'(n+1) T'(n+1) I -
2—a 3—a n—o n—o __
at? +ay <—F(1—B)+t )+nzzoan (F(n+1—oz)+kf‘(n+l—ﬂ))t —i—;an_gt =g(t)

Dans le cas ¢ (t) = 0, on obtient:

ag = a3 =0,

et

'n+l—a)l'(n+1-7p)
n = o =234, ...
¢ Tht )L (n+l—a)+kD(n+1-p5) 2"
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2.3 Stabilité de I’équation différentielle fractionnaire de Lane-

Emden

Citons aussi le travail ([14]), ou 'on trouve qu’Ibrahim Rabha a pris:

(

D (D*+ %) z(t)+ f (t,2(t) =g(t),

2(0)=p, z(1) =v, (2.2)

| 0<a,f<1,0<t<1, a>0,

Elle a considéré que D7 est une dérivée de Caputo, f , g sont deux fonctions con-

tinues.

Lemme 2.2. Une solution unique du probléme linéaire des valeurs limites a deux parameétres

pour l’équation de Lane-Emden (2.2) est donnée par:

t s

— g)o 1 s — )1 a
z(t) = /(tF<(j) /< ) g(u)du——u(s) | ds

‘ta/l (1&2); - / (= i — Y (s) | ds

+ (v —p)t* + p.

awvec g € C"[0,1]
Théoréme 2.3. Soit f: [ x X— — X une fonction continue satisfaisant la condition:

lf(t,u) — f(t,v)] < Llju—o|,Vtel,uveX

De plus, supposons que: sup,c(oq) | 9(t) |= 7, Alors le probléme des valeurs limites (2.2) a
une solution unique st

2L 24T
;.o 4 20T (o)

TlatftD)  T@a ~0*20
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2.4 Solutions et stabilités d’un systéme fractionnaire non ho-

mogéne de type Lane-Emden

Il faut également citer I’article de Zakaria Bekkouche et Zoubir Dahmani [6]; ils ont traité:

[ p& (D +b1g1 (1) 21 () + f1(t, 21 (1), 22 (1)) = wiS1 (t, 21 (1), 22 (2))

DP2 (D + bygy (1)) 22 (t) 4 f2 (£, 21 (1) , 22 (£)) = waSa (£, 21 (), 22 (1)), (2.3)
0<t<l,
Zk(0> = O, D"zk(l) -+ bkgk(l)zk(l) = 0,

notez que nos auteurs ont pris: 0 < £, < 1,0 < ap <1, b, > 0,0 < wi < o0, k=1,2
et DB |, D% sont des dérivées de Caputo et fi, : I x R2 = R, S;, : I x R? — R sont des

fonctions continues, g : I — [0, 400 sont singulier a Porigine.

Lemme 2.4. Soit Hy, Hy, € C™([0,1],R).Alors, le probléme

Db (Dal —+ blgl (t))Zl (t) = Hl, O<t< 1,

DB (Da2 + bggg (t)) 29 (t) = HQ, 0<t< 1,
liés aux conditions

2,(0) = 0, D*2(1) + brgr(1)z(1) = 0,k = 1,2
a une solution unique (x1, z5) donnée par:

(o
I (ak + 1)

En introduisant 1’espace de Banach (X x X, || (u,v) ||xxx), muni de la norme suivante:

l’k(t) = [ak+’8ka (t) — bk[akgk (t) Tl (t) — [ﬁka (1)

| (u,0) [[xxx=max{[| u [|xxx, || v [[xxx} telles que

X = C"(LR), [[lx = [-llso
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Théoréme 2.5. Soit g1, g2 : I — [0, 400| deux fonctions continues,
lim ¢y (t) = lim g9 (¢) = oo lorsque t — 0

limg; (t) = limgs (t) = oo lorsque t — 0.Supposons qu’il existe 0 < A1, Ao < 1,b—
(thg1 (1), 12292 () sont continus dans 1. Si

2

o [fi(t, 1, 22) — fi(t, g1, ye)| < ZLi |zj — w1,
j=1
2

L ‘fZ(taxbaj?) - f2(t7y17y2)| < ZL; ‘ij - yj| )
j=1
2

o [Si(t, w1, 22) — Sty )| < D Rilzy—yl,
j=1
2

.|S2(t7x17$2)_52(t7y17y2)| S ZR;‘x]_yJ|?
j=1

pour tout t € I,(x1,29), (y1,92) € R

et st

oD + Dy + ZL(Kl + KQ) + 2R(Ld1K1 + WQKQ) <1



, alors le probléeme (2.3) a une solution unique sur I. Avec

oDy = blle
oD, = @%W
T T (o +1B1 +1) * T (a; + 1)1p S
2 = e +162 ) Tt 1)1r G

et

ol = max{Ly, Lo, L}, L5}, R=max{Ry, Ry, R}, Ry},

oM, = max |t)"“gk (t)
te(0,1]

k=12
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Théoréme 2.6. Pour k = 1,2, supposons que g, : I — [0,+o0[ soient continues,

limy_og(t) = oo, et il existe \p : 0 < A\ < oy < 1, t— — tMgu(t) sont continus sur

I. Supposons que fi, : I x R? — R et S), : I x R? — R sont bornés respectivement par I.et

Q. Alors le probléme (2.3) a au moins une solution sur I.
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2.5 Un probléme séquentiel généralisé de type Lane-Emden

Dans ([11]), les auteurs ont aussi travaillés sur le probléme non local suivant:

( D (Da2 (....(Dﬁ + g)) ) u(t) = G(t),
t €]0, 1],

(2.4)

DesDs ... D= (D (DPu(0))) = 0,
De2Des D4 ... D=1 (D (DPu (1) + ¢pon (1)u(1))) =0
k> 0.

\

0<B8<1,0<a; < Li=1,2,.,netd < min(Ba)e(t) = t%, les dérivées
séquentielles sont au sens de Caputo, I” désigne I'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre
p, et f,g: 1 x R* — R sont deux fonctions données, aussi h : I x R — R est une fonction

donnée et [ est une fonction définie sur [

Lemme 2.7. Soit G € C"([0,1]). On peut alors affirmer que

( k é p —
D™ (D 2 (....(DB + t_A)> ) u(t) + f(t,u(t), D°u(t)) + g(t, u(t), IPu(t)) + h(t,u(t)) = (1),
t €]0,1],
u(0) =0, u
Do (DPu(0)) =0
D (0 (D (0)

~—~

1) =4,
:O’

D D% _...D=1 (D (DPu(0))) =0,
DD D ... .D=1 (D (DPu (1) 4 ¢pon (Lu(1))) =0
k> 0.
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admet comme solution intégrale ’expression suivante:

n

E a;—1

DG (r)dr — Su(s) | ds

t
t—s)f—1
u(®) = [ 4555

o,

15

)

L a1—1
_f (1—s)*17*G(s)ds b
0

(1—3)"‘1TL’1G(3)d5 t’B
F(al)r(<z ai) +B+1) F(al)F((Z cu) +ﬁ+1)
i=1 i=1
>

[l L (e G(r)dr — Su(s) | ds+ 6] t°.

" r'(8) F(Za,) 0 NG

i=1

a;+fB

O

Le probleme ci-dessus est transformé en un probléme de point fixe.
En considérant les notions suivantes liées aux espaces de Banach
X :={x e C"(I,R),D’z € C"(I,R)};

muni de la norme suivante:|| y ||x= max{|| = ||co, || D°7 |0} telles que

@ loo=sup|a(t) |, || D’z o= sup | D’x(t) |
teJ teJ



Soit I'opérateur non linéaire H : X — X qui prend la forme :

I(7) = f(7,u(r), D’u(r))

! (t—s)B—1
Hu(t)= [ 5
0

—h(7, u(r))

n

_fl (1=5)21 71 [1() —F (su(s), DPu(s)) g (s,u(s).Iu(s)) —h(s,u(s)) | ds D outs
0

D
= ti=1
F(al)l“< Ocz') -‘r,@-‘rl)
i=1

) (1) — f(r,u(r), D°u(T))
- LZ(S_FT();)l (anz ) j(ST)rZ(Zgl)%l —g(7,u(7), I’u(T)) dr — 4u
—h(1,u(r))

Soient les hypothéses suivantes:

) e —g(r,ulr), IPu(r)) | dr -

(s)
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ds + 0

ds

(A1)- Les fonctions f et g sont définies et continues sur I x R ? et h est définie et continue

sur/ x R .

(A2)- Il existe quatre constantes non négatives Ls1, L2, L,1, L,2 ; pour tout t € I ,x;, ] € R,

2
0|f1(t,:c1,x2)—fl(t,xf,a:;ﬂ < ZLfi’xi_x;k7
=1

2
.|gl(t,l’1,$2)—gl(t,IT,IESM S ZLgi|xj_yj|7
=1



et il y a un nombre positif 7y ; pour tout t € I, z,y € R,

o|h(t,x) — h(t,y)] < rolv—1yl,

Soient L'y = max {L1, L2} et L = max {L,1, L,2}.
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(A3)- 1l existe trois constantes positives My, My, My, ; pour toutt € I,z € R?, y € R, on

a

olf(t,2)] < My, |g(t, )| < My, |h(t, y)| < M.

(A4)-: [l = M,

Et soient les nouvelles expressions :

D1

D2 = (ro+ 2L + L +

(ro+ 22y + I +

Ll
r(pin) +

Ly

I(p+1)

) + —! + —
r (Z ai+,6+1> r (Z a¢+,6+1> Do +1)

+

1

+

=2 =2

KT(1-))
L'(B—A+1) |
n 1 + n 1
F(Zw_m) F(Zaiw_m)rwn
i=2 =2
L(B+1) L'(B+1)

l

n

Z ai+,3+1> L(B—6+1)I'(a1+

=2

+

1) T (Z ai+,6+1) (B—0+1)
=2

1 1
+KT <1 B )‘) (F(6767/\+1) + F(Bf)\+1)>

e Le premier résultat principal concerne 'existence d’'une seule solution pour (2.4). 11

est basé sur 'application du théoréeme du point fixe de Banach.
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Théoréme 2.8. Si les conditions (Ai)i = 2,3, 4 sont satisfiets et D < 1, D := max{D1, D2}.

alors, le probleme (2.4) a une solution unique on I.

e Le résultat principal suivant porte sur ’existence d’au moins une solution du prob-

léme étudié.

Théoréme 2.9. Sous les hypothéses (Al), (A3)et (A4), le probléme (2.4) a au moins une
solution u(t),t € I.

2.6 Un probléme différentiel fractionnaire singulier anti-périodique

de type Lane-Emden

Dans ([24]), les auteurs ont aborder la question de l'existence et de 'unicité en utilisant
les théorémes classiques du point fixe du probléme différentiel fractionnaire de type Lane

Emden suivant:

( D°DPz(t) + ED2(t) + a1 F (t, 2(t), D2(t), JPz(t)) + a2 G (¢, 2(t), D72(t))
+asH (t, z(t)) = L(1).
2(0) + z(1) = 0, 2(0) + 2/(1) = 0, D7(0) + D(1) =0,
E>0,1<p<2 0<y<a<l 0<A<l,p>0tel

(2.5)

\
Les dérivées sont de Caputo, I'intégrale J? est du Riemann et Liouville et F': [ x R? — R,

G:IxR* =R, H:IxR—-RetL:I— R sont des fonctions.

Lemme 2.10. Soit L1 e C*"(I), t € I,0<y<a<1,1<f<2. Alors la solution du
probléeme

DUDAYy(e) + (3)D" () = La(r) (2.6

y(0) +y(1) =0, y'(0)+y'(1) =0, D¥(0)+D'(1) =0 (2.7



est donnée par l’equation intégrale suivante :
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— [ TR [T - S D (w)] duds
+ [E0t® + Kot + K] [ Dl _0[ S [ La(u) — & Doy (u)] duds] .
T [t + Kt — K { (B s; 2 [ L () — A Doy ()] duds] |
5] | 5 S [alo) — D) dds|
telles que
K= ST IR HTE - TS T D)

2I'(2—)I" (ﬁ y+1)
B (B—y+1)—2T(B)L(2—7)]”

Ky =

r2—r@—+1)

K5 = K¢ =

ng

2r(2—

LB+ (2—y) T (B—+1)
20T (B—~+1)—4T(B+1)T'(2—7)

VL(B=+1)—pr2—)I(B—+1)

20(B)T(2=7)-L(B—+1)’

L(B—y+1) =20 (B)I'(2—y)

20T (B—y+1)—40(B+1)I'(2—7)

K7 =

En introduisant 1’éspace de Banach suivant:

X = {y e C"(I,R),

L - 2By 41)—AT(B)T(2—7) i

D%y e C"(I,R),D"y € C(I,R)}

muni de la norme suivante:|| ¥ || x= max{|| ¥ oo, || DU ||oo, || DY ||o} telles que

| % [loo= sup | z(t) |,
tel

| D2 [lo= sup | D%z (t) |,
tel

| D72 ||o=sup | D7z(t) | .
tel
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Et, en définissant 'opérateur non linéaire: ® : X — X

/ _ )81 [ (s =)ot
wo = [ [ 29
[ )~ ), Dy, Py Gl g, Dy |

—agH (u,y(u)) — 5z Dy(u)

(1— )72 / (s — u)o!

+ [Kit’ + Kot + K] FG D)
0

o — _

o | P = aF (s y(w), D7y(u), Sy () — axGu,y(u), Dy(w) |

—azH (u, y(u)) — 5D (u)

1
1_ ﬁ y—1 . a—1
+ [Kat® + Kst — K] / ) / (s —u)
0

r'(p I'(a)

y L(u) — a1 F(u,y(u), Dy (u), JPy(u)) — asG(u, y(u), D'y (u)) duds

—asH (u,y(u)) — 5z Dy(u)

1 s

(1 -8t [ (s—u)>?
-l [ S [
[ 0wy, Dy, ) — Gy, Dw) |

~a3H (u.y(u) — & Dy(u)
Pour établir I'existence et I'unicité de la solution du probléme (2.5), ont considérer les

hypotheses suivantes:

(HL;): Il existe des constantes positives W;,i = 1...6, telle que pour chaque ¢t € [ et

T1,T2,%3,Y1,Y2, Y3 € Ron a

Wiley — y1| + Walaa — v
|F(t, 1, 22, 23) — F(t,y1,92,3))|

IN

+Wslxg — ys|
|G(t,1,72) — G(t,y1,2))] < Walwr — yu| + Wi|oa — ).

|H(t,z1) — H(t,y1)| < Wslog — .

(HLy): Les fonctions F: I XxR* - R, G: I xR* >R, H: I xR* - Ret L: 1 — R sont

des fonctions continues.
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(HL3): Il existe des constantes positives Ey, F et F3, telle que pour chaquet € I, x1, x5, 23 €

R’ on a. |F(t7$1ax27$3)| S El: |G(t7$17x2>| S E27 |H(t,fL‘1)| S E3‘

(HL4): La fonction L donnée est supposée satisfaire || L|| = E,.

Afin de faciliter la preuve des principaux résultats, ont noter:

14| K|
F(a+,3+1)+
(a1Wio + aaWas + asWs) —‘Kl‘;r(‘fjggmg‘ +
| K 4|+ K5 |+| K|
I'(a+B—v+1)
N1 -
1+|K7| 1+|K7|
NatptptD T Tlath—A+1) T
| K1 |+ Ko |+| Ks| — | K1|+|Ka|+| Ks|
+ai s MatAtp) T IR =A) Datp—» T
| Ka|+|K5|+| K6 | K4|+|K5|+| Ke|
| I'(a+B—y+p+1) T'(a+B—y—A+1) |
[ 1+|K7| i
VY
|K1|T(B+1)T(2—a)+| K2 |T'(B—a+1)
(a1 Wi 2 + asWas + asWs) L F(ﬁ)l“(ﬁfa+1)1"(22fa) +
|K4|T (841D (2—)+|K5|T(B—a+1)
T(B—+1)T(B—a+ )T (2—a)
1+|K7|
F(ﬁ+p+1)+
Ny = +a Ws |K1II‘(B+1)I‘(2*04)+\K2\F(B*aﬂ)+

T(B+p)T(B—at+1)T(2—a)
[K4|T(B+DI(2—a)+| K5 |[T(B—a+1)
L(B—y+p+1)T(B—a+1)I(2—a)
14| K|
NEESESTR
_ | K1 |D(B+1)T(2—a)+| K2 |T'(B—a+1)
+|k|F(1 )‘) T(B—MT(B—a+1)T(2—a)
| K4 DB+ (2—0a)+| K5 |[D(B—a+1)
T(B——A DI (B—a+1)T(2—a)

_|_
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1+|K7| +
I'(a+B—v+1)
K1 |T(B+1)T(2—9)+| K2|T(B—+1
(aaWia + aaWays + azWs) | IL((Oéﬁwly()p(g)ﬂtrf)'r((i% 1+
| K4 [D(B+ DT (2—y)+|K5|T(B—y+1)
T(at+B8—2v+1)T (B—y+1)I(2—7)
14| K| +
I(a+p—~+p+1)
— Kl I B+1 I 2*’}/ + K2 T 5*74’1
Ns T | o eyt
|K4|D(B+1)T(2—7)+|K5|T(B—+1)
D(o+B—27y+p+1)I(B—y+1)I'(2—7)
1+‘K7| +
L(a+B—y=A+1)
_ [K1 [D(B+1)T(2—)+| K| (B—y+1)
FIRTA =) | S ora s
|K4D(B+1)T(2—)+|K5|T(B—y+1)
L Fla+B—2y=2A+1T(B—y+1)I'(2—7)

telles que, Wi 9 := max(Wy, Wa), Wy := max(Wy, Ws).

e Le premier résultat obtenu est basé sur I’application du théoréme de point fixe de

Banach.
Théoréme 2.11. Supposons que [”hypothése (HL,) et [’inégalité
0 < N < 1; N = max(Ny, Ny, N3) (2.10)
sont satisfaites. Alors, le probléme(2.5) admet une solution unique sur I.
e Le deuxiéme résultat est basé sur le théoreme de point fixe de Schaefer

Théoréme 2.12. Supposons que les hypothéses (H Ls),(H L3) et (HLy4) sont satisfaites.

Alors le probléeme(2.5) admet au moins une solution sur I.
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CHAPITRE 3

NOUVEAU PROBLEME DIFFERENTIEL FRACTIONNAIRE DE

TYPE LANE-EMDEN

Dans ce chapitre, nous aborderons la question de I’existence et de I'unicité en utilisant
les théorémes classiques du point fixe du probléme différentiel fractionnaire de type Lane

Emden suivant:

DDPz(t) + 5 D2(t) + a1 F (¢, 2(t), D2(t), JP2(t)) + aeG (¢, 2(t), D2(t)) + azH (¢, 2(t)) = L(2).
z(0) + z(1) =0, Z(0) 4+ 2'(1) = 0,

E>0,0<p8<1 0O0<vy<a<l 0<A<lp>0,tel.
(3.1)

Les dérivées sont de Caputo, I'intégrale JP est du Riemann et Liouville et ' : I x R? —
R,G:IxR? =R, H:IxR—Ret L:I— R sont des fonctions.
Il est & remarquer que dans ce probléeme ::
1-On a pris les dérivées des deux cotés du probléme. L’intégrale au sens de Riemann et
de Liouville est aussi prise dans I’équation.
2-On remarquera aussi que 'on a pris plus d’'un parameétre de différenciation; cela nous
permet de prendre un probléme nouveau et compliqué qui ne satisfait pas la commutativ-
ité ni la propriété de semi-groupe.
3- Une autre particularité est d’introduire des phénomenes de singularité au voisinage de
t=0.
4- Le "modele" présenté dans [19] peut étre vu comme un cas particulier du probléme(3.1)

sous des valeurs particuliéres des parameétres considérés.
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3.1 Existence et unicité de solutions

Définition 3.1. Une fonction y € C™(I,R) est dite une solution du probléme de type

Lane-Emden (3.1) siy satisfait I’ “equation suivante:
k
D“Dﬁy(t)ﬂLt—ADay(t)JralF(t,y(t% DYy(t), JPy(t)) +asG (t,y(t), D7y(t)) +asH (¢, y(t)) = L(t)

sous les conditions:

y(0) +y(1) =0, ¥'(0)+¢(1) =0,
k>00<pf<1, O<vy<a<l,l<a+p<2 0<A<l1l,p>0,tel0,1].

On démontre le lemme suivant qui est important pour établir la solution intégrale du

probléme de type Lane-Emden (3.1).

Lemme 3.2. Soit L; € C"(I),t € 1,0 < v < a < 1,0 < g < 1. Alors la solution de
[’équation:

DR (D )y(t) + (1) D°(1) = La(t). (3.2
Avec
Ly (t) = L(t) — a1 F (8, y(t), DVy(t), JPy(t)) — asG(t, y(t), D7y(t)) — asH (¢, y(t))
sous les conditions:

y(0) + (1) =0, y(0) +/(1) = 0. (3.3)

est donnée par I'equation intégrale suivante:

t

y(t) = / “;(‘Zfl / “;{jj)al Lalu) (0D ducs

s

( )0/1 %_S -~ / 858;_1 {fﬂ(u) (II;)D“ <u>} duds
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Preuve. On suppose que y satisfait I’équation (3.2), en appliquant le lemme (1.19) et
(1.20) comme suit:
D(D?)y(t) + () Dy(t) = Lu(t) = D*(DP)y(t) = Li(t) — () Dy(t)
= [°D*(DP)y(t) = I* (Ll(t) — (%)Do‘y(t)) O<a<l
= D%y(t) + Co = I* (La(t) — (x)Dy(t))

= DP(t) = I* (L1 (t) — (&)Dy(t)) — Co........ (%)
En appliquant Popérateur d’integration d’ordre § a ’équation (%) comme suit:

() <= I°DPy(t) = I°T* (L (t) — (K)Dy(t)) — 1" (Co),0 < B < 1
< y(t)+ Cr = IP1 (Li(t) — (£)Dy(t)) — I? (Co)

sy (1) = I (Ly(t) - (B)Dy(0) — 2 — ¢y

Par conséquent la solution générale de (3.2) est donnée par:

I S ey Ot Gl PR SN B
y(t)—o/ . / T ) = Sy dud

B Cyt?
Lg+1)

—C). (3.4)

En utilisant les conditions conditions initiales (3.3),

1- Pour la condition y(0) +y(1) =0

0
B (=9’ [ (s—w™ Doy duds — — 0
" _o/ ] T B0~ P s~ s -

Alors

/ )P (s — ) co
y(0)+y(1) =0 <— /(1 F(ﬂ)) / ( F(oz)) {Ll(u) - (%)Day(u)} duds—r——c

(B+1)

Et si on pose :

K= [0 (6); - IS ;8)&_1 a0~ () D) s
Alors :
(1) = K1 - — 0

EES R

1ee-
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2- Pour la condition ¢'(0) +y'(1) =0:

_M _
L(B+1)

=>@@Y=]“§M4j“;$fﬁmwwwgwwwﬂmw—Fr——

Alors ¢'(0) = 0 et
P (O Gty Ot s PN N e
o= [ [ 200 = Goeato) vt 5=t
Par conséquent
y(0)+y' (1) = 0
(1= [ (s—w™ . G
“ ! o T 200~ Gyt s = S <00
Si on pose :
B / s)ﬁ 2 s—u)"" ! N uds
K = / —J / 1) - (D) dud
Alors:
L
Et si on pose aussi 1 ;
G ES VI V)
Co
Alors de (1) et (2) on trouve:
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En remplagant ¢y et ¢; dans (3.4) on obtient I’équation (2.8).

mw./“ﬂglj“rngMW)pgwwwﬂmw

4-(1 ) 1“3% 2]7<3‘””a_1{L1@o<—<£%>nayao]duds

NG

0

/ﬁlgsﬁl/‘Sggfl[Lam—wfbﬂwmm]

0

On introduit ’éspace de Banach suivant:
X := {y € C"(I,R), D*y € C"(I,R), D"y € C"(I,R)}
muni de la norme suivante:|| ¥ || x= max{|| ¥ ||co, || DU ||oo, || DY ||} telles que:
| % floo=sup | x(t) [, || D" [oo=sup | D(t) [, || D" [loo=sup | D7a(t) | .
tel tel tel

Et, on définie 'opérateur non linéaire ® : X — X par:

t s

— 5)F1 s —u)* !
() = /“r&> /(rwg

0 0

L{u) = anFlu, (), D'y(w). Iy (w)) = axGlu,ylu), Dy(a)) |
—aaH (. y(w) = Dyl

Lo t8\ [(1—s)2 [(s—u)"
5 >! I / (o)
LW)MFWWW%DWWLWMM)@GWWWLDWWDIMMS

(
% { —agH (u,y(u)) — & Dy(u)
/

(1—s)"" / (s —u)™"

L(U) - alF(uv y(u)7 D’yy<u)7 pr(u)) - GQG(U7 y(“’)a D’Yy(u)) duds
~a3H (. y(u)) — % Dy(u)
Pour établir 1'existence et 1'unicité de la solution du probléme(3.1), on considére les

hypothéses suivantes:
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(Hy): 11 existe des constantes positives W;,i = 1...6, telle que pour chaque ¢t € I et

T1,T2,%3,Y1,Y2, Y3 € R on a:

Whilzr — 1| + Walxg —
‘F(t7$lax27$3)_F<t,y1,y2’y3))’ S 1| 1 y1| 2| 2 y2|

|G(t, 21, 22) — G(t,y1,92))] < Wilzr — | + Wslze — vl

[H(t, 1) = H(ty)l < Wely — .

(Hy): Les fonctions F: I XR? =R, G: I xR* >R, H:I xR* - Ret L: I — R sont

des fonctions continues.

(H3): Il existe des constantes positives Fy, s et E3, telle que pour chaquet € I, z1,x9, 23 €

R, on a:
‘F(t> .Tl,l'g,l'g)’ S E17 ’G(t7xlax2)‘ S E27 |H(t,l'1)‘ S EB'

(Hy): La fonction L donnée est supposée satisfaire || L|| = E.

Afin de faciliter la preuve des principaux résultats, on note:

(a1 W1 4 aaWy) & m
M — + (a1 Wy + a;Ws) m
(e W5 + a3W6) W
LT
(a, Wy + a2W4) ﬁﬂ)
My — + (a1 Wy + aaWs) & Tﬂ)
(a1 W3 + azWs) m

(1-\)
+ |kt

((IlWl + a2W4)

YA IR CUER LD W
(CL1W3 -+ G3W6) m

T(1-))
+|k’ Fa+ﬁ A1)

B+1)
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3.1.1 Unicité de solutions
Notre premier résultat est basé sur 'application du théoréme de point fixe de Banach.
Théoréme 3.3. Supposons que [”hypothése (HLy) et ['inégalité

0< M < 1; M =max(M, My, M3) (3.5)

sont satisfaites. Alors, le probléme de type Lane-Emden (3.1) admet une solution unique

sur I.

Preuve. En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que ® est
une application contractante.

A: Soit z,y € X. Alors on a:

duds

(t—s) B 1 s —u)® F(u,y(u), DVy(u), JPy(u))
[@y(t) — 2o(t)] < al/ ) / —F(u,z(u), D7z(u), JPx(u))

— )81 s — ) !
+a2/ : F() /( : G (u,y(u), D7y(u)) — G(u, x(u), D"z (u))| duds

0

)

/ — g)p-1 r s —u) !
+as / (= o) / (= () — H (u, 2(w))]| duds

+|k|/ / 8;(72; LDy () — D ()| duds

(“”)/ o S| e )
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(155) [Tl [ i~ oo

1

—a (1_8>B_1 s(s_u)a_l w,y(u), D'y(u), JPy(u)) — F(u, x(u Tx(u), JPx(u uds
S5 / o (). Dy(), y(a) = Fo,a(u), Dx(u). Ja(0)) | dud

0

(-9 (s Lo :
—a20/ NE) 1/ I(a) |G(u,y(u), D"y(u)) — G(u, z(u), D"z (u))| duds

(1—5)"" [(s—w -
4 / . / ey H () — H ()| duds

_|_/ Sg: 1/ s—u)T |Da — D%x(u)| duds

+|k:|/ t;(‘;)_ / S; >; L Doy(u) - Do) duds

D’aprés 'hypothése (H;) on a pour chaque ¢t € I l'inégalité suivante:

o e [ @)
@y(t) — da(t)] < / i / R | WD) - Dt | duds
’ " +Ws|JPy(u) — JPa(u)]

[(E— )P [ (s — )
+/ I(p) / M)
(Waly (u) =z (u) | + W5|D"y(u) — Dz (u)|) duds
/ (t—s)P!
r'(B)

£k /

S—U

Wa\y w) = (u)[) duds

(s —u)t1

|DO‘ u) — D% (u)| duds

=
Z



(Hﬁ)o/l yE 1 ;1><

(Whly (u) — (U)HWﬂD7 (u) = DV (u)| + Wl JPy(u) — JPz(u)]) duds

() e [

(Waly (u) = (w) [+ W5|DTy(u) = DV (u)]) duds

(1t6)0/1(1r 1/ S_u; 1(Wzs!y(u)—:zc(u)|)cluds

1K (1;tﬂ)/(1;(2:2](8;<12>a1%|Day(u)—Do‘x(u)|duds

+ Wo|DVy(u) — D72 (u)| + Ws|JPy(u) — JPx(u)|) duds

(1—s)"" h (s —u)*
[ / Mfa)
(Waly (w) — z (u) | + Ws5|D"y(u) — Dx(u)|) duds

P (s — )
—ag/(l ) /( r<a>) (Wely (1) —  (u) |) duds

— )P (s — )
—|1<;|/(1F ) /( F(a)) %|Day(u)—DQx(u)|dud5‘

[t —s)P [ (s —u)e!
By(0)~ 20t < i [T / W™ () — 2 () | duds

I'(B) ()
+a1W2/ t_s)ﬁ 0/3_“ |DVy(u) — Da(u)|duds
a W / 0/ s ) |Jp — JPa(u)|duds
+as Wy /t (t_(“;))ﬁ LG ;Zg) "y () — o (u) |duds

43



44

[ =)™ [ (s -t .
a2W5/ ) O/ Ia) |D7y(u) — D7 x(u)|duds

tasWWe /t (t—s)"" / (= " ) — & () |duds

[(a)
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(-9 s (s — )" u) — x (u)|) duds
v [ S / oy (v
[ s Dy(u) — Dz(u)|) duds
ram [E10 / r (0
[ sy JP TPz(w)|) duds
rata [ S5 / Ty ()
1(1_S>6_1 S (s =) u) —x (u)|) duds
raa [0} / o ()
1(1_‘9)&71 y (s—u)a 1 . ()| duds
oty [55) 1/ Moy 7
1(1_5)6_1 S (s =) u) —x (u) |) duds
—aati [ S5 / o ()
1(1_8)[3l/s(s_u)a1i|D‘ly(u)—Dax(u)|duds
e [ | T w
par conséquent:
alwlrotzfﬁil)
|Dy(t) — Pa(t)] < +alwg$% ly (u) — 2 (u) |
a2W4roi+BB+1)
W |y )~ o )|
+aswem
+ [k mga
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et
totB
ay W1 sup,¢r latA D)

[Py(t) — Px(t)] < +a, Wasup,¢; p(a%%

toat+B+p
+aWssup,¢; ot

[y (u) — ()|

totB
asWysup,cr ot BT

toH»B*’Y
+a2W5 SUD¢cr F(“T_W"Fl) |y (U) — T (U) |
to+B+p
+azWes sup,c; T(a+B+p+1)

T
+ k] super iyt

Donc on a:

Witren + Wera o
[Dy(t) — x(t)] < @ ly (u) —x (u)|

+WstaramTm
1 1
+as (W4m+w5f(a+ﬁ—7+ 1)) ly (u) — 2 (u) |
1 NG
+ (agWﬁF(a+6+p+1) - Wm) ly (u) — 2 (u) |

(CL1W1 + CLQW4)

aWs 4+ aoWs) =5————

s foy) - dayl < | O TS ) )
(CLle + CL3W6) W

r(1-))
+1k 5551

1
F(a+5+1)

Par Conséquent, l'inégalité vaut :

(a1W1+a2W4)
ayWo + aaWs) s—5—=
or—ay o< | O mE |y,
(a1W3 + G3W6) m

T(-A)
T(B—A+1)

1
r(a+6+1)

R
Ce qu’implique que:

| @y =@z [loo< My |y — 2 [|x -
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B: D’autre par On a :

Dety(t) = | G0 L(u) — ayF(u, y(u), D7y(u), JPy(u?— ] N
0 4G (u, y(u), D7y (u)) — asH (u, y(u)) — % D*y(u)
+
T b L(u) — ayF(u,y(u), D7y(u), J7y(u) -

-7 )| o (; 511 ds
)] [agGw,y(u),my(u))a3H<u,y<u>>U%Dayw}
+

L g L(u) — arF (u,y(u), D7y(w), J7y(w) -
-/ 5 ) ds
0 a2G (1, y(u), D7y(w)) — a5H (u, y(u)) — & Dy(u)

Par conséquent:

t

DDy (t) — D Ba(t)] < aiWVi / (t— 5™

L'(s)

|y (u) —  (u) [ds

t—(t_s)ﬁ_l v — D"z(u)l|ds
G / F5y D) D)l

t

(t_s)ﬁil p — JPz(u)|ds
+alwgo/ Fg Myl = Pl

t

(t—s)P!
+a2W40/ 03) ly (u) — x (u) |ds

_ )61
+ |k / (t—s) % |D%y(u) — D%x(u)|ds




(=921 .
R ") = D) ds

w1t (5)




Ce qui donne:

| Dy — D0z [|oo<

er (B+1) + WQF (B— 7+1)

a1

+W3F 5+p+1)

ly (u) — 2 (u)|

+a (Warghy + Wargrrs ) by (w) — o ()|

| <a3W6F (B+p+1) + k| 1 T'(3 A+1 > |y (u) —

Par Conséquent, 'inégalité vaut :

| D*®y — D*®x ||, <

Ce qui implique que:

| D*®y —
C: Enfin, Comme:
(t—s)otb——1 s)atB—y—1
DY®y(t) f TR

1
1—¢8 (1_S)a+ﬁfwf2
- [(T)] Xof T(a+f——1) *

(a1W1 + CLQW4)

6+1)
(CL1W2 + a2W5) m
(CL1W3 + CL3W6) m

(1-2)

+ |l o

D®r [loo< My ||y — 2 |Ix -

z (u)|

Iy —[lx

L(u) — a1 F(u, y(u), Dy(u), JPy(u))

—asG(u, y(u
_a3H(u7 y<u>

), D7y(u))

) — = Dy(u)

ds

L(u) = a1 F'(u, y(u), DVy(u), JPy(u))

_G3H(u7 y(“)) -

—asG(u, y(u), Dy (u))
LDy (u)

L(u) = a1 F(u, y(u), DVy(u), JPy(u))

—asG(u,y(u), DVy(u))

—azH (u,y(u)) — & Dy(u)

ds

ds
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On peut voir que:

| D'®y — D'®zx || <

Par conséquent:

| D"®y — DY®x || o<

1
+ (asWorgrrsn + M o

er 6+w+1 + WQF (B+1)

a1

1
HWsrgm o

[y (u) — 2 (u) |

s (Wargisrry + Wormgsy ) Iy (0) — 2 (w)

(1-))

(CL1W1 + a2W4) m
(CL1W2 + G2W5)

1
(01 Ws + asWs) m ey

r(1-))
Ik s

F(6+1)

On obtient l'inégalité suivante:

| D"®y — D7®x ||, <

Alors:

| D7®y —

((I1W1 + CLQW4) m
(CL1W2 + a2W5)
(61 W3 + asWs) pzmpny

I(1-))
k] s

6+1)

D70z o< M3 ||y — || x -

—A+y+1)

) ly () =@ ()]

[y (u) — 2 (u) |

Iy —[lx
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Grace aux étapes A, B et C ci-dessus, on peut conclure que ® est contractante et suite

au principe de contraction de Banach, on déduit que ® admet un point fixe unique qui est

'unique solution du probléme de type Lane-Emden (3.1)

3.1.2 Existence de solutions

Le deuxiéme résultat est basé sur le théoréme de point fixe de Schaefer.

]
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Théoréme 3.4. Supposons que les hypothéses (Hs), (Hs3) et (Hy) sont satisfaites. Alors

le probléme (3.1) admet au moins une solution sur I.

Preuve. Soit 'opérateur ®y(t) définie par:

S

/ — g)P-1 s —u)* !
() = /@r&> /(rmg

L(u) = arF(u, y(u), DVy(u), JPy(u)) — a2G(u, y(u), D7y (u))

X duds
—agH (u,y(u)) — & Dy(u)
Lo t9\ [(1—)2 [(s—u)"
S\ B ) 0/ T (5) 1/ (@)
X duds

—ayH (u,y(u)) — & Dy(u)

a—aﬁﬂ/@—wal

{lﬁﬁ%FWWW%DWW%ﬂMW)%GWWW%DWW»
J I(a)

[ 20 = Py, D), () - a6y, Dy |

~a3H (. y(u)) — % Dy(u)
La preuve est présentée par les étapes suivantes
A1: On montre que ® est un opérateur continu sur X.
Comme les fonctions F : I xR? =R, G: I xR? =R, H:I xR> - Ret L:] - R
sont des fonctions continues, alors ® est un opérateur continu sur X.
A2: On montre maintenant que 'opérateur ® est uniformément bornée sur X.

Soit B, :={z € X, ||z||y <r}.Siy e B,, alors grace a (Hs) et (Hy), comme:

1Pyl = sup [ Py (t) |-
tel
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on peut écrire alors:

/ —g)P-1 r s —u)* !
ol = supl @y 1< avsup [ oI [T ey a), D70t )] dus

/ (t—s)! r (s —u)*? N
+apsup / . / o 10 y(), Dy(a)| duds

[(E— )P [ (s — )
*“Bi‘é?/ o) / [y (st

(t—s)"t [(s—w*'1
by [ / o 7

tﬂ u)a—l
+aq sup (

r(s I(a)

|F(u, y(u), D7y(u), JPy(u))| duds

tel

)
sy (45°)
)

— P
+as sup (
tel

(o)

S—U)a 1

I(a)

|H (u,y(u))| duds

[
/1 T (3 i |G (u, y(u), D7y(u))l
[*e

|k|s;g?(1_ﬁtﬁ)/(t;$)“/8(s ;(Z); 1; D%y (u)| duds

—arsup / Lo / P (0, D), () s
S
o [ U5 ] 1753;_1 ) e

(91 < B2+ 015 + uBa + wBe] | | + gy <+ (39)



D’autre part ona:

|W%@|st/
0

[ (t—s)°

Fgy v ) lds

t

(t— 3)5*1 N
+M%/ Fg D wwds

[e=9""
+w%! Ty (wlds

[ (t— s)P 1
rats [ s

(=)
a2W5/ ) | D7y (u)|ds
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s (50) [ ot o

1

(t—s)P!
W / o (@ as

[(E-s
Wy / Fp (D)) ds

o4



|D*®y|,, = sup|D*®y|
teT
[ (t—s)"!
t—s)’™
sup | D“® < a1 Fisu ~—ds
t6?| s o lte?o/ I'(B)
t 51
PRy
+asFy sup/¢d5
0

tel

+azF3 sup
tel

+ |k|sup
tel

+a1 Ey sup

[

[ (t—s)°
0/ N

DR
S IDy(w)| ds

(

tel

5) [t

1—s)72

+ao Fo sup
tel

(

B

1—-1
1-1¢

)

B
B

+azF3 sup
tel

(

B

|| sup
tel

—ay By sup
tel

!(
/

—asF3sup
tel

+ || sup
tel

| D“®y|| < [EL+ a1Er + asEs> + agEs) [

(5[

I'(5)

(1—s)""
I'(p)

[ 5o

)

O/( rp "
/(1;(36):2d8

)

(t—s)P21
IN(5; ’\|D

tel

ds

-1
) L pay(u))| ds

ds — ag Fy sup

y(u)|ds

1—s)"t

!(IW@

T(1- )

ds

a+B—-A+1)

95

< +00
(3.7)
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D’une maniére similaire ona:

1
D'® < |F FE E E 3.8
Dyl < [Bet s+ oaBe b aaBi] % | s | 9
(1= \)
+|k < +
”F@+ﬁ—A+U >

Ainsi, de (3.6) ,(3.7) et (3.8), on en déduit que ||Py||, < +00.0n conclut alors que ®
est uniformément borné sur B,.A3: On montre que ® est complétement continu dans X.
A3: Soient t,t € [0,1], t; < t2 et soit B, un ensemble borné de X. Alors pour y € B,

et pour tout ¢t € [0,1], on a:

(= s)P1 — s — )Pt [ (s —u)* !
o) — o) = [t [Rr

y [ L) — anF(u,y(u). DVy(u)., Jy(w)) — axG(u,y(u), D7y (w) duds
i —agH (u,y(u)) — JxDy(u)
(11— 12\ =92 [ (s—we

__( 5 )‘( b )]0/ L (8) / I(a)

y [ L(u) — ayF (. y(u), Dy(u). Jy(u)) — axGlu,y(u), DVy(u) duds
i —asH (u,y(u)) — 5 Dy(u)

(ty — )1 r (s —u)*?
+</ I5) / o)
y L(u) — a1 F'(u,y(u), DYy (u), JPy(u)) — asG(u, y(u), D7y(u)) duds
—agH (u,y(u)) — & Dy(u)
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D’aprés (H3) et (H4) on déduit que:

%@%@)<( &+Mﬁ)/
+Cl2E2 —|—CL3E3 0
tWh—ﬁ“——a—ﬁ‘l (5 — u)* [ Dy(u)]
—|—|f€’/ T'(3) / o) " duds
0 0
Er+a By ’tg — ] 1(1 — )2 / (s —u)*!
R dud
! ( +agkp + azkbs ) ( p 0/ () 1/ [(a) -
1 — s ﬁ 2

+ || [( )]/1 NG / - ))a 1|DQUA( N duds

(ty — 5)°1 — ) !
+(EL+a1E1+a2E2+a3E3 /| 2 ’/ i U duds

_51 . al ey
!k!/m ) |/ |D M duds

D’autre part ona:

t1

Bty — )P
Dayl) - Day(ry) — [

L'(s)

[ L(u) = ar P (u, y(), Dy(u), JPy(u)) — asG(u, y(u), D7y(u)) e
—agH (u,y(u)) — & Dy(u)

(1-6\ (1-4 F(1— )52
__< 6) (ff )]0/ )

X—LW)mFWwW%DWWLﬂMw)@GWWWLDWWD]dS
—aaH (u,y(w) = Dyl

LW)mFWww%DWWLﬂMW)@GWWWLDWWD]dS
—agH (u,y(u)) — & Dy(u)
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Par conséquent ona:

Wt — g\8-1 _ (4. _ &\B-
1Dy (t1) — Do®y(ty)| < Pr ok x(/}@l )7 (2 ) 1hﬁms(31m
+G2E2 + &3E3 F(ﬁ)

0

¢ — s B8-1 _ B—1 «
—|—|/€|/(t1 ) F( —°) |Du( )|duds
)tg—tf) 1(1—5)[372
+ (EL + CL1E1 + a/2E2 + CL3E3) |:( 5 >:| O/ T (6) duds

() e

(ty — 5)°1
+ (EL + a1E1 + CLQEQ + CL3E3) / %duds

1t — )7 Doy ()]
|k]/ ) " duds

Ona aussi:

|D7q)y(t1) qu)y(tgﬂ (EL + CLlEl + a2E2 + CL3E3) X

/‘tl_sﬁvl tz 671‘/ ayldUdS

_ 5“/1 B’Y— 0471D04
+|/€|/ h=s) / Mo | ()‘duds

0

+ (EL +a1 By + agBy + G3E3)
7= \] Fact? famw
duds
B—x J L'B-7) 1 o —7)

t
(EL+CL1E1+CL2E2+(13E3 /’ 2

6 ) / F(Oz—v)

_ ﬂ v—-1 _ Na—y—1|Na
|k|/| 2 — 5) | W Dy ()]
r(
0

a—7) ut

duds (3.11)
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Lorsque t; — t9, les second membres des l'inégalités (3.9),(3.10) et (3.11) tend vers
zéro. Ainsi, grace 4 A1,A2 et A3,

on peut conclure que ® est équicontinu et d’apres le théoréme d’Ascolli Arzella, ® est
un opérateur complétement continu.

A4: On termine la preuve du théoréme en montrant que I’ensemble V' est borné tel
que: V={reX : z=ndz,0<n<1}.

Soit y € V,on a: y =nd (y), avec 0 <n < 1.

Alors on peut écrire:

||@y||oo S n [EL + alEl —+ GQEQ + CL3E3} X [m} (3 12)

(1-x
+|k| [B—M)l)] < +o0
Et on a:

D@yl < 1By + arBy + 0By + asl) x [ (3.13)

D(1-)
+| [ T(a+p— /\)+1)] < F00

D’autre part on a :
ID"®y||. < n[EL + arBy + a2 B + asEs] x [F;}

(a+B+71)
r(1— )\)

(3.14)

Grace a (3.12) ,(3.13) et (3.14), on déduit que ||y||y < oo.
Cela montre que I’ensemble V' est borné.
En application directe du théoréme de point fixe de Schaefer, on conclut que ® a au

moins un point fixe, qui est I'une des solutions du probléme de type Lane-Emden (2.5). [

3.2 Validatation théorique des résultats

Nous nous intéresserons a la discussion de deux problémes. Le premier est donné par :

Exemple 3.5.

¢

DOIT DO (1) + GIE DO (1) 4+ 0.01F (¢, 2(t), D*0%2(¢), J**=(t))
+0.002G (¢, 2(t), D™%22(¢)) + 0.0003H (¢, z(t)) = L(¢).
2(0) + 2(1) =0, 2'(0) + 2'(1) = 0,
\ Ek>0,0<p8<1, O0<y<a<l,l<a+p<2 0<A<lp>0,tel.

(3.15)




On notera que

o = 097, B=098 ~=0002, k=006 p=15
a; = 0.01, ay=0.002, az=0.003, =05,
1 38 7 1 - 17
W, = —Wo= — Wy=— Wy=— Ws=— Wsg=—.
! 1002 1000 % 2000t 137° 507 % 100
En choisissant:
Flt ) ¢ 1, 3BT
= — T+ ——Ta+ ——T
1, %3, T3 1+ 1077 1007 " 200"
G(t, 21, 22) 2 14T
X1, = — —X —T9.
y L1, T2 T LT 52
cos(1+1¢%) 17
H(t - =T
(1) 5212 100"
L(t) = In(1+¢%).
F(t JPL IR W . B
Y1, Y2,Y3) = 112 10y1 10092 200y3
Gltyr ) = —e o+ &
7y17y2 - m 13y1 503/2
cos(1+t%) 17
H(t = T
Gy 32+2 1007
L(t) = In(1++#%).

On trouve, pour chaque ¢ € |0,

‘F(t,l‘l,xg,.f:g) - F(t7y17y27y3))| S

’G<t7$17$2) - G(taylay2))’ <

1] et x1, 22, 23,y1, Y2, y3 € R, :

100 200

1\ |+ | |
—|r1 — —|x9 — .
13 1~ U 50 2 — Y2

17
|H(t,z1) — H(t,y1)| < mm—yﬂ-
On notera que
a = 097, B=098, ~=0002 k=006 p=15
a; = 001, as=0002, az=0.003, X=0.5
1 38 7 1 T 17
Wi 102 = 100" 500V T 13 Vs T 50 = 100

1 38 7
E'Il — 1| + —|T2 — Y| + |73 — y3].

60
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Alors M,-0.12277 |, M, =0.0875 , Ms3=0.1253

Par conséquent M = max(M;, My, M3) = 0.1253 < 1.

Donc grace au premier résultat principal donné par le théoréme3.3 , le probléme(3.15)

admet une solution unique.

Exemple 3.6.

(

DO DO (1) + G DO92(t) + 0.02F (¢, 2(t), D*%2(t), J>°2(1))
+0.003G (¢, 2(t), D*%%2(t)) + 0.0004H (¢, z(t)) = L(t).
2(0) + z(1) =0, 2'(0)+ 2'(1) =0,
\ E>00<p<1, O<y<a<ll<a+p<2 0<A<l,p>0,tel.

(3.16)

En choisissant:

3sin (x119) — 1
4 + 1 (371)3

F(t. 1. 19, 0) — cos (x1 Jr(:t))?:ksm(az:?,)7 Gt 1, 9) =

Y

COS(T
H(t,z,) = 51%%,_un:2ﬁ+1
1

cos (z1 + x2) + sin(zs)
(det)’

|F(t, z1, 2, 23)] = . |Gt 2, x0)| =

3sin (x1mg) — 1'
4+t ()
cos(xy)

H(t =
R

MLl = 26" + 1.

Alors:

cos (1 + x2) + sin(z3)
(4et)’”

|F(t, 21,29, 23)] < sup

3 si -1
. |Gt 1, x9)] Ssup‘ sin (2125) ‘

54+t (x)°
cos(xy)

Ht < — 7
| (a$1)| >~ Sup 2—|—t3§'%

ML)l = 26" +1.
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|F(t,x1, 29, 23)] <

[H(t,21)| <

Puisque les hypotheses de théoréme(3.4) sont satisfaites, alors le probléeme(3.16) admet

au moins une solution sur 1.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au calcul fractionnaire en présentant en
premier partie quelques travaux de recherches scientifiques qui ont étudier les problémes
différentiels fractionnaires de type Lane et Emden.

Dans la deuxiéme partie, nous avons proposé un nouveau probléme fractionnaire de
type Lane et Emden.. Le probléme introduit avec ses paramétres, qui ne satisfont pas
les propriétés de commutativité et de semi-groupe, permet notamment d’obtenir la forme
standard de I’équation de Lane et Emden. Sous certaines conditions, nous avons prouvé
un résultat d’existence et d’unicité, puis sous d’autres conditions suffisantes, nous avons
établi un autre résultat qui traite de ’existence d’au moins une solution. Des exemples
illustratifs ont également été discutés.

Comme perspective, nos travaux restants seront consacrés a essayer de traiter les études
suivantes:

B Etude du probléme intégro-différentiel séquentiel («, 3,v) de type Lane-Emden

B Etude de la stabilité Hyers-Ulam et la stabilité Hyers-Ulam généralisée pour les

équations différentielles fractionnaires.
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