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 نمذجة الامتزاز متعدد المكونات بواسطة  شعاع الدعم الآلي

  
 : الملخص

( باستخدام  قاعدة بينات للعديد من آنَضمة  (SVMشعاع الدعم الآلي نموذج  تم تطوير ،في هذه الدراسة 

الامتزاز من خلال استخدام عدد قليل من  سعة امتصاص المعادن  الثقيلة. تم تطوير هذا النموذج لحساب 

كمصفوفة الإدخال. بناء على نضرية طريقة النمذجة غير الخطية   المعلمات التي  تميز الممتزات والممتازات

SVM تم وضع برنامج ،MATLAB رقم الدعم المتجه والمعلمات { : لتدريب وتحسين معلمات طريقة مثل

( ، C( ، درجة حرارة الخليط )° pHفي هذا العمل تم اختيار خمسة مداخل وهي }جهد الهيدروجين ) . الفائقة

( وتركيز توازن الأيونات (mol-1( ، الكتلة الجزيئية للأيونات المعدنية m².g-1السطح المحدد للمادة الممتزة )

في الممتزات{ والمخرجات التي تمثل كمية خرج الأنظمة الثلاثة العديد من المعلمات ، مثل وظيفة النواة ،  

{linear, polyline RBF تم العثور على النموذج الأمثل بالدالة .}RBF  وC . 

حصائية ستخدام بعض المعاير الإ حقيقية وباداء هذا النموذج على  بيانات تم التحقق من  صحة آ

 ،REQM {1.13 ،2.135} ،0.478،،EAM {0.547، {3.362 0.694مثل

0.9963} ،0.9963،{0.99632 R  ثة الممتصة على التنبؤ بالكميات الثلا النموذج قادراضهرت النتائج ان هذا

 بدقة عالية جدا. 

النتائج مشجعة وتفتح آفاق بحثية  جديدة. اكثر من مجرد  دراسة حساسية توضح الاهتمام بكل مدخلات  

مقارنة بالمخرجات،فقد تم  تصميم واجهة رسومية سهلة  الاستخدام لتسهيل  حساب سعات  الامتصاص دون 

 معرفة الضاهرة الفزيائية.

 . نمذجة ،   لآليدن الثقيلة، شعاع الدعم اامتزاز متعدد المكونات،المعا:  الكلمات المفتاحية

 

Modélisation d’Adsorption Multi-composants en utilisant l'approche  

Régression de vecteur de support 

 

Résumé : 

Dans cette étude, un modèle de type machine à vecteur de support (SVM) a été 

développé en employant une base de données regroupant plusieurs systèmes 

d’adsorption de métaux lourds. Ce modèle a été développé pour calculer la capacité 

d’adsorption en employant quelques paramètres caractérisant les adsorbats et 

l’adsorbant comme matrice d’entrée. En se basant sur la théorie de la méthode de la 

modélisation nono-linéaire SVM, un programme Matlab a été fait pour entrainer et 

optimiser les paramètres de la méthode SVM tels que {nombre de support vecteur et 
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les hyper paramètres}. Dans ce travail cinq entrés sont été sélectionnées qui sont {le 

potentiel hydrogène (pH), température du mélange (°C), la surface spécifique de 

l’adsorbant (m².g-1), la masse moléculaire des ions métalliques (g.mol-1) et la 

concentration à l’équilibre des ions dans l’adsorbants}et une sortie qui représente la 

quantité est sortie des trois systèmes plusieurs paramètres, ont été changés tels que les 

fonction kernel {( RBF,linear  et polynomial), } .le modelé optimal  a été trouve avec  

la fonction RBF, C ,  .    

La performance de ce modèle été validée sur des données réelles et en 

employant quelques critères statistiques tels que REQM {1.136, 0.694, 3.362}, EAM 

{0.547,0.478, 2.135} et R² {0.9963, 0.9963, 0.9963}, les résultats montrent que ce 

modèle est capable de prédire les quantités adsorbées avec de très grande précision.  

Les résultats sont encourageants et ouvrent de nouvelles perspectives de 

recherche. Plus d’une étude de sensibilité montrant l’intérêt de chaque entrée par 

rapport à la sortie, une interface graphique conviviale a été conçu pour faciliter le 

calcul des capacités d’adsorption sans connaitre le phénomène physique.  

 

Mots-clés : adsorption multi-composants, métaux lourds, régression de vecteur de 

support, Modélisation 

 

Multicomponent adsorption modeling using Support Vector 

Regression approach 
 

Abstract: 

In the work, a machine vector support (SVM) model was developed using a 

database grouping together several heavy metal adsorption systems. This model was 

developed to calculate the adsorption capacity by employing a few parameters 

characterizing the adsorbates and the adsorbent as the input matrix. Based on the 

theory of the SVM nonlinear modeling method, a MATLAB program was made to 

train and optimize the parameters of the SVM method such as (vector support number 

and hyperparameters). In this work five entries were selected which are {the hydrogen 

potential (pH), temperature of the mixture (° C), the specific surface of the adsorbent 

(m².g-1), the molecular mass of the metal ions (g.mol-1) and the equilibrium 

concentration of ions in the adsorbent} and an output which represents the amount 

output of the three systems several parameters, have been changed such as kernel 
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functions {(RBF, linear and polynomial), }. the optimal model was found with the 

function RBF, C, . 

The performance of this model has been validated on real data and by using 

some statistical criteria such as RMSE {1.136, 0.694, 3.362}, MAE {0.547,0.478, 

2.135} and R² {0.9963, 0.9963, 0.9963}, the results show that this model is able to 

predict the three adsorbed quantities with very high precision.  

The results are encouraging and open up new research perspectives. More than 

a sensitivity study showing the interest of each input compared to the output, a user-

friendly graphical interface has been designed to facilitate the calculation of the 

adsorption capacities without knowing the physical phenomenon. 

 

Keywords: Multicomponent adsorption, heavy metals, Support vector Regression, 

molding. 
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Introduction générale 

L'industrialisation est vitale pour le développement durable, la gestion des 

ressources en eau est essentielle pour protéger l'environnement. Cependant, l'augmentation 

de la population mondiale conduit à une croissance plus industrielle et à des eaux usées de 

mauvaise qualité contenant des polluants nocifs pour la santé humaine et l'environnement , 

La pollution des eaux par certains produits chimiques d’origine industrielle (Métaux 

lourds, colorants, produits pharmaceutique, hydrocarbures, matière organique et 

inorganiques) provoque la dégradation de l’environnement et suscite à l’heure actuelle un 

défi particulier à l’échelle internationale (Kulkarni ., 2010).  

Les eaux usées générées dans les procédés industriels nécessitent l'utilisation de 

méthodes et procédés de prétraitement pour réduire et / ou éliminer tous les types de 

polluants, avant rejet de l'effluent dans la nature (San, 2003). 

 Les eaux usées traversent les usines de traitement pour en éliminer les polluants. 

La plupart des eaux usées contiennent de nombreuses substances qui pourraient être 

classées en polluants organiques et inorganiques (Farag & Mohamed, 2004).  

La majorité des polluants présents dans les effluents industriels sont difficiles à 

analyser et ne peuvent pas être traités par des méthodes conventionnelles. Cela est dû à des 

débits volumiques illimités et des concentrations plus élevées, leur présence pourrait 

entraîner des dommages environnementaux importants et des risques pour la santé. 

Plusieurs études et recherches sont en cours sur l'élimination de ces polluants 

environnementaux à l'aide de diverses méthodes physiques et chimiques. Ces méthodes 

comprennent la précipitation chimique, l'oxydation, l'échange d'ions, la coagulation, 

floculation, l'extraction par solvant, la séparation par membrane et l’adsorption (Carmen & 

Daniela, 2010). 

L’une de ces techniques est l’adsorption multi-composant qui est le procédé le plus 

utilisée pour la séparation de l’eau (des colorants, les métaux lourds et les produits 

pharmaceutiques). L'adsorption est le procédé le plus utilisé dans les applications 

environnementales des industries chimiques, en particulier pour la séparation et la 

purification des effluents, en raison de son rendement élevé, de son faible coût et de sa 

facilité d'utilisation (Khandegar & Saroha, 2013) 

L’adsorption séquentielle en mode statique des systèmes adsorbant(s)/ adsorbat(s) 

est très complexe et suscite aujourd’hui un intérêt considérable dans de nombreux secteurs 

industriels. Le processus séquentiel a une particularité que les espèces chimiques 
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s’adsorbent en même temps avec un degré de compétition différent dépendant de plusieurs 

paramètres thermo physicochimiques et morphologiques, il est à l’origine d’une multitude 

d’applications, notamment dans le domaine agro-alimentaire, dans le secteur 

pharmaceutique, ou encore dans le domaine chimique et pétrochimique.  

La technologie étudiée dans ces derniers temps « l’intelligences artificiels ». Les 

chercheurs développent des méthodes et des logiciels pour avoir une meilleure capacité de 

traitement et modélisation les connaissances qui permettent de diminuer le coût de ces 

recherches qui est souvent étonnant, aussi bien un gain du temps. 

Parmi les modèles qui se dérive de l’intelligence artificielle est « machine à vecteur 

de support ».  

Dans notre travail de modélisation, nous avons collectés des données à partir de la 

littérature sur l'adsorption multi-composants des métaux lourds (tertiaires) afin de mettre 

une base de données pour essayer de construire un modèle fiable. 

L’objectif principal de notre travail est le modélisation eu se basant de sur la 

minimisation de l’erreur afin d’obtenir des résultats confirmant la robustesse des modèles 

pour eu se basait cela nous appliquons les techniques les plus récentes qui sont les Support 

Vecteur Machines (SVM), Ces techniques sont sélectionnées pour être appliquées dans nos 

différentes expérimentations, ce choix est justifié par la simplicité de leur algorithme 

d’apprentissage.  

Notre travail de Master est structuré en trois principaux chapitres en plus de 

l'introduction générale. 

• Le premier Chapitre présente la théorie d'adsorption statique englobant plus 

de détails sur les phénomènes d'adsorption, les facteurs d'influence, 

caractéristique de la molécule, les types d'adsorption, les isothermes et la 

modélisation des isothermes. 

• Dans le deuxième chapitre, nous parlerons brièvement sur le support vecteur 

machines. 

• Dans le troisième chapitre, nous allons présenter les résultats de 

modélisation de l’adsorption multi-composant des métaux lourds (tertiaires) 

par la méthode  

      Support Vecteur Machines 

Enfin, le mémoire se termine par une conclusion générale en résumant l’essentiel 

de notre travail avec des perspectives qui peuvent être envisagées dans le futur. 
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I.1 Introduction  

La contamination de l'eau par des métaux lourds toxiques par le rejet d'eaux usées 

industrielles est un problème environnemental mondial. De nombreux procédés chimiques tels 

que la précipitation chimique, l'électrofloatation, l'ion l'échange et l'osmose inverse ont été 

utilisés pour l’élimination des métaux lourds. Cependant, l'adsorption est la plus approprié pour 

résoudre ces problèmes (Ajmal , 2003). L’adsorption est l’une des techniques les plus fiables 

pour l’enlèvement des substances toxiques. Elle est très utilisée pour la séparation et la 

purification des gaz et des liquides dans différents domaines à cause de sa facilité d’emploi, son 

efficacité et son faible cout. En 1881, le terme d’adsorption a été proposé la première fois par 

Kayser afin de différencier entre la condensation et l’adsorption du gaz  

 Dans ce chapitre nous allons donner quelques généralités sur l’adsorption pour mieux 

présenter l’importance de ce processus, expliquer sa cinétique, ses caractéristiques et les 

éléments influant l’adsorption (Meriem, 2017). 

I.2 Définition de l’adsorption 

L’adsorption est un phénomène de surface spontané par lequel des molécules de gaz ou 

de liquides se fixent sur les surfaces des solides selon divers processus plus ou moins intenses. 

Le terme surface correspond à la totalité de la surface du solide, surface géométrique pour un 

solide non poreux, à laquelle s’ajoute pour un solide poreux, la surface interne des pores, 

accessible aux molécules du fluide. Elle est traduite par une augmentation de la densité du fluide 

à l’interface des deux phases. Elle peut donc aller de quelques molécules sur la surface, puis 

une monocouche et jusqu'à plusieurs couches formant une véritable phase liquide, surtout dans 

les micropores figure (I.1). 

 On appelle « adsorbat » la molécule qui s'adsorbe et « adsorbant » le solide sur lequel 

s'adsorbe la molécule. Le phénomène inverse par lequel les molécules se détachent est la 

désorption (Boulkrah, 2008) . 

I.3 Nature de l'adsorption  

L'adsorption dépend de l'existence d'un champ de force à la surface d'un solide, qui 

réduit l'énergie potentielle d'une molécule adsorbée en dessous de celle de la phase fluide 

ambiante. Il est utile de distinguer deux grandes classes d'adsorption (adsorption physique et 

chimique) en fonction de la nature du forces de surface (Ruthven, 2008) . 
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Figure I.1 phénomène d'adsorption 

I.3.1 Adsorption physique (la physisorption) 

L’adsorption physique met en jeu de très faibles interactions entre entités moléculaires 

comme les forces d’attraction de van der Waals et des forces dues aux interactions 

électrostatiques de polarisation. Elle est réversible et peu spécifique. L’adsorption physique est 

rapide et généralement limitée par les phénomènes de diffusion. La force des interactions mises 

en jeu peut être estimée par l’énergie d’adsorption qui est comprise entre 5 et 40 kJ.mol-1 et 

considérée comme faible : la désorption peut donc être totale (Mustapha, 2014). 

I.3.2 Adsorption chimique (la chimisorption) 

Dite chimisorption est un phénomène irréversible due à une liaison chimique forte de 

type covalente entre les atomes superficiels du solide et les molécule sorbées, ce type 

d'adsorption met en jeu des énergies d'attractions élevées, qui conduisent à des chaleurs 

d'adsorption élevées, approchant souvent aux énergies de liaisons chimiques covalentes de 

l'ordre de 20 à 80 K cal/ mol. D'après WEBER l'adsorption chimique ne concerne qu'une 

fraction très petite de la surface intra particulaire totale du charbon (Nabil, 2007). 
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Tableau I.1: Principales différences entre l’adsorption physique et chimique (Nabil, 2007) 

Propriétés Adsorption physique Adsorption chimique 

Adsorbant Tous les solides Quelques solides 

Adsorbat 
Tous les gaz en dessous de 

la température critique 

Quelques gaz chimiquement      

réactifs 

Température de processus Inférieur à la température Elevée 

Nature de liaison Physique (Van Der Waals) Chimique 

Energie d’adsorption 5 à 10 Kcal/mol 20 à 100 Kcal/mol 

La désorption Plus ou moins parfaite Difficile 

Energie d’activation Non appréciable Peut être mise en jeu 

La cinétique Très rapide Lent 

Etat de surface Formation de multicouches 
Conduit tout ou plus à une 

monocouche 

 

I.4 Description du mécanisme d’adsorption 

Le processus d’adsorption est l’un des transferts de matière qui s’effectue entre le fluide 

et l’adsorbant. Il se produit principalement en plusieurs étapes. Au cours de l’adsorption d’une 

espèce sur un solide, le transfert de matière a lieu de la phase fluide vers les sites actifs de 

l’adsorbant en passant par les étapes suivantes (Nandi , 2009) :        

1. Diffusion de l'adsorbat de la phase liquide externe vers celle située au voisinage de la 

surface de l'adsorbant.  

2. Diffusion extra granulaire de la matière (transfert du soluté à travers le film liquide vers 

la surface des grains).  

3. Transfert intra granulaire de la matière (transfert de la matière dans la structure poreuse 

de la surface extérieure des graines vers les sites actifs).  

4. Réaction d'adsorption au contact des sites actifs, une fois adsorbée, la molécule est 

considérée comme immobile (Mohammed, 2013) . 

        Pour mieux qualifier et quantifier la rétention, il convient de s’intéresser aux 

phénomènes se produisant à l’échelle moléculaire, c’est-à-dire aux mécanismes 

d’adsorption. Les liaisons composés/adsorbant sont de deux types :  

 Liaisons de fortes énergies (> 80 kJ. Mol-1) : liaisons ioniques et échanges de ligands ; 

 Liaisons de faibles énergies (< 80 kJ. mol-1) : interactions dipôle-dipôle, liaisons 

hydrogène, interactions hydrophobes (Bouziane, 2007) . 
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Figure I.2 Processus de transport lors de l'adsorption par un adsorbant poreux  (Tran., 2017). 

Sur la base de ces liaisons, quatre mécanismes principaux peuvent être distingués :  

I.4.1 Adsorption par liaison ionique ou échange d’ions  

Ce mécanisme ne concerne que les produits sous forme cationique ou ceux qui peuvent 

le devenir, comme les bases faibles. Il s’agit d’une interaction entre la molécule et les 

groupements ionisés ou facilement ionisables de l'adsorbant, tels que les groupements 

phénoliques et carboxyliques présents dans la structure des charbons. Ces liaisons sont le plus 

souvent peu réactives (Bouziane, 2007). 

I.4.2 Adsorption par liaison hydrogène  

Certains supports peuvent présenter à leur surface de nombreuses fonctions (oxygénées, 

hydroxyles…) qui peuvent interagir par liaisons hydrogène avec les groupes complémentaires 

des molécules adsorbat, bien qu’il y ait une forte compétition avec les molécules d’eau pour ces 

sites d’adsorption (Bouziane, 2007) . 

 

1 phase liquide 

2 film liquide externe 
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I.4.3 Adsorption par les forces de Van der Waals  

Les forces de Van der Waals sont des attractions dipolaires de faible intensité qui 

agissent à courte distance. Leur action s’additionne à d’autres types d’interactions plus fortes. 

Dans le cas de molécules non-ioniques et apolaires, leur participation à la rétention n’est pas 

négligeable. Si la molécule est assez volumineuse et qu’elle peut s’adapter à la surface de 

l’adsorbant, ces forces sont alors additives et leur rôle peut devenir important  (Bouziane, 2007). 

I.4.4 Rétention hydrophobe  

Ce type de mécanisme concerne en particulier les composés non-ioniques et apolaires. 

Deux approches peuvent être distinguées :  

 Certains auteurs proposent un mécanisme d’adsorption hydrophobe indépendant du pH. 

Les molécules des produits phytosanitaires apolaires interagissent avec les sites 

hydrophobes du support comme les chaînes aliphatiques, les fractions lipidiques, les 

dérivés de la lignine (riches en carbone avec peu de groupes fonctionnels). Ces sites 

sont relativement accessibles car il n’y a quasiment aucune compétition avec les 

molécules d’eau.  

 D’autres auteurs préfèrent ne pas parler d’adsorption mais plutôt d’une partition. Ils 

assimilent la surface de l’adsorbant à un solvant liquide non-miscible à l’eau (Bouziane, 

2007). 

I.5 Facteur influençant le phénomène d’adsorption 

           L’équilibre d’adsorption entre un adsorbant et un adsorbat, dépend de nombreux 

facteurs. Les principaux facteurs influençant l’adsorption sont . 

I.5.1 Surface spécifique  

L'ampleur de l'adsorption est généralement considérée comme proportionnelle à la 

surface spécifique. La surface spécifique est la proportion de la surface totale disponible pour 

l'adsorption. Les adsorbants plus finement divisés et plus poreux devraient donner plus 

d'adsorption par unité de poids d'adsorbant. La surface peut être qualifiée d'externe lorsqu'il 

s'agit de renflements ou de cavités de largeur supérieure à la profondeur ou interne lorsqu'il 

s'agit de pores et de cavités de profondeur supérieure à la largeur (Libra & Saupe, 2011). 

I.5.2 Température  

       L'adsorption implique des relations spécifiques entre les propriétés du charbon actif et le 

soluté. Par conséquent, les effets quantitatifs de la température ne sont pas les mêmes avec tous 

les carbones et solutés. L'ampleur de l'adsorption devrait augmenter avec la diminution 

température car les réactions d'adsorption sont exothermiques. Cependant, a augmenté la 
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température augmente également la vitesse de diffusion du soluté à travers le liquide vers le 

sites d'adsorption, ce qui conduit finalement à une augmentation de l'adsorption (Libra & 

Saupe, 2011). 

I.5.3 PH 

        Le pH est un facteur important dans toute étude d’adsorption du fait qu’il peut influencer 

à la fois la structure de l’adsorbant et de l’adsorbat ainsi que le mécanisme d’adsorption. Ce 

facteur dépend de l’origine des eaux à traiter et du procédé de leurs traitements (coagulation, 

floculation, oxydation…). Donc, il est judicieux de connaître l’efficacité de l’adsorption à 

différents PH (Zerfa , 2015) . 

I.5.4 Nature de l’adsorbant  

On peut classer les adsorbants en : Adsorbants apolaires, ayant plus d’affinité pour les 

substances non polaires (charbon, graphite, talc, etc.). Adsorbats polaires, qui adsorbe les 

électrolytes, dans ce cas l’adsorption est sélective. Parmi ces adsorbants polaires, on cite les 

gels de silice et les différentes argiles (Khelifi, 2018). 

I.5.5 Nature de l’adsorbat  

Pour qu’il y ait une bonne adsorption il faut qu’il y ait d’abord une affinité entre le 

solide et le soluté (Khelifi , 2018) . 

I.5.6 Polarité  

En règle générale, les solides polaires, adsorbent préférentiellement d’autres corps 

polaires. Par contre les solides non polaires, adsorbent préférentiellement des substances non 

polaires et l’affinité pour le substrat croît avec la masse moléculaire de l’adsorbat (Khelifi, 

2018). 

I.6 Isotherme d’adsorption 

L'adsorption du soluté est en général limitée à la monocouche. En effet, les interactions 

soluté-solide sont assez fortes pour concurrencer avec succès les interactions solvant-solide 

dans la monocouche, mais ce n'est plus le cas dans les couches suivantes. Toutefois l'adsorption 

du soluté en multicouche a été observée dans certains cas, en se basant sur la forme des 

isothermes établies et sur le fait que la surface spécifique évaluée à partir de l'hypothèse d'une 

monocouche est trop faible. Une telle isotherme est une courbe qui représente la relation entre 

la quantité adsorbée par unité de masse de solide et la concentration de la phase fluide. On 

obtient une telle courbe à partir des résultats d'essais effectués à une température constante. 



Chapitre I : Généralité sur l’adsorption 

 

 
 

Pour ce faire, on introduit des quantités connues de solide dans des volumes de solution à traiter, 

et après un temps de contact donné, on mesure la concentration résiduelle de la solution  

(Souheila, 2012) 

On peut calculer la quantité adsorbée à l'aide de l'équation suivante : 

                                                  qe =
(C0−Ce).v

m
                                                                         (I.1) 

Avec : 

qe : quantité du métal adsorbée par unité de masse de l'adsorbant en (mg.g-1) 

C0 : concentration initiale du soluté adsorbat en (mg.l-1) 

Ce : concentration d’acide à l'équilibre dans la solution en (mg.l-1)  

V : volume de la solution (l) 

m : masse de l'adsorbant (g) 

I.7 Classification des isothermes d'adsorption  

Expérimentalement, on distingue quatre classes principales nommées : S (Sigmoïde), L 

(Langmuir), H (Haute affinité) et C (partition Constante).  

La figure (I.3) illustre la forme de chaque type d’isotherme  (Souheila, 2012) . 

 Cette classification tient compte entre autres d’un certain nombre d’hypothèses :  

 Le solvant s’adsorbe sur les mêmes sites que le soluté. Ceci implique l’existence d’une 

compétition d’adsorption entre le solvant et le soluté.  

 Le nombre de sites susceptibles d’accueillir les molécules de soluté à la surface du 

solide diminue quand la quantité adsorbée augmente. 

 L’orientation des molécules à la surface. On peut citer le cas où les molécules sont 

adsorbées verticalement ou horizontalement sur la surface.  

 Enfin, les interactions attractives ou répulsives entre les molécules adsorbées se 

manifestent d’une façon notable dans le phénomène d’adsorption 

S : Sigmoïde  

L : Langmuir  

H : Haute affinité  

C : Partition Constante 
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Après cette description nous abordons l'interprétation des différentes classes 

d'isothermes. Nous commençons par la plus fréquente : l'isotherme de Langmuir. 

 

Figure I.3: Classes des isothermes d’après Gilles et Coll  (Van Der Stap & Klaasse, 

2016). 

a) Classe L  

Les isothermes de classe L présentent, aux faibles concentrations de la solution, une 

concavité tournée vers le bas qui traduit une diminution des sites libres au fur et à mesure de la 

progression de l'adsorption. Ce phénomène se produit lorsque les forces d'attraction entre les 

molécules adsorbées sont faibles. Elle est souvent observée quand les molécules sont adsorbées 

à plat, ce qui minimise leur attraction latérale. Elle peut également apparaître quand les 
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molécules sont adsorbées verticalement et lorsque la compétition d'adsorption entre le solvant 

et le soluté est faible. Dans ce cas, l'adsorption des molécules isolées est assez forte pour rendre 

négligeable les interactions latérales (Khoualdi & Medjani, 2016) . 

 

 

b) Classe S 

 Les isothermes de cette classe présentent, à faible concentration, une concavité tournée 

vers le haut. Les molécules adsorbées favorisent l'adsorption ultérieure d'autres molécules 

(adsorption coopérative), ceci est dû aux molécules qui s'attirent par des forces de Van Der 

Waals, et se regroupent en îlots dans lesquels elles se tassent les unes contre les autres. Ce 

comportement est favorisé, d'une part, quand les molécules de soluté sont adsorbées 

verticalement comme c'est le cas des molécules possédant un seul groupe fonctionnel et d'autre 

part, quand les molécules se trouvent en compétition d'adsorption forte avec le solvant 

(Khoualdi & Medjani, 2016) . 

a) Classe H  

La partie initiale de l'isotherme est presque verticale, la quantité adsorbée apparaît 

importante à concentration quasiment nulle du soluté dans la solution. Ce phénomène se produit 

lorsque les interactions entre les molécules adsorbées et la surface du solide sont très fortes. 

L'isotherme de classe H est aussi observée lors de l'adsorption de micelles ou de polymères 

formées à partir des molécules de soluté (Khoualdi & Medjani, 2016). 

b) Classe C 

Les isothermes de cette classe se caractérisent par une partition constante entre la 

solution et le substrat jusqu'à un palier. La linéarité montre que le nombre de sites libres reste 

constant au cours de l'adsorption. Ceci signifie que les sites sont crées au cours de l'adsorption. 

Ce qui implique que les isothermes de cette classe sont obtenues quand les molécules de soluté 

sont capables de modifier la texture du substrat en ouvrant des pores qui n'avaient pas été 

ouverts préalablement par le solvant (Khoualdi & Medjani, 2016) . 

I.8 Modélisation des isothermes d’adsorption 

 L’étude de l'adsorption est générée par plusieurs lois proposées, et de plusieurs modèles 

sont développés pour caractériser les processus impliqués. L’approche la plus adaptée a pour 

but de mesurer les isothermes d’adsorption qui présentent le partage à l’équilibre d’un soluté 

entre le solvant et la phase adsorbant. Parmi les modèles les plus connus, on peut citer : 

I.8.1 Isotherme de Langmuir 



Chapitre I : Généralité sur l’adsorption 

 

 
 

Langmuir définit l’équilibre d’adsorption comme un processus dynamique entre les 

molécules arrivant à la surface et celles quittant la surface. Langmuir considère que les sites 

d’adsorption sont équivalents, que la surface est homogène et qu’il n’y pas d’interactions 

latérales entre les molécules adsorbées (Meriem ., 2017) . 

Ce modèle est décrit par l’équation (I.2) exprimée comme suit :  

qe = qmax.
KL.Ce

(1+KLCe)
         (I.2) 

Avec : 

qe :  la quantité adsorbée à l’équilibre (mg.g-1)  . 

qmax :la quantité adsorbée maximale nécessaire pour la monocouche (mg.g-1) .  

KL:la constante d’équilibre d’adsorption dite constante de Langmuir et elle est relative à 

l’énergie d’adsorption. Une valeur élevée de KL signifie une forte adsorption (L.mg-1ou  

L.mol-1) 

Ce : est la concentration à l’équilibre (mg. L-1). 

I.8.2 Isotherme de Freundlich 

Sont les modèles les plus simples et les plus rencontrés d’après (Van Bemmelen, 1888 

; Freundlich, 1909). Cette isotherme s’applique surtout dans le cas de l’adsorption multicouche 

et il traite la relation entre la quantité adsorbée et la concentration résiduelle du soluté.  

La relation est donnée par l’équation ci-dessous : 

       qe = KF . Ce
1/n                                                                (I.3) 

Le modèle de Freundlich est une équation empirique basée sur la sorption sur une 

surface hétérogène ou des sites supportant des surfaces variées affinités  (Ahmad & Rahman, 

2011) . 

 La forme logarithmique bien connue de Freundlich est donnée par l'équation suivante : 

  Ln qe = Ln KF + (
1

𝑛
) . Ln Ce                                                                     (I .4) 

1.8.3 Isotherme de Langmuir–Freundlich   

C'est une équation basée sur les isothermes de Langmuir et Freundlich. Elle décrit bien 

les surfaces hétérogènes. L'équation peut être écrite comme (Bouaghi, 2008) : 

qe =
qmax(KL.Ce).n

[1+KL.Ce]
                                                                 (I.5) 

Avec : 
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qe: capacité  à l’équilibre(mg. g-1) . 

qmax: capacité maximale d’adsorption(mg. g-1) . 

KL: constante de Langmuir. 

Ce: concentration à l’équilibre(mg. L-1). 

n : constante déduite du modèle de Freundlich. 

I.8.4 Isotherme de Temkin  

L’isotherme de Temkin est basée sur l’hypothèse que la chaleur d’adsorption diminue 

linéairement avec l’augmentation du taux de recouvrement de la surface solide. L'adsorption 

est caractérisée par une répartition uniforme des énergies de liaison, jusqu'à un maximum 

énergie de liaison  (Ahmad & Rahman, 2011). 

 Le modèle de Temkin est établi comme (Ahmad & Rahman, 2011) : 

qe = (
𝑅𝑇

𝑏𝑇
) . Ln (A.Ce) = B.LnA + B.LnCe                                                                              (I.6) 

                                 ou        B = (
RT

bt
) 

Avec : 

bT : fonction de  la chaleur d’adsorption . 

A et B : constantes de l’isotherme de emkin (J. mol-1). 

R : constante des gaz parfaits (8.344 J. K-1 mol-1). 

Ce : concentration à l’équilibre (mg. L-1). 

T : température absolue (k). 

I.8.5 Isotherme BET (Brunaue, Emmett, Teller)  

On 1938 Brunauer, Emmett & Teller  ont proposé une théorie de l’adsorption physique 

reposant sur les hypothèses suivantes (Richard, 2013) : 

 Les interactions gaz-gaz et gaz-solide sont prises en considération et chaque molécule 

adsorbée dans une couche est un site d’adsorption pour une molécule de la couche 

suivante.  
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  La vitesse d'évaporation des molécules adsorbées dans une couche est égale à la vitesse 

de condensation sur la couche du dessous ;  

 La chaleur d'adsorption dans les couches (à l'exception de la première) est égale à la 

chaleur de liquéfaction du gaz ; 

 A la saturation on peut considérer que le nombre de couches adsorbées est infini.  

L’isotherme de BET est représentée par l’équation suivante ( Souad, 2015) : 

                                                        
q

qmax
=

KB(
C

C0
)

(1−
C

C0
)[1+(KB−1)

C

C0
]
                                               (I.8) 

Avec : 

C: concentration au temps t (mg. L-1).  

𝐂𝟎: Concentration initiale(mg. L-1).  

𝐪e: Capacité adsorbée au temps t (mg. g-1).    

𝐪𝐦ax: Capacité de rétention mono moléculaire (mg. g-1) . 

 𝐊𝐁 : Constante de B.E.T. 

La linéarisation et la représentation graphique de l’équation en C/qe(C0-C) en fonction 

de C/C0 permettent de déterminer le KB et qmax . 

                                             
C

qe(C0−C)
=

1

qmax KB
+

KB−1

qmax KB
 (

𝐶

𝐶0
)                                             (I.9) 

I.8.6 Isothermes de Dubinin-Radushkevish 

             Cette isotherme suppose une surface hétérogène et est exprimée comme suit 

(Bouaghi, 2008) : 

𝑞𝑒 = 𝑞𝑚. 𝑒−𝐾́.𝜀2
                                                                     (I.10) 

Avec : 

ε : le potentiel de Polanyi ε = (R.T).ln (1 + 1/Ce) . 

qe: la quantité d'ions métallique adsorbés par poids spécifique (mg .g-1), 

qm :la capacité d'adsorption (mg .g-1)  
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Ce : la concentration en équilibre des ions métalliques en solution (mg.L-1) 

 𝐤́ : une constante liée à l'énergie d'adsorption (mol2 .k-1J−2)  

R : la constante universelle de gaz (kJ .K−1 .mol−1)  

T : température (K)  

L'isotherme de D–R peut être exprimée par sa forme linéaire comme suit : 

         ln (qe)= ln(qm)- K' . ε 2                                                            (I.11) 

K' est calculé à partir de la pente du tracé de ln qe en fonction de ε 2, et l'énergie moyenne 

d'adsorption E (kJ.mol−1) peut être obtenue à partir des valeurs de K’ en employant équation 

suivante : 

E = (−2K') −1/2                                                      (I.12) 

Les constantes d'isotherme de Langmuir n'expliquent pas les propriétés du processus 

d'adsorption physique ou chimique. Cependant, l'énergie moyenne d'adsorption (E) calculée à 

partir de l'isotherme de D–R fournit des informations importantes au sujet de ces propriétés  

- E< 8KJ mol-1 : la physisorption domine le mécanisme de sorption. 

- E est entr 8 et 16 KJ mol-1, l’échange ionique est le facteur dominant. 

-E>16KJ mol-1 : la sorption est dominée par diffusion intra particule. 

1.8.7 Isotherme de Toth  

Toth a modifié l'isotherme de Langmuir pour minimiser l'erreur entre les données 

expérimentales de l'équilibre d'adsorption et les valeurs prédites. L'application de cette équation 

est plus convenable pour l'adsorption en multicouches, similairement à l'isotherme de BET qui 

est un type spécifique de l'isotherme de Langmuir (Bouaghi, 2008) . 

L'équation peut être écrite comme : 

qe = 
Ce.  qmt

(
1

KT
+Ce.mT)

1
mT⁄

                                                           (I.13) 

Avec : 

KT :  la constante d’équilibre de toth. 
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Ce :   la concentration à l’équilibre (mg.l-1). 

qmT : la capacité maximun de toth (mg.g-1). 

mT : l’exposant  du modèle de toth . 

1.8.8 Isotherme d'Elovich  

L'équation est basée sur le principe cinétique qui suppose que le nombre des sites 

d'adsorption augmente exponentiellement avec l'adsorption, ce qui implique une adsorption à 

multicouches (Bouaghi, 2008) . 

Il est décrit par la relation : 

                                                         
qe

qm
= Ke. Ce. exp

qe
qm                                                      (I.14) 

Avec :  

Ke :la constante d’équilibre d’Elovich (l.mg-1) 

qm : la capacité maximum d’Elovich (mg.g-1)  

Si l'adsorption est décrite par l'équation d'Elovich, la constante d'équilibre et la capacité 

maximum d'Elovich peuvent être calculées à partir du tracé de ln (qe /Ce) en fonction du qe. 

I.9 Modélisation des isothermes d’adsorption du mélange binaire  

De nombreux modèles sont proposés pour représenter l’adsorption multi-constituante à 

l’équilibre, notamment les modèles de Langmuir généralisé, de Langmuir généralisé modifié et 

le modèle théorique de la solution adsorbée idéale (I.A.S.T). Chacun de ces modèles a été établi 

à partir d’hypothèses effectuées sur les mécanismes d’adsorption. Ainsi, compte tenu de la 

forme des isothermes obtenues en mono constituant et en mélange binaire ( Abdellah&Hasna , 

2017). 

I.9.1 Modèle de Langmuir généralisé 

Le modèle de Langmuir généralisé repose sur les mêmes hypothèses que le modèle de 

Langmuir à un seul constituant : une molécule par site, surface homogène, pas d’interactions 

latérales. Au cours d’une adsorption multi-constituants, ce modèle simple permet de représenter 

les isothermes de chaque espèce à partir des coefficients de Langmuir calculés pour des produits 

purs. Le modèle de Langmuir généralisé est représenté sous la forme suivante  

(Abdellah&Hasna., 2017) : 

qe,i =
qmax,i.bi.Ce,i

1+∑ .bj.Ce,jj
                                                     (I.15) 
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Avec : 

 qmax, i : quantité d’adsorption maximale pour l’espèce i en produit pur (mg.g-1). 

 bi : constante de Langmuir de l’espèce i en produit pur (l.mg-1).  

qe,i : quantité de l’espèce i adsorbée à l’équilibre en compétition (mg.g-1).  

Ce,i : quantité de l’espèce i en solution à l’équilibre en compétition (mg.l-1).  

Pour des mélanges binaires, différents auteurs ont repris l’équation de Langmuir 

généralisée sous la forme suivante : 

qe,A = qmax,A
bA.Ce,A

1+bA.Ce,A.𝑏𝐵.𝐶𝑒,𝐵
                                      (I.16) 

 

                                                          qe,B = qmax,B
bB.Ce,B

1+bA.Ce,A+bB.Ce,B
                                       (I.17)                                            

Avec : 

qmax,A : Quantité d’adsorption maximale pour l’espèce A en produit pur (mg.g-1).  

bA :   Constante de Langmuir de l’espèce A en produit pur (l.mg-1).  

qeA : Quantité de l’espèce A adsorbée à l’équilibre en compétition (mg.g-1).  

CEa : Quantité de l’espèce i en solution à l’équilibre en compétition (mg.l-1).  

qmax,B: Quantité d’adsorption maximale pour l’espèce i en produit pur (mg.g-1). 

 bB : Constante de Langmuir de l’espèce B en produit pur (l.mg-1).  

qeB : Quantité de l’espèce B adsorbée à l’équilibre en compétition (mg.g-1). 

 CeB : Quantité de l’espèce B en solution à l’équilibre en compétition (mg. l-1) 

I.10 Adsorption statique multi-composant 

L’air à traiter est souvent un mélange dont plusieurs des constituants sont susceptibles 

d’être adsorber. La capacité d’adsorption d’un polluant peut, de ce fait, être affectée par des 

phénomènes d’adsorption compétitive. C’est le cas notamment de l’adsorption de vapeur de 

solvant en présence d’humidité. La sélectivité de l’adsorbant est alors déterminante. Elle 

représente l’affinité relative entre l’adsorbant et chacun des composés adsorbables. Par 

exemple, au sein d’une même famille de molécule, la capacité augmente avec la masse 

moléculaire. De grosse molécules pourront ainsi venir déplacer de plus petit (élution 

préférentielle). La cinétique d’adsorption et la capacité de différents adsorbants ont été très 

étudiées. Dans la plupart des cas, les études ont été limitées aux faibles températures (273-

400K) et aux faibles pressions partielles (0-1bar). La plupart des données publiées 
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correspondent à des isothermes de corps purs. On dispose de très peu de données d’adsorption 

de mélanges multi-composants qui correspondent plus à la réalité industriel (Etudes, 2017) . 

I.10.1 Modèles mono-constituant étendus en modèles multi-constituants 

I.10.1.1 Modèles de Freundlich étendu  

Les différents modèles existants dit de « Freundlich étendu » sont tous empiriques et 

sont généralement de la forme suivante (Boulkrah, 2008): 

qe,i = KF,i
0 . Ce,i. (∑ 𝜕𝑖,𝑗

𝑁
𝑗=1 . 𝐶𝑒,𝑗)

𝑛
𝑖−1
0

                                    (I.18) 

Avec :  

𝛛𝐢,𝐣: Coefficient de compétition de l’espèce i en présence de l’espèce j.  

𝐊𝐅,𝐢
𝟎  et 𝐧𝐢

𝟎 ∶ Coefficient de l’isotherme (mono-constituant) de Freundlich (𝑞𝑒 = 𝐾𝐹 . 𝐶𝑒
𝑛)  de 

l’espèce. 

I.10.1.2 Modèles de Langmuir étendu 

Bien que l’isotherme mono-constituant de Langmuir soit largement utilisé, sa 

linéarisation donne souvent des résultats médiocres que certains auteurs expliquent par 

l’existence de plusieurs types d’adsorption (Boulkrah, 2008). 

La forme étendue du modèle de Langmuir pour la compétition entre N espèces est la 

suivante : 

qe,i = qm,i
0 [

KL,i
0 .Ce,i

1+∑ KL,j
0 .Ce,j

N
j=1

]                                         (I.19) 

Avec : 

𝐪𝐦,𝐢
𝟎  𝐞𝐭 𝐊𝐋,𝐢

𝟎 : Paramètres de l’isotherme mono-constituant de Langmuir 

I.10.1.3 Modèles étendus pour toute isotherme 

D’autres modèles sont cités dans la littérature, par exemple par Hinz (2001) qui propose 

une équation qui pourrait décrire chaque type d’isotherme, ou encore sous des formes intégrant 

l’isotherme expérimental qe vs Ce. A titre d’exemple, on peut citer le modèle de Langmuir-

Freundlich étendu (Boulkrah, 2008) . 

qe,i = qm,i
0 .

KL,j
0 .Cei

ni

1+∑ KL,j
0 .Cej

njN
j=1

                                                (I.20) 
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I.10.2 Modèles d’adsorption en multi-constituants 

Dans les cas de mélanges binaires ou multi-constituants, la mesure expérimentale des 

isothermes d’adsorption est généralement très délicate en raison du nombre de variables mises 

en jeu. C’est pourquoi, la prédiction des équilibres binaires ou multi- constituants à partir des 

équilibre des corps purs s’est beaucoup développée (Ettlili, 2018). On trouve par exemple une 

équation de Langmuir dérivée de l’approche cinétique et une extension de la théorie du potentiel 

pour décrire l’adsorption de plusieurs composés (Clausse, 2006). 

I.10.2.1 Modèle de Langmuir  

Ce modèle s’écrit de la manier suivante : 

ni = ni,sat
bi.Pi

1+∑ bj.pjj
                                                    (I.21) 

Cependant les hypothèses permettant d’aboutir à cette relation étant les mêmes que pour 

un constituant seul (pas d’interactions entre les molécules adsorbées, etc.) il arrive souvent que 

les équilibres d’adsorption ne soient pas décrits correctement par cette équation. On obtient 

alors les équations étendues de Langmuir-Freundlich et de Toth qui permettent de prédire avec 

une exactitude accrue les équilibres d’adsorption (Clausse, 2006). 

I.11 Cinétique d’adsorption  

Dans un système d’adsorption, la vitesse de réaction aboutissant à l’équilibre 

thermodynamique entre l’adsorbant en phase liquide et l’adsorbant fixé sur le solide. 

La définition de la cinétique d’adsorption est le taux d’approche de l’équilibre, 

l’équilibre d’adsorption n’apparait pas instantanément car le taux d’adsorption est 

habituellement limité par le transport de masse suivant mécanismes et dépond à la fois des 

propriétés de l’adsorbant et de l’adsorbant.  

Le but de cette étude est de déterminer les quantités fixées de l’adsorbat choisi depuis 

sa mise en contact jusqu’à l’atteinte de l’équilibre thermodynamique. Tandis que les 

prélèvements des échantillons sont réalisés avec des intervalles de temps variables  

(Mohamed&Ismail., 2017). 

I.11.1 Modèle cinétique du pseudo premier ordre  

Il a été supposé dans ce modèle que la vitesse d’adsorption à l’instant t est 

proportionnelle à la différence entre la quantité adsorbée à l’équilibre qe et la quantité qt 

adsorbée à cet instant et que l’adsorption est réversible. La constante de vitesse d’adsorption du 

premier ordre est déduit à partir du modèle établi par Lagergreen  (Aarfane , 2014). 



Chapitre I : Généralité sur l’adsorption 

 

 
 

 La loi de vitesse s’écrit : 

dqt

dt
= K1(qe − qt)                                                    (I .22)                

Avec : 

𝐪𝐞: quantité d’adsorbat à l’équilibre, par gramme d’adsorbant (mg .g-1) 

t : le  temps de contact (min) 

𝑲1: Constantes de vitesse d’adsorption pour le premier ordre(min-1) 

L’intégration de l’équation (I.22) donne : 

log(qe − qt) = log(qe) −
K1

2,303
. t                                        (I.23) 

I.11.2 Modèle de la cinétique du pseudo- second ordre  

L’équation du pseudo-second ordre est souvent utilisée avec succès pour décrire la 

cinétique de la réaction de fixation des polluants sur l’adsorbant. Le modèle du pseudo-second 

ordre permet de caractériser la cinétique d’adsorption en prenant en compte à la fois le cas d’une 

fixation rapide des solutés sur les sites les plus réactifs et celui d’une fixation lente sur les sites 

d’énergie faible (Aarfane , 2014) : 

dqt

dt
= K2(qe − qt)2                                                   (I.24) 

L’intégration de l’équation (eq) donne : 

t

qt
=

1

K2.qe
2 +

1

qe
. t                                                        (I.25) 

Avec : 

𝐊𝟐: Constantes de vitesse d’adsorption pour le pseudo second ordre (g.mol-1.min-1). 

𝐪𝐞: Quantité d’adsorbat à l’équilibre par gramme d’adsorbant (mg.g-1). 

La quantité adsorbée à l’équilibre qe et la constante du pseudo-second ordre K2 peuvent 

être déterminées expérimentalement à partir de la pente et de l’ordonnée à l’origine de t/qt en 

fonction de t. 

I .12 Généralités sur les adsorbants 

I.12.1 Définition d’un adsorbant  

Les adsorbants sont des solides microporeux présentant des surfaces par unité de masse 

importantes (de 100 m2 /g et jusqu’à ou plus de 1000 m2 /g) donc ils sont caractérisés par leurs 

propriétés extérieures telles que leur surface spécifique et leur porosité.   
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I.12.2 Types d’adsorbants 

I.12.2.1 Charbon actifs 

Les charbons actifs sont préparés par pyrolyse d'une matière contenant du carbone, 

charbon ou matériau végétal, pour conduire à un charbon de bois qui est ensuite oxydé par la 

vapeur d'eau dans des conditions contrôlées pour créer une structure microporeuse. Il existe 

plusieurs centaines de qualités de charbons actifs, suivant le précurseur et les conditions de 

traitement. On peut aussi trouver des charbons actifs dits « chimiques », car activés à chaud en 

présence d'agents chimiques déshydratants, acide phosphorique ou chlorure de zinc. Les 

charbons actifs sont des adsorbants organophiles amorphes. Leur structure n'est donc pas 

régulière, contrairement à un cristal. Cette structure amorphe se traduit par une répartition 

continue de taille de pores dont l'étalement (l’écart entre les plus petites et les plus grandes 

valeurs) peut atteindre plusieurs ordres de grandeur (Krou, 2010) . 

 

I.12.2.2 Adsorbants minéraux 

Les adsorbants minéraux peuvent exister à l’état naturel ou synthétisés. 

I.12.2.3 Les argiles activées  

Les argiles activées sont des alumino-silicates de formule brute proche des zéolithes, 

mais de structure cristalline différente. Ce sont des produits naturels, utilisés surtout pour le 

séchage (Krou, 2010). 

I.12.2.4 Les gels de silice 

Les gels de silice sont préparés à partir de Si (OH)4 en phase aqueuse, obtenu par 

acidification d'un silicate de sodium, ou bien à partir d'un sel de silice (suspension dans un 

liquide, tel que l'eau, de microparticules (20 à 100 nm), appelées micelles, stables car trop 

petites pour décanter, ou bien par hydrolyse d'un alcoxy-silane. La solution fluide obtenue ne 

tarde pas à polymériser, ce qui conduit à un gel qui conserve sa structure lâche après rinçage et 

séchage. Les groupements Si-OH conduisent à des liaisons hydrogène. Il existe deux types de 

gels de silice : les microporeux, assez hydrophiles, et les macroporeux, versatiles, qui diffèrent 

par la taille des pores comme le nom l'indique (Krou, 2010). 

I.12.2.5 Les zéolithes  

          Les zéolithes sont des alumino-silicates cristallisés microporeux de formule globale 

(AlO2M, nSiO2) où M représente le plus souvent un métal alcalin ou alcalino-terreux et n≥1. Il 

existe plus de 100 espèces de zéolithes, différant par la valeur de n et la structure 
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cristallographique. La présence de cations dans les micropores génère des champs électriques 

de l'ordre de 1010 V.m-1, ce qui fait de ces corps de puissants adsorbants polaires.  

I.12.2.6 Les alumines activées 

Les alumines activées sont obtenues par thermolyse flash du trihydroxyde d'aluminium 

Al(OH)3 qui conduit à un produit de composition approximative Al2O3, 0,5 H2O, possédant une 

structure poreuse résultant du départ de molécules d'eau. La surface des pores est couverte de 

groupements Al-OH, et l'adsorption se fait préférentiellement par liaison hydrogène. Les 

alumines activées sont des adsorbants amorphes, moyennement polaires et hydrophiles (Krou, 

2010). 

I.13 Application   

Les nombreuses applications techniques de l'adsorption résultent de trois 

caractéristiques qui la différencient des autres procédés de séparation, à savoir  (Sedira, 2013) : 

 La rétention de très petites particules, comme par exemple les colloïdes.  

 La rétention des composants à très faible concentration, par exemples des impuretés 

ou des molécules et ions métalliques qui confèrent au produit couleurs, odeurs, ou 

saveurs désagréables, voire une toxicité. 

  La sélectivité de l'adsorbant par apport à certains constituants du mélange. Parmi  

Les applications, on cite :  

 Le séchage, purification et désodorisation des gaz. 

  Le raffinage des produits pétroliers. 

  La catalyse de contact. 

  La récupération des solvants volatils et de l'alcool dans le processus de fermentation. 

  La décoloration des liquides.  

  La chromatographie gazeuse. La déshumidification et la désodorisation de l'aire.  

II.14 Conclusion  

 Au cours de ce chapitre, il nous a été possible de définir l’adsorption comme étant 

essentiellement une réaction de surface et de différencier entre la physisorption et la 

chimisorption. Nous avons présenté aussi les différents types d'isotherme d’adsorption et 

exposé les modèles les plus utilisés pour illustrer ces isothermes. Enfin, nous avons cité 

quelques matériaux adsorbants provenant de différentes origines (Sedira, 2013) . 
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II.1 Introduction 

Les machines à vecteurs de support, ou SVM (Support Vector Machines), sont des 

méthodes relativement récentes de résolution des problèmes de régression est calssification. 

Les SVM sont introduit par Vladimir Vapnik au début des années 90,(Guyon , 1993) elles 

reposent sur une théorie mathématique solide à l’inverse des méthodes de réseaux de neurones. 

Cet outil devient largement utilisé dans de nombreux types d’applications et s’avère un 

concurrent sérieux des algorithmes les plus performants (agrégation de modèles). 

L’introduction de noyaux, spécifiquement adaptés à une problématique donnée, lui confère une 

grande flexibilité pour s’adapter à des situations très diverses (reconnaissance de formes, de 

séquences génomiques, de caractères, détection de spams, diagnostics...). À noter que, sur le 

plan algorithmique, ces algorithmes sont plus pénalisés par le nombre d’observations, c’est-à-

dire le nombre de vecteurs supports potentiels, que par le nombre de variables. Néanmoins, des 

versions performantes des algorithmes permettent de prendre en compte des bases de données 

volumineuses dans des temps de calcul acceptables. Elle a pu, en quelques années depuis sa 

proposition, conquérir la plupart des autres systèmes d’apprentissage dans une grande variété 

de domaines d’application (Chapel & Deffuant, 2010). 

 

II.2 Historique  

Les séparateurs à vastes marges reposent sur deux idées clés : la notion de marge 

maximale et la notion de fonction noyau. Ces deux notions existaient depuis plusieurs années 

avant qu'elles ne soient mises en commun pour construire les SVM.  

L'idée des hyperplans à marge maximale a été explorée dès 1963 par Vladimir Vapnik 

et A. Lerner, et en 1973 par Richard Duda et Peter Hart dans leur livre Pattern Classification. 

Les fondations théoriques des SVM ont été explorées par Vapnik et ses collègues dans les 

années 70 avec le développement de la Théorie de Vapnik-Chervonenkis, et par Valiant.  

L'idée des fonctions noyaux n'est pas non plus nouvelle : le théorème de Mercer date de 

1909, et l'utilité des fonctions noyaux dans le contexte de l'apprentissage artificiel a été montrée 

dès 1964 par Aizermann, Bravermann et Rozoener.  

Ce n'est toutefois qu'en 1992 que ces idées seront bien comprises et rassemblées par 

Boser, Guyon et Vapnik dans un article, qui est l'article fondateur des séparateurs à vaste marge. 

L'idée des variables ressorts, qui permet de résoudre certaines limitations pratiques importantes, 

ne sera introduite qu'en 1995. À partir de cette date, qui correspond à la publication du livre de 

Vapnik, les SVM gagnent en popularité et sont utilisés dans de nombreuses applications .Un 
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brevet américain sur les SVM est déposé en 1997 par les inventeurs originaux (Hasan & Boris, 

2006). 

II.3 Définition SVM 

      . Les SVM sont un ensemble de techniques d’apprentissage supervisé de nouvelle 

génération basés sur les progrès récents de la théorie de l'apprentissage statistique, ils sont basés 

sur le principe de la maximisation de la marge (séparation des classes . Principalement conçues 

pour résoudre ces problèmes (Hasan & Boris, 2006). 

 Des problèmes de discrimination, permettant de décider à quelle classe appartient un 

échantillon (Hasan & Boris, 2006).  

  Cependant, ils peuvent aussi résoudre des problèmes de régression visant à prédire la 

valeur numérique d’une variable (Scholkopf et Smola, 2001).C’est-à-dire de prédiction 

d’une variable continue en fonction d’autres variables, Comme c’est le cas par exemple 

dans de la prédiction de consommation électrique en fonction de la période de l’année, 

de la température, etc (Hasan & Boris, 2006).  

La résolution de ces deux problèmes se base sur la construction d’une fonction h qui, à 

un vecteur d’entrée x, fait correspondre une sortie y (y = h(x)) (Hasan & Boris, 2006).  

Les SVM constituent la forme la plus connue parmi les méthodes à noyaux. Ce sont des 

class  ifieurs qui reposent sur deux idées clés :  

 La notion de marge maximale.  

 La notion de Fonction noyau. 

II.4 Principe de fonctionnement général de SVM 

II.4.1 Notions de base  

II.4.1.1 Hyperplan  

On appelle hyperplan séparateur un hyperplan qui sépare les deux classes, en particulier 

il sépare leurs points d’apprentissage. Comme il n’est en générale pas possible d’en trouver un, 

on se contentera donc de chercher un hyperplan discriminant qui est une approximation au sens 

d’un critère à fixer (maximiser la distance entre ces deux classes) c). 
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                Figure II.1: Exemple d’un hyperplan sépare deux ensembles de points 

(Hasna&Bouris,2006). 

 

II.4.1.2 Vecteurs de support  

Ce sont les points de la frontière entre les deux classes des données parmi l'ensemble 

total d’apprentissage, ces points sont appelés vecteurs de support  

 

Figure II.2: Exemple de vecteurs de support (Hasna&Bouris,2006) 

            Il est évident qu’il existe une multitude d’hyperplan valide mais la propriété 

remarquable des SVM est que cet hyperplan doit être optimal. Nous allons donc en plus 

chercher parmi les hyperplans valides, celui qui passe ≪ au milieu ≫ des points des deux 

classes d’exemples. Intuitivement, cela revient à chercher l’hyperplan le ≪ plus sur ≫. En effet, 
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supposons qu’un exemple n’ait pas été décrit parfaitement, une petite variation ne modifiera 

pas sa classification si sa distance a l’hyperplan est grande. Formellement, cela revient à 

chercher un hyperplan dont la distance minimale aux exemples d’apprentissage est maximale 

(Hasna,2006). 

II.4.1.3 Marge  

Il existe une infinité d’hyperplans capable de séparer parfaitement les deux classes 

d’exemples. Le principe des SVM est de choisir celui qui va maximiser la distance minimale 

entre l’hyperplan et les exemples d’apprentissage (i.e. la distance entre l’hyperplan et les 

vecteurs de support), cette distance est appelée la marge(Boris, 2006) 

 

Figure II.3: Exemple de marge maximal (hyperplan valide) (Boris, 2006). 

 

Intuitivement, le fait d'avoir une marge plus large procure plus de sécurité lorsque l'on 

classe un nouvel exemple. De plus, si l’on trouve le classificateur qui se comporte le mieux vis-

à-vis des données d'apprentissage, il est clair qu’il sera aussi celui qui permettra au mieux de 

classer les nouveaux exemples. Dans le schéma qui suit, la partie droite nous montre qu'avec 

un hyperplan optimal, un nouvel exemple reste bien classé alors qu'il tombe dans la marge. On 

constate sur la partie gauche qu'avec une plus petite marge, l'exemple se voit mal classé 
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           Figure II.4: a) Hyperplan avec faible marge, b) Meilleur hyperplan séparateur 

(Algerienne , 2010) 

 

En général, la classification d’un nouvel exemple inconnu est donnée par sa position 

par rapport à l'hyperplan optimal. Dans le schéma suivant, le nouvel élément sera classé dans 

la catégorie des « + ». 

 

                             Figure II.5: Exemple de classification d’un nouvel élément. 

 

II.7 Linéarité et non-linéarité 

II.7.1 Cas linéairement séparable 

Parmi les modèles des SVM, on constate les cas linéairement séparables et les cas non 

linéairement séparable (Algerienne, 2010). 
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                             (a)                                                                           (b) 

             Figure II.6: (a) linéairement séparable et (b) cas non linéairement séparable 

(Algerienne, 2010). 

 

II.7.1 Cas linéairement séparable 

Les cas linéairement séparables sont les plus simples de SVM car ils permettent de 

trouver facilement le classificateur linéaire (Algerienne , 2010). 

 

II.7.2 Cas non linéaire 

Pour surmonter les inconvénients des cas non linéairement séparable, l’idée des SVM 

est de changer l’espace des données. La transformation non linéaire des données peut permettre 

une séparation linéaire des exemples dans un nouvel espace. On va donc avoir un changement 

de dimension. Cette nouvelle dimension est appelé « espace de re-description ». En effet, 

intuitivement, plus la dimension de l’espace de re-description est grande, plus la probabilité de 

pouvoir trouver un hyperplan séparateur entre les exemples est élevée. Ceci est illustré par le 

schéma suivant (Algerienne, 2010) : 
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Figure II.7: exemple de changement de l’espace de données . 

On a donc une transformation d’un problème de séparation non linéaire dans l’espace 

de représentation en un problème de séparation linéaire dans un espace de re-description de 

plus grande dimension. Cette transformation non linéaire est réalisée via une fonction noyau.  

 

II.8. Architecture de SVM 

L'architecture du modèle SVM n'est pas déterminée a priori. Les vecteurs d'entrée 

supportant la structure du modèle sont sélectionnés via un processus d'apprentissage du modèle 

illustré à (la figure II.11) (Qu ., 2020) . 

 

 

                  Figure II.8: Architecture de SVM. 

 

II.9 Apprentissage statistique 

La théorie d’apprentissage statistique étudie les propriétés mathématiques des machines 

d’apprentissage. Ces propriétés représentent les propriétés de la classe de fonctions ou modèles 

que peut implémenter la machine. L’apprentissage statistique utilise un nombre limité d’entrées 

(appelées exemples) d’un système avec les valeurs de leurs sorties pour apprendre une fonction 

qui décrit la relation fonctionnelle existante, mais non connue, entre les entrées et les sorties du 

système. 

Effectuer une classification consiste à déterminer une règle de décision capable, à partir 

d’observations externes, d’assigner un objet à une classe parmi plusieurs. Le cas le plus simple 

consiste à discriminer deux classes. D’une manière plus formelle, dans le cas d’une 

classification binaire cette étiquette est soit +1 ou -1. L’ensemble des exemples et leurs 
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étiquettes correspondantes est appelés ensemble d’apprentissage. Une machine d’apprentissage 

est dite efficace quand elle apprend de l’ensemble d’entrainement une fonction qui minimise 

les erreurs de classification sur l’ensemble lui-même. Soit D = {(x1, y1),...(xn, yn)}, l’ensemble 

des exemples d’entrainement ; avec X𝑖 ∈ ℜ
𝑚et Y𝑖 = ±1et soit 𝑓(𝑥)fonction apprise par la 

machine d’apprentissage. On appelle risque empiriqueℜ𝑒𝑚𝑝[𝑓]le taux d’erreurs effectuées par 

la fonction 𝑓 sur l’ensemble d’entrainement D. 

ℜ𝑒𝑚𝑝 =
1

𝑁
∑ 𝐿(𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖 , 𝑓(𝑥𝑖))  

                                                      Avec                                                                                        (II .1)                                        

                                                      𝐿 = {
1 𝑠𝑖 𝑦 = 𝑓(𝑥𝑖)
0 𝑠𝑖𝑛𝑜𝑛

   

 

Puisque l’ensemble D ne représente qu’une simple partie de tout l’espace d’exemples, 

la fonction apprise𝑓 , qui minimise le risque empirique, peut se comporter mal avec les 

nouveaux exemples non vus à l’entrainement. C’est un phénomène très connu en apprentissage 

automatique appelé le sur-apprentissage ou apprentissage par cœur. Pour garantir que𝑓, prenne 

en charge même les exemples non jamais vus, il faut contrôler sa capacité de généralisation 

mesurée souvent sur un autre ensemble d’exemples appelé ensemble de test réservé uniquement 

pour tester la machine apprise. La fonction 𝑓 recherchée doit donc minimiser les erreurs de 

classification sur les deux ensembles : d’entrainement et de test. 

Trouver la fonction optimale 𝑓 revient toujours à un problème d’optimisation, ce qui 

explique la forte relation entre l’apprentissage et l’optimisation. Avant de rechercher la 

fonction𝑓, il faut définir son type puis rechercher ses paramètres. 

Pour les machines à vecteurs support, la fonction recherchée est linéaire. Par 

conséquent, SVM est un système d'apprentissage qui utilise un espace d'hypothèses de 

fonctions linéaires dans un espace de caractéristiques de grande dimension. Cette stratégie 

d'apprentissage proposée par Vapnik et ses co-auteurs (Vapnik, 2013)est une méthode très 

efficace. De plus, vous devez en savoir plus (Vapnik, 2013).  

Depuis que la proposition a été faite, il a été en mesure de conquérir la plupart des autres 

systèmes d'apprentissage dans un large éventail d'applications. 

 

II.10 SVM binaires  

Le cas le plus simple est celui où les données d’entrainement viennent uniquement de 

deux classes différentes (+1 ou -1), on parle alors de classification binaire. L’idée des SVM est 
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de 8rechercher un hyperplan (droite dans le cas de deux dimensions) qui sépare le mieux ces 

deux classes (figure II.3) (Mohan & Singh, 2002). 

. 

 
Figure II.9: SVM binaire. 

 

Si un tel hyperplan existe, c’est-à-dire si les données sont linéairement séparables, on 

parle d’une machine à vecteur support à marge dure (Hard margin) 

 

II.10.1 SVM à marge dure  

L’hyperplan séparateur est représenté par l’équation (II.2) suivante (Mohan & Singh, 

2002) : 

 H(x) = WTx + b                                                 (II.2) 

Où w est un vecteur de m dimensions et b est un terme. La fonction de décision, pour 

un exemple x, peut être exprimée comme suit : 

 {
Clase = 1   Si H(x) > 0
Clase = −1  Si H(x) < 0

                                    (II.3) 

       Puisque les deux classes sont linéairement séparables, il n’existe aucun exemple qui se 

situe sur l’hyperplan, c-à-d qui satisfait H(x) = 0 . Il convient alors d’utiliser la fonction de 

décisions suivante : 

 {
Classe = 1  Si  H(x) > 1
Classe = −1  Si (H) < −1

                                  (II.4) 
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       Les valeurs +1 et -1 à droite des inégalités peuvent être des constantes quelconques +a et -

a, mais en divisant les deux parties des inégalités par a, on trouve les inégalités précédentes qui 

sont équivalentes à l’équation (II.5) : 

 𝑦𝑖(𝑊
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1, 𝑖 = 1… . 𝑛                              (II.5) 

 

L’hyperplan w T x + b = 0 représente un hyperplan séparateur des deux classes, et la 

distance entre cet hyperplan et l’exemple le plus proche s’appelle la marge (figure II.3). La 

région qui se trouve entre les deux hyperplans w T x + b = −1 et w T x + b = +1 est appelée la 

région de généralisation de la machine d’apprentissage. Plus cette région est importante, plus 

est la capacité de généralisation de la machine. La maximisation de cette région est l’objectif 

de la phase d’entrainement qui consiste, pour la méthode SVM, à rechercher l’hyperplan qui 

maximise la région de généralisation c-à-d la marge. Un tel hyperplan est appelé "hyperplan de 

séparation optimale". En supposant que les données d’apprentissage ne contiennent pas des 

données bruitées (mal-étiquetées) et que les données de test suivent la même probabilité que 

celle des données d’entraînement, l’hyperplan de marge maximale va certainement maximiser 

la capacité de généralisation de la machine d’apprentissage.  

La détermination de l’hyperplan optimal passe par la détermination de la distance 

euclidienne minimale entre l’hyperplan et l’exemple le plus proche des deux classes. Puisque 

le vecteur w est orthogonal sur l’hyperplan séparateur, la droite parallèle à w et reliant un 

exemple x à l’hyperplan est donnée par la formule (II.6) : 

         
aw

‖w‖
+ x = 0                                                         (II.6) 

Où a représente la distance entre x et l’hyperplan. La résolution de (II.6), donne (II.7) : 

 𝑎 = −
𝑊𝑇𝑥𝑖+𝑏

‖𝑤‖
                                                               (II.7) 

La distance de tout exemple de l’hyperplan doit être supérieure ou égale à la marge δ : 

𝑦
𝑖(𝑊𝑇𝑥𝑖+𝑏)

‖𝑤‖
≥ 𝛿                                                             (II.8) 

Si une paire (w, b) est une solution alors (aw, ab) est une solution aussi où a est un scalaire. On 

impose alors la contrainte (II.9) suivante : 

       ‖𝑤‖𝛿 ≥ 1                                                               (II.9) 

Pour trouver l’hyperplan séparateur qui maximise la marge, on doit déterminer, à partir 

des deux dernières inégalités, le vecteur w qui possède la norme euclidienne minimale et qui 

vérifie la contrainte de l’équation (II.6), de bonne classification des exemples d’entrainement. 

L’hyperplan séparateur optimal peut être obtenu en résolvant le problème de l’équation (II.10) : 
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                                                    {
Minimiser                    

1

2
 ‖W‖2

Sous contraints
yi(W

Txi + b) ≥ 1∀i = 1…n

                                        (II.10) 

Remarquons que nous pouvons obtenir le même hyperplan même en supprimant toutes 

les données qui vérifient l’inégalité de la contrainte. Les données qui vérifient l’égalité de la 

contrainte s’appellent les vecteurs supports, et ce sont ces données seules qui contribuent à la 

détermination de l’hyperplan. Dans la figure (II.1), les données qui se trouvent sur les deux 

droites +1 et −1 représentent les vecteurs supports. Le problème de l’équation (II.10) est un 

problème de programmation quadratique avec contraintes linéaires. Dans ce problème, les 

variables sont w et b, c-à-d que le nombre de variables est égal à m + 1. Généralement, le 

nombre de variables est important ce qui ne permet pas d’utiliser les techniques classiques de 

programmation quadratique. Dans ce cas le problème (II.10) est convertit en un problème dual 

équivalent sans contraintes de l’équation (II.10) qui introduit les multiplicateurs de Lagrange : 

                            ℚ(𝑤, 𝑏, 𝛼) =
1

2
𝑤𝑇𝑤 − ∑ 𝛼𝑖{𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1}
𝑛
𝑖=1                                   (II.11) 

Où les αi sont les multiplicateurs non négatifs de Lagrange. L’optimum de la fonction 

objective Q peut être obtenu en la minimisant par rapport à w et b et en la maximisant par 

rapport aux αi . À l’optimum de la fonction objective, ses dérivées par rapports aux variables w 

et b s’annulent ainsi que le produit des αi aux contraintes (équation II.11) : 

{
 
 

 
 

∂ℚ(w,b,α)

∂w
= 0                           (a)

∂ℚ(w,b,α)

∂b
= 0                           (b)

αi{yi(w
Txi + b) − 1 = 0           (c)       

αi ≥ 0                                            (d)     

                                (II.12) 

 

De (II.12) on déduit : 

{
𝑤 = ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

      ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖
𝑛
𝑖=1

                                                (II.13) 

En remplaçant dans (II.11), on obtient le problème dual à maximiser suivant : 

          

{
 

 
Maximiser  ℚ(α) = ∑ αi − ∑ ∑ αiαjyiyjxi

Txj
n
j=1

n
i=1

n
i=1

 Sous contraintes
∑ αiyi
n
i=1

αi ≥ 0

                            (II.14) 

Si le problème de classification est linéairement séparable, une solution optimale pour 

les αi existe. Les exemples ayant des αi ≠ 0 représentent les vecteurs supports appartenant aux 

deux classes. La fonction de décision est donnée par : 
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𝐻(x) = ∑ αiyix
Txi + bs                                                        (II.15) 

  Où S représente l’ensemble des vecteurs supports. b peut être calculé à partir de 

n’importe quel vecteur support par l’équation (II.16) :  

                                                                    b = yi − w T xi                                                  (II.16)  

   

II.10.2 SVM à marge souple 

En réalité, un hyperplan séparateur n’existe pas toujours, et même s’il existe, il ne 

représente pas généralement la meilleure solution pour la classification. En plus une erreur 

d’étiquetage dans les données d’entrainement (un exemple étiqueté +1  au lieu de −1  par 

exemple) affectera crucialement l’hyperplan. 

Dans le cas où les données ne sont pas linéairement séparables, ou contiennent du bruit 

(outliers : données mal étiquetées), et il y a nécessité de les relaxer un peu. Ceci peut être fait 

en admettant une certaine erreur de classification des données (figure II.10) ce qui est appelé 

"SVM à marge souple (Soft Margin)". 

 

Figure II.10. : SVM binaire à marge souple 

  

L’hyperplan séparateur optimal peut être obtenu en résolvant le problème de l’équation 

(II.17) : 
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  {
Minimiser

1

2
‖w‖2

sous contraintes                            
yi(w

Txi + b) ≥ 1 ∀i= 1… . n

      (II.17) 

On introduit alors sur les contraintes des variables 𝜉𝑖 dites de relaxation pour obtenir la 

contrainte de l’équation (II.18) : 

𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1 − 𝜉𝑖 , 𝑖 = 1… . 𝑛      (II.18) 

Grâce aux variables de relaxation non négatives i, un hyperplan séparateur existera toujours. 

Si 𝜉𝑖 < 1, 𝑥𝑖  ne respecte pas la marge mais reste bien classé, sinon 𝑥𝑖  est mal classé par 

l’hyperplan. Dans ce cas, au lieu de rechercher uniquement un hyperplan séparateur qui 

maximise la marge, on recherche un hyperplan qui minimise aussi la somme des erreurs 

permises c-à-d minimisé 𝑄(𝑤) = ∑ 𝜉𝑖
𝑛
𝑖=1  

En combinant avec l’équation (II.18), on obtient le problème primal de l’équation (II.19) 

suivant : 

{
 
 

 
 Minimiser

1

2
‖w‖2 + C∑ 𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1

sous contraintes                            
𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1 − 𝜉𝑖 , 𝑖 = 1… . 𝑛 
𝜉𝑖 ≥ 0

     (II.19) 

Où C est un paramètre positif libre (mais fixe) qui représente une balance entre les deux 

termes de la fonction objective (la marge et les erreurs permises) c-à-d entre la maximisation 

de la marge et la minimisation de l’erreur de classification. On obtient le problème dual de 

l’équation (II.20) où on introduit les multiplicateurs de Lagrange αiet βi : 

𝑄(𝑤, 𝑏, 𝛼, 𝜉, 𝛽) =
1

2
𝑤𝑇𝑤 + C∑ 𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1 − ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏)
𝑛
𝑖=1 − 1 + 𝜉𝑖 − ∑ βi𝜉𝑖

𝑛
𝑖=1           (II.20) 

A la solution optimale, les dérivées par rapport aux variables 𝑤, 𝑏, 𝛼, 𝛽s’annulent ainsi 

que le produit des contraintes aux multiplicateurs. Les conditions suivantes sont alors vérifiées: 

{
  
 

  
 
𝜕𝑄(𝑊,𝑏,𝜉,𝛼,𝛽)

𝜕𝑊
= 0                              (a)

𝜕𝑄(𝑊,𝑏,𝜉,𝛼,𝛽)

𝜕𝑏
= 0                               (b)

𝛼𝑖{𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1 + 𝜉𝑖} = 0   (c)

𝛽𝑖𝜉𝑖 = 0                                             (d)
𝛼𝑖 ≥ 0; 𝛽𝑖 ≥ 0; 𝜉𝑖 ≥ 0                  (e)

    (II.21) 

On déduit : 

{

𝑤 = ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0
𝑛
𝑖=1

𝛼𝑖 + 𝛽𝑖 = 0

                          (II.22) 

En remplaçant l’équation (II.20) dans l’équation (II.22), on obtient le problème dual 

(II.23) suivant : 
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{
 
 

 
 Maximiser 𝑄(𝛼) = ∑ 𝛼𝑖 −

1

2
∑ ∑ 𝛼𝑖𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗𝑥𝑖

𝑇𝑥𝑗
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1

𝑛
𝑖=1

                     sous contraintes                            
∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0
𝑛
𝑖=1

0 ≤ 𝛼𝑖 ≤ 𝐶

  (II.23) 

La seule différence avec la SVM à marge dure est que les 𝛼𝑖 ne peuvent pas dépasser 𝐶 

ils peuvent être dans l’un des trois cas suivants : 

1. 𝛼𝑖 = 0 ⟹ 𝛽𝑖 = 𝐶 ⟹ 𝜉𝑖 = 0 ∶ 𝑥𝑖 est bien classé ; 

2. 0 < 𝛼𝑖 < 𝐶 ⟹ 𝛽𝑖 > 0 ⟹ 𝜉𝑖 = 0 ⟹ 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) = 1 ∶  𝑥𝑖 est un vecteur support et 

est appelé dans ce cas vecteur support non borné (unbounded) ; 

3. 𝛼𝑖 = 𝐶 ⟹ 𝛽𝑖 = 0 ⟹ 𝜉𝑖 ≥ 0 ⟹ 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) = 1 − 𝜉𝑖 ∶ 𝑥𝑖 est un vecteur support 

appelé dans ce cas vecteur support borné (bounded). Si 0 ≤ 𝜉𝑖 < 1, 𝑥𝑖est bien classé, 

sinon 𝑥𝑖 est mal classé. Ces conditions sur les 𝛼𝑖i sont appelées les conditions de Karush 

Kuhn-Tucker (KKT) (Karush, 1939; Kuhn, 1951), elles sont très utilisées par les 

algorithmes d’optimisation pour rechercher les 𝛼𝑖  optimums et par conséquent 

l’hyperplan optimal. La fonction de décision est alors calculée de la même manière que 

dans le cas des SVM à marge dure mais uniquement à base des vecteurs supports non 

bornés par : 

𝐻(𝑥) = ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖
𝑇𝑥 + 𝑏𝑖∈𝑈        (II.24) 

Pour les vecteurs supports non bornés, nous avons : 

𝑏 = 𝑦𝑖 − 𝑤
𝑇𝑥𝑖      (II.25) 

Pour garantir une bonne précision, on prend la moyenne de 𝑏 pour tous les vecteurs 

supports non bornés : 

𝑏 =
1

|𝑈|
∑ 𝑦𝑖 − 𝑤

𝑇𝑥𝑖𝑖∈𝑈                                        (II.26) 

 

II.11 Utilisation des noyaux 

Le fait d’admettre la mal-classification de certains exemples, ne peut pas toujours 

donner une bonne généralisation pour un hyperplan même si ce dernier est optimisé (figure 

II.11). 
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Figure II.11 : Mal-adaptation de l’hyperplan aux problèmes réels de classification 

 

Plutôt qu’une droite, la représentation idéale de la fonction de décision serait une 

représentation qui colle le mieux aux données d’entrainement (figure II.11). 

La détermination d’une telle fonction non linéaire est très difficile voire impossible. 

Pour cela les données sont amenées dans un espace où cette fonction devient linéaire (figure 

II.12), cette astuce permet de garder les mêmes modèles de problèmes d’optimisation vus dans 

les sections précédentes, utilisant les SVM basées essentiellement sur le principe de séparation 

linéaire.  

Cette transformation d’espace est réalisée souvent à l’aide d’une fonction 𝐹 =

{∅(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} appelé Mapping function" et le nouvel espace est appelé espace de 

caractéristiques "Features space". 
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                      Figure II.12 : Représentation idéale de la fonction de décision 

 

 

                                         Figure II.13 : Transformation d’espace 

 

Dans ce nouvel espace de caractéristiques, la fonction objective à optimiser de 

l’équation (II.27) devient : 

          ℚ(α) = ∑ αi −
1

2

n
i=1 ∑ ∑ αiαjyiyj〈ϕ(xi), ϕ(xj)〉

n
j=1

n
i=1                                       (II.27) 

Où 〈ϕ(xi)ϕ(xj)〉 est le produit scalaire des deux images des vecteurs xi et xj dans le 

nouvel espace et dont le résultat est un scalaire. Dans le calcul de l’optimum de la fonction 

(II.26), on utilise une astuce appelée "Noyau" ("Kernel"), au lieu de calculer 𝜙(𝑥𝑖), 𝜙(𝑥𝑗) et 

leur produit scalaire, on calcule plutôt une fonction K(xi,xj) qui représente à la fois les deux 

transformations (qui peuvent être inconnues) et leur produit scalaire. Cette fonction permet de 
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surmonter le problème de détermination de la transformation Ø et permet d’apprendre des 

relations non linéaires par des machines linéaires. La fonction K(xi,xj) peut être vue comme une 

matrice G[n,n] dite de Gram (Kivinen et al., 2002) qui représente les distances entre tous les 

exemples (Kivinen et al., 2002) : 

[
𝐊(𝐱𝟏, 𝐱𝟏) ⋯ 𝐊(𝐱𝟏, 𝐱𝐧)

⋮ ⋱ ⋮
𝐊(𝐱𝐧, 𝐱𝐧) ⋯ 𝐊(𝐱𝐧, 𝐱𝐧)

] 

Pour qu’une matrice G (fonction K) soit un noyau, il faut qu’elle respecte les conditions 

de Mercer (Milenova et al., 2005), (Equations, 1991), c-à-d qu’elle doit être semi-définie 

positive (symétrique et n’a pas de valeurs propres négatives). La construction de tels noyaux 

est largement étudiée dans (Herbrich, 2001)(Soman et al., 2009), néanmoins, il existe certains 

noyaux qui sont très utilisés et qui sont considérés comme standards (II.12) Une fois le noyau 

choisi, la fonction objective (II.28) peut être calculée comme suit : 

ℚ(𝛂) =∑ 𝛂𝐢 −
𝟏

𝟐
∑ ∑ 𝛂𝐢𝛂𝐣𝐲𝐢𝐲𝐣𝐊(𝐱𝐢, 𝐱𝐣)

𝐧
𝐣=𝟏

 𝐧
𝐢=𝟏

𝐧

𝐢=𝟏
                        (II.28) 

Et la fonction de décision devient : 

                                𝐇(𝐱) = ∑ 𝛂𝐢𝐲𝐢𝐊(𝐱𝐢, 𝐱) + 𝐛𝐢∈𝐒                                                       (II.29) 

Ou S représente l’ensemble des vecteur supports. 

Des exemples des fonction noyau : 

a) Noyau polynomial : Le noyau polynomial élève le produit scalaire à une puissance 

naturelle d : 

K = (xi, xj) = (xi. xj + 1)
d

                                           (II.30)  

b) Noyau linéaire : Si les données sont linéairement séparables, on n’a pas besoin de 

changer d’espace, et le produit scalaire suffit pour définir la fonction de décision : 

K = (xi, xj) = xi
Txj                                     (II.31) 

c) Noyau RBF : Les noyaux RBF (Radial Basis fonctions) sont des noyaux qui peuvent 

être écrits sous la forme :𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)𝑓 (𝑑(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)) où d est une métrique sur X et f est 

une fonction dans ℜ. 

Un exemple des noyaux RBF est le noyau Gaussien (II.32) : 

                                                𝐾 = (𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) = 𝑒
(−

‖𝑥𝑖−𝑥𝑗‖
2

2𝜎2
)

                                                (II.32)      

 

On général le choix d’un Noyau correspond à (Schuhmacher et al., 1996) : 
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 Choisir une mesure de similarité pour les données. 

 Choisir une représentation linéaire aux données. 

 Choisir un espace de fonction pour l’apprentissage 

II .12 SVM pour la régression 

Dans leur origine, les SVM ont été développées pour des problèmes de classification. 

Cependant, leur nature leur permet de résoudre également des problèmes de régression. La 

régression est un cas particulier de classification où les classes des exemples ne sont pas 

dénombrables c-à-d continues. Le problème consiste à trouver, en utilisant D = 

{(𝑥1, 𝑦1), … , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛)}, une fonction 𝑓:ℜ𝑚 → ℜ qui rapproche le plus possible des yi, en d’autre 

terme qui minimise la différence entre les 𝑓(𝑥𝑖) et les yi.Souvent, 𝑓 est considérée comme 

fonction linéaire 𝑓=〈𝑤, 𝑥〉 + 𝑏,  

Avec : 

w : est un vecteur  

 b : est un scalaire.  

Le problème revient donc à trouver un hyperplan caractérisé par  w et b  qui minimise 

l’écart global entre 𝑓et les yi (équation II .33) 

                                   

                         (𝑤∗, 𝑏∗)argminw,b∑ (yi − 〈w, xi〉 − b)
2n

i=1                                     (II.33)                           

 

Pour résoudre ce problème, les SVM utilisent une astuce semblable à celle utilisée en 

classification (Kadirvelu et al., 2008) (Su et al., 2015) (Hamel, 2009) On propose de modéliser 

la fonction de régression par un hyperplan qui se situe au centre d’un hyper-tube de largeur 

contenant tous les exemples d’entrainement (figure II.14) 

Plusieurs hyper-tubes, de largeur  2ε contenant tous les exemples d’entrainement, 

peuvent Exister. L’hyper-tube optimal est celui qui minimise la distance entre les exemples 

d’entrainement et ses frontières, autrement dit, qui maximise la distance des exemples de 

l’hyperplan du centre (figure II .14). 
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Figure II.14: Hyper-tube modélisant la fonction de régression (Hamel, 2009). 

La détermination de l’hyper-tube optimal est semblable à la détermination de 

l’hyperplan optimal de marge maximale dans le cas de classification. On doit donc rechercher 

un hyper tube de marge maximale avec tous les exemples d’entrainement à l’intérieur. Par une 

analyse similaire à celle du problème de classification, la solution du problème de régression 

est réduite à la résolution du problème dual d’optimisation quadratique de l’équation (II.34) : 

 

{
 
 

 
 𝐌𝐚𝐱𝐢𝐦𝐢𝐬𝐞𝐫𝛂,𝛂́                  −

𝟏

𝟐
  ∑ (𝛂𝐢 − 𝛂𝐢́ )(𝛂𝐣 − 𝛂𝐣́ )〈𝐱𝐢, 𝐱𝐣〉

𝐧
𝐢,𝐣=𝟏

                                               −𝛜∑ (𝛂𝐢 + 𝛂́𝐢)
𝐧
𝐢=𝟏 + ∑ 𝐲𝐢(𝛂𝐢, 𝛂́𝐢)

𝐧
𝐢=𝟏

𝐬𝐚𝐮𝐬 𝐜𝐨𝐧𝐭𝐫𝐚𝐢𝐧𝐭𝐞                                                                                  
                            ∑ (𝛂𝐢 − 𝛂́𝐢)

𝐧
𝐢=𝟏 = 𝟎

                         𝟎 ≤ 𝛂𝐢, 𝛂́𝐢 ≤ 𝐂

                        (II.34) 

 

Où le 𝛼𝑖  et les 𝛼́𝑖 sont les coefficients des exemples respectivement au dessus et au 

dessous de l’hyperplan et C est un paramètre pour leur pénalisation. La fonction de sortie 

𝑓(𝑥)  peut être donnée par l’équation :                                 

   𝐟(𝐱) = ∑ (𝛂𝐢 − 𝛂́𝐢)(𝐱𝐢, 𝐱)
𝐧
𝐢=𝟏 + 𝐛                                    (II.35) 

Où b est calculé à partir d’un exemple dont 0 < _i < C (vecteur support) par l’équation 

(II.36) : 

𝑏 = 𝑦𝑖 − 〈𝑤, 𝑥𝑖〉 – 𝜖                                                           (II.36) 
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II .13 Utilisation des noyaux 

Parmi les motivations les plus solides du développement des machines à vecteur support 

pour la régression, est leur extension simple aux cas non linéaires, grâce à l’utilisation des 

noyaux. En effet, d’une manière similaire au cas de classification, on fait une transformation 

d’espace Ø pour se trouver toujours face à une régression linéaire. La transformation d’espace 

inverse Ø-1, permet de retourner à l’espace d’origine après la résolution dans le nouvel espace 

(figure II.15) (Djeffal, 2012). 

 

 

            Figure II .15 : utilisation des noyaux pour la résolution de la régression non linéaire. 

 

II.14. Applications 

SVM est une méthode de classification qui montre de bonnes performances dans la 

Résolution de problèmes varies. Cette méthode a montré son efficacité dans de nombreux 

Domaines d’applications tels que le traitement d’image, la catégorisation de textes ou le 

Diagnostiques médicales et ce même sur des ensembles de données de très grandes dimensions 

(Hasan & Boris, 2006). 

Réalisation d’un programme d’apprentissage par SVM se ramené a résoudre un 

problème d’optimisation impliquant un système de résolution dans un espace de dimension 

Conséquente. L’utilisation de ces programmes revient surtout a sélectionner une bonne famille 

de fonctions noyau et a régler les paramètres de ces fonctions . Ces choix sont le plus souvent 

faits par une technique de validation croisée, dans laquelle on estime la performance du système 

en la mesurant sur des exemples n’ayant pas été utilises en cours d’apprentissage. L’idée est de 

chercher les paramètres permettant d’obtenir la performance maximale. Si la mise en œuvre 



Chapitre II : La machine vecteurs de support 

 

43 
 

d’un algorithme de SVM est en général peu couteuse en temps, il faut cependant compter que 

la recherche des meilleurs paramètres peut requérir des phases de test  assez longues (Hasan & 

Boris, 2006) . 

Les SVM fournissent des performances de pointe dans les applications du monde réel 

telles que la catégorisation des textes, la reconnaissance des caractères manuscrits, la 

classification des images, l'analyse des bio séquences, etc., et sont maintenant définis comme 

l'un des outils standard pour l'apprentissage et la transmission des machines exploitation 

minière(Howie, 1984).  

Dans ce chapitre, nous avons introduit les machines à vecteur support, leur fondement 

théorique et leurs différentes variantes sans être très exhaustifs. Nous avons donné une vision 

générale et le fondement mathématique des SVM. Nous avons exposé les cas linéairement 

séparables et les cas non linéairement séparables qui nécessitent l'utilisation de fonctions 

noyaux (kernel) pour changer d'espace. Les SVM représentent aujourd’hui l'une des méthodes 

les plus utilisées grâce à leur pouvoir de généralisation. 

Ils sont fondés rigoureusement et simplement (Howie, 1984). 

 

II.15 Avantages et inconvénients  

II.15.1 Avantages  

 Très efficace en dimension élevée.  

 Un nombre de paramètres faible à régler.  

 Une grande vitesse d’apprentissage.  

 Ils sont aussi efficaces dans le cas où la dimension de l’espace est plus grande que le 

nombre d’échantillon d'apprentissage.  

 Traitement des problèmes linéaires ou non linéaires selon la fonction du noyau.  

 Un nombre restreint d’échantillons suffit à la détermination des vecteurs supports 

permettant la discrimination entre les classes. En conséquence, ces algorithmes 

demandent moins de mémoire (Lajevardi & Lech, 2008) . 

II.15.2 Inconvénients  

 Si le nombre d’attributs est beaucoup plus grand que le nombre d’échantillons, les 

performances seront moins bonnes.  
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 Comme il s’agit de méthodes de discrimination entre les classes, elles ne fournissent 

pas des estimations de probabilités (Lajevardi & Lech, 2008). 

II.16 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons introduit les machines à vecteur support, leur fondement 

théorique et leurs différentes variantes sans être très exhaustifs. Nous avons donné une vision 

générale et le fondement mathématique des SVM. Nous avons exposé les cas linéairement 

séparables et les cas non linéairement séparables qui nécessitent l'utilisation de fonctions 

noyaux (kernel) pour changer d’espace. Les SVM représentent aujourd’hui l'une des méthodes 

les plus utilisées grâce à leur pouvoir de généralisation. Ils sont fondés rigoureusement et 

simplement. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre III : 

Modilisation de 

L’adsorption multi-

composant par la 

méthode machine à 

vecteur de support 
 



Chapitre III : Modélisation de l’adsorption multi-composants par la méthode machine à vecteurs de support 

 

45 
 

III.1 Introduction  

Les méthodes de traitement des eaux sont nombreuses et variées. Mais l’une des 

techniques les plus efficaces reste l’adsorption de polluants par des matériaux poreux. Le 

charbon actif est le plus utilisé dans l'adsorption des matières organiques et des métaux 

dissouts dans l'eau ainsi que pour l'élimination des odeurs des eaux. Actuellement, beaucoup 

de travaux de recherche qui ont été publiés sur l'adsorption des métaux lourds par [le charbon 

actif] (Mohan 2002). Ces travaux montrent que celui-ci est très efficace. L’adsorption 

demeure l’une des techniques d’élimination des polluants organiques et métalliques la plus 

utilisée pour son efficacité, la facilité de sa mise en œuvre et son coût d’investissement 

accessible. Cette méthode nécessite le choix d’un adsorbant qui présente de bonnes 

caractéristiques (surface spécifique élevée, disponibilité, prix de revient bas et son impact sur 

l'environnement...). Pour bien comprendre et contrôler le phénomène d’adsorption multi-

composants qui est considéré comme compétitive et complexe, plusieurs méthodes de 

modélisation ont été proposé tels que la méthode dite machine à support vecteur qui présente 

quelques avantages en comparaison avec d’autres techniques d’intelligence artificiel 

notamment elle nécessite une petite base de données, ne présente pas le problème de 

minimum local. L’objectif principal de cette contribution est de tester la faisabilité de 

modélisation par la méthode support à vecteur machine à prédire la quantité adsorbée par 

l’adsorbant de chaque polluant (métaux lourds) en fonction de quelques paramètres 

indépendant caractérisant le phénomène.  

III.2 Modélisation par SVM 

III.2.1 Méthodologie de travail 

La présente étude est effectuée selon la procédure de travail illustrée dans la Figure III.1 
 

 

 

 

 

 

 

F 

Figure III.1 : Méthodologie de travail 

   1ère étape 

   2éme étape 

 

                      Collection de la base des données 

 La sélection des entrées /sorties 

    3éme étape 

 

Division de la base de données 

 

 

   4éme étape 

 

Normalisation et dénormalisation de la base des données 

 

 

 

 5éme étape 

 

Choix et optimisation des paramètres de SVM 

 

 

 

 6éme étape 

 

Validation et interprétation des résultats 
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III.2.2 Collection et préparation de la base des données 

Notre objectif principal est de proposer un modèle basé sur un nombre réduit d'entrées 

facilement accessibles. Il convient aussi de signaler que lors d’une recherche bibliographique, 

l’efficacité d’élimination {removal efficiency, R(%)} et la capacité d’adsorption {adsorption 

capacity, qe (mg.g-1)} sont importants et significatifs pour décrire le processus d’adsorption, 

mais ces deux paramètres ne sont pas toujours disponible dans la littérature, raison pour 

laquelle, plusieurs méthodes ont été proposé tels que {modèles empiriques notamment 

Langmuir et Freundlich, méthodes d’intelligences artificiels et d’autres}.  

Dans cette étude la capacité d’adsorption est sectionnée comme paramètre de sortie en 

raison de sa disponibilité dans les articles choisis afin de construire notre base de sonnées. 

Cinq variables d'entrée sont retenues et choisies par rapport à deux critères importants {leurs 

influences sur le phénomène physique et leurs communes disponibilités dans les articles 

choisis}, ces paramètres sont {le potentiel hydrogène (pH), température du mélange (°C), la 

surface spécifique de l’adsorbant (m².g-1), la masse moléculaire des ions métalliques (g.mol-1) 

et la concentration à l’équilibre des ions dans l’adsorbants}.  

Tableau III.1 Sources bibliographiques des données expérimentales 

Le tableau (III.1) montre les sources bibliographiques de chaque système dans la base 

de données respectivement. Comme le modèle SVM ne peut pas extrapoler, nous avons 

représenté dans le tableau (III.2) les domaines de variation de chaque paramètre sélectionné 

dans la base de données 

     Tableau III.2 Domaines des données expérimentales. 

Analyses statistiques 

des paramètres 

                            Entrées                                                                                                            Sortie 

Mw (g.mol-1) As (m2.g-1) pH T (°C) Ce (mg. g-1) qe (mg. g-1) 

Maximum 207.2 960 8.46 105 869.24 203,627 

Minimum 58.693 3.795 4.1 20 0,099734 0,416987 

  

Pour la construction de notre modèle, l’ensemble des données d’apprentissage est 

constitué de 75% des données choisies aléatoirement par l’utilisation de la fonction 

Références bibliographiques  Adsorbats Adsorbants Points 

(Mohan & Singh, 2002) Zn+2+Cu+2+Cd+2 Charbon actif 12*3 

(Qin et al., 2006) Pb+2+Cu+2+Cd+2 
Tourbe du Heilongjiang 10*3 

Tourbe danoise 10*3 

(Kadirvelu et al., 2008) Pb+2+Hg+2+Cd+2 Charbon actif 15*3 

(Roy & Bhattacharya, 2013) Cd+2+Ni+2+Co+2 Les nanotubes 14*3 

(Mendoza-castillo et al., 2019) Pb+2,Hg+2+Zn+2 Charbon actif 39*3 

(Qu et al., 2020) Pb+2+Cd+2+Ni+2 Cellulose 24*3 
  Nombre total des points : 372 
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dividerand de MATLAB 2018. Les 25% restantes sont utilisées comme ensemble de test pour 

SVM. Cette division a pour but d’éviter le sur-apprentissage. 

La fiabilité et la précision des modèles, développés à partir des méthodes 

d’intelligence computationnelle, reposent sur diverses quantités statistiques calculés pour les 

ensembles d’apprentissage et de test :  

 Erreur absolue moyenne, {EAM} 

 Erreur prédictive du modèle (%), {EPM} 

 Racine de l’erreur quadratique moyenne {REQM} 

 Erreur standard de prédiction (%) {ESP} 

 Écart type de la valeur résiduelle {RPD} 

 Coefficient de détermination (R2) 

 Coefficient de corrélation (R)  

 Erreur relative absolue (%), {ERA} 

Les formules mathématiques de ces critères statistiques sont données comme suit [(Kavand., 

2017)- (Baghban.,2018)] : 

                                           𝐸𝐴𝑀 =
1

𝑛
∑ |(𝑦𝑖,𝑒𝑥𝑝 − 𝑦𝑖,𝑐𝑎𝑙)|𝑛

𝑖=1                                                   (III.1) 

                                       𝐸𝑃𝑀(%) =
100

𝑛
∑ |

𝑦𝑖,𝑒𝑥𝑝−𝑦𝑖,𝑐𝑎𝑙

𝑦𝑖,𝑒𝑥𝑝
|𝑛

𝑖=1                                                 (III.2) 

                                     𝑅𝐸𝑄𝑀 = √∑ (𝑌𝑖,𝑒𝑥𝑝−𝑌𝑖,𝑐𝑎𝑙)
2𝑛

𝑖=1

𝑛
                                                         (III .3)     

                                                      𝐸𝑆𝑃(%) =
𝑅𝑀𝑆𝐸

𝑌𝑒
× 100                                                 (III.4) 

                                                          𝑅𝑃𝐷 =
𝑆𝐷

𝑅𝑀𝑆𝐸
                                                              (III.5) 

                              𝑅2 = 1 −
∑ (𝑦𝑖𝑒𝑥𝑝−𝑦𝑖𝑐𝑎𝑙

)
2

𝑁
𝑖=1

∑ (𝑦𝑖𝑒𝑥𝑝−𝑦̅𝑖𝑒𝑥𝑝)
2

𝑁
𝑖=1

                                                       (III.6) 

                  𝑅 =
∑ (𝑦𝑖𝑒𝑥𝑝−𝑦̅𝑖𝑒𝑥𝑝)(𝑦𝑖𝑐𝑎𝑙

−𝑦̅𝑖𝑐𝑎𝑙
)𝑁

𝐾=1

√∑ (𝑦𝑖𝑒𝑥𝑝−𝑦̅𝑖𝑒𝑥𝑝)
2

𝑁
𝐾=1 ∑ (𝑦𝑖𝑐𝑎𝑙

−𝑦̅𝑖𝑐𝑎𝑙
)

2
𝑁
𝐾=1

                                              (III.7) 

                    𝐸𝑅𝐴(%) = |
𝑞𝑒𝑥𝑝−𝑞𝑐𝑎𝑙

𝑞𝑒𝑥𝑝
|                                                     (III.8) 
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Avec : 

n= Nombre de l’ensemble de données ( apprentissage ou test). 

Yi,exp : Valeurs  expérimentales de la propriété étudiée pour ensembles d’apprentissage et test                                                

Yi,cal : Valeurs  calculées de la propriété étudiée pour les ensembles d’apprentissage et de test. 

Ye :  Valeur moyenne des données expérimentales   

 SD : L’écart type des données 

𝐲̅𝐢𝐞𝐱𝐩
: La moyenne des éléments de vecteur 

III.3 Résultats de modélisation par SVM 

Pour SVM, il est souvent utile de normaliser les entrées et les sorties, de manière à ce 

qu’elles se situent dans une plage spécifiée, ce qui peut permettre d’éviter les débordements 

numériques et d’accélérer la convergence de l’algorithme.  

Les valeurs numériques ont été normalisées afin d’améliorer l’optimisation. La 

normalisation se fait par ligne. 

o Normalisation des entrées : Xn = 𝑋0.013 

o Normalisation des sorties :   Yn = 3 × 𝑙𝑜𝑔10(𝑌) 

          Pour dé normalisation des réponses, nous utilisons la fonction suivante : 

Y = 10
Yn
3  

III.3.1 Choix et optimisation des paramètres de SVM 

         Pour SVM nous avons choisi le modèle SVM régression de MATLAB, l’optimisation 

de ses paramètres notamment la fonction noyaux (sigmoid, RBF et polynomial), les valeurs 

optimales de la constante C (box Constraint), epsilon et le paramètre de la fonction noyaux 

(Kernel Scale) du modèle. Dans cette étude nous avons choisir la méthode de Cross-validation 

« holdout » que nous avons fixé à 0.25 qui signifie de 75% des données sont utilisées pour l’

apprentissage et 25% pour la validation. Les expressions mathématiques des fonctions du 

noyau testé sont présentées dans le (tableau III.3), et les paramètres optimisés du modèles 

SVM sont présentés dans le (tableau III.4).  

Tableau III.3 Expressions mathématiques des fonctions du noyau 

RBF 𝐾(𝑥, 𝑥𝑖) = 𝑒𝑥𝑝 (
−||𝑥 − 𝑥𝑖||

2

22
) . 𝑏  

Polynomial K(𝑥, 𝑥𝑖) =(𝛼𝑥+c)d 

Linear K (𝑥,𝑥𝑖)= y𝑥𝑇 + c 

Sigmoid K (𝑥,𝑥𝑖)=
1

𝛼√2𝜋
 exp(

−||𝑥−𝑥𝑖||2

2𝛿2 ) 
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                                    Tableau III. 4 Les paramètres optimisés du modèle SVM. 

C   
Quantité de Vecteur 

de Support 
Fonction kernel 

280 0.034 1 180 RBF 

 

L’équation du modèle SVM peur être écrite sous la forme suivante :  

                       𝑞𝑒(𝑥, 𝛼𝑖 , 𝛼𝑖
∗) = ∑ (𝛼𝑖 − 𝛼𝑖

∗)  . 𝑒𝑥𝑝 [(
−‖𝑥−𝑥𝑖‖2

2𝜎2 )] . 𝑏𝑁
𝑖=1                                      (III.8) 

Avec : 

𝛼𝑖 − 𝛼𝑖
∗ et b sont déterminé au cours de la phase d’apprentissage.  

 

                       Figure III.2 : Organigramme des étapes pour la création du modèle SVM 

Introduire le jeu de 

données d’apprentissage 
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III.3.2 Interprétation des résultats 

         Les figures (a,b,c) montrent les diagrammes de dispersion de la capacité d’adsorption 

calculée en fonction de la capacité d’adsorption expérimentale. Ces diagrammes montrent 

clairement la concordance entre les valeurs calculées et les valeurs expérimentales à travers 

une dispersion serrée des points sur la première bissectrice. Cependant on peut remarquer 

l’existence d’un certain nombre de points éloignés qui peuvent être attribué à l’existence de 

points aberrants et la qualité de généralisation du modèle 

 

(a) 
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(b) 

    

 

(c) 

Figure III.3 : Diagramme de dispersion de la capacité d’adsorption calculée en fonction de la      

capacité d’adsorption expérimentale par le modèle SVM « RBF » : (a) premier polluant (qe1), 

(b) deuxième polluant (qe2), (c) troisième polluant (qe3). 
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Afin de visualiser quantitativement la distribution des erreurs relatives nous avons 

adoptés une deuxième comparaison en termes d’analyse statistiques à travers le calcul de 

l’erreur relative en fonction de la concentration à l’équilibre montrant la distribution de la 

valeur absolue de cette erreur en %. Les figures (4 ,5 ,6) représentent l’erreur relative en 

fonction de la concentration à l’équilibre pour chaque ion métallique respectivement. Pour les 

trois cinétiques la majorité des points sont situés autour de la ligne zéro. Quantitativement 

l’ER pour les quelques points aberrant ne dépasse pas 15% pour la topologie optima. 

 

               Figure III.4 : Erreur relative (%) de la 1ère quantité adsorbée en fonction de Ce 
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     Figure III.5 : Erreur relative (%) de la 2ème quantité adsorbée en fonction de Ce 

 

                Figure III.6 : Erreur relative (%) de la 3ème quantité adsorbée en fonction de Ce 
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         Ces remarques relatives à l’ER sont mieux illustrées sur les diagrammes de distribution 

des figures (III.7 a III.9) 

ERA [%] 

 

Figure III.7: Diagrammes de distribution d’ER [%] du modèle SVM de La quantités 

adsorbées 1 

 

 

Figure III.8 : Diagrammes de distribution d’ER [%] du modèle SVM de La quantités 

adsorbées 2 

ERA [%] 

ERA [%] 
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Figure III.9 : Diagrammes de distribution d’ER [%] du modèle SVM de La quantités        

adsorbées 3. 

          Le calcul de la fonction d'erreur est nécessaire pour évaluer les courbes l'adsorption 

statistique aux celles obtenues expérimentalement. Par conséquent, à l'aide de MATLAB, Le 

tableau III.  Montre l'erreur absolue moyenne (MAE), le modèle erreur prédictive (MPE), 

erreur quadratique moyenne (RMSE), erreur standard de prédiction (SEP), et écart    prédictif 

résiduel (RPD) du quantités adsorbées (qe1, qe2, qe3) sur la phase d’apprentissage la phase de 

test, et la phase totale. 

                                         Tableau III.5 Performances des modèles SVM. 

                 L’erreur 

qe 

MAE MPE (%) RMSE SEP(%) RPD 

qe1 0.54776149 4.4350559 1.13694365 7.8130479 12.1574916 

qe2 0.47890223 6.22211801 0.69407949 4.50765948 19.9508236 

qe3 2.13516987 9.3623792 3.36208489 7.37799326 15.021334 

  

ERA [%] 
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            Figure III.10 : Comparaison statistique entre la quantité adsorbée (qe1, qe2, qe3) 

III.3.3 Comparaison entre les résultats expérimentaux est prédits  

Les figures (11,12) représentent la quantité adsorbée ( qe
exp

) en fonction de la 

concentration à l’équilibre (Ce) sous l’effet du pH et la température, elles montrent bien que 

les points calculés par le modèle SVM sont juxtaposés sur celles de l'expérimentales, ce qui 

confirme une autre fois la performance du modèle SVM optimisé. 
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 (a) 

 
(b) 

 

Figure III.11 : (a)et (b) Comparaison entre 𝑞𝑒
𝑐𝑎𝑙 par SVM et 𝑞𝑒

𝑒𝑥𝑝
 des trois adsorbats 

(Pb+2, Hg+2, Zn+2)    à différente température (25 et 30°C ) en fonction de la concentration Ce. 
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(a) 

 
(b) 

 

Figure III.12 : (a)et (b)  Comparaison entre 𝑞𝑒
𝑐𝑎𝑙 par SVM et 𝑞𝑒

𝑒𝑥𝑝
 des trois adsorbats 

(Pb+2+Cu+2+Cd+2) à différent pH (4.1 et 6.45) en fonction de la concentration Ce. 
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III.4 Analyse de sensibilité des modèles SVM 

Une analyse de sensibilité a été réalisée pour évaluer l'effet des paramètres d'entrée sur 

la quantité adsorbée. L'entrée la plus pertinente peut être reconnue par le facteur de pertinence 

r, compris entre -1 et +1. Le facteur de pertinence (r) a été appliqué pour évaluer le degré 

d'influence de chaque paramètre sur la quantité adsorbée, les valeurs ont été calculées à l'aide 

de la formule suivante (Baghban et al., 2018) : 

                           rk =
∑ (Xk,i−Xk̅̅ ̅̅ )(yi−y̅)n

i=1

√∑ (Xk,i−Xk
̅̅ ̅̅ )

2
∑ (yi−y̅)2n

i=1
n
i=1

  , k=1……5                                              (III.9)  

Avec : 

Xki : est l’ième valeur de l’entrée k          

Yi : est l’ième valeur de sortie  

 𝐗𝐤
̅̅̅̅  : est la valeur moyenne de l’entrée k 

 𝐲̅ : est la valeur moyenne du paramétré de sortie  

La valeur absolue de rk  a une relation directe sur la sortie ,comme on peut le voir sur la figure 

(III.13) : 

 

    

             Figure III.13 : Résultats de l’analyse de sensibilité réalise sur les modèles SVM 
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III.5 Interface graphique  

      Après avoir construit le modèle SVM, c’est-à-dire déterminer ses poids synaptiques et ses 

biais, nous avons développé un programme informatique en langage MatLab®. Cette 

démarche permet à l’utilisateur d’avoir tous les inputs nécessaires à l’exécution de ce modèle 

pour calculer la sortie. Cette démarche a été faite dans le but d’apporter plus de souplesse à 

l’utilisation de modèle SVM élaboré. Le programme va donc permettre de faire un calcul 

simple et rapide du qe.  

 

Figure III.14 : Interface graphique développée pour le calcul de la quantité adsorbée 

 

III.6 Conclusion 

Cette contribution avait comme objectif de modéliser le processus d’adsorption en 

employant les techniques d’intelligences artificiels. Les résultats sont présentés comme suit :  

Un seul modèle de type support vecteur machine (SVM) a été développé en employant une 

base de données regroupant plusieurs systèmes d’adsorption de métaux lourds. Ce modèle a 

été développé pour calculer la capacité d’adsorption en employant quelques paramètres 

caractérisant les adsorbats et l’adsorbant comme matrice d’entrée. En se basant sur la théorie 

de la méthode de la modélisation nono-linéaire SVM, un programme Matlab a été fait pour 

entrainer et optimiser les paramètres de la méthode SVM tes que {nombre de support vecteur 
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et les hyperparamètres}. La performance de ce modèle été validée sur des données réelles et 

en employant quelques critères statistiques tels que REQM {1.13, 0.694, 3.362}, EAM 

{0.547,0.478, 2.135} et R² {0.9963, 0.9963, 0.9963}, les résultats montrent que ce modèle est 

capable de prédire les trois quantités adsorbées avec de très grande précision. Les résultats 

sont encourageants et ouvrent de nouvelles perspectives de recherche. Plus d’une étude de 

sensibilité montrant l’intérêt de chaque entrée par rapport à la sortie, une interface graphique 

conviviale a été conçu pour faciliter le calcul des capacités d’adsorption sans connaitre le 

phénomène physique.  
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Conclusion générale 

Notre travail a pour objectif   modélisation de phénomène de l’adsorption multi-

composants de différentes adsorbats (métaux lourds) sur différents adsorbants par la  

méthode  machines à vecteur de  support et qui font partie de nouvelles techniques sous 

l’égide de l’intelligence computationnelle ou des science cognitive .Les données 

expérimentales sont extraites de courbes expérimentales récemment publiées dans des 

articles scientifiques et analysées de manière statistique à l'aide du logiciel Digitizer 4.1. 

Les entrées choisies pour le modèle machine à vecteur de support qui sont usuelles 

et disponible dans bibliographie, les rendent encore plus pratique dans leur utilisation et 

par conséquent plus compétitives. Par contre la recherche de la machine à vecteur de 

support optimal nécessite la confection d’un programme en langage MATLAB comportant 

plusieurs boucles afin de tenir compte des paramètres constituant la topologie et 

l’architecture du (SVR). 

           La modélisation des quantités adsorbées pour un mélange tertiaire sur divers 

adsorbants. Nous avons utilisé un model (machine à vecteur de support (SVR)) où suivi les 

fonctions de noyaux (RBF, linear et polynomial) et les paramètres de modèle (la constante 

C, potentiel de polanyi et largeur de la bande d’un nouyan goussian) avec une différence 

dans la division de la base de données pour (test, apprentissage), nous avons obtenu un 

REMS = [2.1451 ,1.9043 ,2.0880], R2 = [0.9963,0.9963,0.9963], 

RPD = [12.1574 ,19.9508 ,15.0213], EAM [0.547,0.478, 2.135]. 

Les résultats obtenus ont montré qu’un modèle présentent de bonnes aptitudes à 

prédire les quantités adsorbées bien qu'une minime préférence va pour le modèle SVR.  

Dans le futur, on envisage : 

• Modéliser l’adsorption multi-composants avec d’autres techniques l’intelligences 

artificiels tels que RNA, ANFIS et autres.  

• Employer autre fonction de minimisation tels que algorithmes d’optimisation de 

libellule et autre.  
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