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Avant propos

La vie moderne méne I’homme actuel & confronter des situations problématiques d’un
systéme de relations sociales et économiques trés complexe. De plus en plus d’éléments
doivent étre pris en compte lors des prises des décisions concernant une action donnée qui
deviennent 1’objet de véritables recherches qui ne peuvent étre menées sans l'aide d’outils
mathématiques appropriés. C’est ainsi que s’est développé un domaine de mathématiques

centré sur l'activité de décision : la Recherche Opérationnelle.

Ce n’est qu’apres la deuxiéme guerre mondiale qu’on a vu apparaitre des applications
de la Recherche Opérationnelle dans le domaine de la gestion. Cette discipline est définie
comme étant ’approche scientifique des problémes complexes rencontrés dans la direction
et la gestion de grands systémes. La théorie des graphes, la programmation linéaire,
I’optimisation combinatoire, I'optimisation dans les réseaux, les processus aléatoires, la
théorie de jeux, les files d’attente, .... sont les principales techniques mathématiques

auxquelles recourt la recherche opérationnelle.

La théorie des graphes représente une classe trés importante de la recherche opéra-
tionnelle, elle constitue un outil trés puissant pour schématiser les modéles des liens et
relations entre les objets.

[’étude des graphes a commencé en 1736 quand Fuler posa le fameux probléme:
”comment parcourir une fois et une seule fois les sept ponts de la ville de Konigsberg”.

La théorie des graphes est devenue trés utile comme modéle mathématique. Elle re-
groupe généralement des problémes assez variés qui ont tous comme caractéristique com-
mune de pouvoir étre représentés par un schéma . Ce schéma appelé graphe est constitué
par un ensemble de points (sommets) représentant des individus, des objets, des situa-
tions, etc ... et qui sont reliés par des fleches ou des lignes (arcs ou arétes) symbolisant les

relations entre eux.

Parmi les problémes les plus importants et trés étudié en théorie des graphes sont les
problémes de domination, les problémes de coloration et les probléeme de noyau dans les

graphes, de nombreuses recherches, au-dela de I'importance théorique liée & leur résolution,



ces problemes trouvent également un intérét pratique dans la modélisation des problémes
réels issus de l'industrie. La technique de domination est devenue donc un outil tres
puissant dans la résolution des problémes de la théorie des graphes. Généralement, il
s’agit de trouver un ensemble de sommets d’un graphe qui satisfasse certaines conditions

d’optimalité.

Ce cours s’adresse aux étudiants du deuxiéme année Master, Recherche Opérationnelle.
Il a pour objectif de donner les bases en théorie de graphes,et il est structuré de maniére
que lattention du lecteur se focalise sur les applications pratiques. Il est composé de quatre
chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons les définitions et les notions de base
nécéssaires utilisées tout au long de ce document. Les notions propres a un chapitre donné
seront définies dans le chapitre lui méme. Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons la
domination dans les graphes, nous définissons quelques paramétres de domination et nous
donnons des bornes sur ces parmetres avec des caractérisations des graphes extrémaux.
Au chapitre trois, nous etudions la coloration des sommets et la coloration des arétes dans
les graphes en donnant des bornes sur le nombre chromatique x et I'indice chromatique y’
d’un graphe. Dans le dernier chapitre, nous donnons un apergu générale sur les digraphes
et nous étudions I'existance d’un noyau dans un digraphe.

Ce cours s’appuie sur les livres de Berge [12], Haynes, Hedetniemi et Slater [62, 63| et

sur beaucoup d’articles.



CHAPITRE 1

NOTIONS GENERALES SUR LES GRAPHES

Dans ce chapitre, nous introduisons les notions et terminologie utilisées dans ’ensemble de
ce document. Dans la premiére partie, nous rappelons quelques définitions de base de la
théorie des graphes. Ensuite nous donnons un bref apercu sur les parameétres structurels

d’un graphe. Enfin nous citons quelques invariants de graphes.

1.1 Concepts fondamentaux

1.1.1 Définition d’un Graphe

Un graphe G = (V, E) est la donnée de deux ensembles finis, un ensemble de sommets V'
et un ensemble d’arétes E. Le cardinal de V' est appelé ordre de G, noté par n(G) et le
cardinal de E est appelé la taille de GG, noté par m(G). Une aréte e € E est un couple
de sommets {u, v} notée par uv, ol u et v sont les extrémités de e. On dira dans ce cas
que u et v sont adjacents et que e est incidente a v et v. Une boucle est une aréte dont
les deux extrémités sont confondues. Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans
arétes multiples. Dans ce qui suit, on cosidére que les graphes simples.

Par exemple, la Figure 1.1. montre un graphe simple G = (V, E) avec V(G) =
{z,y,2z,u,v} et E(G) = {zy,yz, zz, zu, xu, uv}.

Y z v

Ficure 1.1. Un graphe G

Le voisinage ouvert d’un sommet v est Ng(v) = {u €V :uv € E} et le voisinage

fermeé de v est Ng[v] = Ng(v) U {v}. Pour un sous-ensemble S C V' le voisinage ouvert



de S est Ng(S) = J,.q Na(v) le voisinage fermé est Ng [S] = Ng (S) U S et le voisinage

ves
privé d'un sommet v € S par rapport a S, noté pn[v,S], est Pensemble des sommets
du voisinage fermé de v qui n'ont pas de voisins dans S autre que v, ie, pn[v;S] =
{u eV :Nlu|—-S={v}}

Le degré d’un sommet v € V, noté dg(v) est égal au cardinal de son voisinage ouvert.
On note par Ng(z) = Ng(z) NS et dg(v) = |Ns(z)|. On notera par A(G) et 6(G),
respectivement, le degré maximum et le degré minimum dans G. Un sommet de degré
nul sera dit sommet isolé, un sommet de degré égal a un sera dit sommet pendant. Un
sommet adjacent a un sommet pendant sera dit sommet support et une aréte incidente a
un sommet pendant est appelée aréte pendante.

Pour le graphe G de la Figure 1.1. Le voisinage ouvert du sommet b est Ng(y) = {z, 2}
et son voisinage fermé est Ng[b] = {z,y, z}. Le graphe G n’a pas de sommets isolés, et v
est un sommet pendant. Le degré minimum du G est donc §(G) = 1 et le degré maximum
est A(G) = 3.

Le théoréme suivant est un résultats qui relie la somme des degrés des sommets et la

taille d’un graphe.

Théoréme 1.1. Soit G = (V, E) un graphe simple, avec V = {v1,va, ...,v,}, Alors on a:
S da (0) = 2m,

1.1.2 Distance, excentricité et diameétre

Soit u et v deux sommets d’un graphe G. On appelle distance entre u et v, notée dg(u, v),
la longueur de la plus courte chaine joignant u et v. L’excentricité d’un sommet v dans G
est exc(v) = max {dg(v;w) : w € V}. Un sommet de G ayant une excentricité minimum
est appelé un centre.

Le diamétre de G, noté diam(G), est égal max {exc(v) : v € V'}.

Pour le graphe G de la Figure 1.1. dg(z,v) = 2, exc(u) = 2 et diam(G) = 3.

1.1.3 Quelques graphes particuliers

Soit G = (V, E) un graphe simple.
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Pour un sous-ensemble S C V, le sous graphe induit par S noté par G[S] est le graphe
ayant S pour ensemble de sommets et dont les arétes sont celles de E ayant leurs deux
extrémités dans S.

Pour un sous-ensemble U C F, le graphe partiel de G défini par U noté G est le graphe

dont les ensembles de sommets et d’arétes sont respectivement V' et U (Voir Figure 1.2.).

d a a d

Z; C € Cc C 6.

FIGURE 1.2. Le sous graphe de G induit par {a,b, c} et un sous graphe partiel de G.

Le graphe complémentaire de G noté G est un graphe ayant le méme ensemble de

sommets que G et une aréte est dans G si elle n’est pas dans G (Voir Figurel.3.).

Cy 2P,

FiGUuRE 1.3. Un graphe et son complémentaire

Pour r > 2, un graphe est dit r-parti si I’on peut partitionner I’ensemble de ses sommets
en 1 sous-ensembles Xp, Xs, ..., X, tels que les sous graphes G[X;], G[X3],..., G[X,] ne
contiennent aucune aréte. En particulier, pour » = 2, le graphe G est appelé biparti. Si un
sommet dans un ensemble de partition X; d’un graphe r-parti est adjacent a tout sommet
des autres ensembles X : j # ¢ pour tout sommet dans G, alors G est appelé multiparti

complet et noté par K, ,, . ,. avec p; = |X;| pour j € {1,2,...,r} (Voir Figurel.4.).

FIGURE 1.4. Le graphe Kj 3
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Un arbre est un graphe connexe ayant exactement n — 1 arétes (Voir Figure 1.5.).

FI1GURE 1.5. Un arbre

Une chaine P dans un graphe G = (V, F) est une séquence finie de sommets vy, va, ..., vy
de V telle que v;v;11 € F pour tout 1 <1 < k—1. L’entier k — 1 représente la longueur de
la chaine P et les deux sommets v; et v, sont appelés respectivement extrémité initiale et
extrémité finale de la chaine P. Une chaine est dite élémentaire (respectivement, simple)
si tous ses sommets sont distincts (respectivement, toutes ses arétes sont distinctes). Une
corde est une aréte reliant deux sommets non consécutifs dans une chaine. Une chaine
minimale induite par n sommets, notée par P,, est une chaine élémentaire sans cordes.

Une étoile K, est un arbre a n + 1 sommets ayant n sommets pendants.

Une chenille C(ty,ts, ..., ts) est un arbre dont la supression de ses sommets pendants

donne une chaine uq, us, ..., us, o t; est le nombre de sommets pendants adjacents a u;

(Voir Figure 1.6).

F1GURE 1.6. Une chaine, une étoile et une chenille

Un cycle est une chaine dont les deux extrémités sont confondues. Un cycle élémentaire

C,, induit par n sommets est un cycle dont les sommets sont distincts (Voir Figure 1.7.).

F1GURE 1.7. Le cycle C}5
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Un cactus est un graphe, ou toute aréte appartient a au plus un cycle. Un graphe

contenant un seul cycle est appelé un unicycle (Voir Figure 1.8.).

FI1GURE 1.8. Un cactus

Un graphe G est d-régulier si tous ses sommets sont de degré d.

Un graphe complet d’ordre n, est un graphe dont tous les sommets sont adjacents. Un
graphe complet G est un graphe (n — 1)-régulier.

Un graphe discret d’ordre n, est un graphe dont tous les sommets sont non adjacents.

Un graphe discret G est un graphe O-régulier (voir Figure 1.9.).

FiGURE 1.9. Un graphe 3-régulier

Etant donné un graphe F', un graphe G est dit sans F' si G’ ne contient pas F' comme
sous-graphe induit.

La notion de sous graphes induits est trés importante en théorie des graphes car elle
permet de définir des classes de graphes caractérisées par sous-graphes exclus ou interdits.

Par exemple, la classe des arbres est caractérisée par exclusion des cycles, la classe des
graphes bipartis est caractérisée par exclusion des cycles impairs, etc...

Parmi la liste des classes de graphes définies par les sous graphes exclus on trouve la
classe des graphes sans griffe K 3, la classe des graphes sans patte K3 + e, la classe des

graphes sans cycle Cy, etc...(voir Figure 1.10.).
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K173 K173 +e 04
Ficure 1.10.

1.1.4 Quelques opérations sur les graphes

Une subdivision S(G) d’un graphe G est le graphe obtenu en remplacant chaque aréte uv

de G par un sommet w et les deux arétes uw et wov (voir Figure 1.11.).

FiGURE 1.11. La subdivision d’une étoile

La k-couronne de G = (V, E) est le graphe d’ordre (k + 1) |V| obtenu d’une copie de
GG en attachant & chaque sommet de G une chaine de longueure £ — 1 de maniére que les
chaines soient disjointes. Pour & = 1, la 1-couronne de G est appelé la couronne de G

(voir Figure 1.12.).

FiGURE 1.12. Le cycle C4 et sa couronne Cy o K,

Etant donné deux graphes G = (Vi, Fy) et Gy = (Va, Ey) avec Vi NV, = @.

L’union de G et Gy est le graphe G; U Gy = (V4 U V,, E1 U Es) et leur joint est le
graphe G1 + Go = (ViU V4, By U Ey U Ep ) ot By = {ay :x € Vi,y € Va}.

Le produit carré GOH est le graphe G = (V, E) tqV = {(u,v) :u € V(G),v € V (H)}
et deux sommets (uy,v1) et (ug,vy) sont adjacents si u; = ug et vyvy € E(H) ou v = vy

et ujus € E(G).
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FI1GURE 1.13. Le produit carré P, 1P,

Le produit croisé Gy x G5 est le graphe G = (V, E) tel que V = {(u,v) : uw € Vi,v € Va}
et E(Gl X Gg) = {(ul,vl)(u2,vg) T ULU2 € E(G),Uﬂ)Q S E(H)}

FIGURE 1.14. Le produit croisé¢ P, X P,

Le produit total G1 X G5 est le graphe G = (G10G3) U (G x G3).

FIGURE 1.15. Le produit total P, X P,

1.1.5 Connexité

La relation ~ entre les sommets d’'un graphe G est définie comme suit : v ~ v si et
seulement s’il existe dans G une chaine reliant u a v. Cette relation est une relation
d’équivalence. Les sous-graphes induits par les classes d’équivalence sont appelés com-
posantes connexes de G.

Le graphe G est dit connexe s’il posséde une seule composante connexe.

Une forét est un graphe ou chaque composante connexe est un arbre.

Si G est connexe, alors G est dit co-conneze. Les complémentaires des composantes
connexes de G sont appelées composantes co-connexes de GG. 1l est bien connu que pour

tout graphe G, G et G ne peuvent étre tous les deux non connexes.
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Une aréte e d'un graphe G est appelée isthme (aréte d’articulation du graphe G) si
sa suppression augmente le nombre de composontes connexes, i.e. si G' est connexe alors
GG — e n’est pas connexe.

Un sommet v d’un graphe G est un sommet d’articulation si sa suppression augmente
le nombre de composontes connexes, i.e. si G est connexe alors G — v n’est pas connexe.

Le théoréeme suivant donne une caractérisation pour qu'une aréte d’un graphe soit un

isthme.

Théoréme 1.2. Une aréte e d’un graphe connexe G est un isthme si et seulement si e

n’appartient a aucun cycle de G.

Un bloc dans un graphe G est un sous graphe connexe maximal qui ne contient pas de
sommet d’articulation, on dit aussi 2-connexe maximal.

Un bloc graphe G est un graphe dont tous les blocs sont complets. Si G ne posseéde
pas de sommet d’articulation, alors GG est lui méme un bloc. L’intersection de deux blocs

contient au plus un sommet (voir Figure 1.16.).

AN

FiGURrE 1.16. Un graphe a 5 blocs

1.2 Invariants de graphes

Deux graphes sont dits isomorphes s’il existe une fonction bijective entre les ensembles des
sommets des deux graphes telle que deux sommets sont adjacents dans I'un des graphes si
et seulement si leurs images par la fonction bijective sont adjacentes dans ’autre graphe.
Si deux graphes sont isomorphes alors ils ont des propriétés communes. Ces propriétés
communes sont appelées invariants de graphes, en d’autres termes un invariant est une
propriéte stable par isomorphsime. Le nombre de sommets et d’arétes sont deux invariants

de base d'un graphe.
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Nous définissons ci-apres quelques invariants de graphes intervenant dans la suite.

1.2.1 Couplage

Etant donné un graphe G = (V, E'), on appelle couplage de G un sous-ensemble d’arétes de
E deux & deux non adjacentes. Un couplage maximum est un couplage de taille maximale.
On désigne par ay(G) la taille d’un couplage maximum dans G. Un sommet d’un graphe
est saturé par un couplage de ce graphe lorsqu’il est extrémité d’une aréte de ce couplage.
Autrement, il est insaturé par ce couplage. Un couplage qui sature tous les sommets de
G est dit parfait.

—Le cardinal d’un couplage d’un graphe d’ordre n est au plus n/2, ceci est di au fait
que chaque aréte du couplage sature deux sommets.

—~Un couplage est parfait si et seulement si ag(G) = n/2.

— Tout graphe d’ordre impair ne contient pas de couplage parfait. Egalement, un

graphe d’ordre pair ne posséde pas nécessairment un couplage parfait.

1.2.2 Stable

On appelle stable d'un graphe G = (V| F) un sous ensemble de sommets de V' deux a
deux non adjacents. Un stable maximum de G est un stable de cardinalité maximale. La

cardinalité d’un stable maximum est appelée nombre de stabilité, et notée a(G).

1.2.3 Clique

On appelle clique d'un graphe G = (V, E) un sous ensemble de sommets de V' deux a
deux adjacents. Une clique maximum de G est une clique de cardinalité maximale. La

cardinalité d’une clique maximum est appelée nombre de clique, et notée w(G).

1.2.4 Transversal

On appelle transversal d'un graphe G = (V, E) un sous ensemble 7' de sommets de V' tel
que toute aréte de /' a au moins une de ses extrémités dans 7". En d’autres termes, un

transversal T' est un ensemble de sommets qui couvre toutes les arétes de G. Notons que si



17

T est un transversal alors V' — T est un stable. Un transversal minimum est un transversal
qui a le plus petit nombre possible de sommets. La cardinalité d’un transversal minimum

est appelée nombre transversal, et notée 7(G).
Théoréme 1.3 (Gallai [55] 1959). Soit G un graphe simple d’ordre n. Alors
7(G) + a(G) = n.
Théoréme 1.4 (Konig [71] 1931). Si G est biparti, alors
7(G) = ap(G).

Corollaire 1.5. Si G est un graphe biparti, alors 7(G) = n/2 si et seulement si G a un

couplage parfait.

1.2.5 Recouvrement

On appelle recouvrement d’un graphe G = (V, E) sans sommet isolé, un sous ensemble
d’aréte R de E tel que tout sommet de G est extrémité d’une aréte de R. En d’autres
termes, un recouvrement R est un ensemble d’arétes qui couvre tous les sommets de G.
Un recouvrement minimum est un recouvrement de cardinalité minimum. On désigne par
v(G) la taille minimum d’un recouvrement de G.

Notons qu’un recouvrement existe toujours dans un graphe sans sommets isolés. Egale-

ment, v(G) > n/2, de plus R contient toutes les arétes pendantes.

Proposition 1.6. Un ensemble d’arétes R d’un graphe sans sommets isoles G = (V, E) est
un recouvrement de G si et seulement si Ggr = (V, R) est une forét dont chaque composante

connexe est une étoile.

Théoréme 1.7 (Gallai [55] 1959). Soit G un graphe simple d’ordre n sans sommets isolés.
Alors
v(G) + ap(G) = n.
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1.3 Aspects algorithmiques et notion de complexité

Beaucoup de problémes sont réputés difficiles en théorie des graphes. On introduit quelques
éléments de base sur la complexité algorithmique et on définit quelques problémes connus.

Un algorithme est une procédure de résolution composée d’une suite finie d’opérations
élémentaires qui, pour toute instance du probléme a traiter, transforme les données initiales
(entrées) en résultats (sorties). Le mot "algorithme" vient du nom du mathématicien Al
Khawarizmi (9™ siecle) qui a fournit le premier algorithmique pour résoudre les équations
linéaires et quadratiques.

Un probléme d’optimisation combinatoire consiste & déterminer un meilleur élément
parmi un nombre fini d’éléments mais souvent tres élevé. Pour ce type de problémes,
il est nécessaire de mesurer D'efficacité de tout algorithme mis en oeuvre. Ainsi, pour
comparer les performances de plusieurs algorithmes résolvant un méme probléme, il existe
une mesure basée sur leur temps d’exécution; c’est la complexité en temps.

L’analyse de la complexité d'un algorithme donne une estimation du temps d’exécution,
exprimé en termes du nombre d’opérations élémentaires, en fonction de la taille de 'entrée,
exprimée en termes du nombre de caractéres nécessaires pour coder les données du prob-
leme. La notation de Landau O est utilisée pour donner une majoration du nombre
d’opérations effectuées en fonction de la taille de ’entrée.

La notion d’algorithme efficace ou polynomial a été introduite par J. Edmonds [47].
Un algorithme est dit polynomial si le nombre d’opérations élémentaires 7'(n), nécessaire
pour résoudre un probléme de taille n, est borné par un polynéome en n, c’est-a-dire, si
T(n) < c.n® (c et k étant des constantes). Un tel algorithme est dit de complexité O(nk).

Un probléme de décision est un probléme dont la réponse attendue est de type “oui”
ou “non”. La théorie de la complexité fournit une classification des problémes de décision
selon leur niveau de difficulté.

Un probleme de décision est dit appartenir & la classe P, s’il existe un algorithme
polynomial pour le résoudre. Plusieurs problémes de graphes appartiennent a P, tels :
la connexité, le couplage parfait, le plus court chemin, le flot maximum, 1’arbre de poids

minimum etc.



19

Un probléme de décision est dit appartenir & la classe NP g’il existe, pour toute instance
dont la réponse est “oui”, un certificat vérifiable en temps polynomial en la taille des
données. La classe NP (Non déterministe Polynomial) réunit les problémes de décision
qui peuvent étre résolus en temps polynomial par un algorithme non déterministe. Nous
retrouvons dans cette classe, tous les problemes classiques en théorie des graphes, tels :
I'indépendance (stabilité), la coloration la domination etc.

Evidemment, P C NP. Mais la classe NP contient des problémes pour lesquels on ne
connait pas d’algorithme polynomial de résolution. De ce fait, une question majeure reste
posée a ce jour : Est-ce que P = NP?

Plusieurs classes de complexité sont définies a ’aide de réductions. Une réduction est
une transformation d’un probléeme P; a un autre probleme P, s’il existe un algorithme
pour P; qui fait appel a un algorithme de résolution de P,. On dit que P; est au moins aussi
difficile que P;. Il existe plusieurs réductions, la plus utilisée est la réduction polyndmiale.

Un probléme de la classe NP est dit NP-complet, si tout probléme dans NP peut lui
étre réduit en temps polynomial. En d’autres termes, s’il existait un algorithme polyno-
mial permettant de résoudre un probléeme NP-complet, alors il existerait un algorithme
polynomial pour tous les problémes de la classe NP, et on aurait I'égalité P = NP. Les
problémes NP-complets sont les plus difficiles de la classe NP.

Il est montré par Ladner [72] que si P # NP alors ils existent des problémes qui ne
sont ni dans P, ni NP-complet, ils sont dits NP-intermédiaire.

Il existe un lien fort entre un probléme de décision et un probléme d’optimisation.
En fait, la plupart des problémes de décision ont une version d’optimisation. Les prob-
lemes d’optimisation associés aux probléme de décision NP-complets sont qualifiés de NP-
difficiles. Un probléme NP-difficile (ou NP-dur) est un probléme au moins aussi difficile
qu’un probléme NP-complet.

Pour une présentation plus compleéte, le lecteur peut consulter article de Cook [37],
ou l'ouvrage de Garey et Johnson [56].

A noter que pour une sous classe de graphes H d’une classe G, si un probléeme Q est
NP-complet pour H alors il I’est pour G. Et, un algorithme qui résout Q pour G, le résout

aussi pour H.
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Notons que, dans un graphe G = (V| F), la taille d’une instance est |V| + |E|.

Quelques problémes de décision NP-Complets : Le premier probléme NP-
Complet a été trouvé par Cook qui a montré que SAT (Satisfaisabilité) était complet

et tout probléme de décision est polynomialement réductible & SAT.

Soit X = {x1,...x,} un ensemble de variables booléennes z; € {0,1}, Cy,Cs,...,Cp,
des clause et soit ’expression booléenne £ = C1;NCyN...NC,, ol pour tout 7 = 1,...,m;
la clause C; =z} Vi, V.. V] avec r* =z ouZ.

Probléme: SATISFAISABILITE

Entrée : Une formule booléenne £ = C; N CyN...NC,, sur un ensemble de variables
booléennes X.

Question : Existe-t-il une affectation de valeurs de vérité pour X tel que la formule F

soit satisfaite, (c-a-d C; vraie pour tout 7)?

Avec plusieurs variantes NP-complétes :

— SAT-k : SAT avec au plus k occurrences de chaque x;.

— 3-SAT : SAT ou chaque clause a 3 littéraux C; = xj, V 2}, V ... V x7j,.

— 3-SAT NAE : "not all equal", les trois variables de chaque clause ne sont pas toutes
a la méme valeur.

— 3-SAT OIT : "one in three", exactement une variable est VRAI dans chaque clause
Théoréme 1.8 (Cook). Le probléme de reconnaissance SAT est NP-Complet.

Il en résulte que si 'on disposait d’un algorithme efficace pour résoudre SAT, alors on

saurait résoudre efficacement tout probléme de la classe NP.

Remarque 1.9. 2-SAT est un probléeme de P.
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Parmi les premiers problémes de décision connus NP-complets sont les problemes :

Probléme: CLIQUE

Entrée : Un graphe G = (V, E) et un entier p < |V|.

Question : Y a-t-il un sous-ensemble K C V de cardinalité p tel que Vr,y € K,
xy € E?

Complexité : NP-complet.

Probléme: STABLE (INDEPENDENT)

Entrée : Un graphe G = (V, E) et un entier p < |V|.

Question : Y a-t-il un sous-ensemble S C V' de cardinalité p tel que Vz,y € S, zy ¢ E?
Complexité : NP-complet.

Probléme: TRANSVERSAL

Entrée : Un graphe G = (V, E) et un entier p < |V|.

Question : Y at-il un sous-ensemble C' C V' de cardinalité au plus p tel que pour toute
aréte xy € F, soit x € C ouy € C7

Complexité : NP-complet méme pour les graphes bipartis et les graphs scindés [56].

Il suffit pour cela de remarquer que le probléme de la CLIQUE dans un graphe G =
(V, E) est équivalent au probléme du STABLE dans le graphe complémentaire de G.

Le probléme du STABLE se réduit polynomialement au probléme du TRANSVERSAL
puisque si S est un stable, 7' =V — S est un transversal dans G = (V, E).
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CHAPITRE 2

LA DOMINATION DANS LES GRAPHES

Le concept de domination trouve son origine dans le jeu d’échec. Le principe est de couvrir
(dominer) I’ensemble des cases par certaines piéces du jeu. L’idée semble remonter au 16°™¢
siecle en Inde (Voir [66]). En 1862, De Jaenisch [69] posa le probléme suivant: Déterminer
le nombre minimum de reines a placer sur 1’échiquier de telle maniére que chaque case
soit occupée par une reine ou bien peut étre occupée en un seul mouvement par 'une des
reines. Pour un échiquier 5 x 5 le nombre minimum est 3 et pour un échiquier 8 x 8 le
nombre minimum est 5. Le nombre minimum pour un échiquier n x n reste indéterminé
jusqu’a présent. Pour plus de détails voir [53].

En 1958, Claude Berge [10] donna une formulation de la domination dans les graphes
orientés. Le nombre de domination s’appelait alors coefficient de stabilité externe.

L’appelation actuelle du nombre de domination est due a Ore [88] en 1962. La domi-
nation n’a connue sa veritable expansion qu’apreés la parution de 'article de Cockayne et
Hedetniemi [33] en 1977.

Depuis, I’étude de la domination dans les graphes avec des propriétés additionnelles a
donné naissance a plusieurs parameétres de domination dont la résolution est NP-Complet
(Voir [21, 73, 77]). Une étude approfondie de quelques types de domination fera I'objet
des prochains sections.

En 1990, Un numéro spécial de la revue Discrete Mathematics édité par Hedetniemi
et Laskar a été consacré entierement & la domination dans les graphes. Dans ce numéro,
Hedetniemi et Laskar [66] ont inclus une liste de quelques 400 références. On dénombre

actuellement quelques 200 types de domination et plus de 3000 références dans le domaine.
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2.1 Problémes étudiés

Comme les parameétres de domination sont difficiles a déterminer (probléme d’optimisation
combinatoire NP-difficiles) et en 1’absence de valeurs exactes pour ces parameétres, on est

amené vers :

1. La recherche de bornes supérieures et inférieures simples a vérifier en fonction de

Pordre n de G, degré maximum A, degré minimum ¢, etc...

2. La recherche des graphes extrémaux, i.e. caractériser les graphes pour lesquelles ces

bornes sont atteintes.

3. La recherche des inégalités entre certains d’entre eux ainsi que des conditions per-

mettant d’obtenir I'égalité.

4. Trouver, pour un paramétre donné p(G), des relations entre p(G) et u(G) de type
Nordhauss-Gaddaum (somme et produit), i.e. trouver deux fonctions fi(n,A,d) et

f2(n7 Aa 5) telles que M(G) + H(G) < fl(n7 A? 5) et H(G)/L(a) < f2(n7 Aa 5)

5. La recherche d’algorithmes polynomiaux, pour certaines classes de graphes (arbres,

bipartis etc.).

2.2 La domination

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1. Soit G = (V, E) un graphe simple. Un sous ensemble de sommets D C V
de G est dit ensemble dominant si tout sommet de V — D est adjacent ¢ au moins un

sommet de D.

Définition 2.2. Soit G = (V, E) un graphe simple. Un ensemble dominant D est dit

dominant minimal si aucun sous ensemble propre de D n’est un ensemble dominant.

Les deux premiers théorémes sur les ensembles dominants sont diis & Ore.
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Théoréme 2.3 (Ore [88] 1962). Soit D un ensemble dominant d’un graphe simple G =
(V,E). Alors D est minimal si et seulement si pour tout sommet u € D, u est isolé dans

D ou u a un voisin privé dans 'V — D.

Preuve. Soit D est un ensemble dominant minimal de G. Par définition, pour tout
sommet v € D, D — {u} n’est pas un ensemble dominant. Donc il existe un sommet
v € (V — D) U {u} non dominé par l'ensemble D — {u}. Si v = u; alors u est isol¢ dans
D. Si v # u, alors u est I'unique voisin de v dans D (i.e, N(v) — D = {u}).

Inversement. Supposons que D est un ensemble dominant non minimal. Alors il existe
u € D tel que D — {u} est un ensemble dominant. Donc u a un voisin dans D, d’ou la
premiére condition n’est pas vérifiée. Puisque D — {u} domine V, alors tout sommet de
V — D a un voisin dans D — {u} et par conséquent la deuxiéme condition n’est pas vérifiée

aussi pour u, contradiction. ]

Théoréme 2.4 (Ore [88] 1962). Si G = (V, E) est un graphe simple sans sommets isolés
d’ordre au moins 2 et D est un ensemble dominant minimal de G, alors V — D est un

ensemble dominant de G.

Preuve. Soit v € D. Alors v satisfait 'une des deux propriétés du Théoréme 2.3.
Supposons d’abord qu’il existe un sommet w € V — D tel que N(w) N D = {v}. Alors v
est adjacent a un certain sommet dans V' — D. Supposons maintenant que v n’a aucun
voisin dans D. Alors v est un sommet isolé dans le sous-graphe G[D]. Puisque v n’est pas
isolé dans (G, alors le sommet v doit étre adjacent & un certain sommet de V' — D. D’ou

V' — D est un ensemble dominant de G. O

Corollaire 2.5. Tout graphe sans sommets isolés d’ordre au moins 2 posséde un ensemble

dominant D dont l'ensemble V. — D est aussi un ensemble dominant.

Définition 2.6. Le nombre de domination inférieur (ou nombre de domination) d’un
graphe G, noté v(Q), représente le cardinal minimum d’un ensemble dominant de G.
Un ensemble dominant minimum avec une telle cardinalité est appelé v(G)-ensemble,

on note qu’un graphe G peut avoir plusieurs ~(G)-ensembles.
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La cardinalité maximum d’un ensemble dominant minimal est appelée nombre de dom-

ination supérieur, et est noté par I'(G).

Par exemple pour le graphe K3 de la Figure 2.1, 7(G) = 2, et {u, v}, {u,z} et {v, z}
sont des 7(G)-ensembles. I'(G) = 3 et {z,y, 2} est 'unique I'(G)-ensemble.

Z y X
FIGURE 2.1.
Dans la littérature, il existe d’autres définitions équivalentes aux ensembles dominants
dans les graphes. En voici des exemples:
Un ensemble D C V est un dominant si pour tout v € V, |[N[v| N D| > 1,

Un ensemble D C V est un dominant si pour tout v € V. — D, [N (v)N D| > 1,

Un ensemble D C V est un dominant si N[D] = V.
De ce qui précede, nous avons les propriétés générales suivantes.
Remarque 2.7. Si D est un ensemble dominant d’un graphe simple G = (V| E), alors

1. un sous-ensemble de D n’est pas nécessairement un ensemble dominant de GG, tandis

que tout ensemble contenant D est un ensemble dominant de G.
2. D contient tous les sommets isolés de G.

3. Puisque ’ensemble des sommets d’un graphe est toujours un ensemble dominant
et un dominant contient au moins un sommet, alors le nombre de domination est

toujours défini et 1 < v(G) < |V].

~v(G) = 1 si et seulement si G posséde un sommet v de degré n—1 (sommet universel),

dans ce cas {v} est un ensemble dominant minimum de G.

(@) = n si et seulement si G = K,,, et V est 'unique ensemble dominant de G.
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Bollobas et Cokayne [20] ont montré que tout graphe sans sommet isolé posséde un
ensemble dominant minimum dont lequel chaque sommet satisfait la deuxiéme condtion

du Théoréme 2.3.

Théoréme 2.8 (Bollobds, Cockayne [20] 1979). Tout graphe simple G = (V,E) sans
sommet isolé posséde un ensemble dominant minimum D tel que pour tout sommet v de

D, il ezxiste un sommet w de V(G) — D dont N(w)ND = {v}.

Preuve. Parmi tous les ensembles dominants minimums, soit D un ensemble dominant
de G tel que G[D] a le maximum d’arétes possibles. Supposons, au contraire que D
contient un sommet v qui ne posséde pas la propriété énoncée. Alors par le Théoréme 2.3,
v est un sommet isolé dans G[D]. De plus, tout sommet de V — D qui est adjacent a v
doit étre adjacent aussi & un certain sommet de D. Vu que G est sans sommets isolés,
v est adjacent & un sommet w dans V' — D. En conséquence, D' = (D — {v}) U {w} est
un ensemble dominant minimum de G dont G[D’|contient au moins une aréte incidenté a
w et donc le nombre d’arétes de G[D'] est au moins le nombre d’arétes de G[D] plus un.

Ceci donne une contradiction. O

2.2.2 Applications de la domination

La domination est utilisée dans beaucoup de situations concrétes et son développement
théorique a énormément contribué dans la résolution de problémes pratiques comme les
problémes relevant des réseaux de communications, les systémes de surveillances (par
Radars), les systeémes électriques, les réseaux informatiques et d’autres. Le coté pratique
et appliqué de la domination a été souvent la cause de la naissance d’autres et nouveaux
parameétres de domination, en effet beaucoup de paramétres de domination ont vu le jour
lorsqu’on impose & la domination une condition supplémentaire dans le graphe consid-
éré. Cette condition peut étre intérieure a ’ensemble dominant, extérieure & ’ensemble
dominant ou bien intérieure et extérieure en méme temps & ’ensemble dominant. Comme
on peut imposer simultanément des conditions des deux types, par exemple un dominant
double est un dominant sans sommet isolé qui domine au moins deux fois tout sommet

exterieur.
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1. Pour son application, on considére le probléme de localisation des radars pour con-
troler une région donnée: Un certain nombre de points stratégiques a, b, c,.... (les
cellules) sont surveillés par des unités militaires pourvues de radars; on exige que
chaque cellule soit surveiller par au moins un radar. Le probléme consiste & déter-
miner le nombre minimum de radars a installer ainsi que leur emplacement de telle
maniére a controler toutes les cellules en respectant la contrainte de la domination

pour chaque cellule.

2. Considérons un réseau de communication constitué de stations fixes, et entre deux
stations quelconques il peut exister une communication directe. Le probléme posé est
de selectionner un ensemble minimum de stations pour instatller des transmetteurs,
tout en assurant pour les stations qui ne possédent pas de transmetteurs d’avoir une

liaison directe avec ceux qui en possédent.

2.2.3 Algorithmes et complexité

En 1975, Cockayene, Goodman et Hedetniemi [32] ont construit le premier algorithme
linéaire pour la détermination du nombre de domination d’un arbre. Johnson [56],en1975,
était le premier qui a montré que le probléme de détermination de (G) pour un graphe
arbitraire est NP-complet, En outre, Dewdney [40], Chang et Nemhauser [24], Bertossi [9],
indépendement, ont montré que le probléme reste NP-complet, méme si ’on se restreint
aux graphes bipartis. Booth et Johnson [21] ont montré que le probléme reste aussi NP-

complet pour les graphes triangulés.

Algorithmes de recherche du nombre de domination dans les arbres

La programation dynamique est une méthode puissante pour résoudre beaucoup de
problémes d’optimisation discréte; voir les livres de Bellman et Dreyfus [8], Dreyfus et
Law [42], et Nemhauser [85]. On choisit un sommet spécial © de G. Si on note par:

Y (G, u) = min{|D| : D est un ensemble dominant de G et u € D}.

(G, u) = min{|D| : D est un ensemble dominant de G et u ¢ D}.

Alors il facile de voir que v(G) = min{y* (G, u),y*(G, u)}.
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Supposons que H est un autre graphe avec un sommet special v. Soit I le graphs avec
le sommet special u, obtenu par I'union de G et H en ajoutant une nouvelle aréte uwv; voir

Figure 2.2.

F1GURE 2.2. La composition de deux arbres G et H.

Le but est d'utiliser v*(G, u), v°(G,u), v'(H,v) et v°(H,v) pour trouver y'(I,u) et
7°(I,u). Supposons que D est un ensemble dominant de I avec u € I. Alors D = D'UD",
ot D" est un ensemble dominant de G avec v € D’ et D" est un sous-ensemble de V (H)
qui domine V(H) — {v}. On a deux cas. Si v € D", alors D" est ensemble dominant de
H. D’autre part, si v ¢ D", alors D" est un ensemble dominant de H — v. Pour couvrir
le dernier cas. Le nouveau probléme suivant est introduit.

7(G, u) = min{| D] : D est un ensemble dominant de G — u}.

Notons que v*°(G,u) < 7°(G, u), car un ensemble dominant D de G avec u ¢ D est

aussi un ensemble dominant de G — .

Théoréme 2.9. Supposons que G et H sont des graphes avec deux sommets spéciaux,
respectivement, u et v. Soit I le graphe obtenu par l'union de G et H en ajoutant l’aréte

uv, avec le sommet special u. Alors on a:

(1) 710, u) = 71(Gou) + min{y (H, v), 1 (H, v)}.

(2) v°(1,u) = min{y*(G, u) +7°(H,v), 7" (G, u) +v'(H,v)}.

(3) 7%(I, u) = 4(G, w) + min{y (H, v), °(H, v)}.

Preuve. (1) Ceci découle du fait que D est un ensemble dominant de I avec u € D, si
et seulement si D = D’ U D", ou D’ est un ensemble dominant de G avec u € D" et D"
est un ensemble dominant de H avec v € D” ou un ensemble dominant de H — v.

(2) Ceci découle du fait que D est un ensemble dominant de I avec u ¢ D, si et

seulement si D = D' U D", ou D’ est un ensemble dominant de G avec u ¢ D’ et D" est
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un ensemble dominant de H avec v ¢ D", ou D’ est un ensemble dominant de G — u et
D" est un ensemble dominant de H avec v € D".
(3) Ceci découle du fait que D est un ensemble dominant de I — u, si et seulement si
D = D'UD"”, ou D' est un ensemble dominant de G — u et D” est un ensemble dominant
de H. O
Le lemme et le théoréeme ci-dessus donnent ’algorithme de programmation dynamique

suivant pour le probléme de domination dans les arbres.

AlgorithmeD Dom Arbre. Determiner le nombre de domination pour un arbre.
Entrée. Un arbre T avec l'ordre [vq, vg, ..., v,].

Sortie. Le nombre de domination v(7") de T

Méthode.

for i =1 ton do

(i) 1

77 (vi)  00;

7 (v3) 0

end do;

fori=1ton—1do

let v; be the parent of v; ;

vH(v;) < 7H(vy) + min{yt (v;), 1% (vi) };

V() = min{°(v;) +°(0:), 7" (v;) + ' (vi) };
7P(v;) 7% () + min{y* (v;), 7°(vi) };

end do;

YT)  min{y" (v,),7°(va) }-

Complexité du probléme de domination

Probléme: DOMINATION
Instance :Un Graphe G = (V, E) et un entier k£ < |V|.
Question : Y at-il un sous-ensemble D C V de cardinalité au plus k tel que pour tout

sommet y € V — D, N (y) N D # &7

Théoréme 2.10. Le probléme de DOMINATION est NP-complet.
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Preuve. Il est évident que le probléeme de la domination est dans la classe NP, vu qu’un
ensemble dominant peut étre verfier en temps polynomial.

Pour montrer que le probleme de DOMINATION est NP-complete, on construit une
transformation polynomialle du probléme de 3-SAT au probléme de DOMINATION. Soit
I une instance arbitraire de 3-SAT pour ’ensemble des clauses C = {C4, (s, ..., C,} dans
I'ensemble de variables X = {Xj, Xs,..., X,,}. Soit k& un entier positif, On construit le
graphe G(I), tel que I a une valeur de vérité satisfiable si et seulement si G(I) a un
ensemble dominant S avec |S| < K = p.

On associe & chaque clause C; un sommet ¢;; 1 <17 < g, et a chaque variable X; € X,
une copie du triangle K3 de I’ensemble de sommets R; = {z;, 7;,v;}. On ajoutte les arétes
entre le sommet ¢; et les trois sommets correspondants aux trois litéraux dans la clause

C;, pour tout 1 < i < ¢. Un exemple de la construction de G(/) est donné par Figure 2.3.

C3

FI1GURE 2.3. Construction de G (I) pour (X;V XV X3) A (X1 V X4V X5) A (X V X3V
X)) A (X3V X4V Xs5)

Soit une instance donné de 3-SAT a une valeur de vérité satisfiable A. Pour toute
variable X;, on pose A(X;) = VRAI si x; € S, et A(X;) = Faut si T; € S. Les autres
sommets de G(I) sont dans V' — S. 1l facile de voir que S ainsi défini est un ensemble
dominant de cardinalité |S| < k = p, car z; ou T; est dans S, qui domine le triangle R;
pour 1 <7 < p. Aussi, tout sommet ¢; a au moins un voisin dans S, car A a une valeur
de vérité satisfiable VRAI pour au moins une variable litérale dans chaque clause C;.

Invesement, Supposons que G(I) a un ensemble dominant de cardinalité |S| < K = p.
Il est facile de voir que pour tout sous graphe induit G [R;], on doit avoir x; € S ou7; € S.

Donc S est de cardinalité au moins p. Il s’en suit que S domine les sommets ¢;. D’ou
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I'instance de 3-SAT a une valeur de vérité satisfiable A, o A(X;) = VRAI si et seulement
sixz; €8.

Il est clair que le graphe G(I) a 3p + ¢ sommets et 3p + 3¢ arétes. Alors la cardinalité
de G(I) est au plus une constante fois la cardinalité de C, et donc le graphe G(I) peut

étre construit d’une instance de 3-SAT en temps polynomial. O]

2.2.4 Bornes sur vy

Théoréme 2.11 (Walikar et al. [107] 1979). Pour tout graphe G avec n sommets, m
arétes et de degré maximum A, on a:

n
A+1

WG 2n—m et y(G) =

Preuve. Soit D un v(G)-ensemble. Le nombre m(D,V — D) des arétes entre D et
V — D satisfait |V — D| < m(D,V — D) < A|D|. On peut déduire que le nombre m
d’arétes de G satisfait m > |V — D|, donc v(G) > n —m, et |V —D| < A|D|. Par

conséquent v(G) > 5. O

Proposition 2.12. Si G est un graphe connezxe d’ordre n > 2 et de taille m, alors v(G) =

n —m si et seulement st G est une etoile.

Preuve. Supposons que G est une etoile. Alors GG posséde un sommet universel et
m=n—1, et donc y(G) =1=n—m.

Inversement, soit D un y(G)-ensemble. Si v(G) = n — m, alors d’apres le théoréme
précédent, m = |V — D], toutes les aréte de G sont entre D et V' — D et chaque sommet de
V — D a exactement un voisin dans D. Donc D et V — D sont stables, et puisque v(G) > 1
et G est connexe, n —m > 1 et m > n — 1 (respectivement), d’ot v(G) =n —m = 1. Par

conséquent G est une etoile. ]

Proposition 2.13. Soit G un graphe connexe d’ordre n, de degré maximum A. Alors

v(G) = U si et seulement si V = X U Y, X est stable, chaque sommet de X est de
A+1

degré A et chaque sommet de Y a exactement un voisin dans X .

Preuve. Supposons que 7(G) = z5. Soit D un 7(G)-ensemble de G. Alors, par la

preuve du Théoréme précédent, |V — D| = m(D,V — D) = A|D|. 1l est clair que chaque
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sommet de D a A voisins dans V' — D et donc I'ensemble D est indépendant et chaque
sommet de V' — D a exactement un voisins dans D.

Inversement, il est facile de voir que si GG est I'un des graphes décrits dans la Proposition
précédente, alors chaque sommets de Y a exactement un voisin dans X, et donc X est un
dominant de G'et |Y| = |V — X| =m(X,Y) = A|X|, douv(G) < |X| = et 'égalité

O

a1
découle du fait que v(G) > 35
Théoréme 2.14 (Hansberg, Pepper [59] 2013). Soit G un graphe d’ordre n, de taille m

et de degré mazximum A > 1. Alors on a:

2m — (A —1)n

>
@) 2 =77

Preuve. Soit D un ensemble dominant minimum de G. Alors tout sommet de V' — D
a au moins un voisin dans D, et donc m(G[V — D]) < 3(A — 1)(n — 7(G)). En outre,
m(G[D]) + m(D,V — D) < Avy(G). Par conséquent,

m = m(G[V — D))+ m(G[D]) + m(D,V — D)

1
< (A1) (n—(0) + (@),
ce qui implique que 7(G) > W O

Proposition 2.15. Soit G un graphe d’ordre n, de taille m et de degré mazimum A > 1.

Alors v(G) = 2m _A(ﬁz bn

voisin dans 'Y, chaque sommet de 'Y a exactement un voisin dans X et G est réqulier.

si et seulement si V = X UY, chaque sommet de X a A

Preuve. Soit D un 7(G)-ensemble. Par la preuve du Théoréme précédent. Si v(G) =
(8t alors m(G[V — D) = (A= 1)(n—4(G)) et m(G[D])+m(D,V — D) = Ay(G),
et donc G|V — D] est (A — 1)-régulier, chaque sommet de V' — D a exactement un voisin
dans D, D est indépendant et chaque sommet de D a A voisins dans V' — D. Donc G est
régulier.

Inversement, il est facile de voir que si GG est I'un des graphes décrits dans la Proposition

précédente, alors |V (y) N X| = 1 pour tout y € Y, et donc X est un dominant de G, et
m(GlY]) = 2(A = 1) Y], m(G[X]) =0 et m(X,Y) = A|X]|, et donc m (G) = m(G[Y]) +
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m(X,Y) =3 (A—1)|V = X|+AlX]. Dot 7,(G) < |X| = 2280 Pegalite découle

. 2m—(A—1)n
du fait que v(G) > =377 O

1
2

Nous considérons maintenant des bornes supérieures sur v(G).

Théoréme 2.16 (Berge [12] 1973). Si G est un graphe d’ordre n et de degré mazimum
A, alors

7(G) <n—A.

Preuve. Soit v un sommet de G de degré maximum. Alors V' — N(v) est un ensemble
dominant de cardinalité n — A, d’ou y(G) < n — A. O

Domke, Dunbar, Markus [41] ont caractérisé les arbres T' atteignant la borne du
Théoréeme précédent.

On donne d’autres définitions. Pour un entier p, un arbre obtenu a partir d’une étoile
Ki4,t > 1 en subdivisant p arétes. Si p = t, alors S,(K;;) est une araignée saine. Si

p < t, alors S,(K1;) est une araignée blessée.

Théoréme 2.17 (Domke et al. [41] 1997). Soit T' est un arbre d’ordre n et de degré

mazximum A, alors v(T) =n — A si et seulement si T' est une araignée blessée.

Preuve. Si T est une araignée blessée, il est facile de voir que y(7') = n — A.

Soit 7" un arbre avec ¥(T') = n— A et v un sommet de degré maximum. Si V — Ny [v] =
@, alors T = Kj,_1. Supposons que V — Nr[v] # @. Soit I un stable maximum de
V — Nr[v]. Alors I U {v} est un dominant de T. Donc n = (G) + A < |I| +1+ A < n,
d’ou IU{v} = V — N7 (v) est un stable. Puisque 7" est un arbre, Ny (v) est stable et chaque
sommet de V — Ny [v] doit étre adjacent & exactement un sommet de Nz (v). Supposons
que N7 (v) a un sommet a avec dr (a) > 3. Alors D' = (V — Np[v]) U {a} — Nr (a) est
un ensemble dominant de 7" avec |D'| <n — A —1 <n — A, contradiction. Alors chaque
sommet de N (v) est adjacent a au plus un sommet de V' — N [v]. Supposons que chaque
sommet de Nr (v) est adjacent & exactement un sommet de V' — N [v]. Alors T est une
araignée saine. Soit a un sommet de Nr (v) et b son voisin tel que b # v. Alors D" =

((V = Np [v]) U{a}) —{b} est un ensemble dominant de T" avec |D"| <n—A—-1<n—A,
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contradiction. Alors il existe au moins un sommet de Ny (v) qui n’a aucun voisin dans

V' — Ny [v]. Par conséquent 7" est une araignée blessée. O

En 1962, Ore [88] a prouvé que le nombre de domination d’un graphe sans sommets
isolés est au plus la moitié de son ordre. Les graphes extrémaux atteignant cette borne ont
été déterminés par Payan et Xuong [93], et indépendamment par Fink, Jacobson, Kinch

et Roberts [51].

Théoréme 2.18 (Ore [88] 1962). Si G est un graphe d’ordre n sans sommet isolé, alors
on a:

7(G) < 5

Preuve. Soit D un ensemble dominant minimum de G. Par le Théoréme 2.4, V — D
est un ensemble dominant de G et donc v(G) = |D| < |[V(G) — D| = n — v(G). Par
conséquent 2v(G) < n, et donc y(G) < n/2. O

Théoréme 2.19 (Payan et Xuong [93] 1982, Fink et al. [51] 1985). Soit G un graphe
connexe d’ordre n. Alors v(G) = g st et seulement si G est la couronne J o Ky ou J est

un graphe connexe, ou G = Cjy.

Preuve. Si G = J o Ky, alors G a g sommets supports et g sommets pendants, Les
sommets pendants de GG forment un ensemble dominant, et chaque ensemble dominant
doit avoir au moins un sommet support ou son sommet pendant. D’ou, y(G) = g

Inversement, Soit H un graphe partiel de G tel que dy (x) > 1 pour tout sommet z € V,
et minimal pour cette propriété. Par la minimalité de H, ’ensemble A des sommets de
H de degré plus grand que 1 est independant ou vide. Alors H est formé par 1'union
des étoiles, et soit B I’ensemble des centres de ces étoiles. Donc B est dominant de H
contenant A, et donc y(H) < |B|. Puisque chaque sommet de V' — B est de degré 1 dans

H, et a un voisin dans B, V — B est independent et dominant de H, et donc
V(H) < |V =Bl=n—|B| <n—~(H).

Dou (H) <

N3

et puisque v(G) < (G — e) pour tout atréte e de G, v(G) < v(H) <

SIE
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V- B|=|B|= g, et donc H = gKQ'

, alors on a l’égalité dans toutes les inégalités précédentes. D’ot y(H) =

|3

Sin = 2, alors G = K,. Pour n > 4, il nous reste de voir quelles arétes peuvent
n

étre ajoutés a H pour construire un graphe connexe G gardant la propriété v(G) = 3
Supposon qu’il y a deux sommets differents = et y d’une clique L; = K5 de H, disant L,
et soit 2’ et 3y des voisins, respectivement, de = et y, et L(x') et L(y') les cliques de H
contenant, respectivement, x’ et 1/, tel que les arétes xx',yy' € G — H.

Premiérement, supposons que x’ # 3/ et L(z') = L(y’). Alors les sommets 2/, x,y, v’
forme un cycle de longueur 4. S’il y a une autre aréte entre un sommet du cycle, disant
x, et un autre sommet w (peut étre y'), alors on pourait construire un dominant D avec
exactement un sommet de chaque clique L;, pour i > 2, et w,y € D, ce qui donne
|D| = n/2 — 1, une contradiction avec y(G) = n/2. Donc, puisque G est connexe, G est
isomorphe au cycle C}.

Maintenant supposons que =’ = ¢y’ ou L(z') # L(y’'). Alors on peut construire un
ensemble D dominant en prennant un sommet de chaque L; pour i > 2, tel que 2’y € D.
D’ou, |D| = n/2 — 1, une contradiction. Puisque G est connexe, Ceci signifie qu’il y a
exactement une aréte de G — H qui a une extrémite dans chaque clique L; pour 1 <7 <p

et que les sommets dont les arétes sont dans G — H forment un graphe connexe J, et donc

G est isomorphe a J o Kj. O]

En utilisant la méthode probabiliste, Arnautov [4], Payan [90] ont présenté la borne

suivante.

Théoréme 2.20 (Arnautov [4] 1974, Payan [90] 1975). Soit G un graphe d’ordre n, de

degré minimum 0 > 1. Alors on a :

n
d+1

7(G) < (14+In(d+1)).

Preuve. Soit p =In(d+1)/(d+1). Construisant un dominant comme suit. Choisissons
un ensemble de sommet A, tel que chaque sommet est choisi indépendemment avec une
probabilité p. La valeur de |A| est np. Soit B = V — N [A]. Alors B n’est pas dominé

par A. Il est clair que S = B U A est un dominant de G. On montre que le cardinal de
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B est au plus ne P19, Un sommet v est dans B si et seulement si N [v] N A = ). Donc
la probabilité que v soit dans B est (1 — p) e!*¥¥), Puisque ¢® > 1 —  pour z € [0, +-o0],
et d(v) > & (G), par suite la probabilité que v soit dans B est au plus e ?1+9) et donc la

1+5)

valeur de | B| est au plus ne 9, D’ou la valeur de |B| est au plus

n(p+e ) =n(1+I(0+1)/0+1).

Puisque l'ordre moyen de S est au plus n(1+1In(d +1))/(d + 1), il y a un ensemble
particulier avec au plus cette cardinalité. O

Le nombre de stabilité, le nombre transversal et la cardinalité minimum d’un recouvre-
ment d’un graphe sans sommets isolés constituent une borne supérieure pour le nombre

de domination.

Théoréme 2.21. St G est un graphe sans sommets isolés, alors
Y(G) < min {7 (G),a (G),v(G)}.

Preuve. Puisque tout transversal et tout stable maximal est un ensemble dominant,
1G) < 7(G) et A(G) < a (G,

Soit R un recouvrement de cardinalité v (G). Alors tout sommet de G est incident
a une aréte de R. Soit S un ensemble de sommets, obtenu en choississant un sommet
incident & chaque aréte de R. Alors S est un ensemble dominant et donc y(G) < |S| <

|R| = v (G). O
Jaeger et Payan [68] ont établi les résultats de type Nordhauss-Gaddum suivants.
Théoréme 2.22 (Jaeger, Payan [68] 1972). Si G est un graphe d’ordre n > 2, alors
(i) 3<7(G) +7(G) <n+1.
(i) 2 < ¥(G)y(G) < n.

Preuve. Les bornes inférieures dans (i) et (ii) découlent directement du fait que si

7(G) =1 ouy(G) =1, alors y(G) > 2 ou v(G) > 2, respectivement.
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Nous vérifions maintenant la borne supérieure dans (i). Si G posséde un sommet isolé,
alors 7(G) = 1, ainsi si G posséde un sommet isolé, alors 7(G) = 1. Puisque v(G) < n et
7(G) < n, dans les deux cas on a v(G) +v(G) < n + 1.

Si G et G ne possédent pas de sommets isolés, alors d’aprés le Théoréme 2.18, (G) <
n/2 et v(G) < n/2 et donc v(G) +~(G) < n.

Il reste maintenant a vérifier la borne supérieure dans (ii). Si y(G) = 1, alors il est
clair que v(G)y(G) < n, donc supposons que y(G) = k > 2. Soit S = {v1,v,..., 04}
un ensemble dominant minimum de G et considérons une partition de V(G) en k sous-
ensembles Vi, V5, ..., V) tels que :

-v; € Vi pour 1 <14 < k et v; est un sommet universel dans G[V;] et

- N = Zle n; soit maximum ou n, est le nombre des sommets universels dans le
sous-graphe G[V,].

Nous allons montrer maintenant que chaque ensemble V; (1 < i < k) est un dominant
de G. Supposons le contraire. Alors il existe un sommet = € V, qui n’est pas adjacent
dans G & aucun sommet de V, avec t # s. Donc z est adjacent dans G & tous les sommets
de Vi. Si z = v, alors S — {vs} est un ensemble dominant de G' ayant une cardinalité
moins que v(G), ce qui est impossible. En conséquence, x € V; — {v;}. Si x est un sommet,
univesel dans G[V;], alors (S — {vs,v;}) U {z} est un ensemble dominant de G ayant une
cardinalité moins que 7(G), ce qui est encore impossible. Donc x n’est pas un sommet
universel dans G[V;] mais il est adjacent & tous les sommets de V.

Définissons V) = V; — {z}, V] = V, U {z} et V! = V., pour r # s,t. Alors, nous
avons une nouvelle partition de V(G) en k sous-ensembles V/, Vj, ..., V] telle que v; € V/
est un sommet universel dans G[V7]. Cependant, N’ > N avec N' = S n/ on n/ est
le nombre des sommets universels dans le sous-graphe engendré par V/, ce qui contredit
notre hypotheése.

D’ou, chaque sous-ensemble V; (1 < i < k) est un ensemble dominant de @, et donc

~v(G) < |Vi| pour tout i. Par conséquent, n = S5 [Vi| > ~(G)~(G). O

Théoréme 2.23 (Cockayne, Hedetniemi [33] 1977). Si G est un graphe d’ordre n, alors
Y(G)+v(G) =n+1 si et selement si G = K,, ou G =K,
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Preuve. 1l est facile de voir que 7(G) +v(G) =n + 1 pour G = K,, ou G = K,,.

Soit G' un graphe avec y(G) + v(G) = n + 1. Alors, d’aprés la preuve du Théoréme
2.22., G ou G posséde un sommet isolé. Supposons, sans perte de généralité, que G
posséde un sommet isolé, alors G' posséde un sommet universel, donc 7(G) = 1, et puisque

Y(G) +~(G) =n+ 1, 9(G) = n. Par conséquent G = K,, et G = K,,. O

Théoréme 2.24 (Laskar, Peters [75] 1985). Si G est un graphe d’ordre n tels que G et G

sont connexes, alors v(G)+ v(G) = n si et selement si G = Py.

Preuve. Il est facile de voir que v(G) + v(G) = n pour G = P;.

Soit G un graphe avec v(G) +~v(G) = n. Alors, d’aprés le Théoréme 2.18, v(G) = n/2
et 7(G) = n/2 et par le Théoréme 2.19, G est la couronne J o K; ot J est un graphe
connexe, et G est la couronne J' o K; ot J' est un graphe connexe. Par conséquent
G=G=P,. O

Joseph et Arumugam [89] ont amélioré la borne supérieure v(G) +v(G) < n + 1 dans

le cas des graphes sans sommets isolés.

Théoréme 2.25 (Joseph, Arumugam [89] 1995). Si G est un graphe d’odre n > 2 tel que

G et G sont sans sommets isolés, alors
Y(G) +79(G) <nj2+2.

Preuve. Vu que le graphe G et son complémentaire sont sans sommets isolés, il s’en suit

d’aprés le Théoréme 2.18 que (G) < n/2 et v(G) < n/2. Donc si y(G) < 2 ou (G) < 2,

alors v(G) + v(G) < n/2+ 2. Siv(G) > 4 et v(G) > 4, alors par la borne supérieure
(ii) du Théoréme 2.22., nous avons y(G) < n/v(G) < n/4 et ¥(G) < n/v(G) < n/4,

d’ou v(G) + v(G) < n/2 < n/2+ 2. Donc on peut supposer maintenant que v(G) = 3

ou y(G) = 3. De ce fait, 3 = v(G) < n/2 et donc n > 6. Par le Théoréeme 2.22-(ii),
Y(G) < n/v(G) =n/3. Par conséquent, v(G)+~(G) <n/3+3 <n/2+2pourn >6. O

En 1963, Vizing [103] a conjecturé que v (G10G2) > v (G1) v (Ga).
Conjecture 2.26 (Vizing [103] 1963). Soient G et Gy deux graphes. Alors

v (G10G2) > v (G1) v (Ga) .
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Pour les graphes P,JP, on a l'égalité v (P,00P;) = 4 = 2.2 = 7 (FPy) v (P,), mais pour
le graphe P3[0C}, on a l'inégalité stricte v (Ps0Cy) =3 > 1.2 = v (P3) v (Cy).

2.3 L’indépendance

2.3.1 Deéfinitions et propriétés

Une autre notion est apparue avant la notion de domination, c’est la notion d’indépendance

(stabilité ).

Définition 2.27. Soit G un graphe. Un sous ensemble S de V est un indépendant si
A(G[S]) = 0.

Définition 2.28. Soit G un graphe. Un ensemble indépendant S de G est maximal si

pour tout sommet x dans V — S, S U {x} nest pas un indépendant.

On donne ci-dessous les conditions dans lesquelles un ensemble indépendant d’un

graphe G est maximal.

Théoréme 2.29. Un ensemble indépendante S d’un graphe G est maximal si et seulement

st pour tout sommet v € V — S, v est adjacent a au moins un sommet de S.

Preuve. Soit S est un ensemble indépendante maximal de G. Par définition, pour tout
sommet v € V' — S, SU{v} n’est pas un ensemble indépendante. Donc il existe un sommet,
u € S adjacent a v.

Inversement. Soit S est un ensemble indépendante de G tel que pour tout sommet
v € V — S, v est adjacent a au moins un sommet de S, et donc S U {v} n’est pas

indépendant. D’ott S est maximal. O

Définition 2.30. Le cardinal mazimum (resp. minimum) d’un ensemble indépendant
mazximal est appelée nombre d’indépendance supérieur (resp. nombre d’indépendance in-
férieur) de G, noté par a(Q) (resp. i(G)).

Un ensemble indépendant maximal avec une telle cardinalité est appelé oG )-ensemble,

on note qu’un graphe G peut avoir plusieurs o(G)-ensembles.
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Pour le graphe K3, représenté dans la Figure 2.1, les deux ensembles de sommets,
{u,v} et {x,y, 2z} sont des ensembles indépendants maximaux. L’ensemble {z,y, 2} est
I'ensemble indépendant maximal le plus large, il s’ensuit que a(Ks3) = 3, et I’ensemble

indépendant maximal le plus petit est {u,v}, et donc i(K33) = 2.

Cette notion est reliée a celle de la domination par le fait qu’un indépendant maximal
est un dominant. La proposition suivante donne un résultat intuitif, reliant I'indépendance

maximale et la domination minimale dans un graphe.
Proposition 2.31 (Berge [11] 1962). Soit G = (V, E) un graphe simple. Alors
1. Un ensemble indépendant S est maximal si et seulement si il est dominant.

2. Tout ensemble indépendant maximal de G est un dominant minimal de G.

Preuve. 1. Soit S un indépendant maximal de G. Le fait qu’un indépendant S est
maximal signifie que tout sommet de V — S posséde un voisin dans S. Donc S est un
dominant.

Inversement, Soi S est a la fois indépendant et dominant. Supposons que S n’est
pas un indépendant maximal, alors il existe un sommet v € V' — S tel que S U {u} est
indépendant, alors aucun sommet de S n’est adjacent a u, et donc v n’est pas dominé par
S. D’ou S ne peut pas étre un ensemble dominant, contradiction.

2. Soit S un indépendant maximal de G. D’aprés le théoréme précédent, S est un
dominant. Montrons que S est minimal. Supposons le contraire, alors il existe un sommet
u € S tel que S — {u} est un dominant. Donc u posséde un voisin dans S, d’ou S n’est

pas indépendant, contradiction. O
Corollaire 2.32. Un ensemble indépendant et dominant est un dominant minimal.

La Proposition précédente a pour conséquence immédiate la chaine d’inégalités de

Cockayne, Hedetniemi et Miller [34] reliant les quatre parameétres:

+(G) <i(Q) < a(G) < T(G). (2.1)

De ce qui précede, nous avons les propriétés générales suivantes.
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Remarque 2.33. Soit G = (V, E) un graphe simple. Alors
1. Tout sous-ensemble d’un indépendant de G est indépendant.

2. Un ensemble indépendant maximal contient tous les sommets isolés de G. Le nombre
d’indépendance est toujours défini et 1 < a(G) < |V|. a(G) = 1 si et seulement si
G = K, tandis que a(G) = n si et seulement si G = K,,, dans ce cas V est I'unique

ensemble indépendance maximum.

Le probléme de la détemination de a(G) a été montré qu'il est NP-complet pour un
graphe arbitraire par Garey et Johnson dans [56] en 1975. Aussi, Fricke, Hedetniemi
et Jacobs [54], ont montré que le probléme reste NP-complet pour la classe des graphes
réguliers. Dayckin et Ng [39], ont fourni le premier algorithme pour la détermination de
a(@) pour les arbres. En 1972, Gvaril [58] a montré que le probléme peut étre resolu en
un temps polinomial si 'on se restreint aux graphes triangulés. Il est bien connu qu’il
existe un algorithme polynomial pour résoudre ce probleme dans les graphes bipartis, car
a(G@) = n — ap(G) pour les graphes bipartis, et ag(G) peut étre déterminé en un temps

polynémial pour tout graphe G (Voir [47]).

2.3.2 Bornes sur [

Plusieurs bornes inférieures sont connues sur le nombre d’indépendance en fonction de

degré maximum A, de degré moyen d* ou la séquence de degrés d’'un graphe G.

Théoréme 2.34 (Berge [10] 1960). Pour tout graphe G d’ordre n, de degré mazimum A,

on a.
n

14+ A

a(G) =

Preuve. En appliquant successivement I'inégalité (2,1) et le Théoréme 2.3, on obtient

énégalité desirée (a(G) > v(G) > 175)- O

Théoréme 2.35 (Wei [108] 1981). Pour tout graphe G, on a:

n

a(G) > v T5d()
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Preuve. (exercice) O
On rappele que:
Proposition 2.36. Si G est un graphe biparti d’ordre n, alors

a(G) =

|3

avec égalité si et seulement st G a un couplage parfait.

Dans [105], Volkmann a donné une caractérisation constructive des graphes bipartis

tels que a(G) = {%W On donne, ici seulement la caractérisation des arbres T tels que

a(T) = 5. On introduit I'operation suivante :

Operation O : Soit w un sommet arbitraire d’'un arbre T, et soit v un sommet de
Ps. T est un arbre obtenu en joignant 7T, et P par 'aréte vw.

On définis la famille F comme suit : T € F si et seulement si 7' = P, ou T est obtenu

de P, par une sequence finie d’Opération O.
Théoréme 2.37 (Volkmann [105] 2008). Soit T" un arbre d’ordre n, Alors a(T) = % si et

seulement si 1T € F.

Preuve. Supposons que T € F. La définition de F montre que T a un couplage parfait.

La Proposition 2.32 implique que a(G) = 7.

Inversement, supposons que a(7") = §. Par La Proposition 2.32, I'arbre 7" a un cou-

plage parfait M. On proceéde par induction sur n = n(7T). Sin = 2, alors T = P, € F.

Maintenant, on suppose que n > 4 un entier pair avec «(7T") = 5. Soit P = x12;..74

la chaine la plus longue dans 7. Puisque 7" a un couplage parfait M, on conclut que
dr(zy) = 2 et donc x1x9 € M. Ceci implique que 7" = T — {x1, 22} et aussi un arbre

d’ordre pair n(7") = n(T) — 2, avec un couplage parfait M — {x;x2} et par conséquent

a(T') = %T,) Par hypotheése d’induction, 7" € F, et par la définition de F, il s’en suit

que T e F. O

Maintenant on présente des bornes supérieures sur «(G).
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Théoréme 2.38 (Hansberg, Pepper [59] 2013). Si G est un graphe d’ordre n, de taille

m, de degré mazximum A, de degré minimum 6 > 1, alors

a(G) < — et a(G) <

“ A+

m An
)

Preuve. Soit S un a(G)-ensemble. Le nombre m(S,V — S) d’arétes entre S et V — S
satisfait |S|d < m(S,V — S5) < A|V — S|. On peut déduire que le nomber m d’arétes
de G satisfait m > |S]0, donc a(G) < % et a(G)d < A(n—«a(G)). Par conséquent

a(G@) < KA_fa' O

Proposition 2.39. Soit G un graphe de taille m et de degré minimum 6 > 1, alors

m
a(G@) = — si et seulement si G est biparti 6-semi-régulier.

J

Preuve. Soit S un a(G)-ensemble. Si a(G) = %, alors m = |S]J et toutes les arétes
de G sont entre S et V —.S. Donc S et V — S sont indépendants et chaque sommet de S
est de degré 6. Alors GG est un graphe biparti J-semi-regulier.

Inversement, supposons que G est biparti d-semi-regulier avec les parties A et B tel
que chaque sommet de A est de degré §. Alors A est indépendant et m = |A|d. Donc
a(G) > |A] = %, et I'égalité découle du fait que a(G) < 5. O

Proposition 2.40. Soit G un graphe d’ordre n, de degré mazimum A et de degré minimum

d. Alors a(G)

n
RN si et seulement st G est biparti avec les parties X et Y, telles
que X est formée par les sommets de degré minimum et 'Y est formée par les sommets de

degré mazximum.

Preuve. Soit S un «(G)-ensemble. Si a(G) = K_fa’ alors |S|d = m(S,V = 85) =
A |V — S|, et donc par la preuve du Théoréme précédent, chaque sommet de S a exacte-
ment 0 voisin dans V' — S, et chaque sommet de V' — S a exactement A voisin dans S,
et donc V' — S est indépendant, et chaque sommet de S est de degré 6 dans GG. Par con-
séquent GG est biparti avec les parties X = S et Y =V — 5| telles que X est formée par
les sommets de degré minimum et Y est formée par les sommets de degré maximum.

Inversement, il est facile de voir que si GG est biparti avec les parties X et Y, telles que

X est formée par les sommets de degré minimum et Y est formée par les sommets de degré
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maximum. Alors X est indépendant et | X| 6 = m(X,Y) =AY, donc a(G) > | X| = f—f&,

et 1’égalité découle du fait que a(G) < KA_&' O

Théoréme 2.41 (Hansberg, Pepper [59] 2013). Soit G un graphe d’ordre n, de taille m
et de degré maximum A. Alors on a:

m
< - —
al(G) <n

Preuve. Soit S un ensemble indépendent maximum de G. Alors pour tout m(G[S]) = 0.

En plus m(G[V — S]) + m(V — 5, 5) < A(n — a(G)). Par conséquent

m = m(G[S]) + m(G[V = S]) + m(V — S, S)

< A(n—a(@)),

ce qui implique que o(G) < n — ]

=E

Proposition 2.42. Soit G un graphe d’ordre n, de taille m et de degré mazimum A > 1.
Alors a(G) = n— % si et seulement si G est biparti avec les parties (X,Y), tel que chaque

sommet de Y a exactement A voisins dans X .

Preuve. Soit S un a(G)-ensemble. Par la preuve du théoréme précédent, Si a(G) =
n— %, alors m(G[S]) = 0 et m(G[V = S]) +m(V - 5,5) = A(n — a(G)), c-a-d que S est
indépendant, V' — S est independant, chaque sommet de V — .S a A voisins dans S. Donc
G est biparti.

Inversement, Si G est I'un des graphes décrits dans la Proposition précédente, alors
X est independant et chaque sommet de Y a exactement A voisins dans X, et donc
m=m(V - X,X)=A|V-X|. Doua(G) > |[X|=n— %, et 'égalité découle du fait

que o(G) <n — Z. O

Les propositions 2.35, 2.36 et 2.38. sont equivalentes pour les graphes réguliers.
Corollaire 2.43. Si G est régulier, alors a(G) = g st et seulement si G est biparti.

Chartrand et Schuster [25] ont donné une relation de type Nordhaus-Gaddum pour /3.



45

Théoréme 2.44 (Chartrand, Schuster [25] 1974). Soit G un graphe d’ordre n. Alors

a(G) +a(@) < n+1 eta(@a(G) < [”2 i 2”} .

4

Preuve. Soit S un a(G)-ensemble de G, et soit S’ un a(G)-ensemble de G. Si A =
S'NS, alors |[A] < 1. En outre nous avons n > |S|+|S’|—| A, il s’en suit que a(G)+a(G) <
n + 1. D’autre part (n+1)* > ((G) + a(@))2 = (a(G) - a(@))2 + 4a(Q)a(G) >

40(@)a (@), et donc a(G)a(G) < (n+1)? _ n?42n41 ’7n2+2n-“ .

4

2.4 L’irrédondance

2.4.1 Définitions et propriétés

En 1978, Cockayne, Hedetniemi et Miller donnaient une extension a la chaine d’inégalité
(2.1) en introduisant une nouvelle notion liée & la domination & savoir I'irrédondance définie

comme suit :

Définition 2.45. Un ensemble S C V est dit irrédondant si pour tout sommet x € S,
on a : pnlzr,S] = Nglz] — N[S — {x}] # @ c’est a dire chaque sommet de S posséde un

voisinage privé relatif a S.

Définition 2.46. Soit G un graphe. Un ensemble irrédondant S de G est maximal si pour
tout sommet x de V. — S, S U {x} nest pas un irrédondant. Le nombre d’irrédondance
ir(G) (resp. le nombre d’irrédondance supérieur I R(G)) est le cardinal minimum (resp.

mazimum) d’un irrédondant maximal de G.

Cette notion est reliée a celle de la domination par le fait que chaque sommet d’'un
dominant minimal S de GG, non isolé dans S, posséde au moins un voisin privé extérieur.
Pour le graphe de la Figure 2.1, les deux ensembles de sommets {u,z} et {v, x} sont
des ensemble irrédondant maximaux de cardinalité minimum, et {x,y, 2z} est I’ensemble

irrédondant maximal le plus large, il s’ensuit que ir(G) = 2 et IR(G) = 3.

Théoréme 2.47 (Cockayne et al. [34] 1978). Un ensemble dominant S est minimal si et

seulement si il est irrédondant.
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Preuve. Soit S un dominant minimal de G. D’aprés la Théoreme 2.3 (Ore) on a
exactement la propriété d’irrédondance.

Inversement, supposons que S est a la fois un dominant et un irrédondant. Montrons
qu’il est minimal. Supposons que S n’est pas un dominant minimal, alors il existe un
sommet u tel que S — {u} est un dominant. Donc u posséde un voisin dans S, mais
puisque S est un irrédondant alors il existe un sommet y € V — S tel que u est 'unique

voisin de y dans S. Donc y n’est pas dominé par S — {u}, contradiction. [

Théoréme 2.48 (Cockayne et al. [34] 1978). Tout ensemble dominant minimal est un

rrédondant mazximal.

Preuve. Soit S un dominant minimal de G. D’aprés le Théoréme 2.43, S est un en-
semble irrédondant. Montrons que S est un irrédondant maximal. Supposons le contraire.
Alors il existe un sommet x € V' — S tel que S U {z} est un irrédondant. Comme S est
un dominant, alors = est adjacent & au moins un sommet de S, et par suite il existe un
sommet z € V — S qui soit adjacent uniquement & = dans S U {x}, mais dans ce cas S ne
domine pas z, contradiction. O

Comme conséquence des théorémes précédents, on a la célébre chaine d’inégalité de

Cockayne, Hedetniemi et Miller [34] qui relient les six parameétres pour tout graphe G.

ir (G) < 7(G) < i(G) < a(G) <T(G) < IR(G). (2.2)

Fellows et al. [50] ont montré que le probléme de détermination du nombre I R(G)
pour un graphe arbitraire est NP-complet. McRae [81] a montré que le probléme reste
NP-complet, méme si ’on se restreint aux graphes adjoint ou le graphe adjoint d’un graphe
biparti.

Cependant pour les graphes bipatis et les graphes triangulés, a(G) = I'(G) = IR(G).

Alors I R(G) peut étre calculer en temps polynomial pour ces graphes.

2.4.2 Bornes sur [R(G) et ir(G)

En 1988, Favaron [48] a donné une borne pour IR en fonction de n et §. Les graphes

extrémaux atteignant cette borne ont été déterminés par Cockayne, Mynhardt [36].



47

Théoréme 2.49 (Favaron [48] 1988). Soit G un graphe connexe d’ordre n et de degré
minimum o. Alors on a:

IR(G) <n—29.

Théoréme 2.50 (Cockayne, Mynhardt [36] 1997). Soit G un graphe connexe d’ordre n

et de degré minimum 9. Alors on a:
IR(G) <n—29,
avec égalité si et seulement si G est l'un des graphes suivants:

(i) V=XUW , tel que | X| =n — 0, X est indépendant et chaque sommet de X est
adjacent & tout sommet de W.

i) V=XUYUZ tel que | X| =n—-246, | X| =Y =n-90 (e, 06 > n/2),
G[X]| ~ GY] ~ K,_s et les sommets de X sont adjacents au sommets de Y par un
couplage. En plus, |Z| = 26 — n et chaque sommet de Z est adjacent a tout sommet de
XUY.

Preuve. Soient X un irredundant de G et v un sommet de X. Supposons que |Nx (v)| =
k. Puisque dg (v) > 0, IN(v)N(V —=X)| >0 —k. Si k =0, alors |V — X| > 4, ie.,
|X| <n-—24.8Sik >0, alors chaque voisin de v dans X a un voisin privé dans V' — X et
ces k voisins privés sont différents par définition. Donc, |V — X| > (6 — k) + k =4, i.e.,
| X| <n-—0¢.

Supposons que |X| =mn —§. Si certain v € X est isolé dans G [X], alors v a au moins
9 voisins dans W =V — X. Puisque |W| = ¢, v est adjacent a chaque sommet de W. Il
clair que pour tout u € X, u n’a pas de voisins privés dans W, donc X est indépendent
dans G.

Maintenant, supposons pour tout v € X, v n’est pas isolé dans X. Alors chaque
sommet v € X a un voisin privé dans V — X, ie, n—9 = |X| < |V - X| = 4§, d’ou
0 >n/2. Posons V— X =Y UZ, avec |Y| =n — 4§, Y contient un seul sommet privé
pour chaque sommet de X et |Z| = 2§ — n. Chaque sommet de X a au plus n —§ — 1
voisins dans X, a exactement un voisin dans Y et donc a au moins 20 — n voisins dans 7.

Puisque |Z| =20 —n et | X| =n—4, G[X] = K,_s et chaque sommet de X est adjacent a
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tout sommet de Z. Par le méme argument on peut montrer que G [Y]| = K,,_;5 et chaque
sommet de Y est adjacent & tout sommet de Z. O]
Inversement, si G est I'un des graphes décrit cidessous, alors il est facile de voir que

IR(G) > | X| =n — 4, et I'égalité découle du fait que IR(G) < n — 9.
Corollaire 2.51. Soit G un graphe connexe d’ordre n et de degré minimum ¢.
(a) Si IR(G) =n—14, alors T'(G) = IR(G).

(b) Si IR(G)=n—46 et d <n/2, alors a(G) =T'(G) = [R(G).

Cockayne et Mynhardt [35] ont trouvé une relation de type Nordhaus-Gaddum pour
IR.

Théoréme 2.52 (Cockayne, Mynhardt [35] 1989). Soit G un graphe d’ordre n. Alors

IR(G) + IR(G) < n+1 et IR(G)IR(G) < {”2 Z 2"} .

Allan et Laskar [2], et indépendamment, Bollobas et Cockayne [20] ont établi une
relation entre v (G) et ir (G) pour tout graphe G.

Théoréme 2.53 (Allan, Laskar [2] 1978, Bollobas, Cockayne [20] 1979). Pour tout graphe
G, ir (G) <~v(G) < 2ir(G) — 1.

Preuve. La borne inférieure découle directement de 'inégalité (2.2). Montrons la
borne superieure. Soit S = {vy, vy, ..., v} un ir(G)-ensemble. Puisque S est un ensemble
irrédondant alors pnfv;, S] # @ pour 1 < i < k. Soit S" = {uy, usg, ..., ux} ot u; € pnlv;, S|
pour 1 < i < k. A noter qu'il est possible d’avoir u; = v; (si v; est privé de lui méme).
Dans tous les cas, on a : |[S US| <2k = 2ir(G).

Montrons que S U S’ est un ensemble dominant de G. Supposons le contraire. Alors,
il existe au moins un sommet w € V' — (S U S") non dominé par S U S’. Donc w ¢ Ng[z]
pour tout x € S U S’ et donc pnfw; S U {w}] # @. Ceci implique que S U {w} est un
ensemble irrédondant, ce qui contredit la maximalité de S. Donc S U S” est un ensemble

dominant de G.
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S’il existe au moins un indice i tel que w; = v; alors v(G) < [SU S| < 2k = 2ir(G).
Donc 7(G) < 2ir(G) — 1.

Supposons maintenant qu’il n’existe aucun indice i tel que u; = v;. Bien que S U S’
est un dominant, il ne peut étre minimal car s’il est dominant minimal alors d’apres le
Théoréme 2.44, S U S’ est un irrédondant maximal, ce qui contredit encore la maximalité
de S. Par conséquent, il existe y € SUS’ tel que (S US’) — {y} est un dominant et donc
Y(G) <|(SUS) —{y} <2k—-1=2ir(G)— 1. O

2.5 Autre paramétres de domination

Plusieurs types de dominations sont définis en imposant des propriétés supplémentaires
sur I’ensemble des sommets qui dominent. Décrivons quelques types les plus étudiés. Par
exemple imposer la condition que le sous graphe induit par ’ensemble dominant soit :
1. sans arétes donne la domination stable.
. sans sommets isolés donne la domination totale.
. un couplage parfait donne la domination couplé.

2
3
4. connexe donne la domination connexe.
5. complet donne la domination clique.

6

. un cycle donne la domination cycle.

On peut de méme imposer des conditions extérieures, sur la fagcon de dominer, par

exemple dominer au moins k fois chaque sommet extérieur, produit la k-domination.

Comme on peut imposer simultanément des conditions des deux types, par exemple
un dominant double est un dominant sans sommet isolé qui domine au moins deux fois
tout sommet extérieur.

A signaler qu’il existe actuellement plus de 200 types de dominants et plus de 3000

articles réalisés sur la domination.
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2.5.1 La domination stable

La notion de stabilité dans les graphes a été liée a celle de la domination par le fait qu’'un

stable maximal est un dominant.

Définition 2.54. Soit G = (V, E) un graphe simple, Un sous ensemble S € V est un

dominant stable si S est un dominant et S est un stable.

Puisque un dominant stable est un dominant minimal, alors la cardinalité minimum
d’un stable maximal est appelé le nombre de domination stable, noté i(G).

D’apreés la chaine d’inégalités (2,2), 7(G) < i(G) < a(G). Ces bornes sont atteintes
pour pour la couronne de I'étoile K7 ,. (v(K1,0K7) = i(K1,0K1) = a(Ky,0 Kq) = p+1).
D’autre part, la différence v(G) — i(G) et i(G) — a (G) peut étre aussi large que 'on veut.
Ceci peut étre vu en considérant la double étoile Ss; avec 1 < s < t (y(Ss4) = 2,

Z‘(Ss7t) =s+1leta (Ssﬂg) =S+ t)

FIGURE 2.4. La couronne K, , o K;

Garey et Johnson dans [56] sont les premiers qui ont montré que le probléme de la
détemination de i(G) est NP-complet. Corniel et Perl [38] 1984 ont montré que le probléme
reste NP-complet pour la classe des graphes bipartis.

Le premier algorithme linéaire pour la détermination du nombre de domination stable

d’un arbre a été construit par Beyer et al. [13].

L’un des problémes intéressants est de caractériser les graphes G tels que v (G) = i(G).

Allan et Laskar [2] ont donné une condition suffisante sur G' pour que v (G) = i(G).

Théoréme 2.55 (Allan, Laskar [2] 1978). Si G est un graphe sans griffe (Ki3), alors
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Preuve. Soit S un v (G)-ensemble possédant le moins d’arétes possible. Supposons
que |S| = v(G) < i(G), donc il existe deux sommets u,v adjacents dans S. D’apres la
minimalité de S, u doit avoir un voisinage privé dans V' — S. Soit A un tel ensemble. S’il
existe deux sommets non adjacents z,y € A, alors le sous-graphe induit par {u, z,y, v} est
une griffe. D’ou A est une clique. Par ailleurs tout sommet de (V' —S5) — A est dominé par
S — {u}. Par conséquent, si w € A, alors (S — {u}) U {w} est un dominant minimum de

GG contenant moins d’arétes que S, ce qui contredit le choix de S. Donc v (G) =i(G). O
Corollaire 2.56. Si G est la chaine P, ou le cycle C,, alors v (G) = i(G).

Harary et Livingston ont caractérisé les arbres T tels que v (T) = i(T), Topp et

Volkmann ont caractérisé les unicycliques bipartis et les graphes en blocs tels que v (G) =

e

Théoréme 2.57 (Domke et al. [41] 1997). Si G est un graphe d’ordre n et de degré

mazximum, alors i(G) <n — A.

La borne précédente est atteinte pour la couronne de I'étoile K ,,.
Pour les arbres, Favaron a établi une borne pour i (T") en donnant une caractérisation

constructive des arbres atteingant ’égalité.

Théoréme 2.58 (Favaron [49] 1992). Soit T un arbre n > 2 ayant { sommets pendants.

Alors i (T) < n;)té.

Trivialement, on a; i(G) + ¢ (@) < n + 1. L’égalité est atteinte pour les graphes
complets. Pour le produit i(G)i (@), le meilleur résultat connu est dit & Cockayne et al.

[31].
Théoréme 2.59 (Cockayne et al.[31] 1991). Pour tout graphe G d’ordre n on a:

i(Q)i (C) < (n+3)?/8 sin <27
(n +8)2/10.8 sinon
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2.5.2 La domination totale

Définition 2.60. Soit G un graphe, Un sous ensemble S de V' est dit dominant total de G
si tout sommet de V' posséde un voisin dans S (Ng(S) =V ou bien S est un dominant et
le sous graphe induit par S ne contient pas de sommets isolés). Le nombre de domination

total, noté v, (G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant total de G.

Par exemple pour la chaine Ps, v,(P5) = 3 et {vq, v3, v4} est 'unique ensemble dominant

total minimum de Fs.

U3
V2 Us
U1 V4
FIGURE 2.5.

Remarque 2.61. Pour un graphe G.
La domination totale est définie uniquement, si G est sans sommets isolés.
L’ensemble des sommets V' de G est toujours un dominant total et un dominant total

contient au moins deux sommets, alors 2 < v,(G) < |V]|.

Application : On sélectionne un comité a partir d’'un ensemble d’individus tels que,

- tout individu non membre connait au moins un membre du comité (représentativité).

- tout membre du comité connait au moins un autre membre du comité pour qu’il ne
soit pas isolé (coopération entre les membres du comité).

Le plus petit comité en taille avec ces propriétés est un v,-ensemble dans le graphe de

connaissances sur ’ensemble de tous les individus.

Pfaff [91] a été le premier qui a montré que le probléme de la détemination de v,(G) est
NP-complet, méme si 'on se restreint aux graphes bipartis. Laskar et al. [77] ont construit

un algorithme linéaire pour la détermination du nombre de domination total d’un arbre.

Proposition 2.62. Soit G un graphe d’ordre n. Alors v, (G) = n si et selement G = 5 K,.
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Cockayne, Dawes et Hedetniemi ont donné une borne supérieure pour v, en fonction
de n. Les graphes extrémaux atteignant cette borne ont été déterminés par Payan et

Xuong [93], et indépendamment par Fink, Jacobson, Kinch et Roberts [51].

Théoréme 2.63 (Cockayne et al. [30] 1997). Si G est un graphe conneze d’ordre n > 3,

alors
2n

Ve (G) < ?

Théoréme 2.64 (Birgham et al. [23] 2000). Si G est un graphe connexe d’ordre n > 3,

alors v, (G) = 2?” s1 et seulement si G est Cs, Cg ou 2-couronne d’un graphe conneze.

Théoréme 2.65 (Cockayne et al. [30] 1997). Soit G un graphe d’ordre n et de degré

mazimum A. Alors

1. Si G est sans sommet isolé, alors v, (G) <n— A+ 1.

2. Si G est connexe et A <n —1, alors v, (G) <n— A.

Pour les arbres Chellali et Haynes [27] ont donné une borne pour 7.

Théoréme 2.66 (Chellali, Haynes [27]). Soit T un arbre n > 3 ayant s supports. Alors
7 (T) < (n+5) /2.

La borne précédente est atteinte pour la 2-couronne d’un arbre.
Allan, Laskar et Hedetniemi [3] ont établi une relation entre v, (G) et ir (G) pour tout

graphe sans sommet isolé.
Théoréme 2.67 (Allan et al. [3] 1984). Pour tout graphe G sans sommets isolés,
7 (G) < 2ir (G).

Preuve. Soit S = {vy, v, ..., vx} un ir(G)-ensemble de G. Puisque S est un ensemble
irrédondant alors pnfv;, S] # @ pour 1 < i < k. Soit S" = {uy, ug, ..., ux} ot u; € pnlv;, S|
pour 1 < i < k. A noter qu'il est possible d’avoir u; = v; (si v; est privé de lui méme).

Alors S U S” est un dominant total de G, et donc 7, (G) < |S US| < 2k = 2ir(G). O
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Corollaire 2.68. Pour tout graphe G sans sommets isolés,
7(G) <7 (G) <2v(G).
Probléme 2.69. Caractériser les graphes G tels que v, (G) = v (G).

Théoréme 2.70 (Allan et al. [3] 1984). Si toute composante connexe de G a au moins

trois sommets, alors on a:

7 (G) +i(G) < n.
Théoréme 2.71 (Cockayne et al. [30] 1997). Si G et G sont sans sommets isolés, alors
Y (G) +7,(G) < n+2.
avec égalité si et seulement si G ou G est 5 K.

Théoréme 2.72 (Arumugam, Thuraiswamy [5] 1996). Si G et G sont sans sommets

1s0lés, alors

7 (G) JF%(E) =n+1

si et seulement si G ou G =2 Cy, Py U "T_?’Kg ou C3 U ”T_?’Kg.

2.5.3 La domination couplée

Définition 2.73. Un sous ensemble S de V est dit dominant couplé de G st S est domi-
nant et le sous graphe induit par S admet un couplage parfait. Le nombre de domination

couplé noté v, (G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant couplé de G.

U3

% Us

U1 V4

FIGURE 2.6.
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Par exemple pour la chaine Ps, 7,.(P5) = 4 et {vi,v2,v4,v5} est I'unique ensemble

dominant couplé minimum de Ps.
La domination couplée a été introduite par Haynes et Slater [64], en 1998.

Remarque 2.74. Tout graphe sans sommets isolés admet un dominant couplé, il suffit
de prendre l’ensemble des sommets sur les arétes d’un couplage maximal dans G, et un
dominant couplé contient au moins deur sommets, alors 2 < ,,(G) < |V|.

Un ensemble dominant couplé est un ensemble dominant total. Mais ["tnverse n’est pas

nécessairement vrai. Donc v, (G) < v, (G) pour tout graphe G.

Une application : Pour une garde d’une région donnée, on peut supposer qu’'un
gardient protége ses voisins et lui méme (ensemble dominant).

On peut aussi supposer qu’'un gardient doit étre protégé par un autre gardient (ensem-
ble dominant total).

Pour le dominant pair, on impose & ce que chaque gardien soit couplé (protection
mutuelle) avec un autre gardien et dans ce cas, on doit chercher un dominant de taille

minimale avec la propriété que ses sommets forment un couplage.

Dans [64], Haynes et Slater ont montré que le probléme de la recherche du nombre de
domination couplée est NP-Complet. Le coté algorithmique est traité uniquement pour la
classe des arbres, citons le travail de Qiao et al. [95] qui donnent un algorithme polynomial

pour la recherche du nombre de domination couplée dans les arbres.

Le théoréeme suivant regroupe quelques bornes, sur la domination couplée, établis par

Haynes et Slater [64].

Théoréme 2.75 (Haynes, Slater [64] 1998). Soit G un graphe sans sommets isolés d’ordre

n. Alors

2
npourn26et522.
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Probléme 2.76. Caractériser les graphes G tels que v, (G) = 27 (G).

Théoréme 2.77 (Chellali, Haynes [28] 2005). Pour tout graphe G sans sommets isolés
on a:

Yor (G) <=0+ 1.

Preuve. Si § = 1 alors l'inégalité est vérifiée. Donc supposons que § > 2, et soit
v un sommet de degré minimum et w un sommet voisin de v. Alors parmi tous les
dominants couplés minimum de G [(V — N(v)) U {w}], soit S celui qui contient I'aréte vw
(un tel ensemble existe puisque G [(V — N(v)) U {w}] est sans sommets isolés possédant
un couplage maximal contenant I'aréte vw). Dans ce cas, S est aussi un dominant couplé

de G, d’ou, v, (G) < |S]| < |[(V = N(v)) U{w}| =n -5+ 1. O

Le cycle Cs est un exemple de graphe pour lequel la borne est atteinte (7, (Cs) = 4 =
n—o0+1).

Dans [27], Chellali et Haynes ont donné des bornes pour ,,., pour les arbres.

Théoréme 2.78 (Chellali, Haynes [27] 2004). Soit T" un arbre d’ordre n > 3 ayant s

supports. Alors
L4 (T) <9 (T) <7, (T) + 5 — 1.
2. 7, (T) < (n+2s—1)/2.
Haynes et Slater [64] ont établi une relation de type Nordhaus-Gaddum pour 7,),.

Théoréme 2.79 (Haynes, Slater [64] 1998). Si G et G sont sans sommets isolés, alors

_ n+ 3 sin est impair
Vpr (G) + 7 (G) < , ,
n+ 2 sin est pair

2.5.4 La domination connexe

Définition 2.80. Un sous ensemble S de V est dit dominant connexe de G si S est un
dominant et le sous graphe induit par S est connexe. Le nombre de domination connexe

noté par v, (GQ) est la taille minimum d’un ensemble dominant connexe de G.
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FiGURE 2.7. Le cycle Cy

Pour le cycle Cg de la Figure 2.5, v,.(Cg) = 4 tandis que v(Cs) = 2.

La domination connexe a été introduite par Sapmpathkumar et Walikar [99], en 1979.

Remarque 2.81. Un ensemble dominant connexe est un ensemble dominant total. Mais
Uinverse n'est pas nécessairement vrai. Donc v (G) < v, (G) < 7. (G) pour tout graphe G,
et siy(G) =1, alors v(G) =~.(G) =i (G) = 1.

Pfaff, Laskar et Hedetniemi [92] ont montré que le probléme de la recherche du nombre
de domination connexe est NP-Complet pour les graphes bipartis, et Laskar et Pfaff [73]
ont montré que le probléme est NP-Complet pour les graphes scindés. White, Farber et
Pulleyblank [109] ont construit un algorithme polynomial pour la recherche du nombre de

domination connexe dans les graphes fortement triangulés.

Lemme 2.82 (Sapmpathkumar et Walikar [99] 1979). Soient G un graphe et G' un sous
graphe partiel de G. Alorsyy, (G) < v, (G").

Preuve. Soit S un 7, (G’)-ensemble. Puisque G’ est un sous graphe partiel de G, alors

S est aussi un ensemble dominant connexe de G. Ceci donne v, (G) < |S| =7.(G"). O

Notons par 7 le nombre maximum de feuilles dans un arbre couvrant de G.
Intuitivement, on peut facilement obtenir un ensemble dominant connexe en consid-
érant un arbre couvrant 7" de G. Il suffit seulement de supprimer toutes les feuilles de T'.

En effet, Hedetniemi et Laskar [65] ont montré ce qui suit.

Théoréme 2.83 (Hedetniemi, Laskar [65] 1984). Soit G un graphe conneze d’ordre n > 3.
Alors
V. (G)=n—er <n-—2.
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Preuve. Soit T' un arbre couvrant tel que e7 est le nombre de feuilles dans 7. Soit L(7')
'ensemble des feuilles dans T". Alors, il est clair que V(1) — L(T") est un ensemble dominant
connexe dans T et par le lemme précédent, v, (G) < 7. (T) < |V(T) — L(T)| =n — er.

Inversement, soit S un 7, (G)-ensemble. Par la connexité de G[S], il existe un arbre
couvrant Tg de G [S]. Nous prolongeons T & un arbre 7' couvrant de G en ajoutant les
sommets de V(G) — S et des arétes de E(G) de telle sorte que chaque sommet ajouté est
adjacent a exactement un sommet dans S (cela peut étre réalisé puisque S est un ensemble
dominant). Par conséquent, nous avons e > |V(G) — S| = n — 7,.(G). Combinant les
deux inégalités, nous aurons I’égalité désiré, et puisque tout arbre a au moins deux feuilles,

7. (G) <n—2. O
Le corollaire suivant est un résultat immédiat du Théoréme précédent.

Corollaire 2.84 (Sapmpathkumar et Walikar [99] 1979). Si T' est arbre d’ordre n > 3

contenant { sommet pendants, alors v, (T) =n —€(T).

Théoréme 2.85 (Hedetniemi, Laskar [65] 1984). Pour tout graphe connexe G d’ordre n
et de degré mazximum A,

Preuve. Soit u € V tel que dg(u) = A. 1l existe un arbre partiel 7' dans G tel
que Np(u) = Ng(u) (ize; Parbre T' peut étre choisi de maniére que u reste adjacent a
ses voisins). Donc T posséde au moins A feuilles dans 7. Par le Corollaire précédent,

Y (G) <7, (T)<n—4(T)<n-A. n

Corollaire 2.86 (Hedetniemi, Laskar [65] 1984). Pour tout arbre T, v.(T) =n — A(T)

si et seulement si T a au plus un sommet de degré 3 ou plus.

Théoréme 2.87 (Sampathkumar, Waliker [99] 1979). Si G est un graphe connexe d’ordre

n, de taille m et de degré maximum A, alors

n

A+1

<7.(G) <2m —n.
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Théoréme 2.88 (Haynes, Hedetniemi, Slater [62] 1998). Si G est un graphe connexe

d’ordre n avec 6 > 3, alors

(@) <7 —2.

Laskar et Pfaff [73] ont établi le resultat suivant.

Théoréme 2.89 (Laskar, Pfaff [75] 1983). Si G est le complémentaire d’un graphe biparti

ou un graphe scindé, alors

ir (G) =7(G) =7, (G) = 7.(G).

Probléme 2.90. Caractériser les graphes G tels que v, (G) = v (G).

2.5.5 La domination double

Définition 2.91. Un sous ensemble S de V' est dit dominant double de G si tout sommet
de V est dominé par au moins deuxr autres sommets i.e., st x € V — S alors x a deux
voisins dans S et six € S alors x a au moins un voisin dans S. Le nombre de domination

double noté par v, (G) est le cardinal minimum d’un ensemble dominant double de G.

Pour le graphe de la Figure 2.8, v,,(G) = 4.

FicURE 2.8. Le graphe GG

La domination double a été introduite par Harary et Haynes [61] en 2000.

Remarque 2.92. Pour un graphe G.
La domination double est définie uniquement Si G est sans sommets isolés.
L’ensemble des sommets V' de G est toujours un dominant double et un dominant

double contient au moins deux sommets, alors 2 < v,,(G) < |V].
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Application : Le probléme du placement des gardiens dans une prison.

Un gardien placé sur un sommet v peut garder tous les sommets de N[v]. Dans ce cas,
un ensemble dominant double S représente un ensemble de gardiens avec la propriété que
tout prisonnier (un sommet de V' — S) est surveillé par au moins deux gardiens et chaque
gardien (un sommet de S) est voisin d’un autre gardien en vue de s’assurer une mutuelle

aide et assistance en cas de besoin.

Dans [78], Liao et Chang ont montré que le probléme de la détermination du nombre
de domination double dans un graphe quelconque est NP-Complet. Ils ont donné aussi
un algorithme polynomial pour la recherche du nombre de domination double dans les

graphes fortement triangulés.

Cependant, Voici des exemples de graphes ot le nombre de domination double est
donné d’une facon exacte.

1) vy (K,) =2 pour n > 2.

2) Yx2 (Cn) = [2n/3].

3) Yyo (Kys) =4 pour r > 3,s > 3.

4) Yo (K1p) =p+ 1.

On résume ci-dessous quelques bornes concernant le nombre de domination double

¢tablies par Harary et Haynes [61].
Théoréme 2.93 (Harary, Haynes [61] 2000). Soit G un graphe sans sommets isolés, Alors
1. 7><2(G) > 7(G) + 1.

2. Si G admet deux 7y, 4(G)-ensembles disjoints alors v,4(G) < 2v(G).

n/2] +~(G) si n=3 oub
In/2] +v(G) —1 sinon.

3. 816 > 2, alors v,4(G) <

4 Vx2(G) = (40 —2m) /3.

v

- Yuo(G) > 2n/ (A +1).
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Théoréme 2.94 (Chellali, Haynes [28] 2005). Pour tout graphe G sans sommets isolés
on a:

Yo (G) <n—0+ 1.

Proposition 2.95 (Chellali, Haynes [28] 2005). Pour tout graphe G avec § > 2,

n—{—%(G)'

<

Preuve. Soient G un graphe de degré minimum § > 2 et S un v,(G)-ensemble. Soit
A T'ensemble des sommets isolés dans G [V — S|. Alors chaque sommet de A a au moins
deux voisins dans S. Soit D l’ensemble dominant minimum de G [(V — §) — A]. Puisque

G [(V — 8) — A] est sans sommets isolés, il s’ensuit d’aprés le Théoréme d’Ore (v (G) < 5)

que |D| S \V757A| S |V;S|

conséquent:y,, (G) < |[SUD| < |S] + |V;5| _ "+’72t(G)_ O

. Donc S U D est un ensemble dominant double de G, et par

Le cycle Cy est un exemple de graphe ou la borne est atteinte.

Blidia et al. [17] 2003 ont établi quelques bornes sur les arbres pour le nombre de
domination double en caractérisant pour certaines d’entre elles les arbres qui atteignent

I’égalité.
Proposition 2.96 (Blidia et al. [17] 2003). Pour tout arbre T d’ordre n > 3,
Vx2 (T) 27 (T) +£(T) 27 (T) + A.

Preuve. Soit D un 7, (T)-ensemble. D’aprés la remarque précédente, L(

T) C D et
S(T) c D. Donc D — L(T') est un dominant de 7" et donc, |D — L(T')| = v, (T)

et puisque tout arbre contient au moins A(7") sommets pendants, alors v, (1) > v (1) +

(1) >~(T)+ A. O

Afin de donner une caractérisation des arbres pour lesquels la borne inférieure de la
proposition précédente est atteinte, on définit la famille des arbres notée 7 obtenus a
partir de l'étoile K5, pour ¢ > 3, ou bien en subdivisant chaque aréte une fois (ce qui
donne une étoile subdivisée) ou bien en subdivisant au plus (¢ — 1) arétes au plus deux

fois.



62
Théoréme 2.97 (Blidia et al. [17] 2003). Soit T' un arbre. Alors v,o (T) =~ (T)+A(T)
si et seulement si T = P,, pour n € {2,3,4,5} ou bien T € T.

Théoréme 2.98 (Blidia et al. [17] 2003). Soit T' un arbre d’ordre n > 3 avec { sommets

pendants et s sommets supports. Alors

2n+40+s
T (1) < LS

Harary et Haynes [61] 2000, ont établi les résultats de type Nordhauss-Gaddum suiv-

ants:
Théoréme 2.99 (Harary, Haynes [61] 2000). Si G et G sont sans sommets isolés, alors
Vx2 (G) + 72 (G) < 2n,
et cette borne est atteinte si et seulement si G = Py.

Probléme 2.100. Caractériser les graphes G tels que 7,4 (G) = 27 (G).
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CHAPITRE 3

La coloration dans les graphes

L’un des thémes majeurs de la théorie des graphes est la coloration des graphes, car il
fournit un grand nombre de problémes célébres et de nombreuses applications pratiques.
Dans cette optique, le probléme de coloration consiste a regrouper les objets en classes
"indépendantes" i.e. On s’intéresse alors a déterminer une solution pour laquelle le nombre
de classes est le plus petit possible. Ce nombre est appelé nombre chromatique.

En 1852, le jeune Anglais Francis Guthrie s’est demandé s’il est possible de colorer toute
carte de géographie avec quatre couleurs en respectant la condition que deux pays voisins
ne soient pas recouverts par la méme couleur. Ce n’est qu’en 1976 que deux chercheurs
ameéricains ont pu répondre affirmativement a cette conjecture des quatre couleurs.

En effet, a tout pays d’une carte géographique, on associe un sommet du graphe.
A deux sommets du graphe, on associe une aréte si et seulement si les deux régions
correspondantes ont une extrémité commune. Une coloration des sommets du graphe est
alors équivalente a une coloration des régions. Cette technique de coloration est devenue

donc un outil tres puissant dans la résolution des problémes de la théorie des graphes.

3.1 Coloration des sommets

Définition 3.1. On appelle coloration des sommets d’un graphe toute attribution d’une
couleur & chaque sommet (est une fonction c¢:V — {1,2,3,..,k} (k€ N)).

Une coloration est propre si chaque deux sommets voisins portent des couleurs dif-
férentes (c(v) # c(w), Vv, w € V adjacents.

G est k-colorable si on peut colorer ses sommets avec k couleurs distinctes, sans que

deux sommets voisins aient la méme couleur.

Etant donné un graphe G = (V, E'). Une coloration triviale de G consiste & attribuer a

chacun de ses sommets une couleur différente. Ainsi, tout graphe & n sommets admet une
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n-coloration. Donc il est naturel de se demander quel est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour colorer G. D’otl la définition du nombre chromatique de G.

Définition 3.2. Le nombre chromatique d’un graphe G, noté x (G), est le plus petit nom-

bre de couleurs nécessaires a une coloration propre des sommets de G.

On le définit aussi comme étant le plus petit entier k tel que G admet une k-coloration.
C’est donc la taille minimale d’une partition de V' en stables. Une y (G)-coloration d’un
graphe G est dite coloration optimale (minimale) de G, il est dit aussi que G est x (G)-

chromatique.

Pour le graphe G = K4 — e de la Figure 3.1, G est 3-colorable, et x(G) = 3.

FiGUure 3.1.

Pour le cycle C,, de longueur n et de sommets vy, ..., v, disposés dans cet ordre autour

du cycle. Si nous affectons la couleur 1 & vy, alors vy doit étre coloré différemment, disons
) I

par la couleur 2. Mais alors nous pouvons colorer encore vs par 1. En continuant de cette

fagon pour les sommets restants, nous constatons que si n est impair, alors v,, aura besoin

) 2 sin est pair,
d’une couleur différente, 3. D’ou x (C,) =
3 sin est impair.

Remarque 3.3. Soit G un graphe d’ordre n. Il clair que 1 < x (G) < n.
1. X (G) =1 si et seulement si G = K,,.
2. x(G) =n si et seulement si G = K,,.
On donne a présent une caractérisation des graphes pour lesquels x (G) = 2.

Théoréme 3.4. Soit G un graphe non nul. Alors x (G) = 2 si et seulement si G est
biparta.



65

Preuve. Soit G un graphe biparti de classes de sommets X, X5. Affectons la couleur 4
(1 =1,2) a tous les sommets de X;, ceci donne une 2-coloration pour G et donc x (G) < 2,
puisque G % K, x (G) > 2. D’ou x (G) = 2.

Inversement, supposons que x (G) = 2. Alors G a une 2-coloration. Pour i = 1,2,
notons par X; I’ensemble des sommets colorés par i. Alors deux sommets quelconques de
X; (i =1,2) sont non adjacents. Par conséquent, toute aréte de G joint un sommet de X

et un sommet de X5. D’ou G est biparti de classes de sommets X7, Xs. ]

Le probléme de la détermination d’une coloration optimale est NP-complet [56].

Probléme: 3-Colorabilté

Instance : Un graphe G = (V, E).

Question : Existe-t-il une application f de V' dans {1, 2,3} telle que pour toute aréte
wv de G, on ait f (u) # f (v)?

Complezité : NP-complet.

Une question qui se pose de facon naturelle est la suivante. En général, comment
peut-on colorer un graphe donné 7

Une approche évidente est fourni par un algorithme de type glouton suivant.

3.1.1 Algorithme de coloration de Welsh et Powell (Algorithme glouton)

1. Classer les sommets suivant un ordre décroissant de leur degrés.

2. En parcourant la liste dans 'ordre, attribuer une couleur non encore utilisée au
premier sommet non coloré, et attribuer cette méme couleur a chaque sommet non encore
coloré, et non adjacent a un sommet de cette couleur.

3. S’il reste des sommets non encore colorés dans le graphe, revenir a ’étape 2.

L’algorithme de Welsh et Powell couramment utilisé permet d’obtenir une assez bonne
coloration d’un graphe, c’est-a-dire une coloration n’utilisant pas un trop grand nombre
de couleurs. Cependant, il n’assure pas que le nombre de couleurs utilisé soit minimum.

Par exemple, pour le graphe de la Figure 3.1, le nombre chromaique de ce graphe est

évidement 2. Tous les sommets étant de méme degré, ils vont étre visités dans 'ordre
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croissant des numéros de sommets. On voit bien que L’algorithme de Welsh et Powell
fournira une coloration propre ¢ telle que c(vy; — 1) =i et ¢(vy;) =i (i = 1,2,3,4). Alors

le nombre de couleurs trouvé est 4 > x(G) = 2.

U1 U3 Us U7

V2 V4 Ve Ug

FIGURE 3.2. K44 moins un couplage parfait

Plusieurs algorithmes efficaces ont été développés pour déterminer le nombre chroma-
tique de certaines classes de graphes. Il existe par ailleurs des heuristiques de coloration

qui produisent des bornes supérieures de ce parametre.

3.1.2 Application

Probléme d’examen : Le probléme consiste en 'affectation d’un ensemble de taches a
un ensemble d’employés sous forme de vacations.

(Une vacation : une succession de taches deux a deux disjointes dans le temps).

- {Ti}(i=1,..n) ensemble de taches possédant chacune une date de début «d;» et une
date de fin « f; ».

- I; = [d;, f;] est l'intervalle associé a la tache T; sur la droite de temps.

Objectif : Minimiser le nombre de vacations nécessaire a l’exécution de toutes les

taches.

Contraintes : les vacations doivent respecter certaines conditions liées au code de
travail.

- Nombre de téaches pour chaque vacation < m (m € N).

Modélisation : les taches sont les sommets d’un graphe d’intervalles et une aréte

reliant deux sommets lorsque les intervalles correspondants sont en intersection.
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Soit G = (V, E) un graphe ou V' désigne ’ensemble des taches T; et E est ’ensemble

des arétes tel que une aréte placée entre deux sommets 7; et T si [; N [; = &.

Solution du probléme : Coloration minimale de ce graphe. Chaque couleur marque
au plus « m » sommets. C’est-a-dire une partition minimum en stables de cardinalité au

plus « m ».
Exemple 3.5. (Planification d’horaires des examens).

Une université doit organiser des horaires des examens. On suppose qu’il y a 7 épreuves
a planifier correspondant aux cours C1, Cs, ..., C7 et que les paires des cours suivantes ont
des étudiants communs : (C1,Cy), (C1,C3), (C1, Cy), (C1,Cr), (Ca, C3), (Cs, Cy), (Ca, Cs),
(Cq,Cr), (C5,Cy), (Cs,Cs), (Cs,Cq), (C4,Cs), (C4,Cs), (Cs,Cs), (Cs,Cr), (Cq, Cr).

Comment organiser ces épreuves de fagon qu’aucun étudiant n’ait a passer deux

épreuves en méme temps et cela sur une durée minimale 7

Solution 3.6. Construisons le graphe G dont les sommets sont Cy,Cs, ..., C7. Une aréte

relie deux de ces sommets lorsque les deux cours correspond possédent des étudiants com-

muns.
Ce
C7 Cs
C1 Cy
Co C3
FiGure 3.3.

Planifier les examens en un temps minimal consiste a déterminer une k-coloration de
G, avec k = ¢(G).

Premiére méthode : Pour montrer que le nombre chromatique de ce graphe est égal
a 4 il suffit de suivre les deux étapes suivantes.

1. Vérifier que ce graphe ne peut pas étre coloré par trois couleurs: G posséde un sous

graphe complet d’ordre 4 (de sommets C1, Cs, Cs, Cy), donc ¢(G) > 4.
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2. trouver une coloration de ce graphe avec quatre couleurs: S; = {C1,Cs}, Sy = {Cs},
Sy = {C3,C5}, Sy = {C4,C7} est une partition de sommets de G en sous-ensembles
stables, d’ot ¢(G) < 4. Finalement ¢(G) = 4.

Les examens peuvent étre répartis en 4 périodes, de la maniére suivante:

1" période, épreuves des cours C1, C.

2¢ période, épreuves des cours Cs.

3¢ période, épreuves des cours Cs, Cs.

4¢ période, épreuves des cours Cy, Cs.

Deuxiéeme méthode : Si on utilise ’algorithme de Welch et Powel, on trouvera le
méme résultat.

Soit L la liste des sommets du graphe G ordonnés dans [’ordre décroissant de leur degré
L ={Cy,C5,C4,Cy,C5,Cs}

On commence par la couleur rouge attribuable au sommet Cs et tous les sommets non
adjacents a cette couleur qui est Cg. De la méme maniére, on attribue la couleur verte
pour Cs et Cs. Puis la couleur bleue pour Cy et C;. Finalement la couleur jaune pour le

sommet CY.

3.1.3 Bornes sur le nombre chromatique

Proposition 3.7 (Berge [12] 1973). Si H est un sous-graphe de G, alors x (H) < x (G).

Preuve. Si ¢ est une coloration propre de G, alors c¢ est clairement une coloration

propre de H. O]
Proposition 3.8 (Berge [12] 1973). Pour tout graphe G, x (G) > w (G).

Preuve. On applique la proposition précédente & H ot H est le sous graphe induit par

une clique de G de cardinalité maximum. Donc x (G) > x (H) = w (G). O

Proposition 3.9 (Berge [12] 1973). Soit G4, G, ..., G, les composantes connexes d’un
graphe G. Alors
X (G) = max {x(Gi) : 1 <i <p}.
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Preuve. Soit GG; une composante connexe de GG. D’apres la Proposition 3.5, x (G) >
max {x(G;) : 1 <i <p}. Pour 1 < i < p, soit ¢; une coloration propre de G; avec x(G;)
couleurs. Soit 7 une coloration de G définie par c¢(v) = ¢;(v) si v € G;. Comme il n’y a
pas d’arétes entre deux sommets appartenant a deux composantes connexes diférentes, ¢

est une coloration propre de G. Ainsi, y (G) = max {x(G;) : 1 <i < p}. H
Proposition 3.10 (Berge [12] 1973). Pour tout graphe G d’order n,
n/a(G) < x(G)<n—a(G)+1.

Preuve. Posons k = x (G). Soit {V1, V4, ..., Vi } une partition de V' en k stables. Puisque
chaque V; est un stable, |V;| < a(G), pour 1 <i < k. D’ou, n = Zle V] < ka(G), ce
qui donne la borne inférieure.

Pour montrer la borne superieure, considérons un stable maximum S. Alors les sous-
ensembles de V' — S de cardinalité 1 avec S forment une partition de V en n — a (G) + 1

sous-ensembles stables. O
Théoréme 3.11 (Berge [12] 1973). Soit G un graphe simple de degré maximum A, Alors

X(G) < AG) + 1.

Preuve. Soit {51, 5,...,S5,} une partition de V' en stable telle que p = x(G). Alors
il existe un sommet z; € S; pour tout i € {1,2,...,p} tel que N (z;) N S; # @ pour tout

i # j, ceci implique que dg(z;) > p — 1. Par conséquent A(G) >p—1=x,(G)—1. O

Théoréme 3.12 (Brooks [22] 1941). Soit G un graphe connexe autre qu’une clique ou un
cycle impaire et de degré mazimum A. On a alors x(G) < A(G).

Théoréme 3.13 (Hansen [60] 1979). Dans un graphe simple de n sommet et m arréte,

on a

Preuve. Soit {51, S,...,S,} une partition de V' en stable telle que p = x(G). Alors

il existe au moins une aréte entre deux stables, d’ott m(G) > 05 = p((p — 1)/2, et donc

X(G)=p < /2m(G) + 1+ 1. O
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Lemme 3.14 (Cauchy-Schwartz). Soit n,p > 1. Si xq, 2o,..., T, > 1 sont des entiers

avec Y ¥ xi=mn, alors Y 7 x? > n?/p.

=11

Théoréme 3.15 (Meyers, Liu [83] 1972). Soit G un graphe d’ordre n et de taille m, alors

n2

>
X&) = n? —2m(G)
Preuve. Soit {51, 52, ...,S,} une partition de V en p = x(G) indépendent. En appli-

quant le lemme précédent, on obtient

n(n —1) = 2m(G) +2m(@) = 2m(G) + X0, 2m(GIS])
> 2m(G) + Zf:l S| (ISi] — 1) = 2m + Zf:l |Si|2 - f:l |.Si] (3.1)

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, n(n — 1) > 2m(G) + (320, 1S:))? /o — 320, |Si] =

2m(G) + n?/p — n. Par conséquent, x(G) > #ﬁn(g) =

Théoréme 3.16 (Nordhaus, Gaddum [87] 1996). Pour tout graphe simple G d’ordre n,
n<x(G)x(G)<((n+1)/2)° et 2vn<x(G)+x(G) <n+1.

Preuve. Soit {51,955, ..., 5 )} une partition de V en x(G) ensembles independants.
Alors chaque S; est une clique de G, et donc |S;| < w(G) < x(G), ceci donne n =
XD 18] < x(@(G).

4n < 4x(G)x(@) < (X(G) — X(@)) + 4x(G)x (@) = (x(@) + x(@))".

Drautre part, 4n < 4x(G)x(G) < (x(G) = x(@)” + (GX(G) = (X(C) +x(@))".
Ainsi x (G) + x (G) > 2v/n.

Pour montrer que x (G) + x (@) < n + 1, on utilise I'induction sur n. Pour n = 1 ou
2, le résultat est trivial. Supposons alors que le résultat est vrai pour tout graphe ayant
moins de n sommets, et considérons le graphe H obtenu a partir de G' en supprimant un
sommet v. Il est clair que x (G) < x (H)+ 1 et x (6) <x (ﬁ) + 1.

Six(G)=x(H)+1let x (G) < x(H)+1,alorsdg(z) > x (H) et dg(z) > x (H). Ceci
implique que x (H)+x (H) < n—1, et par conséquent x (G)+x (G) = x (H)+x (H)+2 <
n+ 1.
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Sinon x (G) + x (G) < x (H) + x (H) + 1, et par 'hypothése d’induction, on trouve
X(G)+x(G) <n+1.

Finalement, en appliquant D'inégalitéy/x (G) x (G) < x (G) + x (G) /2, on trouve

Y (G)x (@) < (X (@) +x (@) /A< (n+1)* /4. =

3.2 Graphes parfaits

Les graphes parfaits constituent une des classes les plus importantes en théorie des graphe,
introduites par Berge au début des années soixante.

L’intérét de Berge pour cette classe de graphes est issu des travaux de Shannon [98§]
en 1956, en théorie de 'information sur les codages optimaux et la capacité d’un canal de

communication.

Pour un graphe connexe G = (V| E), on note par w(G)et 0(G), respectivement, la
cardinalité d’une clique maximum de G et est la cardinalité d’une partition minimale de

V en cliques.
Proposition 3.17. Pour tout graphe G, a (G) < 0 (G) et w (G) < x (G).

Définition 3.18. Un graphe G est dit x-parfait, si pour tous sous-graphes H induit de G
ona:w(H)=x(H).

Définition 3.19. Un graphe G est dit a-parfait, si pour tous sous-graphes H induit de G
ona:o(H)=60(H).

On nomme un trou un cycle sans corde de longueur au moins 4, et un anti-trou le

complémentaire d’un trou.

Définition 3.20. Un graphe G est dit graphe de Berge s’il ne contient ni de trou impairs,

ni d’anti-trou impair.
En 1960, Claude Berge [10] a énoncé les deux conjectures connues respectivement,

Conjecture 3.21 (conjecture faible des graphes parfaits). Un graphe est a-parfait si est

seulement s’il est x-parfait.
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Conjecture 3.22 (conjecture forte des graphes parfaits). Un graphe G est parfait si est

seulement si G est de Berge.

La validité de la conjecture forte des graphes parfaits implique celle de la conjecture
faible. Cette derniére, a été démontrée par Lovasz en 1972, depuis, elle est connue comme

étant le théoréme des graphes parfaits suivant :

Théoréme 3.23 (Lovasz [80] 1972). Pour un graphe G les assertions suivantes sont équiv-

alentes :

i) Pour tout sous graphe induit H de G : x(H) = w(H).
ii) Pour tout sous graphe induit H de G : 0(H) = a(H).

iii) Pour tout sous graphe induit H de G : a(H)w(H) > |V (H)|.

Et depuis, la conjecture forte est appelée conjecture des graphes parfaits ou conjecture

de Berge.
Corollaire 3.24. Un graphe est parfait si et seulement si son complémentaire est parfait.

Grostchel, Lovasz et Schrijver, [57] ont développé des algorithmes polynomiaux pour

résoudre ce probléme, en utilisant une variante des ellipsoides.

Théoréme 3.25 (Grostchel, Lovasz, Schrijver, [57] 1988). Si G est un graphe parfait,

alors on peut colorer G en w(G) couleurs en temps polynomial.

On sait que tout graphe parfait est un graphe de berge.

Le probléme qui restait posé : Existe-t-il des graphes de Berge qui ne sont parfaits
(Monstre)?

En 2002, Chudnovsky, Robertson, Seymourt Thomas [29] ont montré qu’il n'y avait
pas de Monstres et que la conjecture forte des graphes parfaits est vraie.

En effet, ils montrent que tout graphe de Berge appartient & une de quatre classes

suivante :
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e Graphes bipartis,

e Graphes complémentaires des graphes bipartis,

e Graphes adjoint des graphes bipartis,

e Graphes complémentaires de graphes adjoint des graphes bipartis, ou

e peut étre construit & partir de trois ou quatre opérations (skew partition, 2-joint ou

2-joint dans le complémentaire).

3.3 Coloration des arétes

Définition 3.26. On appelle coloration des arétes d’un graphe toute attribution d’une
couleur & chaque aréte (est une fonction c¢: E — {1,2,3,...k} (k € N)), telle que pour
toute paire d’arétes e et f adjacentes c(e) # c(f).

G est k-aréte-colorable si on peut colorer ses arétes avec k couleurs distinctes, sans que
deux arétes adjacentes aient la méme couleur.

Le plus petit k tel que G soit k-aréte-colorable est appelé I’indice chromatique de G,
noté x' (G).

Remarque 3.27. Pour tout graphe G.
1) X' (G) =1 si et seulement si G = 5 Ks.
2) X' (G) = m(G) si et seulement si G = K;,, ou K;.
3) X (G) = x(L(Q)), ou est L(G) le graphe adjoint (line graph) de G.
4) A(G) <X'(G) < 2A(G) -

Exemple 3.28. Soit C,, est un cycle d’ordre n et K,, est une clique d’ordre n. Alors
2 st n est pair,
3 sin est impair.

n—1 st n est pair

n st n est impair

Konig [70] a donné le resultat suivant pour les graphes bipartis.
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Théoréme 3.29 (Konig [70] 1916). Si G est un graphe biparti, alors

Cette relation n’est pas vraie lorsque le graphe n’est pas biparti. Par exemple, pour
un cycle impaire C,, A (C},) = 2, mais x'(C,) = 3.

Vizing [104] a établi une borne superieure pour x'(G) en fonction A(G) pour tout
graphe G.

Théoréme 3.30 (Vizing [104] 1964). Pour tout graphe G, A(G) < X' (G) < A(G) + 1.

I est cependant difficile de déterminer si x'(G) est égal & A(G) ou & A(G) + 1 (le
probléme et NP-complet).

3.4 Coloration totale

Définition 3.31. Une coloration totale est une coloration des arétes et des sommets telle
que, deux sommets adjacents ont des couleurs différentes, deux arétes adjacentes ont des
couleurs différentes, et une aréte a une couleur différente de celles de ses extremités.

Le nombre chromatique total, noté T (G), est nombre minimal de couleurs nécessaires

pour colorer totalement un graphe.
Exemple 3.32. Coloration totale de Cs : xT(Cs) = 4

Conjecture 3.33. Pour tout graphe G, xT(G) < A (G) + 2.
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CHAPITRE 4

Notion de noyaux dans les digraphes

Parmi les concepts étudiés en théorie des graphes, celui du noyau qui a été introduit
pour la premiere fois, en 1944 par Neumann et Morgenstern, comme une solution d’un
jeu coopératif & n joueurs, pour le digraphe dont les sommets représentent les résultats
possibles des décisions et les arcs les préférences efficaces. En effet, ils ont démontré qu’un
digraphe (directed graph) sans circuits admet un noyau.

Le fait qu’un digraphe ne posséde pas toujours un noyau a amené beaucoup d’auteurs
a s’intéresser a l'existence de noyaux dans un digraphe donné. Plusieurs travaux ont
été réalisés notamment par Berge, Blidia, Duchet, Jacob, Meyniel, Mafray, Neumann et
Sanchez.

Les problémes importants sur les noyaux sont de type, structure des digraphes qui
admettent un noyau, opérations sur les graphes orientés noyaux-parfaits, algorithmes ef-
ficaces pour trouver un noyau et détermination d’orientation dans un graphe non orienté

au départ pour qu’il admette un noyau.

4.1 Définitions et notations utilisées dans les digraphes
4.1.1 Digraphe

Un digraphe D = (V, A) est la donnée de deux ensembles (finis) V' et A non vides, V'
(noté aussi par V') est dit ensemble des sommets et A (noté aussi par A) est dit ensemble
des couples ordonnés appelés des arcs (ou arétes orientées). Le cardinal de V' est appelé
Iordre de D, noté n. Le cardinal de A est appelé la taille de D, noté m. Si on écrit
ry € Alou (z,y) € A(D)), ceci signifie que P’arc est orienté de x vers y. Pour un arc

v ege

Soit D = (V, A) un digraphe et (z,y) un arc de D. (x,y) est dit symétrique si l'arc
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(xz,y) € A, sinon 'arc (z,y) est dit antisymétrique (ou asymétrique). Si y = x alors l'arc
(x,z) est appelé une boucle.

Dans un digraphe D, deux arcs a; et ay sont dit adjacents, s’ils ont au moins une
extrémité en commun, et deux sommets x e y sont dit adjacents, s’il existe au moins un
arc entre eux.

Un digraphe D = (V, A) est dit symétrique si tous ses arcs sont symétriques, sinon
il est dit antisymétriqgue (ou asymétrique). Aussi, D est dit transitif si (z,y) € A et
(y,2) € A= (z,2) € A pour tout z,y, z dans V.

Un digraphe simple est un digraphe dont tout couple ordonné de sommets est relié
par au plus un arc (sans arcs multiples) et tout arc de D a ses extrémités distinctes (sans
boucle). Dans ce document, le digraphe D = (V, A) considéré est simple et fini, c’est-a- dire
ne contient pas de boucles ni d’arcs multiples (mais les arcs symétriques sont autorisés).
Au vu de cette définition, il est naturel de représenter graphiquement un digraphe ou les

points représentent les sommets et les fleches entre deux points représentent les arcs.

Exemple 4.1. Le digraphe D = (V, A) représenté par la figure 4.1. L’ensemble de som-
mets de D est V = {a,b,c,d,e, f,g,h,i} Uordre de D est n = |V| = 9. Le cardinal de
A est m = |A| = 18 (chaque arc symétrique représente deux arcs). Le digraphe D est ni
symétrique ni transitif, en effet, on a par exemple l'arc (b,a) € A est asymétrique et de
plus les deux arcs (f,i) € A, (i,h) € A, mais Uarc (i, f) ¢ A.

e

Y

0 c q

FI1GURE 4.1. Un digraphe D sans boucles ni d’arcs multiples.

4.1.2 L’ensemble des prédécesseurs, successeurs et voisins d’un sommet

Soi D = (V, A) un digraphe et a = (x,y) un arc de D. Alors x est appelé un prédécesseur

de y et y un successeur du sommet x.
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- On appelle voisinage intérieur du sommet = 'ensemble I'(z) = {y : (y,z) € A}

des prédécesseurs du sommet z. De méme I'"[z] = ' (z) U {z}, et si S C V alors
r-S)=Ur(@eI[S]=UTI [z
zeS zes

- On appelle voisinage extérieur du sommet x I'ensemble T't(z) = {y : (z,y) € A}

des successeurs du sommet x. De méme I'[z] = 't (z) U {z}, et si S C V(D) alors
I't(S)= U Tf(s) et TT[S] = U I't[z].
z€S z€S

- On désigne par I'(z) = T'5(x) U T, (z) I'ensemble des voisins de x, on a I'[z] =

D(x)U{z}.

Exemple 4.2. Si on prend par exemple l'ensemble S = {d , f } dans le digraphe précédent
( Figure 4.1.), alors T~(S) = {a,b,c,e,g} et TT(S) = {a,c,i}.

Considérons le digraphe correspondant a la figure 4.1. On a par exemple les ensembles

des prédécesseurs et successeurs de g sont I'"(g) = {c¢, h,i} et 't (g) = {¢,d, f}.

4.1.3 Degré entrant, degré sortant et degré d’un sommet

Soit D = (V, A) un digraphe et z un sommet de D.

- Le degré entrant ( ou demi-degré intérieur) du sommet z, noté par d—(z) est le nombre
d’arcs entrant a z, d”(x) = [~ (z)|.

-Le degré sortant (ou demi-degré extérieur) du sommet x, noté par d*(z) est le nombre
d’arcs sortant de z, d*(z) = [I'T(z)].

- Le degré entrant maximal de D, noté par A~ (D) = max{d (x),x € V)}, est le
mazimum de degrés entrant dans D.

- Le degré entrant minimal de D, noté par § (D) = min{d~ (z),x € V)}, est le mini-
mum de degrés entrant dans D.

- Le degré sortant maximal de D, noté par AT (D) = max {d"(z),z € V'}, est le maz-
mmum de degrés sortant dans D.

- Le degré sortant minimal de D, noté par §* (D) = min {d* (z),x € V'}, est le minimum

de degrés sortant dans D.



78

Ainsi

Y df(x)= D dp(z)et Y dp(r) =2m

zeV(D)  azeV(D)

Dans le graphe de la figure figure 4.1, ona: d (¢) = |I'" (¢)| =3 et d™(c) = |I'T (¢)| =
2,et 07 (D)=0,0"(D)=1, A~ (D) =4, AT(D) = 4.

- Comme dans les graphes non orientés, un sommet de degré 0 est dit sommet isolé, et
un sommet de degré 1 est dit sommet pendant (ou une feuille) et le sommet adjacent au
sommet pendant est dit sommet support.

- Pour un entier k > 0, si tout sommet = de D, d*(z) = k (resp. d (x) = k) on dit

alors que D est un digraphe k-out-régulier (resp. k-in-régulier).

4.1.4 Graphe non orienté associé a un digraphe (underline graph)

Le graphe non orienté G associé & un digraphe D est le graphe obtenu a partir de D en
supprimant l’orientation des arcs, et une aréte reliant deux sommets x et y existe dans G

si les deux sommets z et y sont adjacents dans D.

Exemple 4.3. Dans la figure 4.2, on a le graphe orienté D et son graphe associé G.

D G
F1cURrE 4.2. Un digraphe D et son graphe associé G.

4.1.5 Graphe orienté

Un graphe orienté est un digraphe sans arcs symétriques, c’est-a-dire, pour chaque paire
x et y des sommets distincts de D, au plus un de (z,y) et (y,z) est un arc de D.

Un tournot d’ordre n noté par 7,, est un graphe orienté dont son graphe associe est
un graphe complet, c’est-a-dire pour toute paire de sommets, disant, = et y de V' ou bien

(z,y) € A ou bien (y,z) € A mais pas les deux (Voir Figure 4.3).
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FIGURE 4.3. Un tournoi d’ordre 4.

Un arbre orienté ( Directed tree) est un digraphe dont son graphe associe est un arbre

T = (V,E). Un exemple d’un arbre orienté d’ordre 10 est donné par la Figure 4.4.

FIGURE 4.4. Un arbre orienté 7' = (V, A) d’ordre 10.

Une chaine orientée d’ordre n noté par P, est une chaine P, dans son graphe associe,
—
ou les arétes de P, sont orientées arbitrairement. Une chaine orientée Py est représentée

par la Figure 4.5.

F1GURE 4.5. Une chaine orientée Fx.

Une chaine orientée sans arcs symétriques Ps est représentée par la Figure 4.6.

Un chemin d’ordre n, noté par Fn est une chaine orientée P, dont ses arcs sont tous
orientés dans le méme sens, i.e., sont tous orientés antisymétriquement. Un chemin ]?6> est
représenté par la Figure 4.7.

Un cycle orienté d’ordre n noté par C,, est un graphe dont son graphe associe est un
cycle C,,, ou les arétes de (), sont orientées arbitrairement (ou peut définir aussi un cycle

comme étant une chaine orientée fermée).
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o—————»

F1GURE 4.6. Une chaine orientée sans arcs symétriques Fs.

/
/Vo

—
FiGURE 4.7. Un chemin F;.

.
Un circuit d’ordre n noté par C, c’est un chemin d’ordre n fermé. la Figure 4.8

ﬁ
repésente un cycle orienté d’ordre 3 et le circuit Cs.

ﬁ
F1cURE 4.8. Un cycle orienté d’ordre 3 et le circuit Cj.

Considérons un digraphe D = (V, A) et deux sommets = et y de ce graphe. On appelle
distance entre x et y, notée d(zx,y), la longueur d’un plus court chemin de x et y. Si aucun

chemin n’existe, on prendra d(z,y) = +o0.

4.1.6 Sous-digraphe, digraphe partiel

Soit D = (V, A) un digraphe. Le sous-digraphe de D engendré par U C V, noté par D[A]
est le digraphe qui a pour ensemble de sommets ’ensemble U et dont les arcs sont ceux de
U ayant leurs deux extrémités dans A. Le digraphe partiel de D défini par W C U est le
digraphe (V,W). Le sous-digraphe partiel de D est un sous-digraphe du digraphe partiel
de D.
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4.1.7 Graphe orienté fortement connexe

Un digraphe D = (V, A) est fortement connexe siVx,y € V, d(z,y) < 400 et d(y,z) < +00
c-a-d. Vz,y € V, ils existent un chemin de = & y et un chemin de y a .

La relation xRy <="x = y ou = # y et il existe un chemin de x & y et un chemin de
y a z" est une relation d’équivalence. les classes d’équivalence de cette relation sont les
composantes fortement connexes de D, qui forment une partition de V' en sous-digraphes
fortement connexes.

On appelle graphe réduit D, le quotient du digraphe D par la relation de forte connexité
D, = D/R, les sommets de D, sont donc les composantes fortement connexes et deux
composantes fortement connexes C; et C; sont reliées par un arc de C; vers C; si et
seulement s’il existe au moins un arc d’extrémité initiale d’un sommet de C; et d’extrémité
terminale d'un sommet de C;. Le graphe D, est sans circuit.

Une composante fortement connexe C' est dite terminale si ' (C') C C.

4.1.8 Mise en ordre d’un graphe sans circuit

Soit un graphe orienté D = (V,U) sans circuit. Ordonner un graphe orienté revient a
disposer dans un certain ordre ses sommets, tel que les arcs soient dans le méme sens. On
définit pour cela les différents niveaux des sommets du graphe. Alors la mise en ordre d’un
graphe orienté sans circuit est la détermination des niveaux Ny, Ny, ..., N; qui forment une
partition de V.

On construit les sous-ensembles Ny, N1, ..., N par le procédé suivant:

No={x eV T (z) =92},

Ny={z eV —Ny: T (x) C Ny},

Ne={z eV -UZ N:T-(2) c US N
Ainsi de suite jusqu’a épuisement de tous les sommets, i.e N, # & et N 1 = .

(wi, x;) est un arc avec x; € N; et z; € N; si et seulement si ¢ < j.
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4.1.9 Ensemble stable, ensemble absorbant
Soit D = (V,U) un 1-graphe orienté sans boucles.

Définition 4.4. Un stable dans D est un sous-ensemble de sommets S C V tel que

I'=(S)NS = o, autrement dit; les sommets de S sont deux & deux non adjacents.

Définition 4.5. Un absorbant dans D est un sous-ensemble de sommets A C V tel que
I~ (A)UA =1V, autrement dit; tout sommet x qui n'est pas dans A, posséde au moins un

successeur dans A.

4.2 Noyaux et Graphes noyaux parfaits

4.2.1 Définitions

A partir du concept de "Solution" d’un jeu & n joueurs, dit & Neumann et Morgenstern,

Berge a introduit la notion de noyau et 1’a reliée a la fonction de Grundy.

Définition 4.6. Un noyau dans D est un sous-ensemble de sommets N C V qui est un

stable et un absorbant dans D.

Définition 4.7. D est noyau-parfait si seulement si tout sous-graphe orienté de D (y

compris D ) posséde un noyau.

Remarque 4.8. Dans un graphe orienté, le noyau n’existe pas toujours et s’il existe, alors

il n’est pas necessairement unique.

c c c
D, D, Ds
FIGURE 4.9. D; sans noyau, D, avec unique noyau {c}, D3 avec deux noyaux {a,c},

{b, d}
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4.2.2 Applications

L’interét du concept de noyau ne réside pas seulement dans son application & la théorie
des jeux, mais aussi a la logique et méme aux problémes de décision, afin d’illustrer ces

applications, nous citons quelques exemples.

Théorie des jeux (Berge [12] 1973) : Supposons que n joueurs, que 'on désignera
par (1), (2), ..., (n) peuvent se concerter pour choisir une situation = dans un ensemble X;
si le joueur (i) préfere la situation a a la situation b, on écrira a = b; et =" est un préordre
total. Les préférences individuelles > peuvent ne pas étre compatibles, et par conséquent
il est nécessaire d’introduire la notion du préférence efficace . La situation a est dite
préférée efficacement a b, s’il existe un ensemble de joueurs qui préférent a a b et qui sont
capables g’ils le veulent de faire prévaloir leur point de vue, si en outre b > c il existera
un ensemble de joueurs qui fera prévaloir b & ¢, mais comme ce n’est pas nécessairement
le méme, on peut ne pas avoir a > ¢, et la relation n’est pas nécessairement transitive.

Soit le digraphe D = (V,U) ou ' (x) désigne I’ensemble des situations préférées effi-
cacement a x. Soit N un noyau du digraphe D (s’il existe). Von Neumann et Morgenstern
ont proposé de limiter le jeu aux éléments de N. Comme N est stable, alors toute situation
de N ne peut pas étre préférée efficacement a une autre situation de N et comme N est
absorbant, alors a toute situation ¢ N, on peut préférer efficacement une situation de

N ce qui écarterait immeédiatement la situation z.

Base d’axiome d’une théorie (Berge [12] 1973) : Considérons une théorie c’est-a-
dire un ensemble de propositions pi, ps, ps, ..., que l'on peut représenter par des points.
Tragons I’arc (p;,p;) si 'on peut déduire logiquement la proposition p; de la proposition
p; (ou: p; = p; ), on obtient un graphe orienté transitif D = (V,U), car : (p;,p;) € U
et (pj,pr) € U= (pi,px) € U.

On se propose de déterminer une base de proposition dite "axiomes" parmi toutes les
propositions, avec les deux propriétés suivantes:

(1) toute proposition de la théorie peut se déduire d'un axiome de la base;

(2) aucun axiome de la base ne peut se déduire d’un autre axiome.

Le probleme consiste donc a construire un noyau du digraphe D.
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Probléme de décisions (Exemple concret) (Droeske et al. [43] 1987) :

Un gouvernement ayant décidé de répartir trois milliards de Francs en vue de dimin-
uer la mortalité sur les routes, on propose cinq initiatives: augmentation du nombre de
gendarmes, construction d’autoroutes, mise en place des signaux lumineux & tous les car-
refours, récompenses aux meilleurs conducteurs et la gratuité des transports publics. 1l
charge un groupe de recueillir les préférences du public et ce groupe parvient a établir le
digraphe suivant ot les cinq sommets représentent les cinq initiatives dans 1’ordre repris
ci-dessus ou un arc (z;, x;) existe s’il est certain que la population préfére I'initiative x; a

I'initiative z; (Voir Figure 4.11).

5 4

F1GURE 4.10. La représentation graphique du probléeme

L’ensemble qui contient les sommets 2,5, constitue le noyau dans le digraphe, c’est
I’ensemble qui ne contient pas les mauvaises actions, ce qui justifie 'omission des initiatives
1,3,4.

Le décideur peut consacrer un budget de 1,5 milliards de Francs & chacune des initia-

tives 2 et 5 (si bien sir, il n’arrive pas a trancher entre les deux initiatives).

4.2.3 Propriétés du noyau

Proposition 4.9 (Berge [12] 1973). Si N est un noyau d’un digraphe D, alors N est un

stable mazximal et un absorbant minimal (par rapport & inclusion).

Preuve. Soit N un noyau du digraphe D = (V,U).
Supposons que N n’est pas un stable maximal c’est-a-dire 3x € V' — N tel que x n’est

pas relié & aucun sommet de N, donc il n’est pas absorbé par N, contradiction avec la

définition de N.
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Supposons que N n’est pas un absorbant minimal c’est-a-dire 3z € N tel que N — {z}
est un absorbant, donc x est absorbé par un sommet de N — {z} d’ot N NI~ (N) # @.
Contradition avec la stabilité de N. m

A partir de la constatation qu’un noyau dans un digraphe n’existe pas toujours, une
question se pose d’'une maniére naturelle: "Quelles sont les propriétés structurelles d’un
digraphe qui impliquent ’existence d’un noyau ?".

Le théoréme suivant, dii & Berge, donne une condition nécessaire et suffisante pour

qu'un sous ensemble de sommets dans un digraphe soit un noyau.

Théoréme 4.10 (Berge [12] 1973). Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
ensemble N C V(D) soit un noyau d’un digraphe D = (V,U) est que sa fonction carac-

téristique py (v) vériffie: Vo € V, oy () = 1 — maxyer+ o) @y (y) avec

1 st x€N
0 si ¢ N

oy () =

Si 't (x) = @, on posera par convention maxXyer+(z) ¢x (¥) = 0.

Théoréme 4.11 (Berge [12] 1973). Si D = (V,U) est un digraphe transitif, tout ensemble
absorbant minimal est de cardinalité 5(D) (i.e. nombre minimum de sommets de D qui
absorbent tous les sommets), en outre, un ensemble N C V' est un noyau si et seulement

st c’est un ensemble absorbant minimal.

Théoréme 4.12 (Berge [12] 1973). Si D = (V,U) est un digraphe symétrique, alors D
admet un noyau, en outre, N C V' est un noyau si et seulement si c’est un ensemble stable

maximal.

Théoréme 4.13 (Neumann, Morgenstern [86] 1944). Un digraphe sans circuits admet

un noyau, en outre, ce noyau est unique.

4.2.4 Quelques sous classes des digraphes noyau-parfaits

Une propriété P d’un digraphe D est dite héréditaire si tous les sous-digraphes d’un

digraphe ayant la propriété P ont cette propriété. Donc pour montrer qu’un digraphe D
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possédant une propriété héréditaire P, est noyau parfait, il suffit de montrer que D admet

un noyau.

Théoréme 4.14 (Richardson [97] 1953). Un digraphe sans circuits impairs est noyau-

parfait; (le noyau n’est pas nécessairement unique).

Théoréme 4.15 (Duchet [44] 1979). Un digraphe tel que tout circuit impair posséde deux

arcs symétriques est noyau-parfait.

Théoréme 4.16 (Duchet [44] 1979). Un digraphe tel que tout circuit a au moins un arc

symétrique est noyau-parfait.

Théoréme 4.17 (Duchet, Meyniel [46] 1983). Un digraphe tel que tout circuit impair

{v1,v9, ..., vop11} @ deuz cordes de la forme (v;,v;42) et (viy1,vi3) est noyau-parfait.

Théoréme 4.18 (Sanchez, Neumann [100] 1984). Un digraphe tel que tout circuit impair

posséde deux pdles consécutifs est noyau-parfait.

Définition 4.19. Un digraphe est de parité si pour tout couple de sommets distincts, les

chemins minimauz reliant ce couple de sommets ont la méme parité.
Théoréme 4.20 (Blidia [15] 1984). Un digraphe de parité est noyau-parfait.

Dans [45], Duchet a posé la conjecture suivante : " Soit D un digraphe tel que tout
circuit impair posséde deux cordes courtes, alors D est noyau parfait". Puis il a affirmé
cette conjecture dans le cas ou tout 3-circuit est symétrique, en donnant le théoréeme

suivant:

Théoréme 4.21 (Duchet, [45] 1987). Un digraphe tel que tout 3-circuit est symétrique et

tout circuit impair posséde deux cordes courtes est noyau-parfait.

4.2.5 Noyaux et fonctions de Grundy

Le concept de fonction de Grundy a été introduit par Grundy, en 1939, pour des digraphes

sans circuits, puis étendu en 1956, par Berge et Schiitzenberger aux digraphes quelconques.
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Définition 4.22. Considérons un digraphe orienté, sans boucles D = (V,U).Une fonction

gV — N est dite une fonction de Grundy, si elle vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) g(x) = k > 0, entraine que, pour tout j < k il existe un y € I't(z) avec g(y) = j.

(i) g(z) = k, entraine que tout y € I'" (x) vérifie g(y) # k.

Remarque 4.23. Une fonction de Grundy n’existe pas toujours, et un digraphe peut

admettre plusieurs fonctions de Grundy.

G H

FIGURE 4.11. G n’admet pas de fonction de Grundy, mais H a deux fonctions de Grundy

Proposition 4.24 (Berge [12] 1973). Si D admet une fonction de Grundy g, alors D a

un noyau.

Preuve. S = {x € V : g(z) = 0} est un noyau de D, puisque I'on a simultanément:
1)z eSS = g(x) =0= minger+u) 9(y) >0 =T"(2)NS = 2.
2z ¢S = g(x) >0=minger+u g(y) =0=T"(2)NS # 2. O

Mais la réciproque n’est pas vraie, on peut vérifier que le digraphe de la Figure 4.15.

admet {d} comme noyau, mais il n’admet pas de fonction de Grundy.

FiGURE 4.12. Un digraphe possédant un noyau mais n’admettant pas de fonction de

Grundy
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Théoréme 4.25 (Berge [12] 1973). Si D est un digraphe noyau-parfait alors D admet

une fonction de Grundy.

Corollaire 4.26. Un digraphe symétrique admet une fonction de Grundy.
Un digraphe transitif admet une fonction de Grundy.

Un digraphe sans circuits de longueur impaire admet une fonction de Grundy.

4.2.6 Méthodes de démonstration d’existence du noyau
Pour montrer qu’un digraphe est noyau-parfait on peut utiliser trois moyens:

La premiére méthode : Elle consiste en se donnant des conditions d’existence d’arcs
symétriques sur les circuits, & se ramener aux théorémes connus de Von Neumann (tout
digraphe sans circuits est noyau-parfait) et de Richardson (tout digraphe sans circuits
impairs est noyau-parfait), en réorientant une partie de 'ensemble des arcs du digraphe.

Une réorientation D’ d’un digraphe D est une orientation induite du digraphe D dont
certains arcs symétriques deviennent des arcs antisymétriques. Si le digraphe D’ admet
un noyau, alors ce dernier est un noyau du digraphe D.

Cette méthode a été élaborée par Duchet en montrant le Théoréeme 4.12.

La deuxiéme méthode : Cette méthode permet, lorsque le digraphe D satisfait a
certaines conditions, en supposant que tout sous-digraphe est noyau-parfait de construire
un noyau du digraphe D au moyen d’une certaine procédure.

Des méthodes constructives différentes ont été utilisées par plusieurs auteurs Duchet,

Meyniel, Jacob et Blidia.

La troisiéme méthode : L’idée de cette méthode est de se servir de compositions
nouvelles de digraphes noyaux-parfaits. Elle permet de construire un digraphe noyau-
parfait & partir d’autres digraphes noyaux-parfaits. C’est ainsi que Jacob [67] et Meyniel

[84] ont montré que le joint de deux digraphes noyaux-parfait est noyau-parfait.

Définition 4.27. Le joint de deux digraphe D1 = (V1,U;) et Dy = (Va, Us), noté Dy + Do,
est le digraphe D = (V, U) dont l’ensemble des sommet est V = V1UV; et dont la restriction

a Vi ou Vs, est identique a Dy ou Dy respectivement avec les conditions supplémentaires:
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(i) Siz € Vi et y € Vi, alors (z,y) ou (y,z) € U.

(71) Tout circuit d’ordre 3 empruntant des sommets de V; et V5 admet deux cordes.

4.2.7 Etude algorithmique de la recherche de noyau dans certaines classes de

digraphes noyau-parfaits

Le probléme de recherche d’un noyau dans un digraphe est en général est difficile. Fraenkel
[52] a montré que le probléeme d’existance de noyau dans un graphe arbitraire est NP-
complet. Aussi il a montré qu’il existe un algorithme polynomial pour ce probléme dans
certaines classes de digraphes.

Ainsi, des algorithmes polynomiaux ont été proposés pour résoudre ce probléme dans
certaines classes de digraphes noyau-parfaits.

En effet, en utilisant les algorithmes polynomiaux fournis par Zémir dans [111], on
peut déterminer un noyau dans un digraphe D = (V, U) ’il est sans circuit en O(|V[*), et
en O(|U|.|V[?) si D est sans circuit impair.

D’autre part, pour les graphes munis d’une orientation, des algorithmes polynomiaux
ont été établis pour la recherche de noyau dans certaines de ces classes de graphes.

Un algorithme en, au plus (|V|*+|V|) opérations, pour un graphe G = (V, F) triangulé
(tout cycle de longueur > 3 admet une corde) muni d’une orientation normale (toute clique
posséde un puits) est donné par Zémir dans [111].

Trois autres algorithmes polynomiaux sont élaborés par Abbas et Saoula dans [1].

Le premier nécessite O(|V|*.|E|) opérations pour un graphe de comparibilitée G' =
(V, E) (ses arétes peuvent étre orientés transitivement et sans circuits) relativement a M-
orientation (tout circuit de longueur trois posséde deux arcs symétriques). Le deuxiéme
détermine un noyau dans un graphe de permutation G = (V, E) (si V' = {vy,vq,...,v,} il
existe une permutation P des entiers 1,2, ..., n telle que v; est adjacent & v; dans G si et
seulement si %f(j) muni d’une orientation normale, en temps polynomial O(|V|*. |E|).
Le troisieme qui est de complexité O(|V].|E|) permet de déterminer un noyau dans un

graphe G = (V| F) sans P, muni d’une orientation normale.
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4.2.8 Jeux de Nim

Jeu a deux joueurs A et B (ils jouent a tour de role suivant les régles de jeu), le premier

qui ne peut plus jouer il perd la partie.

Proposition 4.28. Si G admet un noyau S, le joueur qui chosit un point de S est celui

qui gagne. S est l’ensemble des positions gagnantes.

Exemple 4.29. Deux joueurs se trouvent en présence de p tas d’allumettes, ceux-ci con-
tiennent respectivement 1,3,5,...,2p — 1 allumettes. A tour de role, ils choisissent un tas
(non vide) et y prélévent un nombre arbitraire d’allumettes ( au moins une) le joueur

gagnant est celui qui enléve la derniére allumette (Considérer le cas p = 2).

Solution 4.30. Représentons ce jeu au moyen d’un graphe en associant un sommet a
chaque position du jeu, les arcs représentent la possibilité de passer en un coup d’une

position & une autre.

I |11

Colur)y (rlm y~1]1 1]o )
\‘M

Colm y—~{o]1 )

010

F1GURE 4.13. Le graphe représentatif du jeu de Nim pour p = 2.

Quand on choisit un sommet du noyau on est str de gagner ou faire nul dans la partie.

L’ensemble {(7,1),(0,0)} est un noyau du graphe.
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