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Notations

A5 0T "6

Sp(leHZ)
L(Hy, H,)

I’ensemble des nombres complexes.

le cercle unité.

le disque unité ouvert du plan complexe C.

le disque unité fermé du plan complexe C.

I’espace de Lebesgue usuel.

= C U {c0}.

produit scalaire de L*(T).

espace des fonctions Analytiques sur D.

la mesure de lebesgue normalisée sur le cercle unité.
la mesure de Lebesgue normalisée sur D .

I’ensemble des opérateurs linéaires borné sur 'espace H.
n-eme coefficient de Fourier de f.

la limite radiale de f sur T. 11
projection orthogonale de L? sur H? .

noyau reproduisant de H.

opérateur de shift sur H?.

opérateur de Toeplitz sur H* de symbole ¢.

I'espace modele.

projection ortogonale de L? sur K?.

noyau reproduisant de K2.

opérateur de conjugaison sur un espace de Hilbert.
opérateur de shift sur K2.

opérateur de shift généralisé sur K2, pour a € D .

la classe de Schatten-von Neumann.

I’espace des opérateurs linéaires bornés de H; dans H,.



Resume

On définit I’espace de Bergman L2(D) comme étant I’ensemble des fonc-
tions analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport a la mesure

dA(z).
L3(D) = A(D)NL*(D).

Soit ¢ une fonction bornée sur D, on définit 'opérateur de Toeplitz a sym-

bole ¢ par
T,:L}(D) — Li(D)
f = P(ef).

ou P est la projection Bergman de L?(D,dA) vers L(D).

Le but de ce mémoire est 1’étude de la compacité de 'opérateur de Toe-
plitz a symbole ¢ et a symboles quasihomogenes et radials sur 1’espace de
Bergman , nous exposons les différentes traveaux concernant ces propriéteés.

Mots cleés :
Espace de Hardy, Espace de Bergman, Opérateur de Toeplitz, classe de Schatten-
von Neumann, symbole quasihomogene



Introduction

La théorie des opérateurs de Toeplitz c’est apparue dans le début du vent-
eme siecle dans l'article d’Otto Toeplitz de 1911 "Zur Theorie der quadrati-
schen und bilinearen Formen von unendlichvie-len Veriinderlichen. J. Teil :
Theorie des L- Formen 5 (Math. Annalen, 70 (1911),351-376 ), qui contient
une théorie spectrale des formes de Toeplitz (Tp,p) et des opérateurs de

Laurent L = (¢

) 2
JE

l|x||> < +00}, (et en fait, aussi des formes quadratiques de Laurent ).

L'étude des opérateurs de Toeplitz sur I'espace de Bergman (l’espace des
fonctions holomorphes, p-intégrables sur le disque du plan complexe) a com-
mencé dans les années 1980, des résultats sur le produit des opérateurs, la
caractérisation des opérateurs bornés, les opérateurs compacts ainsi que la
classe de Schatten(classe des operateurs p-compact ) ont étés obtenus.

Ce mémoire est consacré a 1’étude de compacité des opérateurs de Toeplitz
sur l’'espace de Bergman ( en particulier la compacité des opérateurs de Toe-
plitz a symbole quasihomogene ou radial ), en passant a quelques propriétés
des opérateurs de Toeplitz sur l'espace de Hardy, et expose les résultats de
[24] en premier lieu, les travaux de [6], [15], [4], [14], [4] et quelques résultats
de [28].

Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires sur les deux
espaces de Hardy et de Bergman, le deuxieme sur la définition de l'opéra-
teur de Toeplitz et quelques propriétés sur les deux espaces.

En fin, et dans le troisieme chapitre, nous étudions la compacité des opé-
rateurs des Toeplitz sur ’espace de Bergman, suivant le symbole de l'opéra-
teur en exposons les résultats des références cités en haut.



Chapitre 1

Espaces de Hardy et de Bergman

1.1 Espaces de Hardy

1.1.1 Espaces de Hardy

Soient D = {z € C: |z| < 1} le disque unité du plan complexe C
et dD =T = {z € C: |z] = 1} le cercle unité du plan complexe C et du la
mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle T tel que : du(6) = 42 de sorte
que u(T)=1.

On note par A(D) I’ensemble des fonctions analytiques et L*(T) est 'es-
pace de lebesgue usuel sur T muni de produit scalaire définie par :

<frg>= Lf?dﬂ-

L'espace de Hardy H? est I’ensemble des fonctions f € L*(T).

—_

Ou les coefficients de Fourier f(n) sont nulles lorsque n est négative,
27
. . ..do
_ i0\(,—in6\"+
fin= | feie )T

On ecrit : _
H?={f e L*T),f(n)=0 n<0}.



On identifie H? sur T sous ’espace des fonctions analytiques f € A(D) sur
D par:

H? ={f € A(D):IIf|I* = sup fo F(re )2 < oo},

0<r<1

et

H? = {f € A(D), sup If (z)| < oo}.

L’identité classique de Littlewood-Paley [12], donné par

If = F(O)1s = zL (P log HA(2) < .

Un espace de Hilbert H des fonctions analytiques sur un domaine () C C,
est un espace de Hilbert a noyau reproduisant si pour chaqueA € Q, il existe
une fonction k, € H tel que f(A) = (f, k,)ypour tout f € H.

Touts les espaces classiques de Hilbert des fonctions analytiques sur le disque
(par exemple Hardy, Bergman...) admettent le noyau reproduisant ( voir [11,
17, 27] pour plus de détails ).

L'espace de Hardy H? admet le noyau reproduisant donné par la formule :

1 _
k,(z) = — MNzeD,
A(2) L

et
f2)=(f,k;) feH?

donc la projection orthogonale P de L? sur H? est donnée par :

Pf=(f.ky),  felXT), AeD,
ou 'opérateur P est donné par 'intégrale de Cauchy :
k
(Pf)(z) = {(—E)dm(k), zeD felL*T).
T 1=K,

De plus P(} "% a,e"®) =Y {*a,e"® clairement ||Pf|| < ||f|| pour 'opérateur
de shift sur H? est défini par :

S[flz)=2f(2), feH?
avec son adjoint S*: H?> — H? défini par :

R0

, € H>.
. f

STFI
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1.1.2 Limite radiale des fonctions de H?, 0 <p < oo
Théoreme 1.1  Pour p €]0, o], supposons que la fonction f non identiquement
nulle appartienne @ HP(D), alors f*(e'?) # 0, u-presque partout.

Par conséquent, si f,g € HP(D), telles que f*(e'?) = g*(¢’%) sur un sous-
ensemble de T de mesure de Lebesgue strictement positive, nécessairement
f=¢
Proposition 1.1  Pour p €]0,00], supposons que la fonction f non identique-
ment nulle appartienne a HP (D), alors la limite radiale  f* e LP(T) telle que

log|f*| € LY(T).
D’aprés les travaux de Fatou et de Riesz [20, 16], on peut donner le lemme
suivant qu’il définit bien la limite radiale.

Lemme 1.1  Soit f € HP(D) 'ensemble des fonctions analytiques bornées sur
D muni de la norme essentielle ||.||,, alors, f*(e'%) =lim,,_,,- f(re'?) existe u-pp
et appartient a L*(T).

Et d’aprés aussi le théoréme de Fatou : f € H> admet une unique limite ra-
diale :

(k) = 111111_f (rk) m-p.p, keT.

—

Aussi puisque f € H?, ona f*e€L*T) et f*(n)=0Vn<0 et
log|f*t| e LY(T) (voir [22] ).
Corollaire 1.1 Si f e H/(D) alors lim,,_,;- 5~ |f (e'?) — f(re'®)|do = 0.
Théoreme 1.2  Pour p €]0, ], soit f € HP(D), alors 1f Ml = 11£ 1L

1.1.3 Projection orthogonale et noyau reproduisant

Proposition 1.2 Soit A € D.
Lapplication @, : f +— f(A), est une forme linéaire bornée sur H>.

Démonstration. La linéarité est claire, on vérifie la bornitude :
Soit f € H?, f =Y ,.04,2", 0na

Ml< Zmnw
)

[Zlan|2) (ZMF”) (cauchy-Schwarz)

_ A
VIR

10



D’aprés le théoreme de représentation de Riesz [16], on a le théoréme sui-
vant.

Théoréme 1.3  Pour A € D, il existe une fonction unique K, € H? telle que

O\(f) =(f, Ky),

nous allons donner la formule explicite de K.

Proposition 1.3  Soit A € D,

et
1K\l =

1
N

Démonstration. Soit A € D, la fonction z +—> (1-1z)~! est dans H? puisque

1 _
— = (1)"'7",
1-Az n>0
et
1 2P =) [P
n>0 n=0
B 1
1A
< 00.

Soit f € H? telle que f(z) =) ,504,2", on a

<f, L >:Zan(x)”

1-Az =0

= Zan/\”

n>0

=f(A).

D’aprés le théoreme précédent (1.1.3) K, est unique, donc K,(z) = ﬁ pour
tout ze D, de plus :

11



1K I? = (K1, Ky

=) Aoy
n>0

$
n=0

1
1A

On dit que K, est le noyau de Cauchy-Szego ou on l'appelle souvent le
noyau reproduisant pour H>.
On peut encore retrouver K, a partir de n'importe quelle base hilbertienne

n>0

Proposition 1.4 (Formule de I’intégrale de Cauchy) .
Soit A € D, pour f € H?

f(€)
A) = —du(g),
F= | )
et pour n >0
arf .. d"K,
dzn N =< >
ol d;i?(z) = (1_”16;;+1 la dérivée n-ieme de K.
Démonstration .
Ona:
f(A)=Dx(f)
=< f,K, >
- [ R @
f(€)
= —d :
Tl-AE He)

Comme K est analytique sur D, elle est développable en série entieére sur D
avec :

12



1
= —, (z€D)
1-Az (

= Z(Kz)”, (ze D).

n>0

K,(2)

) g A"Ky o\ _ ald" .
Il est facile de verifier que —-4(z) = TESETEE donc :

d"Ky __ f(é)
<f, T n!J;r(l—)\E)””dy(é)'

Rappelons que pour chaque fonction f dans H?, la limite radiale f* de f
existe presque partout et est un élément de L?, donc la projection P de L? sur
H? peut étre exprimée en terme de noyau de Cauchy.

Autrement dit, on a :
(S

T1-2&

Proposition 1.5 La famille {K, : A € D} est linéairement indépendant.

plf1(z)

du(&).

Démonstration . Soient (1;);<;<, C D, deux a deux distincts et on suppose
que :

n
) @Ky, =0, oit (a)1zieaC C.
i=1

Soit f € H?,
n B N n _ f(g)
;alfuz)—;alﬁrl_ )
n al
= mf(é);l-aizd“(é)
_( y . d
mf(é);azlﬁ (£)dp(€)
=0.

D’apres le théoreme d’interpolation de lagrange, il existe un polynome P tel
que P(};) = a; pour tout 0 <i<n,donc

13



Za P(A Zm 2

i=1

d’ou a; =0 pour touti=1,2,..,n

1.2 Espaces de Bergman

1.2.1 Espaces de Bergman

Définition 1.1  On définit I'espace de Bergman L2(D) comme étant l'ensemble
des fonctions analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport a la me-
sure de Lebesgue normalisée sur D,

1 1
A(z) = — = — :
dA(z) 7dedy 7Trdrcl@
Et on ecrit
L3(D)= A(D)NL*(D).

Avec :
- A(D) : I'ensemble des fonctions analytiques sur D,
- L2 : l'ensemble de carrée integrable sur D.

On considere sur L2 la norme ||.||, associée au produit scalaire

(f,g) = Jf A(z), pourtous f,g € L2

Lemme 1.2  Soit C(D) l'espace des fonctions continues sur D, pour tout com-
pact K de D, 'application restriction définie par :

(L2(D),I1I,) — (C(D),sulgl-l)
f - fk

est continue.

Lemme 1.3  Soit f € L2 alors pour tout z€ D, on a

flz)< [1£1l2-

o
(1-2])?

14



Démonstration . Pour z € D, on pose r, = 1 —|z|, en utilisant la propriété
de la moyenne, on a

f(z) = —zj f(w)dA(w)

z—w|<r,

s [ fwda s - Sl

- 2
T, z—w|<r,

Proposition 1.6 L2 est un sous espace fermé de L*(D,dA).

Démonstration. Soit (f,), est une suite de Cauchy pour la norme ||.||, dans
L%(D), donc, la suite (f,), est aussi de Cauchy pour la topologie de A(D),
soit K un compact de D, alors par le lemme précédent, on a

” n\2)— m”
supf,(2) - fy(2)] < sup 1Dl
zek zekK (1 o |Z|)
Comme A(D) est complet pour la convergence uniforme, il existe donc f

analytique sur D, telle que :

lim sup|f,(z)— f(z)| = 0,VK compact de D.

n—+oo zeK

De méme L*(D,dA) est complet comme espace de Hilbert, donc il existe une
fonction g € L?(D,dA) telle que

Tim |If, - gll, = 0.

Ainsi il existe une sous-suite de ( fnk) N qui converge presque par tout vers

ke
g.
Finalemet, par la premiére inégalité f = ¢ presque partout et donc f € L2(D),
on conclut que I'espace L? est un espace de Hilbert.

1.2.2 Noyau de Bergman

Théoreme 1.4  [3] Soit H un espace de Hilbert des fonctions définies sur D et
a valeurs dans C muni du produit scalaire usuel et de la norme associée, on dit
qu’une application K de D x D est un noyau reproduisant de H si :

1. Pour tout z,w € D, K,(w) = K(z,w) est une fonction de w qui appartient a
H,

2. Pour tout z€ D et tout f € H

f(Z) = <f’ KZ>/

en particulier pour tous z,w € D,

K, (w) = (K, K,) et |[K,|| = (K., K,)? = K(z,2)*.

N|—

15



Théoreme 1.5 [3] Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur D, alors H
admet un noyau reproduisant si et seulement si I’évaluation ponctuelle f — f(z)
est continue sur H pour tout z € D.

Démonstration. Si H admet un noyau reproduisant K alors

1f @) = K K < IR,

réciproquement, si f — f(z) est linéaire continue sur H pour tout z € D,
alors par le théoréme de représentation de Riesz, pour chaque z € D, il existe
g, € H tel que

f(2)=A(f,&)

et g, vérifie (1) et (2) du théoreme précédent.

Proposition 1.7  Soit H un espace de Hilbert des fonctions analytiques sur D
admettant un noyau reproduisant K, alors :

K est unique,

1.
2. Pour tout z,w € D, K(z,w) = K(w, 2),

3. Soitze D, K(z,z) =0 < f(z) =0 pour tout f € H,

4. Pour tous z,zw € D, |K(z,w)| < K(z, z)% X K(w,w)%, pour tout z € D, l'ap-

plication K, = K(z,.) est bornée sur tout compact de D et K est bornée sur
tout compact de D x D.

Démonstration .
1. Si K et K’ sont deux noyaux reproduisants pour H alors
IK. - K]l = (K.,-KK,-K})
= (K;- K;, K;)—(K; - K;’ K;>
(K.~ K)(2) ~ (K, ~ K})(2) = O,

Ainsi  ||[K;-K]||=0 et K,=K, pourtout zeD,doncK =K,
2. K(Z,W) = <Kz1 Kw> = <le Kz> = K(wr Z))

3. < est évident car K, € H,
— on remarque que 0 = K(z,z) = (K,, K,) = ||K,||* donc K, = 0,
ainsi |f (z)| = [{f, K,)| = 0 pour tout z€ D,

4. 'inégalité est immeédiate par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, comme
H c A(D), K, est analytique sur D donc borné sur les compacts de D,
alors il est claire que K est borné sur les compacts de D x D.

16



Proposition 1.8
Soit (e,) >0 une base hilbertienne de H, alors pour tout (z,w) € D x D

ou cette série converge absolument et uniformément sur tout compact de D x D.

Lemme 1.4 Les fonctions e,(z) = Vn+1z" (n € IN) constituent une base
orthonormale de L2.

Démonstration. Pour n,m €N et z € D, on obtient
<€n,€m> = J(Vn'f‘lzn)(\/ 1Zm)dA
= \/n+1\/m+1f f npindm, ~imo 1 —rdrdO
T

— \/Tl-l—l m+1 J2HJ- n+m+1 znm di’d@

_ \/(7’[+1)(Wl+1 j e(n m)gde
72 n+m+2 J,

(m+1)> 2m
2m+2 """

ou

Définition 1.2 Lapplication d’évaluation de L2 dans C qui a toute fonction f
lui assosie sa valeur au point z, est continue pour tout z € D.

D’aprés le théoréme (1.5), L2(D) admet un noyau reproduisant K également ap-
pelé noyau de Bergman.

D’aprés le lemme (1.4) La famille e, (z) est une base hilbertienne orthonormée de
12,

Ainsi par la proposition (1.8) on a pour tout z,w € D,

K(w) = ) (n+1)2'w"

n>0

1
(1-zw)?

17



le noyau normalisé est alors :
Kz(w) _ 1- |Z|2

k,(w) = = —,
’ KA (1 -Zw)?
ce noyau reproduisant a une propriété qui nous sera utile par la suite.

Yz, we D.

Lemme 1.5 k, converge faiblement vers O quand z tend vers le bord du disque.
Démonstration. Soit P un polyndme en z sur D, on a
(k, Py = (1 =12’XP,K.) = (1 ~|2")P(2).

cette expression tend clairement vers 0 quand |z| tend vers 1.
Enfin, comme ’ensemble des polyndmes est dense dans L2 alors k, tend fai-
blement vers 0 quand z tend vers le bord de D.

Corollaire 1.2

(1-12%)7
T_zwl dA(w)=1 pour chaque ze€D.
D

Démonstration. Pourtoutze D ona

J %“(w) = (1-2P)* (K., K.) = (1 - |2P)°K(2,2) = 1.
D

1.2.3 Projection de Bergman

Rappelons que 'espace de Bergman L2(D) est un sous-espace fermé de
L*(D,dA) et donc la projection orthogonale dite aussi projection de Bergman
de L*(D,dA) dans L2(D) est bien définie, notons par P cette projection.

Proposition 1.9  Pour toute fonction f € L*(D,dA) et tout z € D,

Pf(z) = LK(z,w)f(w) dA(w).

Démonstration. Par la propriété reproduisante de K(z,w) = K,(w), on a

Pf(z) = (Pf,K.)=(f,PK,)=(f,K;)
- | rwkiwiaaw
D
= j K(z,w)f(w)dA(w).
D
Remarque 1  La projection de Bergman satisfait les propriétés suivantes :
1. P est une projection bornée de L*(D,dA) sur L2(D,dA),

2. P*=P,et P2=P,
3. IP|l=1, ou ||.|| est la norme de l'opérateur.

18



Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz sur les espaces de
Hardy et de Bergman

2.1 Opérateur de Toeplitz sur I’espace de Hardy

Les opérateurs de Toeplitz sont les plus étudiés et les mieux connus dans

la théorie des opérateurs sur ’espace de Hardy H?, les opérateurs Shift et
Backward Shift sont des exemples simples.
Généralement, les opérateurs de Toeplitz sont ceux dont les coefficients de
la matrice relativement a la base standard de H? sont constants le long de
chaque diagonale. ( Voir entre autre [25, 5, 13, 21, 1] pour les détails sur le
sujet ).

2.1.1 Opérateurs borneés

Définition 2.1  Soient H et H deux espaces de Hilbert sur C, toute application
linéaire T : H — H’ s’appelle un opérateur, l'espace vectoriel L(H,H’) des appli-
cations linéaires de H dans H’ est l'espace des opérateurs de H dans H’, I'image
d’un vecteur x € H par l'opérateur T € L(H,H’) sera généralement notée T,.

Définition 2.2  Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire noté
()
T:H—H’

x —> T(x)
un opérateur linéaire borné (continu) c’est-a-dire, il existe C > 0 tel que :
IT(x)lg < Cllxllg.

Théoreme 2.1  Soit H un espace de Hilbert et By sa boule unité, alors By est
compact si et seulement si H est de dimension finie.

Définition 2.3  Un opérateur T € B(H) est compact quand 'image par T de la
boule unité de H est compact au sens de la topologie de la norme .
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2.1.2 Opérateurs Shift.

Les opérateurs Shift tiennent une place importante dans le monde des
opérateurs sur la théorie des fonctions.

Définition 2.4  L'opérateur Shift est une application S : H> — H? défini par :
[Sf1(2) = 2f (2)
ou en terme de coefficients de Taylor de f =) ,.,a,2" € H?, par
S(ag,ay,...) =(0,aq,4ay,...).
Proposition 2.1  L'opérateure Shift est une isométrie.

Démonstration. Soit f € H?, on a

IS fI? = Lrwf(é)ﬁdy(a

- Llf(é)lzdﬂ(é)
- IIFIP.

Définition 2.5  Lopérateur adjoint S* du Shift S qui est par définition satifait

(Sf,g)=(f,S"g), f,g€H>
est appelé Backward Shift.

Proposition 2.2 L'opérateur S*: H> — H? est donné par

5p1= 1210

ou en terme des coefficients de Taylor de f =) ,.,a,2" € H?, par
S*(ao, a, az,...) = (al, (/12,...).

Démonstration . On remarque que si f € H>,Sf = zf est orthogonal a
toute fonction constante. Soit ¢ € H?

(f,S'¢)=(Sf, %)
=(zf,g&)
=(zf,g-g(0))
=(f,z(g—g(0))
_ <f}g—g(O))

z
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2.1.3 Matrices de Toeplitz.

Une matrice de Toeplitz est une matrice dont les composantes de chaque
diagonale sont égeaux, c’est a dire est une matrice de la forme :

ag ad_1 4A_n

ar 4dpg a4
A=

a4 4ap 4o

Definition 2.6 La matrice de l'opérateur de Toeplitz T, définit dans la base
orthonormée {1,z,2% 2°...} de H* par une suite de nombres complexes (a,),cz

a;;=(T,2,2") =(P(p?),2') = (@2, PZ') = (9, 2" ) = p(j — i)

c’est-a-dire :

P(0) F-1) P(-2)
| P 90 F-1)
"l P2 e

Théoreme 2.2 Une matrice de Toeplitz A = (Q),.cz définit un opérateur borné
si et seulement s’il existe une fonction bornée @ sur T telle que les nombres @, (n €
Z) sont ses coefficients de Fourier, c’est a dire :

1 21

—_

©,, p(e'9)e0do, neZ.

" 2n J,

Théoréme 2.3  [3] Tout opérateur borné sur H*(T) . dont la matrice dans la
base orthonormée de H?(T) est une matrice de Toeplitz, est un opérateur de toe-
plitz.

Ce théoréme montre que si la matrice d’un opérateur borné sur H? est une
matrice de Toeplitz alors necessairement cet opérateur est un opérateur de
Toeplitz.

2.1.4 Opérateurs de Toeplitz ( sur ’espace de Hardy ).

Définition 2.7 Soit ¢ € L*(T), l'opérateur de Toeplitz de symbole p est T, :
H? — H? défini par

T(pf = P((Pf)
ot P: L*(T) —> H?. la projection de Riesz.
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Le théoréeme suivant donne une caractérisation des opérateurs de Toeplitz
a ’aide de l'opérateur Shift.

Théoréme 2.4  [1] Soit T un opérateur borné sur H?, alors T est un opérateur
de Toeplitz si et seulement si S*TS =T.

On donne quelque propriétés générales des opérateurs de Toeplitz.

Proposition 2.3  Soient @ et 1 deux fonctions bornées sur T.
1. Pour tout a,p € C, on a :Ta(P_,_ﬁ,’b = aT(p + /3T4,,
3. T, = Ty si et seulement si ¢ = 1,
4. L'opérateur identité I de H? est l'opérateur de toeplitz de symbole ¢ =1 oil

1 est la fonction constante qui vaut 1 pour tout z € T, et l'opérateur nul est
Vopérateur de Toeplitz de symbole ¢ = 0.

Proposition 2.4

Pour ¢ € L*(T) T, = Tg,.

Démonstration. Soient f,g€ H?>,on a:

(Tf,8)=(P(¢f) g
=(¢f,Pg)
=(¢f,8)
=(f,98)
=(f,P(9g))
=(f,T58)-

Corollaire2.1 S=T, et S'=T;.

Démonstration. Soit f € H?

Sf=zf
= P(zf)
= zf'

d’apres la proposition précédents S* = T;.

Proposition 2.5 Lapplication qui a toute fonction bornée ¢ associe 'opérateur
de Toeplitz T, est injective, autrement dit, si T,=0,¢=0.
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Démonstration . Si T, = 0,T,,(¢") = 0 pour tout n € N ou e" désigne le
n-éme élément de la base orthonormée de H?, soit maintenant ¢ ~ ) iez a]-ej
le développement en série de Fourier de ¢ ou a; = (¢, e/), alors le développe-
ment en série de Fourier de ge” est e ~ Y, _, a.e¥*" pour tout entier positif
n avec k = j —n, ainsi, T,(e") = P(@e") = 0 pour tout n € IN veut dire a; = 0
pour k+n > 0, c’est-a-dire encore a; = 0 pour tous les k > —n donc a;, = 0 pour
k € Z donc ¢ = 0.

Proposition 2.6  Soit ¢ € L*(T), on a || T, || = |||, c’est-a-dire,

sup{lIT,fll. : f € HlIfll2 = 1} = ol

Théoréme 2.5 L'opérateur de Toeplitz sur H*(T) est compact, si et seulement
si son symbole est nul. (voir [7] Théoreme 12.28 )

2.2 Opérateur de Toeplitz sur I’espace de Bergman

2.2.1 Opérateurs de Toeplitz ( sur ’espace de Bergman ).

Définition 2.8  Soit ¢ une fonction bornée sur D, on définit l'opérateur de Toe-
plitz a symbole @ par

T,:Ly(D) — LiD)
f = Plef)

en utilisant la représentation intégrale de P, nous pouvons voir T, comme un
opérateur intégrale donné par :

T,f(z) = P(pf)(z <<pf1<>f dA()VzeD.

Proposition 2.7  Soit ¢ € L*(D)
LT <l
2. Ty =1d tel que I1d est l'identité de L2(D),
3. Ty est I'adjoint de T,,

4. Pour tous A e C, f,g € L®(D), T,\f+g = AT; + Tg ( c’est a dire. T(p sur Lfl est
linéairement dépondant de son symbole ),

5. T, = 0 si et seulement si ¢ = 0.

Démonstration. Ona pour f € LZ(D

T, (O] = IP(@AI < IPN eIl < Nl 1]
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car P est de norme 1 il s’ensuit que ||T(p|| <@l et (1) est vérifié.

(2),(3) et (4) découlent immediatement de la définition de I'opérateur de Toe-
plitz.

(5) si T,, est nul alors pour tous m et n dans IN, on a

<T(PZ”,Z’”> = (P(pz"),2™)
= (pz"2")
= (p,7'2")
= 0.

mais la famille z7"z™ est dense dans L2(D,dA) donc ¢ est nulle.

Remarque 2 1. On peut aussi définir cet opérateur de Toeplitz sur l'espace de
Bergman a partir des symboles non bornés sur D si le produit @ f existe,
Vf € L2(D) c’est d dire T,, est bien définie,
2. L'opérateur de Toeplitz Ty sur L2(D) est borné si le symbole ¢ est borné,
mais T, peut étre borné sur L7(D) sans que son symbole le soit.

Dans la suite, nous allons présenter la notion de fonction Mobius sur le
disque D.

Définition 2.9  Une fonction Mobius sur le disque D est une fonction de la
forme
zZ—w

= ,WeD
Pw)=T——, w

qui transforme za 0 et 0d z (ze€ D).

Proposition 2.8  Une fonction Mobius @, a les propriétés suivantes :

Log:' =g,
2. Le déterminant réel du Jacobienne de ¢, en w est

o ()] = w2 = LD

1 -zwl*’
(1-121*)(1 = w]?)

3. 1- 2=
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Démonstration .
Pour (1) on trouve facilement que

_ Z—QOZ(’U})

((PZO(PZ)(w) - 1_2@2(11})
Z—wW

Z— p—

_ 1-zw

- _Z—Ww

_Z —
1-zw

= w.

Pour (2) on a

—(1-zw)+z(z—w)

 “l+zw+zP-zw
- (1 -zw)?
12
 (1-zw)?
et donc (1 122
1-|z
N 2 _

De plus si on pose ¢,(w) = P(x,y)+iQ(x,y) on obtient :

¢, 0P 00Q 1z
7 (w) = a—y(x,y) + za—y(x,y) = —zm,
¢, _ 0P .00 e
o0x (w) = a(x,y)+zx(x,y) B _(1 —zw)?’
donc 5 5
P _ 0P,
ax (w) =1 ay (IU),

les conditions de Cauchy-Rieman sont satisfaisantes, alors la matrice réelle
Jacobienne de ¢, donnée par :

z oz
](pz(w):(aé acyg):(g_é e )

dx dy
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et

oP\" (9Q)’
ool = (5] +(55)

5‘P+.8Q 8P+.8Q
ox lax ox l&x
o 1=z 12
S\ (1T-zw)?)\ (1 -zZw)?
-z [© (1-]2P)?
(1-zw)?| |1 -zw]*’

Et pour (3)on a:

(1-zP)(1=|wP) |1 -=zw]’ = (1-z]*)(1 - w]*)
11 —zwl|? B 11 —zw|?
(1 -zw)(1 —zw) - (1 = |zl)(1 - [w]?)
11 —Zzw|?
lw|? +|z|* —zw — zw

1 -

|1 —zw|?

= |(Pz(w)|2

On rappelle qu'un automorphisme de D est une application bijective bi-
analytique de D dans D.
Tout automorphisme ¢ de D peut s’écrire comme @(w) = @,(ew), ou z =
p(0)e D, |e|=1.

Notation 1  L'ensemble des automorphismes du disque D appelé aussi groupe
de Mobius, est noté Aut(D).

Corollaire 2.2 Si ¢ € Aut(D), alors

K(z,w) = ¢'(2)K(@(2), p(w))p’(w)

ou

1 ©'(z)p"(w)

(1-2w)*  (1-p(z)p(w))

pour toutes z,w € D.

Démonstration. Soit {e, : n > 0} une base orthonormée de L2.
On pose

0,(2) = e,(@(2))p’(2), n > 0,
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ainsi

K(Z,W) = iﬁn(Z)O'n(W)
n=0
= ) elp@)elpw)e (2)p'(w)
n=0
= ¢'(2) Zen«p(z))en«p(w))J@'(w)
n=0

La proposition suivante qui donne la formule de I'images de noyau repro-
duisant k, (z € D) par un opérateur Ty.

Proposition 2.9  [14] Soit f € L*(D,dA), pour tout z € D alors

Tf(kz) = (P(f © (PZ) © (Pz)kz'

Pour presenter quellque situations ou nous pouvons les faire affirmer que
l'opérateur de Toeplitz est borné , nous avons besoin d’introduire d’abord
la transformation de Berezin qui joue un role essentiel dans la théorie des
opérateurs de Toeplitz.

2.2.2 Transformée de Berezin
Définition 2.10  Soit f € LY(D), la transformée de Berezin f de f est donnée
par

(1-12%)7

TR dA(w),Vz e D.

F(2) = (fho k) = Lf(w)

De plus, soient f € L2(D) et @,(w) € Aut(D), pour z,w € D, Ddonc f vérifie la
propriété de la moyenne :

£(0)= Lf(w)dfl(w),

donc, on a
z=@,(0)
on obtient

£(2) = Fl.(0)) = waw))dA(w)
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le changement de variable y = @,(w) donne
fla) = f FONWIAAD)

B 1 - IZI

En fait, on peut définir plus généralement la transformée de Berezin d’un
opérateur T borné sur un espace de Hilbert des fonctions sur D, possédant
un noyau reproduisant normalisé k,, la transformée de Berezin (symbole de
Berezin) de T est la fonction T de D dans C définie par

T(z) =(Tk,k,),¥z € D.
On a alors pour tout z€ D,
Ti(2) = (Trks ko) = (fko ko) = f(2)
ainsi la transformee de Berezin de f et de Ty coincident.
Proposition 2.10  Soit ¢ € L*(D,dA)

imsup pta) < limsup [Tk, < [T, <1, < ol

z—dD

A

Démonstration . T(P” <|l@ll., est claire, il reste donc a montrer les
deux premieres inégalités.

Soit z € D alors

P(2) =1 pks k)] = |(Tyke k)

Soit K un opérateur compact sur L2(D) alors k, converge vers 0 quand |z| tend
vers 1 car k, tend faiblement vers 0, ainsi pour tout K compact on a

< |kl

limsup | T, k|, = limsup||(T, - K)k.||, < ||T, - |-
z—dD z—0dD

donc

= T(P”e'

" KeD

Z—>

Maintenant on va prouver que la transformation de Berezin est Mobius
invariante effectivement.
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Proposition 2.11  Pour tout ¢ € Aut(D) et toute fonction f € L'(D,dA)
fop=Ffop.
Démonstration . Soit 0 € Aut(D) et z€ D, on pose

zZ—w o(z)—w
[(w)=—— etdonc @, (w) = ——"—w——.
Pw) =T —— Po(m)(W) o0

il vient que

(PO'(Z) 00 o (pZ(O) = (Pg(z)(G(Z)) = 0
Psz000Q, € A(D)
Po(z)© 00 @,(D) = D, et @y, 00 o, est bijection.

D’ou d’apres le lemme de Schwarz, il existe une constante complexe ¢ de
module 1 telle que pour tout w € D

Ps(z) 00 © (Pz(w) =Ccw
pour f € LY(D,dA), on a

(1-12%)

Fao= | (FoornG=ebraan)

en effectuant le changement de variable y = ¢,(w), on obtient

Foolz) = ;(fOO'Ofpz)(W)dA(W)
= D(f o goa(z) © (po(z) 00 o @z)(w) dA(UJ)
= [ (Fopoum)cwrdaw)

~

= | (fo@o)(u)dA(u)

D

(0(2)
o 0(2).

C
w

I
e S

Nous allons énoncer une propriété fondamentale qui lie les fonctions har-
moniques et la transformée de Berezin.

Lemme 2.1 Sif € Ll(D, dA) est harmonique, alors
f=r
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Démonstration. Si f € L}(D,dA) est une fonction harmonique sur D alors
f o @ est aussi harmonique pour tout ¢ € Aut(D), d’apres la propriété de la
valeur moyenne, pour tout ¢ € Aut(D) tel que ¢(0) =z, 0n a

(D)
f(2)= f o0 fprz ) dA(w) = f(2).

2.2.3 Opérateur de Toeplitz a symboles quasihomogenes et radials

Définition 2.11  F € L! est dite radiale si pour tout z € D

F(z) = F(|z]).
Définition 2.12  Soit m € Z, une fonction F € L*(D,dA) est dite m-quasihomogene

s’il existe f € L*([0,1]) tel que pour tout z=re'® € D,0<r<1et 0 €[0,27], on
a

F(reie) = eimef(r)

On appelle f la partie radiale de F et m le coefficient de quasihomogenéité
de F, on note F ~ (f, m).
Si m = 0 alors F est radiale , on distingue le cas radial du cas quasihomogene
qui est le cas le plus simple a écrire.
Si une fonction F est le symbole d’un opérateur de Toeplitz alors nous dirons
que Ty est quasihomogene de degré m.

Lemme 2.2  Soit F un symbole m-quasihomogene (ou radial) borné alors

sin+m<0

Tre, = 0
Fon = ¢ (F)e,,,, sinon

ou

1
¢,(F)=2Vn+1Vn+m+1 f f(ryr?mldy,
0

Démonstration. Il suffit de calculer <Tpen, ep> = <F e, ep> pour tout p,n € IN.

<Tpen, ep> = Vn+1l4yp+1 J. F(2)z"zP d A(2)
D
27 1
= %\/m\/p-i-—lj f eimef(r)r”einerpe_iperdrd@
o Jo
271 1
= %\/n +14p+1 f ei(m”_p)edef f(r)r™ P dy
0 0
1
= 2Vn+1Vn+m+ 1(J; f(r)r2mm+l dr)émmp.
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0 sinzm

2t _ N
Car |, e'mn=p0 4o = 27 Ominp- OU Oy = { 1 sin=m

La transformée de Mellin est tres utilisée dans I’étude des opérateurs de
Toeplitz a symbole quasihomogene.

Deéfinition 2.13  On définit la transformée de Mellin de f € L*[0,1] par

fiz— Jolf(r)rz_ldr.

On appelle l'intégrale fol f(r)r"tdr le coefficient de Mellin d’ordre n de f.

Définition 2.14  Soit f une fonction intégrable sur D, on définit la radialisa-
tion de f noté rad(f), par :

1
27

27
rad(f(z)) = f(e'%2)do
I'intégrale existe et finie presque partout car f € LY(D,dA).
Il découle directement de cette définition qu’une fonction f est radiale si et seule-

ment si f =rad(f).

Définition 2.15  Pour f € L*[0,1], la transformée de Berezin de f est celle de
F~(0,1), selon la définition (2.10), ona¥z € D

ff l_l_zl o AW,

Lemme 2.3 [2] On suppose que A >0 et lim,_;-(1-t)*Y 2 a,t"=0
si a,>-C(n+1)*"! pour C> 0 et pour tout n> 0, alors

n
lim P Oak
n—oo (n+ 1)*

Théoreme 2.6  [4] Onsuppose que f € L*[0,1) et a,(f)=(n+1) jo r)r'tdr,
avec n >0 alors a,(f) >0 quand n—+oco siet seulement si

lim (1 ¢)? im +1)a,(f)t" = 0.

n=0

Démonstration. Comme

(1—t)2+i(n+1)t”:1



pour tout t € [0,1], et a,(f) > 0 quand (n — +c0) alors

lim (1 —t)? +io’(n + 1)a,(f)t" = 0.

t—1-
n=0
Pour montrer l'autre implication, on utilise le lemme (2.3), on suppose que

lim (1-#)? i(n +1)a,(f)t" = 0.

n=0

avec un changement de variable, on trouve

t—1-

lim [ao(f) + ) [(n+ ay(f) - ”anl(f)]tn] = 0.
n=1

par la définition de a,,(f), on obtient
— 1 — 1 2 ndy— 2 ' n—ld
(n+ Day(f)—na,i(f) = (n+1) folﬂr)r r—n Llf(r)r :
= md 2 _ n—ld .
(2n+1)J; f(r)yr"dr+n J; f(r)(r—1)r r

Par un calcul élémentaire on trouve que, la formule au-dessus est bornée en
n, si f est bornée, utilisant le lemme (2.3) pour terminer la démonstration.

Lemme 2.4 [4] (avec A=1)
Si lim,_;-(1-1)>Y 2 o(n+1)a,(f)t" = 0 alors

fir 20U+ Dol (k + D)a(f) —kay 1 ()]

= (),
n—+oo n+1

oit 1im,,_,, o a,(f) = 0.

Lemme 2.5 [18] Soit K;,K, € L'[0,+00), si

+00
J Ki(t)t'™dt =0
0
pour j =1, 2 les deux conditions suivantes sont équivalent
+0o0
lim Ki(t)g(et)dt=0
e—=0" J
(+oo
lim K,(t)g(et)dt =0
e—0* )

pour g € L*[0, +0c0).
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Théoreme 2.7  [4] On supppose que f € L*[0,1), alors

x—1-1 - xjf

lim

si et seulement si ,
lim (n+ 1)J f(H)t"dt =0.
n—+oo 0

Démonstration. Soit

h(x) = Jlf(t)dt, xe[0,1).

I-x
on applique le théoreme de Fubini, on obtient

1

(n+2)(n+ 1)J. h(x)x"(1—x)dx = (n+ Z)Jlf(t)t”+1 dt
0

0

pour tout n > 0.
Pour montrer I’équivalence, on utilise le lemme (2.5).
comme f est bornée, alors

lim (n+1) J- f(t)t"dt =0

n—>+oo

est équivalent a ( compare t° et t" pour n <s<n+1):

1
lim sj f(t)t'dt=0
0

n—+oo

on fait changement de variable, on trouve

srf(t)ﬁdt = s 1f(1—t)(1—t)5dt
0

+00
- [ ru-bo-tra- [ kangeenar
0 5 5 0
ohe=1
| f(d-t), si0<t<1
g(t)—{ 0 L, osit>1.
et

1
1—€t)e, sio<t<l
KE(t):{(O | sit>L
’ P
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comme 0 < K.(t) < e alors K.(t) — e”* sur L'[0,+c0) quand € — 0.
donc (et d’aprés le lemme (2.5) ) :

1
lim sf f(H)r'dt=0
0

s—+00

est équivalent a

+00

lim e 'g(et)dt =0.

e—0" 0

de méme

x—1-1—x

1
lim — Jf(t)dt:O

est équivalent a

+00

lim Xjo118(et)dt = 0.
0

e—0t
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Chapitre 3

Compacite de 'opérateur de Toeplitz

3.1 Mesure de Carleson

On peut définir I'opérateur de Toeplitz sur I'espace de Bergman a partir
des mesures finies sur D.
Soit s une mesure de Borel finie sur D, on définit 'opérateur T, sur L;(D,dA)

par:
L7()= | Kawf@dpte) f € L2D,dAL

Quand dpu(z) = p(z)dA(z),ona T, = T,.

dans ce cas, c’est facile de verifier cela T,f = P(¢f) pour tous les poly-
nomes f ( lesquels sont denses dans L2(D,dA) ).

Notre probleme dans ce chapitre est de trouver des conditions sur y ou ¢ qui
nous assureraient la compacité de l'opérateur de Toeplitz T, ou T, quand p
ou ¢ soit positif, les conditions que nous obtenons sont nécessaires et suffi-
santes.

Proposition 3.1  Soient f,g € L2(D,dA), alors

(1.5.8)= | FwigdutwyweD,

ou p une mesure de Borel positive et finie sur D.

Démonstration. Soient f,g € L2(D,dA), et u une mesure de Borel positive
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et finie sur D alors :

~

<Tﬂf,g> - |7

|

= J-K(z,w)f(w)@d,u(w)d/\(z) ( d’apres le théoréme de Fubini)
DJD

 F2)g@dA(R)
Lf(w)K(z,w)dﬂ(w) (DdA(2)

D
~
D
~

| r

= | || @Kz wdAR) | f@)dnt

= g(z)K(w,z)dA(z)—f(w)dy(w), car K(z,w)=K(w,z)

Proposition 3.2 Soient f € L2(D,dA) et yu une mesure de Borel positive et finie
sur D alors

||Tﬂf|| = sup{|<Tﬂf,g>’ :|lgll =1 dans Lﬁ(D,dA)}.

Nous avons besoin de présenter le concept de la transformation de Berezin
et la fonction moyenne au cas d’espace de Bergman.
Soit y une mesure de Borel finie sur D, on note ji la transformée de Berezin
de l'opérateur de Toeplitz T, sur L2(D,dA) définie par :

i(z) = (T,k. k.),z€ D,

ou {.,.) est le produit scalaire sur L?(D,A) et k, est le nayau reproduisant
normalisé de L2(D,dA), donc d’aprés la proposition (3.1) on a :

i(z) = L|kz|2dpt(w), 2eD.

si r >0, on définit la fonction moyenne ,(z) sur D par :

— .\ _ MD(z71))
P& = DGy €
on a |D(z,r)| = A(D(z,1)), H.(z) = %, laquelle est la moyenne sur

D(z,r) de la fonction ¢ en ce qui concerne a dA quand du(z) = @(z)dA.
donc nous pouvons penser a j,(z) comme une fonction moyenne y en ce qui
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concerne a dA.
Pour toute @ € L'(D,dA) et r > 0, on définit la fonction moyenne @, de ¢ sur
D par

1
¢Q,(z) = —ID(z, Al J;)(Z’r) p(w)dA(w),z € D.

Définition 3.1  Soient p une mesure de Borel positive finie sur D, on dit que
u est une mesure de Carleson sur I'espace de Bergman L2(D,dA) s’il existe une
constante ¢ > 0 telle que

J If (2)]Pd u(z) < CJ |f (2)|*dA(z) pour tout f € L2(D,dA).
D D

Remarque 3 .
1. On dit que p est une mesure de Carleson sur Lﬁ(D, dA) si et seulement si
L2(D,dA) c L*(D,dp) et que I'injection canonique
i,: L2(D,dA) — L*(D,dp)
est bornée.

2. La mesure de Carleson y sur L2(D,dA) est dit une mesure de Carleson nulle
a Uinfini si l'application i, est de plus compact.

Théoreme 3.1 [15] Soit yu une mesure de Borel positive finie sur D, r > 0 alors
y est une mesure de Carleson sur LZ(D, dA) si et seulement si

D(z,
sup{%,ze D} < 0.

Théoreme 3.2  [15] Soit yu une mesure de Borel positive finie sur D, r > 0 alors
on a : p est une mesure de Carleson nulle a I'infini dans L2(D, dA) si et seulement
si

. W(D(z,r1))
DG

3.2 Opérateur de Toeplitz borné

Corollaire 3.1  Soit ¢ € L'(D,dA) une fonction harmonique alors T,, est borné
si et seulement si @ est bornée,

Démonstration . Soit ¢ € L!(D,dA) harmonique, supposons que ¢ soit
bornée, dans ce cas il existe M > 0 tel que

IT,f|| < MIfl,  felD)
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par conséquent T,, est borne,
reciproquement, supposons que T, soit borné alors on a :

@2 = [ Tpkor ko) < || T [ IKll” = || T, || carlliall =1

dans L2(D), par conséquence, en utilisant le lemme (2.1) ¢ = ¢ est borné et
la corollaire est ainsi démontreé.

Lemme 3.1  Soit F un symbole quasihomogene ou radial borné, on a :

1. ”TF” :Supn20|cn(F)|l
2. |ITell, = limsup, ., le,(F)L

Démonstration. Supposons que F est m-quasihomogene.

1. Soit v =) ;5oa;e; € L2(D) en utilisant le lemme (2.2), on voit que :

TFV = Z ancn(F)ean

n>max(0,—m)

et ainsi l’assertion (1), est évidente.

2. On note Tr , la compression de Ty a Vect(ey,...,e,_1), il est clair que

ITp = Tpul| = sup ek (F)].

k>n

comme Tr , est compact, ceci implique que
ITelle = inflITp — K|l < lim [T — Tp || = limsuple, (F)]

n—00

Lemme 3.2  Soit F une fonction m-quasihomogene bornée non nulle alors
VneN, |c,(F)| <|F|lw-
la meéme conclusion reste vraie si F est radiale, non constante et bornée.

Démonstration. SiF ~ (f,m) est m-quasihomogene alors pour n > —-m

1
c,(F)=2Vn+1Vn+m+ 1f f(r)yr?m™ iy
0

et

2Vn+1Vn+m+1

<|IFll
2n+m+ 2

len(F)l < If lles
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Si F est radiale, bornée et non constante, il existe ¢ > 0 et E C L*([0,1]) tel
que |E|>0et f(E) C[0,]|fllec — €], on peut écrire

1
c,(F) = (2n+ Z)J- f(ryr*™ldr
0
— 2n+1d7’ r 2n+1d
(2n+2)Lf(r)r +(2n+2) J;o,l)\Ef( )r r

=
py
-
IA

<||f||oo—e><2n+2>f

E

r2”+1dr+||f||00(2n+2)J r¥lgy

(0,1)\E

IA

Iflle—e(2n+ 2>f Py < (]

E

Théoreme 3.3 [15] On suppose que yu une mesure de Borel positive finie sur
D. alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T, est borné sur L2(D,dA),
2. Le symbole de Berezin fi(z) est borné sur D,

3. uest une mesure de Carleson sur L2(D,dA).

Démonstration. Montrons que (1) implique (2):
supposons donc que (1) est vérifiée, on a :

|]/l~(Z)| = |<Tyk21 kz> < C”kz”2 =

ou ¢ > 0 existe car T, est borne sur L2(D,dA), et on obtient (2).
supposons cette fois-ci que (2) soit vérifié et montrons (3), On a pour r >0 :

u(D(z,1)) - jD k.| d p(w) _ a2)l <M
D(z,r)l = (r2(1-r)})  (r(1-1)%) "

car ji est borné sur D.
d’ou :

D(z,

zeD |D(Z, 1’)|

d’apres le théoreme (3.1) on conclut que u est une mesure de Carleson sur
I'espace de Bergman.
montrons maintenant que (3) implique (1) :
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supposons que y est une mesure de Carleson sur 1’espace de Bergman, alors
il existe une constante ¢ > 0 telle que :

J |f (2)|du(z) < CJ |f (z)|[dA(z) pourtout feLl(D,dA).
D D

ainsi, si f,g € L2(D,dA) alors f,geLl(D,dA) et

(Tf.)| = f f (2)g(2)ldpu(2)

< Jlf 2)|dA(z) < clIflligl

d’apres I'inégalité de Holder , par conséquent en utilisant la proposition (3.2)
on obtient T, est borné sur D

Corollaire 3.2 On suppose que r > 0, et ¢ € L'(D,dA) est une fonction posi-
tive sur D, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T, est borné sur L2(D,dA),
2. @ est bornée sur D,

3. @,(z) est bornée sur D.

Démonstration . Soient ¢ € LY(D,dA), @ >0etr>0,dapres le théoreme
de Radon-Nikodym, on peut définir la mesure de Borel positive, finie sur D

u(D(z,1)) = L( )go(w)dA(w),z e D.

et e =0

ainsi en appliquant le théoréme (3.3) on obtient le corollaire.

=p(z); deplus T,=T,etpu=q.

3.3 Opérateur de Toeplitz compact

Proposition 3.3  Si ¢ est une fonction intégrable a support compact dans D
alors T, sur L2(D) est compact.

Démonstration .  Soit (f,) une suite bornée dans L2(D). pour z € D, on
définie ¢, € Aut(D) par
zZ—w

Q,(w) = T o0 YweD,
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comme les fonctions f,, sont analytiques donc harmoniques sur D alors en
particulier elles vérifient la propriété de la valeur moyenne invariante sui-

vante :
:fﬂwmmm
D

fu(2) = fu(2(0 an ¢.(w)) dA(w).

donc on obtient

le changement de variable y = ¢,(w) donne

1—|z|
= | A

(1-]2P? (1l 1
T2l = () = )

donc pour toutn€N,on a:

mmm]&mmaﬁﬂﬁmw

or

pour tout compact K de D, drx €]0,1], tel que K € D(0, k), alors on a :

1 1

< , VzeKk.
-l = A—r)? " 2€

par la suite pour tout entier #n et tout compact K de D, drg €]0,1] tel que

sup|f,(z I_( “fn( )lo-

zeK
d’ou pour tout compact K de D,on a:

sup(sup|f(2)l) < ——— sup|lfu(®)ll.

n zeK (1_rK)

donc la suite (f,) admet une sous suite (f,.) qui converge uniformément sur
touts les compacts K de D vers une fonction f analytique sur D.
Soit K, le support compact de la fonction ¢, il vient que

[T

IS, —flla = [ b(2)1*|fy;(2) - f (2)Pd A(w)
Ky
< llp@)ll2suplf,(z) - f(2)l.

ZEK(P
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comme  sup.y, Ifu.(z) = f(2)| = 0 quand #n; —» +co, alors ¢f, — ¢f
en norme ||.||,.

d’autre part la projection de Bergman P est continue sur L7(D), donc  P(¢f,.)
converge vers P(¢f) en norme |||, quand n; — +co. T(ani converge

vers Ty; dans LZ(D), donc Ty est bien un opérateur compact.

Corollaire 3.3  Soit ¢ € L'(D,dA) une fonction harmonique alors T,, est com-
pact si et seulement si @ est nulle sur dD.

Démonstration .  Soit ¢ € L'(D,dA) harmonique, supposons que T, est
compact, alors

P(2) = p(2) = (Tyk k) —— 0 car  k,——0

|z|—>1- |z|—>1-

faiblement dans L2(D), ainsi ¢ = 0 sur dD.
réciproquement, @ € L'(D,dA) harmonique et nulle sur dD alors il existe une
suite (¢,) des fonctions continues a support compact sur D telle que

llp — @pll.o —— 0.
n—+00

or
”T(p - T(pn” = ”T(p—(pn” < ”(P - (PH”oo'

d’ou la suite des opérateurs (T, ) tend fortement vers T, quand n — +oo,

puisque les opeérateurs T,, sont compacts, donc T, est compact.

Théoreme 3.4 [15] On suppose que y est une mesure de Borel positive sur D,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T, est compacte sur L2(D,dA),
2. j(z) > 0quand |z| - 17,

3. u est une mesure de Carleson nulle a I'infini sur les espaces de Bergman
L2(D,dA).

Démonstration . Montrons que (1) implique (2) , supposons donc que T,
est compact sur L2(D,dA) avec u une mesure de Borel positive et finie sur D,

comme k, ﬂ___) 0 faiblement alors on déduit que
z|l—=1-

fi(z) =T,k k) —— 0.

|z]—1—

et on obtient (2).
Montrons que (2) implique (3) c’est a dire supposons que fi(z) —— 0 et

|z|]—1-
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montrons que y est une mesure de Carleson nulle a I'infini sur I'espace de
Bergman, soit r > 0 et considérons

f k()P dp(w f|k W) dp(w
D(z,r)

comme |D(z,7)| est comparable a inf{|kz(w)|2,w € D(z, r)} alors
i HPE7)
zl-1- |D(z,7)|

et d’apres le théoreme (3.2), on obtient le résultat.

Supposons maintenant que y est une mesure de Carleson nulle a I'infini sur
'espace de Bergman et montrons que T, est compact sur L2(D,dA).

Soit f € L2(D,dA),on a:

||Tl4f|| = sup{|<Tﬂf,g>’ :|lgll =1 dans Lﬁ(D,dA)}

= sup{

< fllezo,ap sup{ugum,dm :|igll = 1 dans L3(D,dA)}.

Comme p est une mesure de Carleson nulle a l'infini sur L2(D,dA), alors il
existe une constante ¢ > 0, telle que

=0

:|Igll = 1 dans L2(D,dA)
8

181lr2(p,a, < cligll  pour tout g € L3(D,dA),

d'ott || T f|| < cllfll2(p,ay Pour tout f € LX(D,dA), si on a f, —— 0 faible-

n—+0co

ment dans L2(D,dA), comme i, : L2(D,dA) — L*(D,du) est compact alors

fille2(p,apy —— 0

—— 0 et par conséquent T est compact et le théoreme

n—+co

est entierement prouvé.

il s’ensuit que || whn

Corollaire 3.4  On suppose que r > 0, et ¢ € L'(D,dA) est une fonction posi-
tive sur D, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T, est compact sur L2(D,dA),

2. ¢(z) > 0 quand |z| > 17,

3. ¢,(z) > 0 quand |z| - 1-.
Démonstration . Comme ¢ > 0 dans L'(D,dA) et du(z) = ¢(z)dA(z) est
une mesure de Borel positive et finie sur D, ainsi qu =T, u=0, ¢, =W, et

r >0 et en appliquant le théoreme précédent et le théoreme (3.2) on obtient
le corollaire.
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Théoreme 3.5 Soit f € L*(D,dA), alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Tf est compact,
2. |IP(f o @, )|l = 0 quand z — dD.

Démonstration. On fixe la fonction f € L*(D,dA).

soit My : L*(D) — L;(D,dA) définie par M(g) = fg pour g € L7(D), P est la
projection orthogonal de L*(D,dA) dans L(D), on note que Ty est de la forme
PM¢ = T¢g, on montre que : (1) = (2), supposons que PM; est compact, par
les propriétés de noyau reproduisant on obtient ||k,||5 = k,(z), si g est une

k, =k,(z)2 g(z) — 0 quand
Ikl

fonction analytique bornée sur D, alors <g,

z — dD (car k,(z) > 0 quand z — dD).
Comme les fonctions analytiques bornées sur D densent dans L2,

alors ks
(AP

— 0 faiblement dans L? quand z — dD,
ainsi
— 0 quand z — dD,

k,
PM
” s ||2) 2

par la proposition (3.5), PM¢(k,) = (P(f o ¢,) o ¢,)k,. on a

HPMf & ) = IP(f o pall,
IIk 2

alors ||[P(f o@,)ll, 0 quand z— 8D.

On montre que : (2) = (1) :

on suppose que ||[P(f o @,)|| > 0 quand 2z — dD, et on montre que 'opé-

rateur (PM¢)" est compact.

Soit g € P(L*(D,dA)), alors (PM;)'g € L, pour z€ Don a:

(PM;)g)(z) = ((PMy)'g k.) = (g, (P(f o p.) o @.)k.)

)

= | 8W)P(f o @:)(p.(w))k;(w)dA(w).

JD
c’est pour ¢a on définie pour r €]0,1[ l'opérateur S, : P(L*(D,dA)) — L2 par

~

(5:8)(2) = Xip(2) | &(W)P(f o @)(@-(w))k(w)dA(w),

JD
pour ¢ € P(L?*(D,dA)) et z € D, alors d’aprés le théoréme de Fubini et par
changement de variable on obtient

L (J;XrD(z)|P(foqoz)( (W)l (w) dA(w) | dA(w)
_ fD k(2)IP(f o @.)I3dA(z) < o0
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D’aprés le théoreme (3.5) et la définition de S, nous trouvons que pourz€ D :

(PM})"— 5,)g)(2) = LK(w)g(w)dA(w)

ot K(w,2) = X,p(2)P(f o p2)(@:(w))k-(w), on voit que [|(PM;)* = §,|| —— 0

comme [|[P(fo@,)l—0 quand z-— dDalorsS, — (PMy)" quandr— 17,
et comme S, est compact alors (PMy)" est compact, donc PM; est compact.

Corollaire 3.5  Soit f € L™(D), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Mf est compact,
2. |f*(z) = 0 quand z — dD.

Démonstration. On montre que (2) = (1), pour f € L?(D,dA) on définie f

par
_ k. k,
fla) = <f W’nk ||2>

w)|*dA(w), ze D

= f fo(psz.
D
donc pourze D :
FP=) =If o @l3 = IP(f o @I +1If o 0. = P(f o @.)II5
alors si |[f|*(z) = 0 quand z— dD, ainsi
IP(fo@)ll, =0 et |lfo@,—P(fo@,)ll, >0 quand z—dD,

d’apres le théoreme précédent Ty est compact, donc My est compact.
On montre que (1) = (2),on a:

£12 _ kz ’
f17(2) = ”Mf(”kz”z) ,

- quand z — dD.

IIk 12
alors si My est compact alors |f|*(z) = 0 quand z — dD.

Corollaire 3.6 ~ Soit f € L*(D) est a support compact de D, alors Ty est com-
pact.
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Démonstration . Si f € L*(D) a support compact, alors |f|*(z) — 0 quand
z— dD.

Lemme 3.3  Soit f une fonction quasihomogene ou radial borné sur D, Ty est
compact si et seulement si

lim c,(f)=0.

n—aoo

Démonstration . Soient K un opérateur compact sur L2(D) et (1,,),en une

suite strictement croissante d’entiers telle que lim,__,|c, (f)| = limsup,_,_lc,(f)l,
comme (e, ) converge faiblement vers 0, on a lim,_,, [|K enn|| =0

d’aprés le lemme (3.1)

nlgr;o”(Tf _K)e”ﬂ” - nh—rgo”Tfen”” - nlgriokq”(f)"

et donc
limsuple, (f) < 1Ty - K|

n—aoo

ce qui démontre le lemme.

Théoreme 3.6  [4] Soit f une fonction radial bornée sur D, alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Ty : L2(D) — L2(D) est compact,
2. f(z) = 0 quand |z — 17,
foLlf(t)dt — 0 quandz — 1",

Démonstration. On montre que (1) < (2), on sait que si f est radial alors
la transformée de Berezin f de f est

; 2o [ flw)dA(w)

fo = a-py | B9
oo 2
= (-2 [ fw)|Y e zw| daw)
JD =0

(¢]

= 2(1 -z ZZ n+1)2|z|2”rf(r)r2”+1dr
0
= (1-1]z% ZZ n+1)2|z|2”J; f(Nr)yr"dr.

n=

soit f*(r) = f(\/r),0 < r < 1, d’aprés le théoréme (2.6), alors f(z) — 0 quand
|z| — 17 si et seulement si a,(f*) — 0 quand n — +oo, tel que

1
a,(f)=(n+ 1)J; fH(r)yr"dr, n> 0.
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D’autre part, les fonctions suivantes constituent une base orthonormale de
Li(D).
e,(z)=Vn+1z",n=0,1,2,....

lorsque f est une fonction radial , et Ty dans la base {e,} alors

(Tremen) = (n+ 1>f0 F(VD dr = ay(f)

donc, pour une fonction radial f l'opérateur Ty est compact sur LZ(D) si et
seulement si a,(f*) — 0 quand n — +co.

Finalement, on montre que (1) & (3),

d’aprés le théoréme (2.7) on déduire que Ty est compact si et seulement si

xlg{llix_l; fr(t)dt = 0. (3.1)
comme f est bornée et

1 (L, 2 I 1 (!
1—xe f(t)dt_1+\/§[1—\/§,[/;f(t)(t_1)dt+1—\/§J-\/,—Cf(t)dt]'

on trouve que (3.1) est équivalent a

1m]’rﬂwha

x—1-1—x

et le théoreme est entierement prouve.

3.4 Classes de Schatten-von Neumann.

Soit A un opérateur d’un espace de Hilbert H; dans un espace de Hilbert
H,, et soit le module de A défini par
A| = (A*A)Z : H, — H,.
Soit 5,(A), n=0,1,2,...1es valeurs propres de 'opérateur |A].
Définition 3.2  [28] Les nombres s,(A), n=0,1,2,... sont appelés les nombres

singuliers de A.
On défini les classes de Schatten-von Neumann S,(H,, H,) par

S,(Hy, Hy) = {A € S(Hy Hy) < lAllG = ) si(Af <oo}, 0<p<oo,  (3.2)
k
So(Hy, Hy) = la classe des opérateurs compacts.

avec
|Al|., = max s, (A).
n>0
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On note par §y(H;, H,) 'ensemble des opérateurs de rang fini de H; dans
H,.

Il est clair que si A est compact, alors |A| est également compact et donc
son spectre est donné par une suite tendant vers 0  (s’il est infini).
autrement dit

S..(H,, Hy) = {A € £..(H,, Hy), lims, (A) = o},

ou L (Hy, H,) est I'espace des opérateurs linéaires bornés de H; dans H,.
voici quelques propriétés des classes S,(H;, H,) :

1. §,(H;,H,) pour 1 < p < oo est un espace Banach muni de la norme

) sy

k

1
p

lAlls, =

et pour 1 <r <s < oo, §,(H;,H,) C §(Hy,H,), et So(Hy,H,) est dense
dans S,(H;, H,) pour tout 1 < p < co.

2.S11 < P < oo, A€ L:(Hl,Hz), K € Sp(Hz,H3) et Be ﬁ(H3,H4) alors BKA e
Sp(Hy, Hy).
3. Soit (B,), C L(H3, Hy) convergent fortement vers B € L(Hj, Hy) et soit

(C,), C L(H},Hy) convergent fortement vers C € L*(H;, Hj), alors si
K € Sp(Hz,H3) (1 S p S OO),

|1B,KC,, —BKC||, — 0, qaund n — co.
Si K € L(H) est un opérateur auto-adjoint positif et si {e,}, est une base
orthonormale de £(H), alors ) (Ke,, e,) ne dépend pas du choix de la

n
base orthonormale {e,},, cette somme est appelée trace de K, et notée

trK.

4. Soit 1 < p < oo, alors K € S,(H) si et seulement si tr(|K|”) < co, dans ce
cas

n

IKIE = ) se(K)P = tr(KP).

k

la classe de Schatten-von Neumann S,(H) sera notée par S,,.

Théoreme 3.7 [15]

1. Soit @ € C(ID) (i.e., @ est continu sur D), alors T,, est compact (i.e, T, € S,)
si et seulement si
lim ¢(z)=0.

|z|]—>1-
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2. Soit ¢(z) > 0 sur ID, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
— T, € Se,

— limyy_y_@(2) = 0,
— Pour tout r > 0 fixe, limy,_,;_ @,(z) = 0.

Mettons aussi d \(z) = dA(z)/(1 - |z|*)%.

Théoreme 3.8 [15] Soit @(z) > 0 et p > 1, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— T, €S,

— @ elP(D,dN),

— Pour tout r > 0 fixe, ¢, € LP(ID,d ).

A partir de maintenant, nous supposons le symbole @ radial, alors, la ma-
trice de 'opérateur de Toeplitz T, est simple a calculer, en prenant la base

canonique e,(z) = Vn+1z" de L2(ID), on a

1/2 12 p2m 1
(T,)m = (n+1) 7(m+1) e 0t=m 4o rmH o) dr.
v Tt 0 0 v

donc

L on+1 —
(T = { é(n + 1)f0 " (r)dr, Zi_r:, (3.3)

et la matrice de 'opérateur est diagonale.
Il est convenable de poser

1
)= Tyl = 2n+1) [ g0y (3.4)

Pour un symbole radial ¢, sa transformée de Berezin est également radiale
et elle est calculée comme suit

(e¢]

P(z) = (1=12P) ) _(n+1)e, (@)l

n=0

(voir Zorboska [19]).

Théoreme 3.9 (Korenblum-Zhu [4]) Soit T, un opérateur de Toeplitz a sym-
bole radial borné ¢ , alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T, € S,
2. lim,_,, . 2(n+ 1)[0l p(x)x*dx =0,
3. lim,_,;_ ﬁf: p(x)dx=0
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3.5 Quelques conditions suffisantes pour que 'opérateur de
Toeplitz radial soit dans la classe de Schatten-von Neu-
mann S, , 0 <p <oo

Soit la fonction ¢ définie sur I = [0,1], le théoreme (3.9) affirme que si
le symbole ¢ est continu dans un voisinage (a gauche) du point x = 1 et
¢@(1) =0, alors évidemment lim,,_,,, c,,(p) = 0.

Supposons maintenant que ¢ est | fois continument différentiables sur
I,I € IN, on voit facilement que les conditions (p(k)(l) =0, k=0,...,1 -1,
impliquent une décroissance plus rapide de c,(¢) quand n — +oo.

Pour formuler la proposition suivante, notons W'?(I) ’'espace de Sobolev
sur l'intervalle I, i.e., f € W'P(I) si et seulement si

I
Ifllwee = ) IIFV, < oo,
j=0

ou les dérivés fU) sont au sens distributions, et ||-Il, sont les normes sur
LP(I),p > 1. ( voir [23] pour plus de détails).

La proposition est tout a fait élémontaire , et nous la donnons par souci
d’exhaustivité.

Proposition 3.4  Soit [ €N, p > 1. Soit o € W'P(I) et p¥(1)=0,k=0,...,1-

1, alors
C

e (@)l < m”@”wl,p,
ou C=C(lp).
Démonstration . Pour p > 1, nous fixons g = -,g > 1, en commengant

) (p-1)’
par [ =1, on voit que :

1 1
(@) = 2(n+1) | )™ dx = | p(x)d(x*")
Jrose]

1

= —f(p’(x)x2(”+1)dx.
0
Par I’énigalité de Holder
) n 1
lea(@)] < Il llpllx* " Pll, < Cllgllwir—,
na
1 1 1
ouC=C(l,p),pourl=1,ona—=1-—=1]-—
q p p
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Pour le cas général de [, I'intégration par parties appliquées (I —1) fois a
I'intégrale ci-dessus donne :

1

_ (_l)l 2n+1+
C“¢*‘Qn+aun+@man+1+nj?m“” dx.

0
par conséquent, nous obtenons par I'inégalité de Holder

C l 1
lcn(@)l < WII(P( N, < Clipllwrr—=7,»

ot C = C(I, p).

Supposons que l—ll) >0, il en résulte immédiatement que T}, € S, a > —1,

(1)
pour les symboles ¢ de la proposition ci-dessus, et aussi,

1Tylls, < Cllellwrp-

Notons aussi que la proposition (3.4) donne une condition suffisante pour
que {c, (@)} soit proche de 0, mais la condition n’est pas nécessaire.
Par exemple, elle explique comment les coefficients {c,(¢)} s"annulent quand
@ > 0 alors qu’aucune annulation dans l'intégrale ( 3.4 ) définissant c,(¢p)
n’est pas possible.
Quand ¢ est complexe ( ou réel de signe indéfinie ), 'intégrale qui donne
c,(@) devient plus petite au voisinage (a gauche) de x = 1, a cause des oscil-
lations tres rapides de ¢, (voir Proposition 3.5).

Le lemme suivant est un calcul simple basé sur des propriétés bien connues
de la fonction I'.

Lemme 3.4 [28] Soit 6 > —1, alors

! ~ T(6+1
Is(n) = J s"(1—5)°ds < W,
0 ner

ou C est une constante.

Démonstration . Nous donnons un bref apercu de la preuve, on pose

— 1 M . _ —t s 7 .
a, = en faisant le changement de variable s = e sur I5(n) et on réécrire

I'intégrale sur [0,a,[ et [a,,+oo[, on a
1 +00
~ r\ ~
Js”(l —s)°ds = |e™M(1-edt=I+1,
0

0

a, +o0
r
= |e™(1-e")dt+ Je‘”t(l —e)odt.
J
0 ap
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on voit facilement que

C
Vn+1

pour tout € > 0 et t assez petit, nous avons (1 —e™*) < (1 + €)t, et donc

12 < —(n+1)an.

e

ay (n+1)a,
1+¢)?
L <(1+e€)° |e™tdt = (1+¢) e " uldt
(n+1)°
0 0

ouu=(n+1)" et n > +o0. le lemme est prouvé.

Les deux premiers points de la proposition suivante sont des résultats
de Grudsky-Vasilevski [26, Théoreme 3.3], le troisieme point concerne le fait
que opérateur Toeplitz T, estdans S,, 0 <p <oo, etil est obtenu al’aide de
techniques similaires a celles de [26], notons que la continuité et la bornitude

du symbole ¢ au voisinage de x = 1 ne sont pas obligatoires.
1

On pose @(x) = J(p(s)ds, nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.5 [2§]

Supposons que ¢ € L' [0,1],

nous avons les implications suivantes (quand s - 1-0) :
1. Si|D(s)| < C(1 —s), alors sup,, |c,(p)| < +oo (i.e, I'opérateur T, est borné),
2. Si

lim D) _ 0,
s—>1—0(1 - S)
alors lim |c,(p)| =0 (i.e, 'opérateur T(P est compact),
n—+o00
3. Soit
|D(s)| < C(1 -5)°, (3.5)
pour 6 > 1, alors
C
P < (3.6)

(c’est a dire l'opérateur T, est dans la classe de Schatten-von Neumann 8p+€,
p= ﬁ, pour tout € > 0).

Démonstration . Pour (1), (2), voir Grudsky-Vasilevski [26] [Théoréeme
3.3]. Passant a (3), nous faisons l'intégration par parties dans (3.4)

1

c.(@)=(2n+2)(2n+ l)f D (x)x*"dx.

0
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par I’hypothése de (3), il existe &, > 0 tel que |®(x)| < C(1 - x)° pour 1 -, <
x < 1, nous réécrivons cette derniére intégrale comme
1

c.(p) = (2n+2)(2n+1)J. D (x)x*"dx

0

= (2n+2)(2n+1) (J
0

= :Il+12’

1-5¢

1
D (x)x*"dx + J CD(x)xzndx)

le facteur (2n + 2)(2n + 1) étant absorbé dans les intégrales, puisque ¢ €
L'[0,1] et ® est borné, I; ainsi décroit avec un taux exponentiel, i.e.,

I, <C(2n+2)(2n+1)(1 -8y

passant a I,, on voit que

1
I, < C2n+2)2n+1) (1-x)°x*"dx
J1-6
r1 | )
< C2n+2)2n+1) | (1-x)°x*dx
JO
CT(6+ 1)n?
- n6+1
C
= F,

ou a la derniere étape, nous avons utilisé le lemme ci-dessus.
Nous considérons maintenant comme exemple, le cas a symbole particu-
lier :
P(X) = Pap(x) = (1 —x) Psin(1 - )77, (3.7)
ol a > 0 et < 1. Evidemment, la condition sur § garantit que ¢ € L![0,1].
Les calculs de [26], (p. 23 voir I’équation (3.3)) donne

D(x) = é(l —x)* P cos(1 —x)™ + O((1 — x)?¢ P,

donc la condition (3.6) est satisfaite avec 0 = a —f+1 > 0, et, par conséquent,
le point (3) de la proposition (3.5) est prouvé.

Corollaire 3.7 [28] Il existe un symbole ¢ = @, (3.7) avec un choix de
parametres «, p ayant les propriétés suivantes :

1. p e L'[0,1],

2. L'opérateur T, est compact,

3. Pour tout 6, > 0, SUP[1_g.1 |p(x)| = 400,

4. De plus, pour tout p >0, da > 0et f <1, tels que T(Pa,ﬂ € Sp .
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