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Notations

C l’ensemble des nombres complexes.
T le cercle unité.
D le disque unité ouvert du plan complexe C.
D le disque unité fermé du plan complexe C.
L2(T ) l’espace de Lebesgue usuel.
Ĉ = C∪ {∞}.
⟨,⟩ produit scalaire de L2(T ).
A(D) espace des fonctions Analytiques sur D.
dµ la mesure de lebesgue normalisée sur le cercle unité.
dA la mesure de Lebesgue normalisée sur D .
L(H) l’ensemble des opérateurs linéaires borné sur l’espace H .
f̂ (n) n-ème coefficient de Fourier de f.
f ∗ la limite radiale de f sur T .
P projection orthogonale de L2 sur H2 .
kλ noyau reproduisant de H2.
S opérateur de shift sur H2.
Tϕ opérateur de Toeplitz sur H2 de symbole ϕ.
K2
u l’espace modèle.

Pu projection ortogonale de L2 sur K2
u .

kuλ noyau reproduisant de K2
u .

C opérateur de conjugaison sur un espace de Hilbert.
Su opérateur de shift sur K2

u .
Sαu opérateur de shift généralisé sur K2

u , pour α ∈D .
Sp(H1,H2) la classe de Schatten-von Neumann.
L(H1,H2) l’espace des opérateurs linéaires bornés de H1 dans H2.

ll
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Résumé

On définit l’espace de Bergman L2
a(D) comme étant l’ensemble des fonc-

tions analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport à la mesure
dA(z).

L2
a(D) = A(D)∩L2(D).

Soit ϕ une fonction bornée surD, on définit l’opérateur de Toeplitz à sym-
bole ϕ par

Tϕ : L2
a(D) → L2

a(D)
f 7→ P (ϕf ).

où P est la projection Bergman de L2(D,dA) vers L2
a(D).

Le but de ce mémoire est l’étude de la compacité de l’opérateur de Toe-
plitz à symbole ϕ et à symboles quasihomogènes et radials sur l’espace de
Bergman , nous exposons les différentes traveaux concernant ces propriétés.

Mots clés :
Espace de Hardy, Espace de Bergman, Opérateur de Toeplitz, classe de Schatten-
von Neumann, symbole quasihomogene
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Introduction

La théorie des opérateurs de Toeplitz c’est apparue dans le début du vent-
ème siècle dans l’article d’Otto Toeplitz de 1911 "Zur Theorie der quadrati-
schen und bilinearen Formen von unendlichvie-len Veriinderlichen. J. Teil :
Theorie des L- Formen 5 (Math. Annalen, 70 (1911),351-376 ), qui contient
une théorie spectrale des formes de Toeplitz (T p,p) et des opérateurs de
Laurent L = (ti−j)i,j∈Z dans l’espace l2(Z) =: {x = (xj)j∈Z : xj ∈ C,

∑
j∈Z

∣∣∣xj ∣∣∣2 =

∥x∥2 < +∞}, (et en fait, aussi des formes quadratiques de Laurent ).

L’étude des opérateurs de Toeplitz sur l’espace de Bergman (l’espace des
fonctions holomorphes, p-intégrables sur le disque du plan complexe) a com-
mencé dans les années 1980, des résultats sur le produit des opérateurs, la
caractérisation des opérateurs bornés, les opérateurs compacts ainsi que la
classe de Schatten(classe des operateurs p-compact ) ont étés obtenus.

Ce mémoire est consacré à l’étude de compacité des opérateurs de Toeplitz
sur l’espace de Bergman ( en particulier la compacité des opérateurs de Toe-
plitz à symbole quasihomogène ou radial ), en passant à quelques propriétés
des opérateurs de Toeplitz sur l’espace de Hardy, et expose les résultats de
[24] en premier lieu, les travaux de [6], [15], [4], [14], [4] et quelques résultats
de [28].

Le premier chapitre est consacré aux notions préliminaires sur les deux
espaces de Hardy et de Bergman, le deuxième sur la définition de l’opéra-
teur de Toeplitz et quelques propriétés sur les deux espaces.

En fin, et dans le troisième chapitre, nous étudions la compacité des opé-
rateurs des Toeplitz sur l’espace de Bergman, suivant le symbole de l’opéra-
teur en exposons les résultats des références cités en haut.
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Chapitre 1

Espaces de Hardy et de Bergman

1.1 Espaces de Hardy

1.1.1 Espaces de Hardy

Soient D = {z ∈C : |z| < 1} le disque unité du plan complexe C

et ∂D = T = {z ∈ C : |z| = 1} le cercle unité du plan complexe C et dµ la
mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle T tel que : dµ(θ) = dθ

2π de sorte
que µ(T ) = 1 .

On note par A(D) l’ensemble des fonctions analytiques et L2(T ) est l’es-
pace de lebesgue usuel sur T muni de produit scalaire définie par :

< f ,g >=
∫
T

f gdµ.

L’espace de Hardy H2 est l’ensemble des fonctions f ∈ L2(T ).
Où les coefficients de Fourier f̂ (n) sont nulles lorsque n est négative,

f̂ (n) =
∫ 2π

0
f (eiθ)(e−inθ)

dθ
2π
.

On ecrit :
H2 = {f ∈ L2(T ), f̂ (n) = 0 n < 0}.
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On identifieH2 sur T sous l’espace des fonctions analytiques f ∈ A(D) sur
D par :

H2 =
{
f ∈ A(D) : ∥f ∥2 = sup

0≤r≤1

∫ 2π

0
|f (reiθ)|2dθ

2π
<∞

}
,

et

H2 =
{
f ∈ A(D) , sup

z∈D
|f (z)| <∞

}
.

L’identité classique de Littlewood-Paley [12], donné par

∥f − f (0)∥2H2 = 2
∫
D
|f ‘(z)|2log1

z
dA(z) <∞.

Un espace de Hilbert H des fonctions analytiques sur un domaine Ω ⊂ C,
est un espace de Hilbert à noyau reproduisant si pour chaqueλ ∈Ω, il existe
une fonction kλ ∈H tel que f (λ) = ⟨f ,kλ⟩Hpour tout f ∈H.
Touts les espaces classiques de Hilbert des fonctions analytiques sur le disque
(par exemple Hardy, Bergman...) admettent le noyau reproduisant ( voir [11,
17, 27] pour plus de détails ).

L’espace de HardyH2 admet le noyau reproduisant donné par la formule :

kλ(z) =
1

1−λz
, λ,z ∈D,

et
f (z) = ⟨f ,kz⟩ f ∈H2,

donc la projection orthogonale P de L2 sur H2 est donnée par :

P f = ⟨f ,kλ⟩, f ∈ L2(T ), λ ∈D,
où l’opérateur P est donné par l’intégrale de Cauchy :

(P f )(z) =
∫
T

f (k)

1− kz
dm(k), z ∈D f ∈ L2(T ).

De plus P (
∑+∞
−∞ ane

inθ) =
∑+∞

0 ane
inθ clairement ∥P f ∥ ≤ ∥f ∥ pour l’opérateur

de shift sur H2 est défini par :

S[f ](z) = zf (z), f ∈H2,

avec son adjoint S∗ :H2 −→H2 défini par :

S∗[f ](z) =
f (z)− f (0)

z
, f ∈H2.
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1.1.2 Limite radiale des fonctions de Hp, 0 < p ≤∞

Théorème 1.1 Pour p ∈]0,∞], supposons que la fonction f non identiquement
nulle appartienne à Hp(D), alors f ∗(eiθ) , 0, µ-presque partout.

Par conséquent, si f ,g ∈ Hp(D), telles que f ∗(eiθ) = g∗(eiθ) sur un sous-
ensemble de T de mesure de Lebesgue strictement positive, nécessairement
f = g.

Proposition 1.1 Pour p ∈]0,∞], supposons que la fonction f non identique-
ment nulle appartienne à Hp(D), alors la limite radiale f ∗ ∈ Lp(T ) telle que
log |f ∗| ∈ L1(T ).

D’aprés les travaux de Fatou et de Riesz [20, 16], on peut donner le lemme
suivant qu’il définit bien la limite radiale.

Lemme 1.1 Soit f ∈ Hp(D) l’ensemble des fonctions analytiques bornées sur
D muni de la norme essentielle ∥.∥∞, alors, f ∗(eiθ) = limr 7−→1− f (reiθ) existe µ-pp
et appartient à L∞(T ).

Et d’aprés aussi le théorème de Fatou : f ∈ H2 admet une unique limite ra-
diale :

f ∗(k) = lim
r−→1−

f (rk) m-p.p, k ∈ T .

Aussi puisque f ∈ H2, on a f ∗ ∈ L2(T ) et f̂ ∗(n) = 0,∀n < 0 et
log |f ast| ∈ L1(T ) (voir [22] ).

Corollaire 1.1 Si f ∈H1(D) alors limr 7−→1−
1

2π

∫ 2π

0
|f ∗(eiθ)− f (reiθ)|dθ = 0.

Théorème 1.2 Pour p ∈]0,∞], soit f ∈Hp(D), alors ∥f ∗∥p = ∥f ∥p.

1.1.3 Projection orthogonale et noyau reproduisant

Proposition 1.2 Soit λ ∈D.
L’application Φλ : f 7−→ f (λ), est une forme linéaire bornée sur H2.

Démonstration . La linéarité est claire, on vérifie la bornitude :
Soit f ∈H2, f =

∑
n≥0anz

n, on a

|f (λ)| ≤
∞∑
n=0

|an||λ|n

≤

 ∞∑
n=0

|an|2


1
2
 ∞∑
n=0

|λ|2n


1
2

(cauchy-Schwarz)

=
∥f ∥√

1− |λ|2
.
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D’aprés le théorème de représentation de Riesz [16], on a le théorème sui-
vant.

Théorème 1.3 Pour λ ∈D, il existe une fonction unique Kλ ∈H2 telle que

Φλ(f ) = ⟨f ,Kλ⟩,
nous allons donner la formule explicite de Kλ.

Proposition 1.3 Soit λ ∈D,

Kλ(z) =
1

1−λz
, z ∈D,

et
∥Kλ∥ =

1√
1− |λ|2

.

Démonstration . Soit λ ∈D, la fonction z 7−→ (1−λz)−1 est dansH2 puisque

1

1−λz
=

∑
n≥0

(λ)nzn,

et

∥
∑
n≥0

(λ)nzn∥2 =
∞∑
n=0

|λ|2n

=
1

1− |λ|2
<∞.

Soit f ∈H2 telle que f (z) =
∑
n≥0anz

n, on a

< f ,
1

1−λz
> =

∑
n≥0

an(λ)n

=
∑
n≥0

anλ
n

= f (λ).

D’aprés le théorème précédent (1.1.3) Kλ est unique, donc Kλ(z) = 1
1−λz

pour
tout z ∈D, de plus :
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∥Kλ∥2 = ⟨Kλ,Kλ⟩

=
∑
n≥0

(λ)n(λ)n

=
∞∑
n=0

|λ|2n

=
1

1− |λ|2
.

On dit que Kλ est le noyau de Cauchy-Szego ou on l’appelle souvent le
noyau reproduisant pour H2.
On peut encore retrouver Kλ à partir de n’importe quelle base hilbertienne

Kλ(z) =
∑
n≥0

en(z)en(λ).

Proposition 1.4 (Formule de l’intégrale de Cauchy) .
Soit λ ∈D, pour f ∈H2

f (λ) =
∫
T

f (ξ)

1−λξ
dµ(ξ),

et pour n ≥ 0

dnf

dzn
(λ) =< f ,

dnKλ
dzn

>,

où dnKλ
dzn (z) = n!λ

n

(1−λz)n+1 la dérivée n-ième de Kλ.

Démonstration .
On a :

f (λ) = Φλ(f )
=< f ,Kλ >

=
∫
T

f (ξ)Kλ(ξ)dµ(ξ)

=
∫
T

f (ξ)

1−λξ
dµ(ξ).

Comme Kλ est analytique sur D, elle est développable en série entière sur D
avec :
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Kλ(z) =
1

1−λz
, (z ∈D)

=
∑
n≥0

(λz)n, (z ∈D).

Il est facile de vérifier que dnKλ
dzn (z) = n!λ

n

(1−λz)n+1 , donc :

< f ,
dnKλ
dzn

>= n!
∫
T

f (ξ)

(1−λξ)n+1
dµ(ξ).

Rappelons que pour chaque fonction f dans H2, la limite radiale f ∗ de f
existe presque partout et est un élément de L2, donc la projection P de L2 sur
H2 peut être exprimée en terme de noyau de Cauchy.
Autrement dit, on a :

p[f ](z) =
∫
T

f (ξ)

1− zξ
du(ξ).

Proposition 1.5 La famille {Kλ : λ ∈D} est linéairement indépendant.

Démonstration . Soient (λi)1≤i≤n ⊂ D, deux à deux distincts et on suppose
que :

n∑
i=1

αiKλi = 0, où (αi)1≤i≤n ⊂ C.

Soit f ∈H2,

n∑
i=1

αif (λi) =
n∑
i=1

αi

∫
T

f (ξ)

1−λiξ
dµ(ξ)

=
∫
T

f (ξ)
n∑
i=1

αi
1−λiξ

du(ξ)

=
∫
T

f (ξ)
n∑
i=0

αiKλi (ξ)dµ(ξ)

= 0.

D’après le théorème d’interpolation de lagrange, il existe un polynome P tel
que P (λi) = αi pour tout 0 < i < n, donc

13



n∑
i=1

αiP (λi) =
n∑
i=1

|αi |2

= 0.

d’où αi = 0 pour tout i = 1,2, ...,n.

1.2 Espaces de Bergman

1.2.1 Espaces de Bergman

Définition 1.1 On définit l’espace de Bergman L2
a(D) comme étant l’ensemble

des fonctions analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport à la me-
sure de Lebesgue normalisée sur D,

dA(z) =
1
π
dxdy =

1
π
rdrdθ.

Et on ecrit

L2
a(D) = A(D)∩L2(D).

Avec :
- A(D) : l’ensemble des fonctions analytiques sur D,
- L2

a : l’ensemble de carrée integrable sur D.

On considère sur L2
a la norme ∥.∥2 associée au produit scalaire

⟨f ,g⟩ =
∫
D
f (z)g(z)dA(z), pour tous f ,g ∈ L2

a .

Lemme 1.2 Soit C(D) l’espace des fonctions continues sur D, pour tout com-
pact K de D, l’application restriction définie par :

(L2
a(D),∥.∥2) → (C(D),sup

z∈K
|.|)

f → fK

est continue.

Lemme 1.3 Soit f ∈ L2
a alors pour tout z ∈D, on a

f (z) ≤ 1
(1− |z|)2∥f ∥2.
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Démonstration . Pour z ∈ D, on pose rz = 1 − |z|, en utilisant la propriété
de la moyenne, on a

f (z) =
1
rz2

∫
|z−w|≤rz

f (w)dA(w)

d’où

|f (z)| ≤ 1
rz2

∫
|z−w|≤rz

f (w)dA(w) ≤
∥f ∥2
rz2 =

∥f ∥2
(1− |z|)2 .

Proposition 1.6 L2
a est un sous espace fermé de L2(D,dA).

Démonstration . Soit (fn)n est une suite de Cauchy pour la norme ∥.∥2 dans
L2
a(D), donc, la suite (fn)n est aussi de Cauchy pour la topologie de A(D),

soit K un compact de D, alors par le lemme précédent, on a

sup
z∈K
|fn(z)− fm(z)| ≤ sup

z∈K

∥fn(z)− fm∥2
(1− |z|)2 .

Comme A(D) est complet pour la convergence uniforme, il existe donc f
analytique sur D, telle que :

lim
n→+∞

sup
z∈K
|fn(z)− f (z)| = 0,∀K compact de D.

De même L2(D,dA) est complet comme espace de Hilbert, donc il existe une
fonction g ∈ L2(D,dA) telle que

lim
n→+∞

∥fn − g∥2 = 0.

Ainsi il existe une sous-suite de
(
fnk

)
k∈N

qui converge presque par tout vers
g.
Finalemet, par la premiére inégalité f = g presque partout et donc f ∈ L2

a(D),
on conclut que l’espace L2

a est un espace de Hilbert.

1.2.2 Noyau de Bergman

Théorème 1.4 [3] Soit H un espace de Hilbert des fonctions définies sur D et
à valeurs dans C muni du produit scalaire usuel et de la norme associée, on dit
qu’une application K de D ×D est un noyau reproduisant de H si :

1. Pour tout z,w ∈ D, Kz(w) = K(z,w) est une fonction de w qui appartient à
H ,

2. Pour tout z ∈D et tout f ∈H

f (z) = ⟨f ,Kz⟩,

en particulier pour tous z,w ∈D,

Kz(w) = ⟨Kz,Kw⟩ et ∥Kz∥ = ⟨Kz,Kz⟩
1
2 = K(z,z)

1
2 .
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Théorème 1.5 [3] Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur D, alors H
admet un noyau reproduisant si et seulement si l’évaluation ponctuelle f 7−→ f (z)
est continue sur H pour tout z ∈D.

Démonstration . Si H admet un noyau reproduisant K alors

|f (z)| = |⟨f ,Kz⟩| ≤ ∥f ∥ × ∥Kz∥,

réciproquement, si f 7−→ f (z) est linéaire continue sur H pour tout z ∈ D,
alors par le théoréme de représentation de Riesz, pour chaque z ∈D, il existe
gz ∈H tel que

f (z) = ⟨f ,gz⟩
et gz vérifie (1) et (2) du théorème précédent.

Proposition 1.7 Soit H un espace de Hilbert des fonctions analytiques sur D
admettant un noyau reproduisant K , alors :

1. K est unique,

2. Pour tout z,w ∈D, K(z,w) = K(w,z),

3. Soit z ∈D, K(z,z) = 0⇐⇒ f (z) = 0 pour tout f ∈H ,

4. Pour tous z,w ∈ D, |K(z,w)| ≤ K(z,z)
1
2 ×K(w,w)

1
2 , pour tout z ∈ D, l’ap-

plication Kz = K(z, .) est bornée sur tout compact de D et K est bornée sur
tout compact de D ×D.

Démonstration .

1. Si K et K ′ sont deux noyaux reproduisants pour H alors

∥Kz −K ′z∥2 = ⟨Kz −K ′z,Kz −K ′z⟩
= ⟨Kz −K ′z,Kz⟩ − ⟨Kz −K ′z,K ′z⟩
= (Kz −K ′z)(z)− (Kz −K ′z)(z) = 0.

Ainsi ∥Kz −K ′z∥ = 0 et Kz = K ′z pour tout z ∈D, donc K = K ′,

2. K(z,w) = ⟨Kz,Kw⟩ = ⟨Kw,Kz⟩ = K(w,z),

3. ⇐= est évident car Kz ∈H ,
=⇒ on remarque que 0 = K(z,z) = ⟨Kz,Kz⟩ = ∥Kz∥2 donc Kz = 0,
ainsi |f (z)| = |⟨f ,Kz⟩| = 0 pour tout z ∈D,

4. L’inégalité est immédiate par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, comme
H ⊂ A(D), Kz est analytique sur D donc borné sur les compacts de D,
alors il est claire que K est borné sur les compacts de D ×D.
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Proposition 1.8
Soit (en)n≥0 une base hilbertienne de H , alors pour tout (z,w) ∈D ×D

Kz(w) =
∑
n≥0

en(w)en(z),

où cette série converge absolument et uniformément sur tout compact de D ×D.

Lemme 1.4 Les fonctions en(z) =
√
n+ 1zn (n ∈ N) constituent une base

orthonormale de L2
a .

Démonstration . Pour n,m ∈N et z ∈D, on obtient

⟨en, em⟩ =
∫
D

(√
n+ 1zn

)(√
m+ 1zm

)
dA

=
√
n+ 1

√
m+ 1

∫ 2π

0

∫ 1

0
rneinθrme−imθ

1
π
r drdθ

=

√
(n+ 1)(m+ 1)

π2

∫ 2π

0

∫ 1

0
rn+m+1ei(n−m)θ drdθ

=

√
(n+ 1)(m+ 1)

π2

1
n+m+ 2

∫ 2π

0
ei(n−m)θ dθ

=

√
(m+ 1)2

π2

2π
2m+ 2

δn,m

= δn,m.

où

δn,m =
{

0 si n ,m
1 si n =m

Définition 1.2 L’application d’évaluation de L2
a dans C qui à toute fonction f

lui assosie sa valeur au point z, est continue pour tout z ∈D.
D’aprés le théoréme (1.5), L2

a(D) admet un noyau reproduisant K également ap-
pelé noyau de Bergman.
D’aprés le lemme (1.4) La famille en(z) est une base hilbertienne orthonormée de
L2
a.

Ainsi par la proposition (1.8) on a pour tout z,w ∈D,

Kz(w) =
∑
n≥0

(n+ 1)znwn

=
1

(1− zw)2 ,
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le noyau normalisé est alors :

kz(w) =
Kz(w)
∥Kz∥

=
1− |z|2

(1− zw)2 ,∀z,w ∈D.

ce noyau reproduisant a une propriété qui nous sera utile par la suite.

Lemme 1.5 kz converge faiblement vers 0 quand z tend vers le bord du disque.

Démonstration . Soit P un polynôme en z sur D, on a

⟨kz,P⟩ = (1− |z|2)⟨P ,Kz⟩ = (1− |z|2)P (z).

cette expression tend clairement vers 0 quand |z| tend vers 1.
Enfin, comme l’ensemble des polynômes est dense dans L2

a alors kz tend fai-
blement vers 0 quand z tend vers le bord de D.

Corollaire 1.2∫
D

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dA(w) = 1 pour chaque z ∈D.

Démonstration . Pour tout z ∈D on a∫
D

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dA(w) = (1− |z|2)2 ⟨Kz,Kz⟩ = (1− |z|2)2K(z,z) = 1.

1.2.3 Projection de Bergman

Rappelons que l’espace de Bergman L2
a(D) est un sous-espace fermé de

L2(D,dA) et donc la projection orthogonale dite aussi projection de Bergman
de L2(D,dA) dans L2

a(D) est bien définie, notons par P cette projection.

Proposition 1.9 Pour toute fonction f ∈ L2(D,dA) et tout z ∈D,

P f (z) =
∫
D
K(z,w)f (w)dA(w).

Démonstration . Par la propriété reproduisante de K(z,w) = Kz(w), on a

P f (z) =
〈
P f ,Kz

〉
=

〈
f ,P Kz

〉
=

〈
f ,Kz

〉
=

∫
D
f (w)Kz(w)dA(w)

=
∫
D
K(z,w)f (w)dA(w).

Remarque 1 La projection de Bergman satisfait les propriétés suivantes :

1. P est une projection bornée de L2(D,dA) sur L2
a(D,dA),

2. P ∗ = P , et P 2 = P ,
3. ∥P ∥ = 1, où ∥.∥ est la norme de l’opérateur.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz sur les espaces de
Hardy et de Bergman

2.1 Opérateur de Toeplitz sur l’espace de Hardy

Les opérateurs de Toeplitz sont les plus étudiés et les mieux connus dans
la théorie des opérateurs sur l’espace de Hardy H2, les opérateurs Shift et
Backward Shift sont des exemples simples.
Généralement, les opérateurs de Toeplitz sont ceux dont les coefficients de
la matrice relativement à la base standard de H2 sont constants le long de
chaque diagonale. ( Voir entre autre [25, 5, 13, 21, 1] pour les détails sur le
sujet ).

2.1.1 Opérateurs bornés

Définition 2.1 SoientH etH ′ deux espaces de Hilbert sur C, toute application
linéaire T :H −→H ′ s’appelle un opérateur, l’espace vectoriel L(H,H ′) des appli-
cations linéaires de H dans H ′ est l’espace des opérateurs de H dans H ′, l’image
d’un vecteur x ∈ H par l’opérateur T ∈ L(H,H ′) sera généralement notée Tx.

Définition 2.2 Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire noté
⟨.⟩ :

T :H −→H ′

x −→ T (x)

un opérateur linéaire borné (continu) c’est-à-dire, il existe C > 0 tel que :

∥T (x)∥H ≤ C ∥x∥H .

Théorème 2.1 Soit H un espace de Hilbert et BH sa boule unité, alors BH est
compact si et seulement si H est de dimension finie.

Définition 2.3 Un opérateur T ∈ B(H) est compact quand l’image par T de la
boule unité de H est compact au sens de la topologie de la norme .
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2.1.2 Opérateurs Shift.

Les opérateurs Shift tiennent une place importante dans le monde des
opérateurs sur la théorie des fonctions.

Définition 2.4 L’opérateur Shift est une application S :H2 7−→H2 défini par :

[Sf ](z) = zf (z)

ou en terme de coefficients de Taylor de f =
∑
n≥0anz

n ∈H2, par

S(a0, a1, ...) = (0, a0, a1, ...).

Proposition 2.1 L’opérateure Shift est une isométrie.

Démonstration . Soit f ∈H2, on a

∥Sf ∥2 =
∫
T

|ξf (ξ)|2dµ(ξ)

=
∫
T

|f (ξ)|2dµ(ξ)

= ∥f ∥2.

Définition 2.5 L’opérateur adjoint S∗ du Shift S qui est par définition satifait

⟨Sf ,g⟩ = ⟨f ,S∗g⟩, f ,g ∈H2,

est appelé Backward Shift.

Proposition 2.2 L’opérateur S∗ :H2 7−→H2 est donné par

[S∗f ] =
f (z)− f (0)

z
ou en terme des coefficients de Taylor de f =

∑
n≥0anz

n ∈H2, par

S∗(a0, a1, a2, ...) = (a1, a2, ...).

Démonstration . On remarque que si f ∈ H2,Sf = zf est orthogonal à
toute fonction constante. Soit g ∈H2

⟨f ,S∗g⟩ = ⟨Sf ,g⟩
= ⟨zf ,g⟩
= ⟨zf ,g − g(0)⟩
= ⟨f ,z(g − g(0))⟩

= ⟨f ,
g − g(0)

z
⟩.
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2.1.3 Matrices de Toeplitz.

Une matrice de Toeplitz est une matrice dont les composantes de chaque
diagonale sont égeaux, c’est à dire est une matrice de la forme :

A =


a0 a−1 a−2 . . .
a1 a0 a−1 . . .
a2 a1 a0 . . .
...

...
... . . .

 .
Définition 2.6 La matrice de l’opérateur de Toeplitz Tϕ définit dans la base
orthonormée {1, z, z2, z3...} de H2 par une suite de nombres complexes (an)n∈Z :

aij = ⟨Tϕzj , zi⟩ = ⟨P (ϕzj), zi⟩ = ⟨ϕzj , P zi⟩ = ⟨ϕ,zi−j⟩ = ϕ̂(j − i)

c’est-à-dire :

A =


ϕ̂(0) ϕ̂(−1) ϕ̂(−2) . . .
ϕ̂(1) ϕ̂(0) ϕ̂(−1) . . .
ϕ̂(2) ϕ̂(1) ϕ̂(0) . . .
...

...
... . . .

 .
Théorème 2.2 Une matrice de Toeplitz A = (ϕ̂)n∈Z définit un opérateur borné
si et seulement s’il existe une fonction bornée ϕ sur T telle que les nombres ϕ̂n(n ∈
Z) sont ses coefficients de Fourier, c’est à dire :

ϕ̂n =
1

2π

∫ 2π

0
ϕ(eiθ)e−inθdθ, n ∈Z.

Théorème 2.3 [3] Tout opérateur borné sur H2(T ) . dont la matrice dans la
base orthonormée de H2(T ) est une matrice de Toeplitz, est un opérateur de toe-
plitz.

Ce théorème montre que si la matrice d’un opérateur borné surH2 est une
matrice de Toeplitz alors necessairement cet opérateur est un opérateur de
Toeplitz.

2.1.4 Opérateurs de Toeplitz ( sur l’espace de Hardy ).

Définition 2.7 Soit ϕ ∈ L∞(T ), l’opérateur de Toeplitz de symbole ϕ est Tϕ :
H2 7−→H2 défini par

Tϕf = P (ϕf )

où P : L2(T ) 7−→H2. la projection de Riesz.
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Le théorème suivant donne une caractérisation des opérateurs de Toeplitz
à l’aide de l’opérateur Shift.

Théorème 2.4 [1] Soit T un opérateur borné sur H2, alors T est un opérateur
de Toeplitz si et seulement si S∗T S = T .

On donne quelque propriétés générales des opérateurs de Toeplitz.

Proposition 2.3 Soient ϕ et ψ deux fonctions bornées sur T .

1. Pour tout α,β ∈C, on a :Tαϕ+βψ = αTϕ + βTψ,

2. TϕTψ = TψTϕ = Tϕψ,

3. Tϕ = Tψ si et seulement si ϕ = ψ,

4. L’opérateur identité I de H2 est l’opérateur de toeplitz de symbole ϕ = 1 où
1 est la fonction constante qui vaut 1 pour tout z ∈ T , et l’opérateur nul est
l’opérateur de Toeplitz de symbole ϕ = 0.

Proposition 2.4
Pour ϕ ∈ L∞(T )T ∗ϕ = Tϕ.

Démonstration . Soient f ,g ∈H2, on a :

⟨Tϕf ,g⟩ = ⟨P (ϕf ), g⟩
= ⟨ϕf ,P g⟩
= ⟨ϕf ,g⟩
= ⟨f ,ϕg⟩
= ⟨f ,P (ϕg)⟩
= ⟨f ,T ∗ϕg⟩.

Corollaire 2.1 S = Tz et S∗ = Tz.

Démonstration . Soit f ∈H2

Sf = zf
= P (zf )
= Tzf .

d’après la proposition précédents S∗ = Tz.

Proposition 2.5 L’application qui à toute fonction bornéeϕ associe l’opérateur
de Toeplitz Tϕ est injective, autrement dit, si Tϕ = 0,ϕ = 0.
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Démonstration . Si Tϕ = 0,Tϕ(en) = 0 pour tout n ∈ N où en désigne le
n-ème élément de la base orthonormée de H2, soit maintenant ϕ ∼

∑
j∈Zaje

j

le développement en série de Fourier de ϕ où aj = ⟨ϕ,ej⟩, alors le développe-
ment en série de Fourier de ϕen est ϕen ∼

∑
k∈Zake

k+n pour tout entier positif
n avec k = j − n, ainsi, Tϕ(en) = P (ϕen) = 0 pour tout n ∈ N veut dire ak = 0
pour k+n ≥ 0, c’est-à-dire encore ak = 0 pour tous les k ≥ −n donc ak = 0 pour
k ∈Z donc ϕ = 0.

Proposition 2.6 Soit ϕ ∈ L∞(T ), on a ∥Tϕ∥ = ∥ϕ∥∞, c’est-à-dire,

sup
{
∥Tϕf ∥2 : f ∈H2,∥f ∥2 = 1

}
= ∥ϕ∥∞.

Théorème 2.5 L’opérateur de Toeplitz sur H2(T ) est compact, si et seulement
si son symbole est nul. ( voir [7] Théorème 12.28 )

2.2 Opérateur de Toeplitz sur l’espace de Bergman

2.2.1 Opérateurs de Toeplitz ( sur l’espace de Bergman ).

Définition 2.8 Soitϕ une fonction bornée surD, on définit l’opérateur de Toe-
plitz à symbole ϕ par

Tϕ : L2
a(D) → L2

a(D)
f 7→ P (ϕf )

en utilisant la représentation intégrale de P , nous pouvons voir Tϕ comme un
opérateur intégrale donné par :

Tϕf (z) = P (ϕf )(z) =
〈
ϕf ,Kz

〉
=

∫
D

ϕ(w)f (w)
(1− zw)2 dA(w),∀z ∈D.

Proposition 2.7 Soit ϕ ∈ L∞(D)

1.
∥∥∥Tϕ∥∥∥ ≤ ∥ϕ∥∞,

2. T1 = Id tel que Id est l’identité de L2
a(D),

3. Tϕ est l’adjoint de Tϕ,

4. Pour tous λ ∈ C, f ,g ∈ L∞(D), Tλf +g = λTf + Tg ( c’est à dire. Tϕ sur L2
a est

linéairement dépondant de son symbole ),

5. Tϕ = 0 si et seulement si ϕ = 0.

Démonstration . On a pour f ∈ L2
a(D)∥∥∥Tϕ(f )

∥∥∥ = ∥P (ϕf )∥ ≤ ∥P ∥∥ϕf ∥ ≤ ∥ϕ∥
∞
∥f ∥
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car P est de norme 1 il s’ensuit que
∥∥∥Tϕ∥∥∥ ≤ ∥ϕ∥∞ et (1) est vérifié.

(2), (3) et (4) découlent immédiatement de la définition de l’opérateur de Toe-
plitz.
(5) si Tϕ est nul alors pour tous m et n dans N, on a〈

Tϕz
n, zm

〉
=

〈
P (ϕzn), zm

〉
=

〈
ϕzn, zm

〉
=

〈
ϕ,znzm

〉
= 0.

mais la famille z−nzm est dense dans L2
a(D,dA) donc ϕ est nulle.

Remarque 2 1. On peut aussi définir cet opérateur de Toeplitz sur l’espace de
Bergman à partir des symboles non bornés sur D si le produit ϕf existe,
∀f ∈ L2

a(D) c’est à dire Tϕ est bien définie,

2. L’opérateur de Toeplitz Tφ sur L2
a(D) est borné si le symbole φ est borné,

mais Tφ peut être borné sur L2
a(D) sans que son symbole le soit.

Dans la suite, nous allons présenter la notion de fonction Möbius sur le
disque D.

Définition 2.9 Une fonction Möbius sur le disque D est une fonction de la
forme

ϕz(w) =
z −w

1− zw
, w ∈D

qui transforme z à 0 et 0 à z (z ∈D).

Proposition 2.8 Une fonction Möbius ϕz a les propriétés suivantes :

1. ϕ−1
z = ϕz,

2. Le déterminant réel du Jacobienne de ϕz en w est

|Jϕz(w)| = |ϕ̀z(w)|2 =
(1− |z|2)2

|1− zw|4
,

3. 1− |ϕz(w)|2 =
(1− |z|2)(1− |w|2)
|1− zw|2

.
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Démonstration .
Pour (1) on trouve facilement que

(ϕz ◦ϕz)(w) =
z −ϕz(w)

1− zϕz(w)

=
z − z −w

1− zw
1− z z −w

1− zw
= w.

Pour (2) on a

ϕ̀z(w) =
−(1− zw) + z(z −w)

(1− zw)2

=
−1 + zw+ |z|2 − zw

(1− zw)2

= − 1− |z|2

(1− zw)2 ,

et donc

|ϕ̀z(w)|2 =
(1− |z|2)2

|1− zw|4
.

De plus si on pose ϕz(w) = P (x,y) + iQ(x,y) on obtient :

∂ϕz
∂y

(w) =
∂P
∂y

(x,y) + i
∂Q
∂y

(x,y) = −i 1− |z|2

(1− zw)2 ,

∂ϕz
∂x

(w) =
∂P
∂x

(x,y) + i
∂Q
∂x

(x,y) = − 1− |z|2

(1− zw)2 .

donc
∂ϕz
∂x

(w) = i
∂ϕz
∂y

(w),

les conditions de Cauchy-Rieman sont satisfaisantes, alors la matrice réelle
Jacobienne de ϕz donnée par :

Jϕz(w) =

 ∂P
∂x

∂P
∂y

∂Q
∂x

∂Q
∂y

 =
(
∂P
∂x −

∂Q
∂x

∂Q
∂x

∂P
∂x

)
,
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et

|Jϕz(w)| =
(
∂P
∂x

)2

+
(
∂Q
∂x

)2

=
(
∂P
∂x

+ i
∂Q
∂x

)(
∂P
∂x

+ i
∂Q
∂x

)
=

(
− 1− |z|2

(1− zw)2

)(
− 1− |z|2

(1− zw)2

)
=

∣∣∣∣∣∣ 1− |z|2

(1− zw)2

∣∣∣∣∣∣
2

=
(1− |z|2)2

|1− zw|4
.

Et pour (3) on a :

1− (1− |z|2)(1− |w|2)
|1− zw|2

=
|1− zw|2 − (1− |z|2)(1− |w|2)

|1− zw|2

=
(1− zw)(1− zw)− (1− |z|2)(1− |w|2)

|1− zw|2

=
|w|2 + |z|2 − zw − zw

|1− zw|2
= |ϕz(w)|2.

On rappelle qu’un automorphisme de D est une application bijective bi-
analytique de D dans D.
Tout automorphisme ϕ de D peut s’écrire comme ϕ(w) = ϕz(ϵw), où z =
ϕ(0) ∈D, |ϵ| = 1.

Notation 1 L’ensemble des automorphismes du disque D appelé aussi groupe
de Möbius, est noté Aut(D).

Corollaire 2.2 Si ϕ ∈ Aut(D), alors

K(z,w) = ϕ′(z)K(ϕ(z),ϕ(w))ϕ′(w)

où
1

(1− zw)2 =
ϕ′(z)ϕ′(w)

(1−ϕ(z)ϕ(w))2

pour toutes z,w ∈D.

Démonstration . Soit {en : n ≥ 0} une base orthonormée de L2
a .

On pose
σn(z) = en(ϕ(z))ϕ′(z), n ≥ 0,
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ainsi

K(z,w) =
+∞∑
n=0

σn(z)σn(w)

=
+∞∑
n=0

en(ϕ(z))en(ϕ(w))ϕ′(z)ϕ′(w)

= ϕ′(z)

 +∞∑
n=0

en(ϕ(z))en(ϕ(w))

ϕ′(w)

= ϕ′(z)K(ϕ(z),ϕ(w))ϕ′(w).

La proposition suivante qui donne la formule de l’images de noyau repro-
duisant kz (z ∈D) par un opérateur Tf .

Proposition 2.9 [14] Soit f ∈ L∞(D,dA), pour tout z ∈D alors

Tf (kz) = (P (f ◦ϕz) ◦ϕz)kz.

Pour presenter quellque situations où nous pouvons les faire affirmer que
l’opérateur de Toeplitz est borné , nous avons besoin d’introduire d’abord
la transformation de Berezin qui joue un rôle essentiel dans la théorie des
opérateurs de Toeplitz.

2.2.2 Transformée de Berezin

Définition 2.10 Soit f ∈ L1(D), la transformée de Berezin f̃ de f est donnée
par

f̃ (z) =
〈
f kz, kz

〉
=

∫
D
f (w)

(1− |z|2)2

|1− zw|4
dA(w),∀z ∈D.

De plus, soient f ∈ L2
a(D) et ϕz(w) ∈ Aut(D), pour z,w ∈ D, Ddonc f vérifie la

propriété de la moyenne :

f (0) =
∫
D
f (w)dA(w),

donc, on a
z = ϕz(0)

on obtient
f (z) = f (ϕz(0)) =

∫
D
f (ϕz(w))dA(w)
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le changement de variable y = ϕz(w) donne

f (z) =
∫
D
f (y)|Jϕz(y)|dA(y)

=
∫
D
f (y)

(1− |z|2)2

|1− zy|4
dA(y).

En fait, on peut définir plus généralement la transformée de Berezin d’un
opérateur T borné sur un espace de Hilbert des fonctions sur D, possédant
un noyau reproduisant normalisé kz, la transformée de Berezin (symbole de
Berezin) de T est la fonction T̃ de D dans C définie par

T̃ (z) = ⟨T kz, kz⟩ ,∀z ∈D.

On a alors pour tout z ∈D,

T̃f (z) =
〈
Tf kz, kz

〉
=

〈
f kz, kz

〉
= f̃ (z),

ainsi la transformée de Berezin de f et de Tf coïncident.

Proposition 2.10 Soit ϕ ∈ L∞(D,dA)

limsup
z→∂D

|ϕ̃(z)| ≤ limsup
z→∂D

∥∥∥Tϕkz∥∥∥2
≤

∥∥∥Tϕ∥∥∥e ≤ ∥∥∥Tϕ∥∥∥ ≤ ∥ϕ∥∞ ,
avec

∥∥∥Tϕ∥∥∥e = infK∈D
∥∥∥Tϕ −K∥∥∥ .

Démonstration .
∥∥∥Tϕ∥∥∥e ≤ ∥∥∥Tϕ∥∥∥ ≤ ∥ϕ∥∞ est claire, il reste donc à montrer les

deux premières inégalités.
Soit z ∈D alors

|ϕ̃(z)| = |
〈
ϕkz, kz

〉
| =

∣∣∣∣〈Tϕkz, kz〉∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥Tϕkz∥∥∥2
.

Soit K un opérateur compact sur L2
a(D) alors kz converge vers 0 quand |z| tend

vers 1 car kz tend faiblement vers 0, ainsi pour tout K compact on a

limsup
z→∂D

∥∥∥Tϕkz∥∥∥2
= limsup

z→∂D

∥∥∥(Tϕ −K)kz
∥∥∥

2
≤

∥∥∥Tϕ −K∥∥∥ .
donc

limsup
z→∂D

∥∥∥Tϕkz∥∥∥2
≤ inf
K∈D

∥∥∥Tϕ −K∥∥∥ =
∥∥∥Tϕ∥∥∥e .

Maintenant on va prouver que la transformation de Berezin est Möbius
invariante effectivement.
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Proposition 2.11 Pour tout ϕ ∈ Aut(D) et toute fonction f ∈ L1(D,dA)

˜f ◦ϕ = f̃ ◦ϕ.

Démonstration . Soit σ ∈ Aut(D) et z ∈D, on pose

ϕz(w) =
z −w

1− zw
et donc ϕσ (z)(w) =

σ (z)−w
1− σ (z)w

.

il vient que

ϕσ (z) ◦ σ ◦ϕz(0) = ϕσ (z)(σ (z)) = 0
ϕσ (z) ◦ σ ◦ϕz ∈ A(D)

ϕσ (z) ◦ σ ◦ϕz(D) = D, et ϕσ (z) ◦ σ ◦ϕz est bijection.

D’où d’après le lemme de Schwarz, il existe une constante complexe c de
module 1 telle que pour tout w ∈D

ϕσ (z) ◦ σ ◦ϕz(w) = cw

pour f ∈ L1(D,dA), on a

˜f ◦ σ =
∫
D

(f ◦ σ )(y)
(1− |z|2)2

|1− zy|4
dA(y).

en effectuant le changement de variable y = ϕz(w), on obtient

˜f ◦ σ (z) =
∫
D

(f ◦ σ ◦ϕz)(w)dA(w)

=
∫
D

(f ◦ϕσ (z) ◦ϕσ (z) ◦ σ ◦ϕz)(w)dA(w)

=
∫
D

(f ◦ϕσ (z))(cw)dA(w)

=
∫
D

(f ◦ϕσ (z))(u)dA(u)

= f̃ (σ (z))
= f̃ ◦ σ (z).

Nous allons énoncer une propriété fondamentale qui lie les fonctions har-
moniques et la transformée de Berezin.

Lemme 2.1 Si f ∈ L1(D,dA) est harmonique, alors

f̃ = f .
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Démonstration . Si f ∈ L1(D,dA) est une fonction harmonique sur D alors
f ◦ϕ est aussi harmonique pour tout ϕ ∈ Aut(D), d’après la propriété de la
valeur moyenne, pour tout ϕ ∈ Aut(D) tel que ϕ(0) = z, on a

f (z) = f ◦ϕz(0) =
∫
D
f ◦ϕz(w)dA(w) = f̃ (z).

2.2.3 Opérateur de Toeplitz à symboles quasihomogènes et radials

Définition 2.11 F ∈ L1 est dite radiale si pour tout z ∈D

F(z) = F(|z|).

Définition 2.12 Soitm ∈Z , une fonction F ∈ L∞(D,dA) est dite m-quasihomogène
s’il existe f ∈ L∞([0,1]) tel que pour tout z = reiθ ∈D, 0 ≤ r < 1 et θ ∈ [0,2π], on
a

F(reiθ) = eimθf (r).

On appelle f la partie radiale de F etm le coefficient de quasihomogènéité
de F, on note F ∼ (f ,m).
Si m = 0 alors F est radiale , on distingue le cas radial du cas quasihomogène
qui est le cas le plus simple à écrire.
Si une fonction F est le symbole d’un opérateur de Toeplitz alors nous dirons
que TF est quasihomogène de degré m.

Lemme 2.2 Soit F un symbole m-quasihomogène (ou radial) borné alors

TFen =
{

0 si n+m < 0
cn(F)en+m sinon

où

cn(F) = 2
√
n+ 1

√
n+m+ 1

∫ 1

0
f (r)r2n+m+1dr.

Démonstration . Il suffit de calculer
〈
TFen, ep

〉
=

〈
Fen, ep

〉
pour tout p,n ∈N.〈

TFen, ep
〉

=
√
n+ 1

√
p+ 1

∫
D
F(z)znz̄p dA(z)

=
1
π

√
n+ 1

√
p+ 1

∫ 2π

0

∫ 1

0
eimθf (r)rneinθrpe−ipθr drdθ

=
1
π

√
n+ 1

√
p+ 1

∫ 2π

0
ei(m+n−p)θdθ

∫ 1

0
f (r)rn+p+1dr

= 2
√
n+ 1

√
n+m+ 1

(∫ 1

0
f (r)r2n+m+1dr

)
δm+n,p.
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Car
∫ 2π

0
ei(m+n−p)θ dθ = 2πδm+n,p. où δn,m =

{
0 si n ,m
1 si n =m

La transformée de Mellin est très utilisée dans l’étude des opérateurs de
Toeplitz à symbole quasihomogène.

Définition 2.13 On définit la transformée de Mellin de f ∈ L∞[0,1] par

f̂ : z −→
∫ 1

0
f (r)rz−1dr.

On appelle l’intégrale
∫ 1

0
f (r)rn−1dr le coefficient de Mellin d’ordre n de f .

Définition 2.14 Soit f une fonction intégrable sur D, on définit la radialisa-
tion de f noté rad(f ), par :

rad(f (z)) =
1

2π

∫ 2π

0
f (eiθz)dθ.

l’intégrale existe et finie presque partout car f ∈ L1(D,dA).
Il découle directement de cette définition qu’une fonction f est radiale si et seule-
ment si f = rad(f ).

Définition 2.15 Pour f ∈ L∞[0,1], la transformée de Berezin de f est celle de
F ∼ (0,1) , selon la définition (2.10), on a ∀z ∈D

f̃ (z) = F̃(z) =
∫
D
f (|w|)(1− |z|2)2

|1− zw|4
dA(w).

Lemme 2.3 [2] On suppose que λ ≥ 0 et limt→1−(1− t)λ
∑∞
n=0ant

n = 0
si an ≥ −C(n+ 1)λ−1 pour C > 0 et pour tout n ≥ 0 , alors

lim
n→∞

∑n
k=0ak

(n+ 1)λ
= 0.

Théorème 2.6 [4] On suppose que f ∈ L∞[0,1) et an(f ) = (n+1)
∫ 1

0
f (r)rndr,

avec n ≥ 0 alors an(f )→ 0 quand n→ +∞ si et seulement si

lim
t→1−

(1− t)2
+∞∑
n=0

(n+ 1)an(f )tn = 0.

Démonstration . Comme

(1− t)2
+∞∑
n=0

(n+ 1)tn = 1
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pour tout t ∈ [0,1], et an(f )→ 0 quand (n→ +∞) alors

lim
t→1−

(1− t)2
+∞∑
n=0

(n+ 1)an(f )tn = 0.

Pour montrer l’autre implication, on utilise le lemme (2.3), on suppose que

lim
t→1−

(1− t)2
+∞∑
n=0

(n+ 1)an(f )tn = 0.

avec un changement de variable, on trouve

lim
t→1−

a0(f ) +
+∞∑
n=1

[(n+ 1)an(f )−nan−1(f )]tn
 = 0.

par la définition de an(f ), on obtient

(n+ 1)an(f )−nan−1(f ) = (n+ 1)2
∫ 1

0
f (r)rndr −n2

∫ 1

0
f (r)rn−1dr

= (2n+ 1)
∫ 1

0
f (r)rndr +n2

∫ 1

0
f (r)(r − 1)rn−1dr.

Par un calcul élémentaire on trouve que, la formule au-dessus est bornée en
n, si f est bornée, utilisant le lemme (2.3) pour terminer la démonstration.

Lemme 2.4 [4] (avec λ = 1)
Si limt→1−(1− t)2∑∞

n=0(n+ 1)an(f )tn = 0 alors

lim
n→+∞

a0(f ) +
∑n
k=0[(k + 1)ak(f )− kak−1(f )]

n+ 1
= 0,

où limn→+∞an(f ) = 0.

Lemme 2.5 [18] Soit K1,K2 ∈ L1[0,+∞), si∫ +∞

0
Kj(t)t

ix dt , 0

pour j = 1, 2 les deux conditions suivantes sont équivalent

lim
ε→0+

∫ +∞

0
K1(t)g(εt)dt = 0

lim
ε→0+

∫ +∞

0
K2(t)g(εt)dt = 0

pour g ∈ L∞[0,+∞).
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Théorème 2.7 [4] On supppose que f ∈ L∞[0,1), alors

lim
x→1−

1
1− x

∫ 1

x
f (t)dt = 0

si et seulement si

lim
n→+∞

(n+ 1)
∫ 1

0
f (t)tndt = 0.

Démonstration . Soit

h(x) =
1

1− x

∫ 1

x
f (t)dt, x ∈ [0,1).

on applique le théorème de Fubini, on obtient

(n+ 2)(n+ 1)
∫ 1

0
h(x)xn(1− x)dx = (n+ 2)

∫ 1

0
f (t)tn+1dt

pour tout n ≥ 0.
Pour montrer l’équivalence, on utilise le lemme (2.5).
comme f est bornée, alors

lim
n→+∞

(n+ 1)
∫ 1

0
f (t)tndt = 0

est équivalent à ( compare ts et tn pour n < s ≤ n+ 1 ) :

lim
n→+∞

s

∫ 1

0
f (t)ts dt = 0

on fait changement de variable, on trouve

s

∫ 1

0
f (t)ts dt = s

∫ 1

0
f (1− t)(1− t)s dt

=
∫ s

0
f (1− t

s
)(1− t

s
)s dt =

∫ +∞

0
Kϵ(t)g(ϵt)dt,

où ϵ = 1
s

g(t) =
{
f (1− t), si 0 ≤ t ≤ 1

0 , si t > 1.

et

Kϵ(t) =
{

(1− ϵt)1
ϵ , si 0 ≤ t ≤ 1

ϵ
0 , si t > 1

ϵ .
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comme 0 ≤ Kϵ(t) ≤ e−t alors Kϵ(t)→ e−t sur L1[0,+∞) quand ϵ→ 0+.
donc (et d’aprés le lemme (2.5) ) :

lim
s→+∞

s

∫ 1

0
f (t)ts dt = 0

est équivalent à

lim
ϵ→0+

∫ +∞

0
e−tg(ϵt)dt = 0.

de même

lim
x→1−

1
1− x

∫ 1

x
f (t)dt = 0

est équivalent à

lim
ϵ→0+

∫ +∞

0
X[0,1]g(ϵt)dt = 0.
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Chapitre 3

Compacité de l’opérateur de Toeplitz

3.1 Mesure de Carleson

On peut définir l’opérateur de Toeplitz sur l’espace de Bergman à partir
des mesures finies sur D.
Soit µ une mesure de Borel finie surD, on définit l’opérateur Tµ sur L2

a(D,dA)
par :

Tµf (z) =
∫
D
K(z,w)f (w)dµ(w) , f ∈ L2

a(D,dA).

Quand dµ(z) = ϕ(z)dA(z), on a Tµ = Tϕ.
dans ce cas, c’est facile de vérifier cela Tϕf = P (ϕf ) pour tous les poly-
nômes f ( lesquels sont denses dans L2

a(D,dA) ).
Notre problème dans ce chapitre est de trouver des conditions sur µ ou ϕ qui
nous assureraient la compacité de l’opérateur de Toeplitz Tµ ou Tϕ, quand µ
ou ϕ soit positif, les conditions que nous obtenons sont nécessaires et suffi-
santes.

Proposition 3.1 Soient f ,g ∈ L2
a(D,dA), alors〈

Tµf ,g
〉

=
∫
D
f (w)g(w)dµ(w),w ∈D,

où µ une mesure de Borel positive et finie sur D.

Démonstration . Soient f ,g ∈ L2
a(D,dA), et µ une mesure de Borel positive
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et finie sur D alors :〈
Tµf ,g

〉
=

∫
D
Tµf (z)g(z)dA(z)

=
∫
D

[∫
D
f (w)K(z,w)dµ(w)

]
g(z)dA(z)

=
∫
D

∫
D
K(z,w)f (w)g(z)dµ(w)dA(z) ( d’après le théorème de Fubini)

=
∫
D

[∫
D
g(z)K(z,w)dA(z)

]
f (w)dµ(w)

=
∫
D

[∫
D
g(z)K(w,z)dA(z)

]
f (w)dµ(w), car K(z,w) = K(w,z)

=
∫
D
f (w)g(w)dµ(w).

Proposition 3.2 Soient f ∈ L2
a(D,dA) et µ une mesure de Borel positive et finie

sur D alors ∥∥∥Tµf ∥∥∥ = sup
{∣∣∣∣〈Tµf ,g〉∣∣∣∣ : ∥g∥ = 1 dans L2

a(D,dA)
}
.

Nous avons besoin de présenter le concept de la transformation de Berezin
et la fonction moyenne au cas d’espace de Bergman.
Soit µ une mesure de Borel finie sur D, on note µ̃ la transformée de Berezin
de l’opérateur de Toeplitz Tµ sur L2

a(D,dA) définie par :

µ̃(z) =
〈
Tµkz, kz

〉
, z ∈D,

où ⟨., .⟩ est le produit scalaire sur L2
a(D,A) et kz est le nayau reproduisant

normalisé de L2
a(D,dA), donc d’après la proposition (3.1) on a :

µ̃(z) =
∫
D
|kz|2dµ(w) , z ∈D.

si r > 0, on définit la fonction moyenne µ̂r(z) sur D par :

µ̂r(z) =
µ(D(z, r))
|D(z, r)|

, z ∈D.

on a |D(z, r)| = A(D(z, r)), µ̂r(z) =
µ(D(z, r))
A(D(z, r))

, laquelle est la moyenne sur

D(z, r) de la fonction ϕ en ce qui concerne à dA quand dµ(z) = ϕ(z)dA.
donc nous pouvons penser à µ̂r(z) comme une fonction moyenne µ en ce qui

36



concerne à dA.
Pour toute ϕ ∈ L1(D,dA) et r > 0, on définit la fonction moyenne ϕ̂r de ϕ sur
D par

ϕ̂r(z) =
1

|D(z, r)|

∫
D(z,r)

ϕ(w)dA(w), z ∈D.

Définition 3.1 Soient µ une mesure de Borel positive finie sur D, on dit que
µ est une mesure de Carleson sur l’espace de Bergman L2

a(D,dA) s’il existe une
constante c > 0 telle que∫

D
|f (z)|2dµ(z) ≤ c

∫
D
|f (z)|2dA(z) pour tout f ∈ L2

a(D,dA).

Remarque 3 .

1. On dit que µ est une mesure de Carleson sur L2
a(D,dA) si et seulement si

L2
a(D,dA) ⊂ L2(D,dµ) et que l’injection canonique

i2 : L2
a(D,dA)→ L2(D,dµ)

est bornée.

2. La mesure de Carleson µ sur L2
a(D,dA) est dit une mesure de Carleson nulle

à l’infini si l’application i2 est de plus compact.

Théorème 3.1 [15] Soit µ une mesure de Borel positive finie sur D, r > 0 alors
µ est une mesure de Carleson sur L2

a(D,dA) si et seulement si

sup
{
µ(D(z, r))
(1− |z|2)2 , z ∈D

}
<∞.

Théorème 3.2 [15] Soit µ une mesure de Borel positive finie sur D, r > 0 alors
on a : µ est une mesure de Carleson nulle à l’infini dans L2

a(D,dA) si et seulement
si

lim
|z|→1−

µ(D(z, r))
|D(z, r)|

= 0.

3.2 Opérateur de Toeplitz borné

Corollaire 3.1 Soit ϕ ∈ L1(D,dA) une fonction harmonique alors Tϕ est borné
si et seulement si ϕ est bornée,

Démonstration . Soit ϕ ∈ L1(D,dA) harmonique, supposons que ϕ soit
bornée, dans ce cas il existe M > 0 tel que∥∥∥Tϕf ∥∥∥ ≤M ∥f ∥ , f ∈ L2

a(D)
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par conséquent Tϕ est borné,
réciproquement, supposons que Tϕ soit borné alors on a :

|ϕ̃(z)| = |
〈
Tϕkz, kz

〉
| ≤

∥∥∥Tϕ∥∥∥∥kz∥2 =
∥∥∥Tϕ∥∥∥ car∥kz∥ = 1

dans L2
a(D), par conséquence, en utilisant le lemme (2.1) ϕ̃ = ϕ est borné et

la corollaire est ainsi démontré.

Lemme 3.1 Soit F un symbole quasihomogène ou radial borné, on a :

1. ∥TF∥ = supn≥0 |cn(F)|,
2. ∥TF∥e = limsupn−→∞ |cn(F)|.

Démonstration . Supposons que F est m-quasihomogène.

1. Soit v =
∑
i≥0aiei ∈ L2

a(D) en utilisant le lemme (2.2), on voit que :

TFv =
∑

n≥max(0,−m)

ancn(F)en+m

et ainsi l’assertion (1), est évidente.

2. On note TF,n la compression de TF à Vect(e0, ..., en−1), il est clair que

∥TF − TF,n∥ = sup
k≥n
|ck(F)|.

comme TF,n est compact, ceci implique que

∥TF∥e = inf
K∈D
∥TF −K∥ ≤ lim

n−→∞
∥TF − TF,n∥ = limsup

n−→∞
|cn(F)|.

Lemme 3.2 Soit F une fonction m-quasihomogène bornée non nulle alors

∀n ∈N, |cn(F)| < ∥F∥∞.

la méme conclusion reste vraie si F est radiale, non constante et bornée.

Démonstration . Si F ∼ (f ,m) est m-quasihomogène alors pour n > −m

cn(F) = 2
√
n+ 1

√
n+m+ 1

∫ 1

0
f (r)r2n+m+1dr

et

|cn(F)| ≤ ∥f ∥∞
2
√
n+ 1

√
n+m+ 1

2n+m+ 2
< ∥F∥∞
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Si F est radiale, bornée et non constante, il existe ε > 0 et E ⊂ L∞([0,1]) tel
que |E| > 0 et f (E) ⊂ [0,∥f ∥∞ − ε], on peut écrire

cn(F) = (2n+ 2)
∫ 1

0
f (r)r2n+1dr

= (2n+ 2)
∫
E
f (r)r2n+1dr + (2n+ 2)

∫
(0,1)\E

f (r)r2n+1dr

donc

|cn(F)| ≤ (∥f ∥∞ − ε)(2n+ 2)
∫
E
r2n+1dr + ∥f ∥∞(2n+ 2)

∫
(0,1)\E

r2n+1dr

≤ ∥f ∥∞ − ε(2n+ 2)
∫
E
r2n+1dr < ∥F∥∞.

Théorème 3.3 [15] On suppose que µ une mesure de Borel positive finie sur
D. alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tµ est borné sur L2
a(D,dA),

2. Le symbole de Berezin µ̃(z) est borné sur D,

3. µ est une mesure de Carleson sur L2
a(D,dA).

Démonstration . Montrons que (1) implique (2) :
supposons donc que (1) est vérifiée, on a :

|µ̃(z)| =
∣∣∣∣〈Tµkz, kz〉∣∣∣∣ ≤ c ∥kz∥2 = c

où c > 0 existe car Tµ est borné sur L2
a(D,dA), et on obtient (2).

supposons cette fois-ci que (2) soit vérifié et montrons (3), On a pour r > 0 :

µ(D(z, r))
|D(z, r)|

≤

∫
D
|kz|2dµ(w)

(r2(1− r)4)
=

|µ̃(z)|
(r2(1− r)4)

≤M

car µ̃ est borné sur D.
d’où :

sup
z∈D

µ(D(z, r))
|D(z, r)|

≤M <∞,

d’après le théorème (3.1) on conclut que µ est une mesure de Carleson sur
l’espace de Bergman.
montrons maintenant que (3) implique (1) :
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supposons que µ est une mesure de Carleson sur l’espace de Bergman, alors
il existe une constante c > 0 telle que :∫

D
|f (z)|dµ(z) ≤ c

∫
D
|f (z)|dA(z) pour tout f ∈ L1

a(D,dA).

ainsi, si f ,g ∈ L2
a(D,dA) alors f ,g ∈ L1

a(D,dA) et∣∣∣∣〈Tµf ,g〉∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∫
D
f (z)g(z)dµ(z)

∣∣∣∣∣ ≤ ∫
D
|f (z)g(z)|dµ(z)

≤ c

∫
D
|f (z)g(z)|dA(z) ≤ c∥f ∥∥g∥

d’après l’inégalité de Hölder , par conséquent en utilisant la proposition (3.2)
on obtient Tµ est borné sur D

Corollaire 3.2 On suppose que r > 0, et ϕ ∈ L1(D,dA) est une fonction posi-
tive sur D, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tϕ est borné sur L2
a(D,dA),

2. ϕ̃ est bornée sur D,

3. ϕ̂r(z) est bornée sur D.

Démonstration . Soient ϕ ∈ L1(D,dA) , ϕ ≥ 0 et r > 0, d’après le théorème
de Radon-Nikodym, on peut définir la mesure de Borel positive, finie sur D

µ(D(z, r)) =
∫
D(z,r)

ϕ(w)dA(w), z ∈D.

et ϕ̂r(z) =
µ(D(z, r))
|D(z, r)|

= µ̂r(z) ; de plus Tϕ = Tµ et µ̃ = ϕ̃.

ainsi en appliquant le théorème (3.3) on obtient le corollaire.

3.3 Opérateur de Toeplitz compact

Proposition 3.3 Si φ est une fonction intégrable à support compact dans D
alors Tφ sur L2

a(D) est compact.

Démonstration . Soit (fn) une suite bornée dans L2
a(D). pour z ∈ D, on

définie ϕz ∈ Aut(D) par

ϕz(w) =
z −w

1− zw
, ∀w ∈D,

40



comme les fonctions fn sont analytiques donc harmoniques sur D alors en
particulier elles vérifient la propriété de la valeur moyenne invariante sui-
vante :

fn(0) =
∫
D
fn(w)dA(w),

donc on obtient

fn(z) = fn(ϕz(0)) =
∫
D
fn(ϕz(w))dA(w).

le changement de variable y = ϕz(w) donne

fn(z) =
∫
D
fn(y)

(1− |z|2)2

|1− zy|4
dA(y).

or
(1− |z|2)2

|1− zy|4
≤ (1− |z|2)

(1− |z|)4 ≤
1

(1− |z|)4 .

donc pour tout n ∈N, on a :

|fn(z)| ≤
∫
D
|fn(y)| 1

(1− |z|)4 dA(y).

pour tout compact K de D, ∃rK ∈]0,1[ , tel que K ⊂D(0, rK), alors on a :

1
(1− |z|)4 ≤

1
(1− rK)4 , ∀z ∈ K.

par la suite pour tout entier n et tout compact K de D, ∃rK ∈]0,1[ tel que

sup
z∈K
|fn(z)| ≤

1
(1− rK)4 ||fn(y)||2.

d’où pour tout compact K de D, on a :

sup
n

(sup
z∈K
|fn(z)|) ≤

1
(1− rK)4 sup

n
||fn(y)||2.

donc la suite (fn) admet une sous suite (fni ) qui converge uniformément sur
touts les compacts K de D vers une fonction f analytique sur D.
Soit Kφ le support compact de la fonction φ, il vient que

||φfni −φf ||2 =

∫
Kφ

|φ(z)|2|fni (z)− f (z)|2dA(w)


1
2

≤ ||φ(z)||2 sup
z∈Kφ
|fni (z)− f (z)|.
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comme supz∈Kφ |fni (z)− f (z)| → 0 quand ni → +∞, alors φfni → φf
en norme ∥.∥2 .
d’autre part la projection de Bergman P est continue sur L2

a(D), donc P (φfni )
converge vers P (φf ) en norme ∥.∥2 quand ni → +∞. Tφfni converge
vers Tφf dans L2

a(D), donc Tφ est bien un opérateur compact.

Corollaire 3.3 Soit ϕ ∈ L1(D,dA) une fonction harmonique alors Tϕ est com-
pact si et seulement si ϕ est nulle sur ∂D.

Démonstration . Soit ϕ ∈ L1(D,dA) harmonique, supposons que Tϕ est
compact, alors

ϕ̃(z) = ϕ(z) =
〈
Tϕkz, kz

〉
−−−−−→
|z|→1−

0 car kz −−−−−→|z|→1−
0

faiblement dans L2
a(D), ainsi ϕ ≡ 0 sur ∂D.

réciproquement, ϕ ∈ L1(D,dA) harmonique et nulle sur ∂D alors il existe une
suite (ϕn) des fonctions continues à support compact sur D telle que

∥ϕ −ϕn∥∞ −−−−−→
n→+∞

0.

or
∥Tϕ − Tϕn∥ = ∥Tϕ−ϕn∥ ≤ ∥ϕ −ϕn∥∞.

d’où la suite des opérateurs (Tϕn) tend fortement vers Tϕ quand n → +∞,
puisque les opérateurs Tϕn sont compacts, donc Tϕ est compact.

Théorème 3.4 [15] On suppose que µ est une mesure de Borel positive sur D,
alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tµ est compacte sur L2
a(D,dA),

2. µ̃(z)→ 0 quand |z| → 1−,

3. µ est une mesure de Carleson nulle à l’infini sur les espaces de Bergman
L2
a(D,dA).

Démonstration . Montrons que (1) implique (2) , supposons donc que Tµ
est compact sur L2

a(D,dA) avec µ une mesure de Borel positive et finie sur D,
comme kz −−−−−→|z|→1−

0 faiblement alors on déduit que

µ̃(z) =
〈
Tµkz, kz

〉
−−−−−→
|z|→1−

0.

et on obtient (2).
Montrons que (2) implique (3) c’est à dire supposons que µ̃(z) −−−−−→

|z|→1−
0 et
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montrons que µ est une mesure de Carleson nulle à l’infini sur l’espace de
Bergman, soit r > 0 et considérons∫

D(z,r)
|kz(w)|2dµ(w) ≤

∫
D
|kz(w)|2dµ(w),

comme |D(z, r)| est comparable à inf
{
|kz(w)|2 ,w ∈D(z, r)

}
alors

lim
|z|→1−

µ(D(z, r))
|D(z, r)|

= 0

et d’après le théorème (3.2), on obtient le résultat.
Supposons maintenant que µ est une mesure de Carleson nulle à l’infini sur
l’espace de Bergman et montrons que Tµ est compact sur L2

a(D,dA).
Soit f ∈ L2

a(D,dA), on a :∥∥∥Tµf ∥∥∥ = sup
{∣∣∣∣〈Tµf ,g〉∣∣∣∣ : ∥g∥ = 1 dans L2

a(D,dA)
}

= sup
{∣∣∣∣∣∫

D
f (z)g(z)dµ(z)

∣∣∣∣∣ : ∥g∥ = 1 dans L2
a(D,dA)

}
≤ ∥f ∥L2(D,dµ) sup

{
∥g∥L2(D,dµ) : ∥g∥ = 1 dans L2

a(D,dA)
}
.

Comme µ est une mesure de Carleson nulle à l’infini sur L2
a(D,dA), alors il

existe une constante c > 0, telle que

∥g∥L2(D,dµ) ≤ c ∥g∥ pour tout g ∈ L2
a(D,dA),

d’où
∥∥∥Tµf ∥∥∥ ≤ c ∥f ∥L2(D,dµ) pour tout f ∈ L2

a(D,dA), si on a fn −−−−−→
n→+∞

0 faible-

ment dans L2
a(D,dA), comme i2 : L2

a(D,dA)→ L2(D,dµ) est compact alors

∥fn∥L2(D,dµ) −−−−−→n→+∞
0

il s’ensuit que
∥∥∥Tµfn∥∥∥ −−−−−→

n→+∞
0 et par conséquent Tµ est compact et le théorème

est entièrement prouvé.

Corollaire 3.4 On suppose que r > 0, et ϕ ∈ L1(D,dA) est une fonction posi-
tive sur D, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Tϕ est compact sur L2
a(D,dA),

2. ϕ̃(z)→ 0 quand |z| → 1−,

3. ϕ̂r(z)→ 0 quand |z| → 1−.

Démonstration . Comme ϕ ≥ 0 dans L1(D,dA) et dµ(z) = ϕ(z)dA(z) est
une mesure de Borel positive et finie sur D, ainsi Tϕ = Tµ, µ̃ = ϕ̃, ϕ̂r = µ̂r , et
r > 0 et en appliquant le théorème précédent et le théorème (3.2) on obtient
le corollaire.
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Théorème 3.5 Soit f ∈ L∞(D,dA), alors les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Tf est compact,
2. ∥P (f ◦ϕz)∥ → 0 quand z→ ∂D.

Démonstration . On fixe la fonction f ∈ L∞(D,dA).
soit Mf : L2(D)→ L2

a(D,dA) définie par Mf (g) = f g pour g ∈ L2
a(D), P est la

projection orthogonal de L2(D,dA) dans L2
a(D), on note que Tf est de la forme

PMf = Tf g, on montre que : (1)⇒ (2), supposons que PMf est compact, par
les propriétés de noyau reproduisant on obtient ∥kz∥22 = kz(z), si g est une

fonction analytique bornée sur D, alors
〈
g,

kz
∥kz∥2

〉
= kz(z)

−1
2 g(z)→ 0 quand

z→ ∂D (car kz(z)→ 0 quand z→ ∂D).
Comme les fonctions analytiques bornées sur D densent dans L2

a,

alors
kz
∥kz∥2

→ 0 faiblement dans L2
a quand z→ ∂D,

ainsi ∥∥∥∥∥∥PMf

(
kz
∥kz∥2

)∥∥∥∥∥∥
2

→ 0 quand z→ ∂D,

par la proposition (3.5), PMf (kz) = (P (f ◦ϕz) ◦ϕz)kz. on a∥∥∥∥∥∥PMf

(
kz
∥kz∥2

)∥∥∥∥∥∥
2

= ∥P (f ◦ϕz)∥2

alors ∥P (f ◦ϕz)∥2→ 0 quand z→ ∂D.
On montre que : (2)⇒ (1) :
on suppose que ∥P (f ◦ϕz)∥ → 0 quand z→ ∂D, et on montre que l’opé-
rateur (PMf )∗ est compact.
Soit g ∈ P (L2(D,dA)), alors (PMf )∗g ∈ L2

a, pour z ∈D on a :

((PMf )∗g)(z) =
〈
(PMf )∗g,kz

〉
=

〈
g, (P (f ◦ϕz) ◦ϕz)kz

〉
=

∫
D
g(w)P (f ◦ϕz)(ϕz(w))kz(w)dA(w).

c’est pour ça on définie pour r ∈]0,1[ l’opérateur Sr : P (L2(D,dA))→ L2
a par

(Srg)(z) = XrD(z)
∫
D
g(w)P (f ◦ϕz)(ϕz(w))kz(w)dA(w),

pour g ∈ P (L2(D,dA)) et z ∈ D, alors d’aprés le théoréme de Fubini et par
changement de variable on obtient∫

D

(∫
D
XrD(z)|P (f ◦ϕz)(ϕz(w))|2|kz(w)|2dA(w)

)
dA(w)

=
∫
rD
kz(z)∥P (f ◦ϕz)∥22dA(z) <∞.
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D’aprés le théorème (3.5) et la définition de Sr nous trouvons que pour z ∈D :

(((PMf )∗ − Sr)g)(z) =
∫
D
K(z,w)g(w)dA(w)

où K(w,z) = XrD(z)P (f ◦ϕz)(ϕz(w))kz(w), on voit que ∥(PMf )∗ − Sr∥ −−−−→
r→1−

0

comme ∥P (f ◦ϕz)∥ → 0 quand z→ ∂D alors Sr → (PMf )∗ quand r→ 1−,
et comme Sr est compact alors (PMf )∗ est compact, donc PMf est compact.

Corollaire 3.5 Soit f ∈ L∞(D), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Mf est compact,

2. |f̃ |2(z)→ 0 quand z→ ∂D.

Démonstration . On montre que (2)⇒ (1), pour f ∈ L2(D,dA) on définie f̃
par

f̃ (z) =
〈
f
kz
∥kz∥2

,
kz
∥kz∥2

〉
=

1
kz(z)

∫
D
f (w)|kz(w)|2dA(w), z ∈D

=
∫
D
f ◦ϕz dA.

donc pour z ∈D :

|f̃ |2(z) = ∥f ◦ϕz∥22 = ∥P (f ◦ϕz)∥22 + ∥f ◦ϕz − P (f ◦ϕz)∥22.

alors si |f̃ |2(z)→ 0 quand z→ ∂D, ainsi

∥P (f ◦ϕz)∥2→ 0 et ∥f ◦ϕz − P (f ◦ϕz)∥2→ 0 quand z→ ∂D,

d’après le théorème précédent Tf est compact, donc Mf est compact.
On montre que (1)⇒ (2), on a :

|f̃ |2(z) =

∥∥∥∥∥∥Mf

(
kz
∥kz∥2

)∥∥∥∥∥∥
2

2

,

on remarque que
kz
∥kz∥2

→ 0 faiblement dans L2
a quand z→ ∂D.

alors si Mf est compact alors |f̃ |2(z)→ 0 quand z→ ∂D.

Corollaire 3.6 Soit f ∈ L∞(D) est à support compact de D, alors Tf est com-
pact.
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Démonstration . Si f ∈ L∞(D) à support compact, alors |f̃ |2(z)→ 0 quand
z→ ∂D.

Lemme 3.3 Soit f une fonction quasihomogène ou radial borné sur D, Tf est
compact si et seulement si

lim
n−→∞

cn(f ) = 0.

Démonstration . Soient K un opérateur compact sur L2
a(D) et (ηn)n∈N une

suite strictement croissante d’entiers telle que limn−→∞ |cηn(f )| = limsupn−→∞ |cn(f )|,
comme (eηn) converge faiblement vers 0, on a limn−→∞ ∥Keηn∥ = 0,
d’aprés le lemme (3.1)

lim
n−→∞

∥(Tf −K)eηn∥ = lim
n−→∞

∥Tf eηn∥ = lim
n−→∞

|cηn(f )|,

et donc
limsup
n−→∞

|cn(f )| ≤ ∥Tf −K∥

ce qui démontre le lemme.

Théorème 3.6 [4] Soit f une fonction radial bornée surD, alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. Tf : L2
a(D)→ L2

a(D) est compact,

2. f̃ (z)→ 0 quand |z| → 1−,

3. 1
1−x

∫ 1

x
f (t)dt→ 0 quandz→ 1−.

Démonstration . On montre que (1)⇔ (2), on sait que si f est radial alors
la transformée de Berezin f̃ de f est

f̃ (z) = (1− |z|2)2
∫
D

f (w)dA(w)
|1− zw|4

= (1− |z|2)2
∫
D
f (w)

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

(n+ 1)znwn
∣∣∣∣∣∣∣
2

dA(w)

= 2(1− |z|2)2
∞∑
n=0

(n+ 1)2|z|2n
∫ 1

0
f (r)r2n+1dr

= (1− |z|2)2
∞∑
n=0

(n+ 1)2|z|2n
∫ 1

0
f (
√
r)rndr.

soit f ∗(r) = f (
√
r),0 ≤ r < 1, d’aprés le théoréme (2.6), alors f̃ (z)→ 0 quand

|z| → 1− si et seulement si an(f ∗)→ 0 quand n→ +∞, tel que

an(f
∗) = (n+ 1)

∫ 1

0
f ∗(r)rndr, n ≥ 0.
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D’autre part, les fonctions suivantes constituent une base orthonormale de
L2
a(D).

en(z) =
√
n+ 1zn, n = 0,1,2, ....

lorsque f est une fonction radial , et Tf dans la base {en} alors

⟨Tf en, en⟩ = (n+ 1)
∫ 1

0
f (
√
r)rndr = an(f

∗).

donc, pour une fonction radial f l’opérateur Tf est compact sur L2
a(D) si et

seulement si an(f ∗)→ 0 quand n→ +∞.
Finalement, on montre que (1)⇔ (3),
d’aprés le théoréme (2.7) on déduire que Tf est compact si et seulement si

lim
x→1−

1
1− x

∫ 1

x
f ∗(t)dt = 0. (3.1)

comme f est bornée et

1
1− x

∫ 1

x
f ∗(t)dt =

2
1 +
√
x

[
1

1−
√
x

∫ 1

√
x
f (t)(t − 1)dt +

1
1−
√
x

∫ 1

√
x
f (t)dt

]
.

on trouve que (3.1) est équivalent à

lim
x→1−

1
1− x

∫ 1

x
f (t)dt = 0.

et le théorème est entièrement prouvé.

3.4 Classes de Schatten-von Neumann.

Soit A un opérateur d’un espace de Hilbert H1 dans un espace de Hilbert
H2, et soit le module de A défini par

|A| = (A∗A)
1
2 :H1→H1.

Soit sn(A), n = 0,1,2, ...les valeurs propres de l’opérateur |A|.

Définition 3.2 [28] Les nombres sn(A), n = 0,1,2, ... sont appelés les nombres
singuliers de A.
On défini les classes de Schatten-von Neumann Sp(H1,H2) par

Sp(H1,H2) = {A ∈ S∞(H1,H2) : ||A||pSp =
∑
k

sk(A)p <∞}, 0 < p <∞, (3.2)

S∞(H1,H2) = la classe des opérateurs compacts.

avec
||A||∞ = max

n≥0
sn(A).

47



On note par S0(H1,H2) l’ensemble des opérateurs de rang fini de H1 dans
H2.

Il est clair que si A est compact, alors |A| est également compact et donc
son spectre est donné par une suite tendant vers 0 (s’il est infini).
autrement dit

S∞(H1,H2) =
{
A ∈ L∞(H1,H2), lim

n→∞
sn(A) = 0

}
,

où L∞(H1,H2) est l’espace des opérateurs linéaires bornés de H1 dans H2.
voici quelques propriétés des classes Sp(H1,H2) :

1. Sp(H1,H2) pour 1 ≤ p ≤∞ est un espace Banach muni de la norme

||A||Sp =

∑
k

sk(A)p


1
p

.

et pour 1 ≤ r < s ≤ ∞, Sr(H1,H2) ⊂ Ss(H1,H2), et S0(H1,H2) est dense
dans Sp(H1,H2) pour tout 1 ≤ p ≤∞.

2. Si 1 ≤ p ≤∞, A ∈ L(H1,H2), K ∈ Sp(H2,H3) et B ∈ L(H3,H4) alors BKA ∈
Sp(H1,H4).

3. Soit (Bn)n ⊂ L(H3,H4) convergent fortement vers B ∈ L(H3,H4) et soit
(Cn)n ⊂ L∗(H ∗2,H ∗1) convergent fortement vers C ∈ L∗(H ∗2,H ∗1), alors si
K ∈ Sp(H2,H3) (1 ≤ p ≤∞),

∥BnKCn −BKC∥p→ 0, qaund n→∞.

Si K ∈ L(H) est un opérateur auto-adjoint positif et si {en}n est une base
orthonormale de L(H), alors

∑
n

(Ken, en) ne dépend pas du choix de la

base orthonormale {en}n, cette somme est appelée trace de K , et notée
trK .

4. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, alors K ∈ Sp(H) si et seulement si tr(|K |p) <∞, dans ce
cas

||K ||pSp =
∑
k

sk(K)p = tr(|K |p).

la classe de Schatten-von Neumann Sp(H) sera notée par Sp.

Théorème 3.7 [15]

1. Soitϕ ∈ C(D̄) (i.e.,ϕ est continu sur D̄), alors Tϕ est compact (i.e, Tϕ ∈ S∞)
si et seulement si

lim
|z|→1−

ϕ(z) = 0.
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2. Soit ϕ(z) ≥ 0 sur D, alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
— Tϕ ∈ S∞,
— lim|z|→1− ϕ̃(z) = 0,
— Pour tout r > 0 fixe, lim|z|→1− ϕ̂r(z) = 0.

Mettons aussi dλ(z) = dA(z)/(1− |z|2)2.

Théorème 3.8 [15] Soit ϕ(z) ≥ 0 et p ≥ 1, alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

— Tϕ ∈ Sp,
— ϕ̃ ∈ Lp(D,dλ),
— Pour tout r > 0 fixe, ϕ̂r ∈ Lp(D,dλ).

A partir de maintenant, nous supposons le symbole ϕ radial, alors, la ma-
trice de l’opérateur de Toeplitz Tϕ est simple à calculer, en prenant la base
canonique en(z) =

√
n+ 1zn de L2

a(D), on a

(Tϕ)nm =
(n+ 1)1/2(m+ 1)1/2

π

∫ 2π

0
eiθ(n−m)dθ

∫ 1

0
rn+m+1ϕ(r)dr.

donc

(Tϕ)nm =
{

2(n+ 1)
∫ 1

0
r2n+1ϕ(r)dr, m = n,

0, n ,m,
(3.3)

et la matrice de l’opérateur est diagonale.
Il est convenable de poser

cn(ϕ) := (Tϕ)nn = 2(n+ 1)
∫ 1

0
r2n+1ϕ(r)dr. (3.4)

Pour un symbole radialϕ, sa transformée de Berezin est également radiale
et elle est calculée comme suit

ϕ̃(z) = (1− |z|2)2
∞∑
n=0

(n+ 1)cn(ϕ)|z|2n,

(voir Zorboska [19]).

Théorème 3.9 (Korenblum-Zhu [4]) Soit Tϕ un opérateur de Toeplitz à sym-
bole radial borné ϕ , alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. Tϕ ∈ S∞,

2. limn→+∞2(n+ 1)
∫ 1

0
ϕ(x)x2n+1dx = 0,

3. limt→1−
1

1−t

∫ 1

t
ϕ(x)dx = 0.
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3.5 Quelques conditions suffisantes pour que l’opérateur de
Toeplitz radial soit dans la classe de Schatten-von Neu-
mann Sϕ , 0 < p <∞

Soit la fonction ϕ définie sur I = [0,1], le théorème (3.9) affirme que si
le symbole ϕ est continu dans un voisinage (à gauche) du point x = 1 et
ϕ(1) = 0, alors évidemment limn→+∞ cn(ϕ) = 0.

Supposons maintenant que ϕ est l fois continument différentiables sur
I, l ∈ N, on voit facilement que les conditions ϕ(k)(1) = 0, k = 0, . . . , l − 1,
impliquent une décroissance plus rapide de cn(ϕ) quand n→ +∞.

Pour formuler la proposition suivante, notons W l,p(I) l’espace de Sobolev
sur l’intervalle I , i.e., f ∈W l,p(I) si et seulement si

||f ||W l,p =
l∑
j=0

||f (j)||p <∞,

où les dérivés f (j) sont au sens distributions, et ||.||p sont les normes sur
Lp(I),p ≥ 1. ( voir [23] pour plus de détails).

La proposition est tout à fait élémontaire , et nous la donnons par souci
d’exhaustivité.

Proposition 3.4 Soit l ∈N, p ≥ 1. Soit ϕ ∈W l,p(I) et ϕ(k)(1) = 0, k = 0, . . . , l −
1, alors

|cn(ϕ)| ≤ C

nl−1/p
||ϕ||W l,p ,

où C = C(l,p).

Démonstration . Pour p ≥ 1, nous fixons q = p
(p−1) ,q ≥ 1, en commençant

par l = 1, on voit que :

cn(ϕ) = 2(n+ 1)

1∫
0

ϕ(x)x2n+1dx =

1∫
0

ϕ(x)d(x2(n+1))

= −
1∫
0

ϕ′(x)x2(n+1)dx.

Par l’énigalité de Hölder

|cn(ϕ)| ≤ ||ϕ′||p||x2(n+1)||q ≤ C||ϕ||W 1,p
1

n
1
q

,

où C = C(l,p), pour l = 1, on a
1
q

= 1− 1
p

= l − 1
p

50



Pour le cas général de l, l’intégration par parties appliquées (l − 1) fois à
l’intégrale ci-dessus donne :

cn(ϕ) =
(−1)l

(2n+ 3)(2n+ 4)...(2n+ 1 + l)

1∫
0

ϕ(l)(x)x2n+1+ldx.

par conséquent, nous obtenons par l’inégalité de Hölder

|cn(ϕ)| ≤ C

nl−1+1/q
||ϕ(l)||p ≤ C||ϕ||W 1,p

1
nl−1/p

,

où C = C(l,p).

Supposons que l− 1
p > 0, il en résulte immédiatement que Tϕ ∈ Sα,α > 1

(l−1
p )
,

pour les symboles ϕ de la proposition ci-dessus, et aussi,

||Tϕ||Sα ≤ C||ϕ||W l,p .

Notons aussi que la proposition (3.4) donne une condition suffisante pour
que {cn(ϕ)} soit proche de 0 , mais la condition n’est pas nécessaire.
Par exemple, elle explique comment les coefficients {cn(ϕ)} s’annulent quand
ϕ ≥ 0 alors qu’aucune annulation dans l’intégrale ( 3.4 ) définissant cn(ϕ)
n’est pas possible.
Quand ϕ est complexe ( ou réel de signe indéfinie ), l’intégrale qui donne
cn(ϕ) devient plus petite au voisinage (à gauche) de x = 1, à cause des oscil-
lations très rapides de ϕ, (voir Proposition 3.5).

Le lemme suivant est un calcul simple basé sur des propriétés bien connues
de la fonction Γ .

Lemme 3.4 [28] Soit δ > −1, alors

Iδ(n) =
∫ 1

0
sn(1− s)δds ≤ CΓ (δ+ 1)

nδ+1 ,

où C est une constante.

Démonstration . Nous donnons un bref aperçu de la preuve, on pose
an = 1√

n+1
, en faisant le changement de variable s = e−t sur Iδ(n) et on réécrire

l’intégrale sur [0, an[ et [an,+∞[, on a
1∫
0

sn(1− s)δds =

+∞∫
0

e−nt(1− e−t)δdt = I1 + I2

=

an∫
0

e−nt(1− e−t)δdt +

+∞∫
an

e−nt(1− e−t)δdt.
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on voit facilement que

I2 ≤
C

√
n+ 1

e−(n+1)an.

pour tout ϵ > 0 et t assez petit, nous avons (1− e−t) ≤ (1 + ϵ)t, et donc

I1 ≤ (1 + ϵ)δ
an∫
0

e−nttδdt =
(1 + ϵ)δ

(n+ 1)δ

(n+1)an∫
0

e−uuδdt

où u = (n+ 1)t et n→ +∞. le lemme est prouvé.
Les deux premiers points de la proposition suivante sont des résultats

de Grudsky-Vasilevski [26, Théorème 3.3], le troisième point concerne le fait
que l’opérateur Toeplitz Tϕ est dans Sp, 0 < p <∞, et il est obtenu à l’aide de
techniques similaires à celles de [26], notons que la continuité et la bornitude
du symbole ϕ au voisinage de x = 1 ne sont pas obligatoires.

On pose Φ(x) =
1∫
x

ϕ(s)ds, nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.5 [28]
Supposons que ϕ ∈ L1 [0,1],
nous avons les implications suivantes (quand s→ 1− 0) :

1. Si |Φ(s)| ≤ C(1− s), alors supn |cn(ϕ)| < +∞ ( i.e, l’opérateur Tϕ est borné),

2. Si
lim
s→1−0

|Φ(s)|
(1− s)

= 0,

alors lim
n→+∞

|cn(ϕ)| = 0 ( i.e, l’opérateur Tϕ est compact),

3. Soit
|Φ(s)| ≤ C(1− s)δ, (3.5)

pour δ > 1, alors

|cn(ϕ)| ≤
C

n(δ−1)
, (3.6)

(c’est à dire l’opérateur Tϕ est dans la classe de Schatten-von Neumann Sp+ϵ,
p = 1

(δ−1) , pour tout ϵ > 0).

Démonstration . Pour (1), (2), voir Grudsky-Vasilevski [26] [Théorème
3.3]. Passant à (3), nous faisons l’intégration par parties dans (3.4)

cn(ϕ) = (2n+ 2)(2n+ 1)
∫ 1

0
Φ(x)x2ndx.
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par l’hypothèse de (3), il existe δ0 > 0 tel que |Φ(x)| ≤ C(1− x)δ pour 1− δ0 ≤
x < 1, nous réécrivons cette dernière intégrale comme

cn(ϕ) = (2n+ 2)(2n+ 1)
∫ 1

0
Φ(x)x2ndx

= (2n+ 2)(2n+ 1)
(∫ 1−δ0

0
Φ(x)x2ndx+

∫ 1

1−δ0

Φ(x)x2ndx

)
= : I1 + I2,

le facteur (2n + 2)(2n + 1) étant absorbé dans les intégrales, puisque ϕ ∈
L1 [0,1] et Φ est borné, I1 ainsi décroît avec un taux exponentiel, i.e.,

I1 ≤ C(2n+ 2)(2n+ 1)(1− δ0)2n.

passant à I2, on voit que

I2 ≤ C(2n+ 2)(2n+ 1)
∫ 1

1−δ0

(1− x)δx2ndx

≤ C(2n+ 2)(2n+ 1)
∫ 1

0
(1− x)δx2ndx

≤ CΓ (δ+ 1)n2

nδ+1

≤ C

nδ−1 ,

où à la dernière étape, nous avons utilisé le lemme ci-dessus.
Nous considérons maintenant comme exemple, le cas à symbole particu-

lier :
ϕ(x) = ϕα,β(x) = (1− x)−βsin(1− x)−α, (3.7)

où α > 0 et β < 1. Évidemment, la condition sur β garantit que ϕ ∈ L1[0,1].
Les calculs de [26], (p. 23 voir l’équation (3.3)) donne

Φ(x) =
1
α

(1− x)α−β+1cos(1− x)−α +O((1− x)2α−β+1),

donc la condition (3.6) est satisfaite avec δ = α−β+1 > 0, et, par conséquent,
le point (3) de la proposition (3.5) est prouvé.

Corollaire 3.7 [28] Il existe un symbole ϕ = ϕα,β (3.7) avec un choix de
paramètres α,β ayant les propriétés suivantes :

1. ϕ ∈ L1[0,1],
2. L’opérateur Tϕ est compact,
3. Pour tout δ0 > 0, sup[1−δ0,1[ |ϕ(x)| = +∞,
4. De plus, pour tout p > 0, ∃α > 0 et β < 1, tels que Tϕα,β ∈ Sp .
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