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Résumeé

Ce mémoire de Master intitulé "SUR LES NOMBRES DE STIRLING GENERALISES" a
pour but d’étudier les propriétés du nombres de Stirling de premiere espece et de seconde
espace, les nombres de Stirling a poids de premiere espéce et de seconde espece, les
nombres de Stirling dégénérés de premiere espece et de seconde espece, puis en termine
par les nombres de Stirling généralisés; plus précisément nous calculons les fonctions

génératrices, les formes explicites, les relations de récurrences,- - - etc.
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Abstract

This Master thesis entitled ’On GENERALIZED STIRLING NUMBERS” aims to study
the properties of the Stirling numbers of the first and second kind, the weighted Stir-
ling numbers of the first and second kind, the numbers of degenerate Stirling of the first
and second kind, then ending with the generalized Stirling numbers ; more carefully we

calculate the generating functions, the explicit forms, the relations of recurrences,- - - ect.
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Notation

C := Corps des nombres complexes.

R :=Corps des nombres réels .

N :=L’ensemble des entiers naturels .

N* :=L’ensemble des entiers naturels non nuls .

2™ := La factorielle montante.

22 := La factorielle descendante.

s(n, k) := Nombres de Stirling (non-signé)de premiere espece .
sy(n, k) := Nombres de r-Stirling (non-signé)de premiere espece.
S(n, k) := Nombres de Stirling de seconde espece.

(xz|p)™ := La factorielle montante généralisée .

(x|p)™ := La factorielle descendante généralisée .

(7) := Le coefficient binomial .

¢, := Nombre de Bell .

¢n(z) := Polynéme de Bell .

L(n, k) := Nombre de Lah .

B, := Polynéme de Bell dégénéré partielle.

¢n, := Nombre de Bell dégénéré .

Sx(n, k) := Nombre de Stirling dégénéré de seconde espece .
sx(n, k) := Nombre de Stirling dégénéré de premiere espece .

¢n(z) := Polynome de Bell dégénéré.



INTRODUCTION

La combinatoire énumérative s'intéresse au dénombrement de certain objet combi-
natoire, de nombreux problemes présents dans diverses applications ont des descriptions
combinatoires plutot simples. Un exemple de base d’un probleme de combinatoire énumé-
rative ; est la suite des nombres de Bell, qui compte le nombres de partition d'un ensemble
a n éléments et forment une suite d’entiers 1, 1, 2, 5, 15,...

Plusieurs méthodes sont utilisés pour déterminer ces nombres a savoir ; la forme explicite,
la relation de récurrence et la fonction génératrice. Ces méthodes sont un des moyens le
plus puissant que I'on connaisse pour manipuler des suites infinies de nombres.

Dans cette mémoire intitule "SUR LES NOMBRES DE STIRLING GENERALISES", nous
rassemblons plusieurs résultats récents sur des nouvelles classes des nombres et poly-
nomes qui généralisent les nombres de Stirling de premiere espece et de seconde espece.
Nous nous concentrons principalement sur les classes de nombres de Stirling dégénérées
et la relation entre les nombres de Stirling dégénérés de premiere espece et seconde es-

péce et les polynémes de Bell dégénérés.



Chapitre 1
Définitions et simples propriétés

Nous commencons par un chapitre Préliminaires et rappels introduisent les notions
dont nous avons besoin. Nous rappelons les définitions des objets qu’on va manipuler tout
au long de ce mémoire, a savoir : coefficients binomiaux, factorielle montante, factorielle
descendante, partition des ensembles, fonctions génératrice exponentielle et ordinaire,
nombres de Stirling du premiere et seconde espece nous donnons leurs interprétations
combinatoire et leurs propriétés combinatoires a savoir les relations de récurrences, leurs
formules explicites ainsi leurs fonctions génératrices et nous donnons aussi la transforma-
tion de Stirling.

Ensuite, nous introduisons les nombres et polynomes de Bell, nombres de Lah et nous

représentons quelques propriétés de ces nombres.

1.1 Combinatoire élémentaire

Commencons donc par les notions de bases de la combinatoire élémentaire.[8, 11, 12]

1.2 Partition

Définition 1.1 Soit un ensemble E quelconque. Un ensemble P = {P,, P»,--- , P;} de sous-

ensembles de E est une partition de E si :



Factorielle montante et factorielle descendante

1. Aucun élément de P n’est vide.
2. L’'union des éléments de P est égale a E.
3. Les éléments de P sont deux a deux disjoints .

Remarque : Les éléments de P sont applés les parties de la partition.

1.3 Factorielle montante et factorielle descendante

Soient x un nombre réel ou complexe et n un entier positif, on définit la factorielle

montante de x d’ordre n, notée 2", par :
" =z(x+1)---(x+n—1),sin>1leta’ =1
et la factorielle descendante de = d’ordre n, notée z2, par :
=xz(x—1)-(x—n+1),sin > leta?=1.

D’'une maniere équivalente, on appelle la factorielle montante généralisée de x d’ordre n

et de coefficient p (p € N), le polynome
(@lp)" = x(@+p)---(@+ (n—1)p), n>1 et (z[p)°=1.
et la factorielle descendante généralisée de x d’ordre n et de coefficient p (p € N), le
polynéme
(X)pp=2(x—p)---(x—(n—1)p),n>=1let(z)y,=1
La relation entre la factorielle montante et la factorielle descendante est donnée par :
" = (=1)"(—x)™
Les deux polynomes z" et x2, forment des bases du R-espace vectoriel des polynémes a

coefficients réels, habituellement noté R[z|.

1.4 Coefficients binomiaux

n
En combinatoire, le coefficient binomial noté est le nombre de facons de choisir
k

un sous-ensemble a k éléments dans un ensemble a n éléments.

Exemple 1.1 Dans I'ensemble [4], il y a six facons de choisir deux éléments :



Coefficients binomiaux

{1,2}:{1,3};{1,4}:{2,3}:{2,4}; {3, 4}.

4
Par conséquent =6.
2
On peut aussi définir le coefficient binomial pour tous entier n et k par :
n n! nk
Ckl(n—k) KV
n n
avec =0 pour k > n, et =1lpourk=0o0uk=n.
k k

Ces coefficients apparaissent dans le développement de la formule du binéme de Newton

(a + b)", (dit binomial) ou a et b sont des nombres réels ou complexes

n

L P
(a+b)" = a®v" (1.1)
=0 \ K
et satisfont la relation de récurrence suivante :
n n—1 n—1
= + ,n>1. (1.2)
k k—1 k

A partir de la relation de récurrence (1.2) nous pouvons construire le triangle de Pascal

n/k

=)

1 2 3 4 5 6 7 8

1

3 1

6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 6 1
21 35 35 21 7 1
28 56 70 56 28 8 1

0o N O U1 AW N = O
e e
o N o A WN =

TABLE 1.1-Les premier valeurs des nombres du triangle de Pascal



Généralisation des coefficients binomiaux

Propriétés : Les coefficients binomiaux satisfont pratiquement une infinité d’identités,
on cite :

1. L’identité d’absorption
2. La symétrie

3. La sommation du haut

4. La sommation parallele

)= ()

nz=j
5. La transformation trinomiale

n m n n—=k

m k k m—k

6. La convolution de Vandermonde

(=2 0)6)

p=
1.5 Généralisation des coefficients binomiaux

n
Une généralisation du coefficient binomial consiste a remplacer n par un nombre
k

X
complexe z, et a définir en posant,z € Cet k € Npar:

(@ :x(x—1)~]~€!(x—k+1):z_’:’

n
et ayant presque les méme propriétés que



Fonction génératrice

1.6 Fonction génératrice

Définition 1.2 Les fonctions génératrices sont un outil algébriques qui permet de reformuler
des probléemes de combinatoire afin de les transformer en problémes de manipulation d’ex-
pressions algébriques.

En particulier; en combinatoire, il s’agit souvent de déterminer le nombres d’objets de certains
types qui sont de taille n; ce qui donne lieu a une suite (a,,),>o dont en cherche a déterminer

le n-iéme terme.

Fonction génératrice ordinaire
Soient n un entier naturel et (a,),>¢ une suite de nombres complexes. On appelle fonction

génératrice ordinaire de la suite (a,),>0, la fonction
Ax) = 2@0 anx".
L’addition et la multiplication de deux séries génératrices ordinaires sont définies par :
1D 0@+ 50002 =D" oo (an + by) ™.
2) (Zn>0 a,z") (Z@o byz") =2 50 ",
avec ¢, =y ,_o by
Fonction génératrice exponentielle

Soient n un entier naturel et (a,),>¢ une suite de nombres complexes. On appelle fonction

génératrice exponentielle de la suite (a,,),>ola fonction

xn

B(x):ZnZO anm'

L’addition et la multiplication de deux séries génératrices exponentielles, sont définies

par :
x?’l/ xn n
Zn>0 anm + E@o bnﬁ= Z@O(an + bn)m
et
(Zn>0 n |> (En}()bn |> = Zn>0 no
avec



Les nombres de Stirling de premiere espéece

1.7 Les nombres de Stirling de premiere espece

Définition 1.3 [20] Les nombres de Stirling de premiére espéce sont, par définition, les
nombres entiers s(n, k), (n,k € N, k < n) qui figurent dans le développement du x™.
On a précisément pour tout n € N :
ot = i s(n, k)xk (1.3)
k=0
Exemple : On a z3=x(z — 1)(z — 2)=2> — 3% + 2x; d’ou l'on tire :
$(3,0)=0, 5(3,1)=2, s(3,2)=—3 et 5(3,3)=1.

La premiére question qu’on se pose concerne le signe de s(n, k) on a:

Proposition 1.4 Pour tous n, k € N, avec k < n, le signe du nombre s(n,k) est (—1)"*.

Preuve. Soit n € N. En substituant dans (1.3), x par —z, on obtient :

—z = >V s(n, k) (—z)".

C’est-a-dire

alors

(D)™ = (=1)*s(n, k)z*

2" = Z(—l)"*ks(n, k).

k=0
Comme les coefficients du polynéme 2™ sont de toute évidence tous positifs, on en déduit
que (—1)""*s(n, k)z* >0,V n,k € N, avec k < n.

Autrement dit, |s(n, k)| = (=1)"*s(n, k). w

Propriétés

1. La relation de récurrence du nombres de Stirling de premiére espece :

On a la proposition suivante :

Proposition 1.5 Pour tous n,k € N* avec k < n,ona:



Les nombres de Stirling de premiere espéece

s(n+1,k) = s(n,k — 1) — ns(n, k). (1.4)

Preuve. Soit n € N* fixé. On a d’une part :

n+1
"t = Z s(n+1,k)2"
k=0
="+ Z s(n+1,k)zk,
k=1
car s(n+1,0) =0ets(n+1,n+1)= 1.
Et d’autre part :
=gz —1)...(x —n+1)(z—n)
= (z —n)z"
=(x—n) Z s(n, k)z"
k=0
=z Z s(n, k)z® —n Z s(n, k)z"
k=0 k=0
= Z s(n, k)z* T — Z ns(n, k)"
k=0 k=0
n+1 n n
- Z s(n,k—1)z" — Zns(n, k)b = 2"t 4 Z(s(n, k—1) —ns(n, k))x".
k=1 k=0 k=1

(car s(n,0) = 0et s(n,n) = 1).
En identifiant les coefficients de x* (k € N*) des deux expressions que 1'on a trouvé pour

2"+ on obtient :
s(n+1,k) = s(n,k —1) - ns(n, k).

On trouve le résultat souhaité. m

Les premieres valeurs de cette table s’obtiennent grace a la récurrence (1.4)



Les nombres de Stirling de premiere espéece

n/k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1

2 -1 1

3 2 -3 1

4 -6 11 -6 1

5 24 -50 35 -10 1

6 -120 274 -225 85 -15 1

7 720 -1764 1624 -735 175 -21 1

8 -5040 13068 -13132 6769 -1960 322 -28 1

9 || 40320 -109584 118124 -67284 22449 -4536 546 -36 1

TABLE 1.2-Les premieres valeurs des nombres de Stirling de premiére espece (signés)
2. La fonction génératrice du nombres de Stirling de premiere espece

Théoréme 1.6 Pour tout k € N,ona:

k
o i (ln(l + x))
Zs(n, k)m =y (1.5)

n=k
Preuve. On détermine de deux facons différentes le développement (formel) de la fonc-

tion f(x,y) = (1 + x)Y en série de Taylor en y. D’une part, d’apres la formule du binéme

généralisée, on a :




Les nombres de Stirling de premiere espéece

soit

3 s (1.6)

0 n=k

MS

(1+ )Y

=
Il

d’autre part, d’apres le développement de Taylor de la fonction exponentielle, on a :

(1.7)

Mg

(yln(1 = (In(1
(14 )Y = exp(yln(l + x)) (yin( +2)7) —|—x Z n( —|—x k.
0

k=0
L’identification des deux formules (1.6) et (1.7) entraine (d’apres l'unicité du dévelop-

pement de Taylor ) que I'on a pour tout k£ € N :

T n T k
S sty = DT

|
3. Formule explicite pour les nombres de Stirling de premiere espece
La formule(1.5) du théoréme précédent permet d’en déduire une formule explicite tres

importante pour les nombres s(n, k). On a le théoreme suivant :

Théoréme 1.7 Pour tous n,k € N, ona:

! 1
kn
(n k?) ( )n+ k! Zm,ng,...,nkeN,n1+~.-+nk:n <n1n2 .. nk) )

Preuve. Soit k € N.On a :

(i) - (S

=1

_ Y (e (200
-1k

11, IkEN*

-2 (X i)

n>k Nl--lkEN*

En comparant ceci avec (1.5), nous déduisons que I'on a pour toutn € N, n > k :

n! 1
s(n, k) = (= )n+k lelkeNl 1

10



Les nombres de Stirling de seconde espece

1.8 Les nombres de Stirling de seconde espece

Définition 1.8 Les nombres de Stirling de seconde espéce sont, par définition, les nombres
réels S(n,k) (n,k € N,k < n) qui figurent dans Uécriture de ™ comme combinison linéaire

des polynéme z (0 < k < n). On a précisément pour tout n € N :
" =3, S(n, k)t

Les nombres de Stirling de seconde espéce sont donc en quelque sorte les inverses des nombres
de Stirling de premieére espece .
Nous verrons plus loin que ces nombres de Stirling de seconde espéce sont tous des entiers

positifs .
Exemple : On a :
2 =x(r—1)(z—2)+3zx(x — 1)+ o = z1 + 322 + 22,
D’ou l'on tire
5(3,0)=0,5(3,1)=1,5(3,2) =3et 5(3,3) = 1.

Proposition 1.9 Pour tout n € N*

1. S(n,0) =0et S(n,1) = S(n,n) = 1.
Preuve. Etant donné n € N*, on a (par définition méme ) I'identité polynémiale :
2" =S(n,0)+ S, )z+Sn,2)z(x—1)+---+Sn,n)z(z—1)---(z—n+1) (1.8)
1. En prenant z = 0 dans (1.8), on obtient immédiatement :
S(n,0) = 0.

Par suite, en substituant ceci dans, puis en divisant sur x, on obtient I'identité polyno-
miale :
2" 1= S(n, 1)+ Sn,2)(z—1) + S(n,3)(z—1)(x—2)+--- +S(n,n)(x—1)(x —2)--- (v —
n+1).

En prenant dans cette derniere =1, on obtient :

S(n,1) = 1.

11



Les nombres de Stirling de seconde espece

En fin, 'identification des coefficients dominants des polynémes du membre de gauche et

du membre de droite de (1.8) donne directement :
S(n,n) = 1.

1. La relation de récurrence du nombres de Stirling de seconde espece

Proposition 1.10 Pour tous n,k € N*, aveck <n—1,ona:
S(n,k) =Sn—1,k—1)+ kS(n—1,k).

Preuve. Soit n € N*, on part de I'identité triviale :

n—l.

" =z

dans laquelle on substitue z" et 2"~ ! par leurs expressions dans la base (z%),cy de R[z] .

On obtient :

Comme x.7% = (v — k)2t + kak = 25+L + ok il s'ensuit que :

n n—1
S(n, k)a* =Y S(n — 1, k) (" + kat)
k=0 k=0
n—1 n—1
= ZS(n — 1, k)L 4 Zk;S(n — 1, k)
k=0 k=0

n n—1
= ZS(n —1,k—1)zk+ Zk‘S(n— 1, k)%
k=1 k=1

d’ou

Sy S(n, k)t =301 (S(n—1,k—1)+kS(n—1,k))z* + S(n—1,n—1)22 . En identifiant

12



Les nombres de Stirling de seconde espece

les coefficients des 2% (1 < k < n — 1) dans les deux membres de cette derniére identité,
on obtient la formule récurrente recherchée : pour tout k € {1,--- ,n — 1}.
Ona

S(n,k)=Sn—1,k—1)+ kS(n—1,k) .m
Remarque 1.11 Les nombres réel S(n, k) (n,k € N,n > k), sont tous des entiers naturels .

La relation de récurrence permet rapidement d’obtenir la table des premiéres valeurs de

ces nombres.

k|l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 |1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 ||1 31 90 65 15 1

7 |1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 ||1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1
10 |1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

Table 1.3-Les premieres valeurs des nombres de Stirling de seconde espece

2. La fonction génératrice exponentielle du nombres de Stirling de seconde espece

Définition 1.12 Pour tout k € Non a:

la fonction génératrice exponentielle de Stirling de seconde espéce défini par :

> or S, k)i_? - W_

3. La formule explicite du nombres de Stirling de seconde espece

Théoréme 1.13 Pour tout (n,k) € N%, ona:

n! 1
S(n, k) = k! Z nylng! - my!”

n1,m2, ML EN*

13



Nombre de Bell

S(n, k) = % Sy (f) (h— i)™ (1.9)

Preuve. Soit (n, k) € N?, tel que n > k; d’aprés la formule de bin6me de Newton on a :

> 2" 1
;%S(”’ B FICH) k!z

en comparant les deux cotés on trouve :

S(n, k) = %zk:(—w (f) (k — )"

On trouve le résultat souhaité . m

1.9 Nombre de Bell

Définition 1.14 Le nombre de Bell ¢, est le nombre de toutes les partitions d’un ensemble
a n éléments et encore, ils sont définis comme étant la somme des nombres de Stirling de

seconde espeéce

14



Nombre de Bell

Exemple : Soit A = {a,b, c}.

L’ensemble A peut étre partitionner de 5 manieres distinctes :
{{a},{b},{c}}

{{a},{b,c}}

{{t}.{a, c}}

{{c} {a,b}}

{{a,b,c}}

Donc : ¢3 = 5.

1.9.1 Fonction génératrice

Les fonctions génératrices ordinaire et exponentielle des nombres de Bell sont donnés res-
pectivement par :
La fonction génératrice ordinaire :

Z¢"xnzz(1—w)---(1—m)'

n=0 n=0

La fonction génératrice exponentielle :
& n
x
E On— = exp(e® —1).
n!
n=0

1.9.2 Formule de Dobinski

1 k"
On a la formule Dobinski suivante : ¢, = = o, " > 0.
e !

1.9.3 Formule explicite

Les nombres de Bell ¢,, admettent la formule explicite suivante :

1 o K"
Pn = ng:O E

1.9.4 La relation de récurrence

Les nombres de Bell admettent la relation de récurrence suivante :

15



Polynéme de Bell

¢n+1 = ZZ:() (Z)Qbka n = 0, ¢0 =1.

D’aprés la relation de récurrence on peut calculer les premieres nombres de Bell :

do || 1
o1

103 2
?3

¢4 || 15
o5 || 52
¢ || 203
o7 || 877

TABLE 1.4 - Les premiers nombres de Bell

1.10 Polynome de Bell

Définition 1.15 Les polynémes de Bell ¢, (), appelés aussi les polyndmes exponentiels sont
définis par :
On(7) = 3o S(n, k)a*.

Les premiers polynémes de Bell, sont :

Fonction génératrice : La fonction génératrice exponentielle pour ces polyndémes est la

suivante :

n

S0 nl) = = eap(a(e” - 1))

16



Nombre de Lah

1.11 Nombre de Lah

Définition 1.16 Les nombres de Lah comptent le nombre de facon dans un ensemble de n

éléments peut étre partitioné en k sous-ensembles ordonnés linéairement non vides, et notés

souvent par L(n,k), nous adopterons la notation
k

n
Les nombres de Lah permettent d’exprimer la factorielle montante en termes de
k

factorielle descendante c’est-a-dire :
n
S .
" =3 ko L
k
Nous pouvons déduire une relation entre les nombres de Lah et les nombres de Stirling :

=", s(n,i)S(i, k).

ou s(n,k) et S(n,k) représentent, respectivement, les nombres de Stirling de premiere et
seconde espece :

Ona:

n
=nlet =1.
1 n

Exemple : Soit A = {1, 2,3}. Nous voulons calculer L(3, 1) c’est-a-dire : nous cherchons le
nombre de facons dont 'ensemble A peut-étre partitionné en 1 sous ensembles ordonnés
(12,31 {(1,3,2) {23,053, 1,2)}: {(3.2.1)}
donc :
L(3,1)=6=3l

Dot :

L(n,1) =nl.
Maintenant L(3,2) c’est-a-dire : nous cherchons le nombres de fagons dont 'ensemble A
peut-étre partitionné en deux sous-ensembles ordonnés :
{(1(2,3)1:{(1),(3,2)}:{(2), (1,3)}:{(2), 3, 1) }:{(3), (2, 1) }:{(3), (1,2)}
donc :

L(3,2) = 6.

17



Nombre de Lah

pour L(3,3) cest a dire :
nous cherchons le nombres de facons dont 'ensemble A peut-étre partitionné en trois
sous-ensembles ordonnés : {(1),(2), (3)}
donc :
L(3,3) =1.
D’ou
L(n,n) =1.
Fonction génératrice exponentielle : La fonction génératrice exponentielle associées aux
nombres de Lah est donnée par :

an”_l T F
ot kI\1—2)

n=k

Relation de récurrence : La forme de Lah ont une relation de récurrence triangulaire

d’ordre deux :

k k—1 k
Pourk=1,2,---,n; n=1,2,---

Les premiers nombres de Lah :

n/ki 1 2 3 4 5 6

1
2 1
6 6 1

24 36 12 1
120 240 120 20 1
720 1800 1200 300 30 1 H

N U1 A WN

Table 1.5-les premiers nombres de Lah.

La forme Explicite

La forme explicite associés aux nombres de Lah est donnée par :

n!l/n—1

18



Les nombres r-Stirling de premiere espéce et de seconde espece

1.12 Les nombres r-Stirling de premiere espece et de se-

conde espece

Les nombres r-Stirling représentent une certaine généralisation des nombres de Stir-
ling classiques.
Carlitz a étudie ces nombres sous le nom de "Weighted Stirling numbers .” Koutras sous le
nom de "nom-central Stirling numbers et Broder les a aussi étudié aussi et leurs a donné

le non ”r-Stirling numbers”[2].

1.12.1 Les nombres r-Stirling de premiére espece

Les nombres r-Stirling de premiere espece notés par : s(n+r, k+r) qui comptent le
nombre de permutations de 'ensemble [n] en k cycles(Un cycle de longueur k (k > 2)est
une permutation ~y(# ¢) dont les éléments mobiles(c’est-a-dire non fixés par 7), avec les
r premiers éléments sont dans des cycles distincts. Analytiquement, ces nombres sont
définis par la fonction génératrice exponentielle suivante :

z" 1 (In(1 + x))*

El (1+2x)r

Z@k s(n+rk+r)

n
n!

et algébriquement ce sont les coefficients dans le changement de base
(z+r)2=>_gs(n+rk+r)"

Pour r=0, on trouve les nombres de Stirling de premiere espece s(n,k).

1.12.2 Les nombres r-Stirling de seconde espéce

Notée S(n+r, k+r), en combinatoire ces nombres sont les nombres de partitions de
I'ensemble [n] en £ sous ensembles (k blocs) non vide, tels que les r premiers éléments
sont dans sous-ensembles (blocs) distincts. Les nombres de r-Stirling de seconde espéce

apparaisent aussi comme coefficients du monoéme

(z+r)"=> 1 Sn+rk+r)t
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Les nombres r-Stirling de premiere espéce et de seconde espece

En particulier pour r=0 ou r=1, on retrouve les nombres de Stirling de seconde espéece
classiques.

Exemple. L'ensemble [4] = {1,2,3,4} possede 5 partitions en trois blocs non vide; tels
que les deux premiers éléments 1 et 2, sont dans des blocs différents .

Les partitions sont

{12, 314} {113, 4H{2}: {1 }{2, 4} {3}; {2}{1, 3H{4}; {2}{1, 4 {3}.
Par conséquent, S(4 + 2,3 +2) = 5.
Propriétés
1. La relation de récurrence : Les nombres r-Stirling de seconde espéce vérifient la rela-

tion de récurrence suivante :
S(n,k)r=kS(n—1,k),+Sn—1,k—1),,n>r.

On donne dans les tables suivants les premieres valeurs de ces nombres pourr = 2 et

r=3:

k|| 2 3 4 5 6 7 8 9
2 1

3 2 1

4 4 5 1

5 8 19 9 1

6 16 65 55 14 1

7 32 211 285 125 20 1

8 64 655 1351 910 245 27 1

9 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

TABLE 1.4 - Les premieres valeurs des nombres 2-Stirling de seconde espece.
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Les nombres r-Stirling de premiere espéce et de seconde espece

n/k 3 4 5 6 7 8 9 10
3 1

4 3 1

5 9 7 1

6 27 37 12 1

7 81 175 97 18 1

8 243 781 660 205 25 1

9 729 3367 4081 1890 380 33 1

10 || 2187 14197 23772 15421 4550 644 42 1

TABLE 1.5 - Les premieres valeurs des nombres 3-Stirling de seconde espéece.

2. Formule explicite. La formule explicite pour les nombres r-Stirling est donnée par :

S+ k) = 2 S (DI ()4 )

3. La fonction génératrices. Les fonctions génératrices ordinaire et exponentielle de la
suite des nombres r-Stirling de seconde espece sont données respectivement par :

La fonction génératrice ordinaire

$k

1—rx)1—(r+Dz---(1—(r+k)z)

ZS(n+r,k+T)x”:

n>k

k>r>0.

La fonction génératrice exponentielle

Z Sn+rk+ 7’)2—7: = %exp(rx)(exp(x) — 1)~

n>k

La fonction génératrice double est donnée par :

n

Sk S+ 7k + 1) =yt = eaply(eap(x) — 1) + ra).
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Chapitre 2

Les nombres de Stirling a poids et

Stirling dégénérés

L’objet principal de ce chapitre est d’introduire les notions et les définitions fondamen-
tales de nombres de Stirling a poids de premiere et de seconde espece, puis les nombres
de Stirling dégénérés de premiere et de seconde espece et leurs propriétés, les nombres et
les polynémes de Bell dégénérée. Ensuite en donne les relations entre eux.

Pour plus de détails sur cet chapitre consulter [13, 3, 22, 21, 17, 25].

2.1 Les nombres de Stirling a poids de premiere espece

Définition 2.1 Les nombres de Stirling a poids de premiére espéce notés T (x), sont définis

par la fonction génératrice suivante :

2t 1 (In(1 4 2)k
XI:CTTL(:L’)H = E((i—i-—z))) 2.1)

Théoréme 2.2 La forme explicite du nombres de Stirling a poids de premiére espéce donnée

par:

k n—ij(n . n—ij
Tf(:p) = ijo(_D j(j)s(]y k)x 7.
Preuve. On utilisons la fonction génératrice (2.1) pour trouver la forme explicite :

ona:
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Les nombres de Stirling a poids de premiére espece

(In(1 + )" 2
k! = Zn}k S(”’ k)ﬁ
et on utilisons le fait que (7%) = (—x')’ on obtient :
n!

donc :

d’autre part on a :

2" 2" 2"
( Zn>0 @na) ( 2@0 bnm) = Z@o Cna,

avec :
Cn = 2p_o (1) ko

alors :

Z@o s(n, k)m ano(_x)ﬂa = Z@O (k><_1) kS(”a k) e

alors :

2.1.1 Larelation de récurrence de Stirling a poids de premieére espece

Théoréme 2.3 La relation de récurrence de Stirling a poids de premiére espéce s’écrit sous la
forme :

T () = TH V(@ + 1) — 2Tz + 1).
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Les nombres de Stirling a poids de seconde espece

Preuve. On utilisons la dérivée de la fonction génératrice exponentielle ( 2.1), on obtient :

SRSV (zn(1+z)>k((1+_$ )

k-1l (@roet & Yo

(-1 4 1) (k) 2"
ZT (x+1 n! $2Tn (ZB—i—l)n!.

n=0 n=0

D’autre part :

d o anl

H(Ime) =% e
n>k n>k

Zn

n+l 1

n>k

Par comparaison on obtient le résultat. m

2.2 Les nombres de Stirling a poids de seconde espece

Définition 2.4 On définit les nombres de Stirling a poids de seconde espéce S*(x) par la

fonction génératrice suivante :

" 1
Z S],f(:v)z— = —exp(xz)(exp(z) — 1)". (2.2)
= n! k!
Théoreme 2.5 La forme explicite du nombres de Stirling de seconde espéce est donnée par :

S () = 3 o1 () 4 )"

Preuve. On utilisons la fonction génératrice (2.2) pour trouver la forme explicite :

S Sk@) 5 = erplaz)(ean(z) — 1)
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Les nombres de Stirling a poids de seconde espece

ona:
%exp(m)(ew(@ -t = %6@0 (f) (_1)Hejz)
“5 3 ()
S E () gy
> (%g (’;) (~1)*( +J>”) .
d’ou:

SE() = 1 S (1) () 4 5) m

2.2.1 Larelation de récurrence de Stirling a poids de seconde espece

Théoréme 2.6 La relation de récurrence de Stirling a poids de seconde espéce s’écrit sous la

forme :
SEo(x) = 2Sk(z) + SF (@ +1). (2.3)
Preuve. Soit :

%(Zsﬁ(x);—T) - di(pm%)

n=0

d’'une parton a :

(T =St

n>0 n=0
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Nombres de Stirling dégénérés

d’autre parton a :

Tz (ez B 1)k_1

i xz (ez — 1)k — 16 (6Z — 1>k +e P
dz k! B k! (k—1)!
oz (ez — 1>k 2(z+1) (ez — 1>k71
e T e =1
d’ot1 on obtient :
2oz Sn1 ()3 = g S(@) Xz S (@ 1)

donc : la relation de récurrence s’écrit sous la forme :
Ski(x) = zSk(z) + Sz + 1),

On trouve le résultat souhaité. m

2.3 Nombres de Stirling dégénérés

Factoriel dégénérée [13, 1] : La factorielle dégénérée est donnée par : (), = z(z —
A(x—=2A)---(z—(n—1)A), avec (z)y = 1.
La fonction génératrice exponentielle dégénérée : On définis la fonction génératrice
exponentielle dégénéré par :

o n

e2(z) = (1+A\2)% = Z(x)m% (2.4)

n=0
Logarithme dégénéré :on définis logarithme dégénéré du nombres de Stirling par :

A -1

Iny(z) = )\

, (A #£0). (2.5)
De (2.4) et (2.5) on note que :

ex(Iny(z) = z = Iny(ex(2)), /1\11)1(1] Iny(z) = In(z). (2.6)
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Les nombres de Stirling dégénérés de premiere espece

2.4 Les nombres de Stirling dégénérés de premiere es-
pece
Les Stirling dégénérés de premier espece sont définis par :

Ty = Z sx(n, k)a®
k=0

ou:
(x)n désigne la factorielle généralisé de = d’ordre k , avec (z)o, = 1 et
(@)gr=z(x—=A)---(z— (k—1)\) pour k > 1

La fonction génératrice

Définition 2.7 Pour tout A > 0, on définis la fonction génératrice exponentielle dégénérée

par :
1 b > z"
7 (ln,\(l—l—z)) :ZSA(TL, k)ﬁ

n==k

2.5 Les nombres de Stirling dégénérés du seconde espece

Les nombres de Stirling dégénérés du seconde espece sont définis par :

Do = 3 Sa(n, k) (@)

avec la fonction génératrice exponentielle :

%(eﬂz)—l)k ;'<(1+Azi—> ZSknk‘—T

Théoréme 2.8 Les nombres de Stirling dégénérés du seconde espéce sont donnés explicite-

= o

ment par :
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Polynéme de Bell complet

2.6 Polynome de Bell complet

Les polynomes de partition de Bell complets (exponentiels) sont définis par :

emp(me > ZB T1, T, T )2—7, 2.7)

Carlitz [3] a introduit les nombres dégénérés de Stirling et de nombreuses propriétés .

2.7 Les polynomes de Bell partiels (exponentiels)

Définition 2.9 Les polynémes partiels (exponentiels) de partition de Bell B, y(x1,22,- )
dans un nombre infini de variables x;, (j > 1), ont été introduits par Bell comme un outil
mathématique pour représenter la dérivée n-ieme de la fonction composite, Ils sont définis par

leur fonction génératrice :

0 k
2" 1 z™
ZBnk L1, X2, " )—|= k,(ZSEm%)
et sont donnés explicitement par la formule :
Bn ) y " e N i
w1, 22 (2% ey 11) GG
ou

m(n, k) = {(k:l,--- ) ENTD ki =k, ik —n}
i=1 i=1

Il est facile d’avoir les expressions suivantes :

B,k (abxl, ab’zy, - - ,ab":z:n> = GLkb”Bn,;.C <x1, To, -+ ,xn> (2.8)

Il est bien connu que pour des choix appropriés des variables x; , les polynémes de partition
de Bell (exponentiels) partiels se réduisent a quelques séquences combinatoires spéciales [6].

Mentionnons les cas particuliers suivants :

s(n, k) = B, (0!, =11, 2!, =3I, - -), les nombres de Stirling de premier espéce (signé) ,
S(n,k) = B, x(1,1,1,---), les nombres de Stirling de seconde espéce ,
L(n,k) = B, x(11,2!,3!,---), nombres de Lah (non signé).
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

Lemme 2.10 Ona:

Boj(N)1, (N2, -+ ) = A"S1(n, k).

1
X

(2.9)

Preuve. On utilisons la fonction génératrice des nombres de Stirling dégénérés du seconde

espece on obtient :
ZOO 1 1\* g

s . - 1 .
On utilisons le développement limites de (1 + Xz)A — 1 on obtient :

AA=1)-(A—m+1)

2
T —

—14 (i)(%ﬂ <;>(§z)2+...+ (T;)(%Z)m

1 A o o A 1 m _ 0 A\ om
(1+ XZ> —-1=>" (m)(xz> —1=% " /\_m<m)z

Alors on obtient :

m=1
1/ W 2™\
w25
(AN (/\)m
avec: () = e
On utilisons les propriétés de B, ,etque:y B, y(z1, 29, - )Z—‘ =
n!
en obtient :
(M1 (A2 (Mn
51(n,k’):Bn,k(T,—2, Y )
1

—Z)m

A



Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

donc :

)\nS% (n, k’) = Bn,k’((A)la (A)Qv Ty ()\)n)a

alors on obtient le résultat. m

Comme conséquence de la lemme 2.10 ,,0n a :

s -ona( (1), (),

et

L0 K) = (1) B (D1 (e (D ).

Lemme 2.11

T T T T
B[ Z(N)1, Z(N)g, - E — A, 1 (),
(GO0 50 O0) = 36,4 ()
Preuve. En utilisant le fait que : B, (21,22, -+ ,Zn) = > p_g Bug(z1, 22, -
B, i (abxy, ab?xy, - -+ ,ab™z"™) = a*b" B, x (w1, 22, ,z,), 0na:

du lemme 2.10 nous obtenons :
.Bvun—@h~-ﬂ»>=fM%anﬁﬁ
n )\ ’)\ b 7)\ n kzo X b )\

= XY 83 (. B(3)"

Maintenant , en utilisant ¢, \(z) = >_,_, S\(n, k)z* , nous obtenons le résultat. m

Théoréme 2.12 on a

30

(2.10)

) xn—k—l—l) et



Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

Preuve. En utilisant les fonctions génératrices du nombres de Stirling du premiere espece
et du polynéme de Bell, on calculons la fonction génératrice du >, s(n, k)¢x(x)z* on

obtient :

i(ns(nk)gbk ) Z@ kis(nkz

n=0 k=0 n=~k

:Z(bk xln (1+ 2))*

— exp(x(ea:ln(l-‘rz) . 1)
= capla(c"+ — 1))

= exp(e((1+2)* = 1)).

Ainsi, en appliquant l'assertion (2.7), on obtient :

Z(ank@c )%szp(éx(m)mg).

n=0 =

La fonction génératrice de B, (z(z)1,z(z)2, - ,x(x),) est:
> Bala(@)y, a(w)z, - 2 (2)n) 7 = eap > 2(@)m ).
n=0 m=1

D’ou nous obtenons le résultat. m

Corollaire 1. Pour z non nul, on a

o 5(n k)gr(x)a* = "¢, 1 ().

Preuve. En posant A = x dans (2.10) et en multipliant les deux cotés par z*, en addition-
nant 'expression résultante k£ = 0, 1,--- , n, nous obtenons :

n

S0 Busl(@)r, (@)ar o) =" S S, )2,

k=0
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

d’une parton a :

kaBn,k((x)l (z

D’autre part on a :

d’ou le résultat chercher. m

Théoréme 2.13 On a

851.) = B ((D1as (o (D)

et

P (T) =

Preuve. En utilisant la relation :

C’est-a-dire :

)2,

(Dprx=11=XN1=2)\)---(1=(n—=1)N)

1 1

B, (x(l)u,x(l)m,--~ 7I(1)n,)\)‘

:( i_ D5 ~2) - (A(X—(n—D))

1
/\
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

Ainsi, d’apres 2.10 et lemme 2.10, il s’ensuit que :

B, (:::(1)1,%;1:(1)2,%--- ,x(l)w) = zn:Bmk (m(%) ,x)\Q(§>2,--- L2\ (%)n)
S )70 ()

— Z:{:k)\an,k((X)la (%)2, e 7(%)“)
_ Zxk)\” )" Sx(n, k)

= Z z*S\(n, k)
k=0

= ¢n,)\(x) .
Alors :

n

B, (x(l)u, x(1)an, - ,x(l)n’A> = Sx(n, k)ak = ().

k=0
On obtient le résultat. m

Corollaire 2. On a :

1/ L(n, k) = Bnip((1)1, (1)g,--+)
et

2/ L,(z) = By(x{1)1,2(1)s,---),

ou (), = (x)n 1.

Preuve. 1/ona: (z),r =z(x —A)--- (z — (n — 1)A).

SA(”? k) = Bn,k((l)lJ\v (1)2)\’ T (1)71,/\)7

avec :

(Do =11 = (=1)(A =2(=1))--- (1 = (n = 1)(=1))
=123--n

=nl.
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

D’une parton a :
S_1(n,k) = L(n, k).

D’autre part on a :

Alors

L(nv k) = Bn,k(<1>17 <1>2> Ty <1>n)

2/onpose \=—1,ona:

Bu(z(L)1x, 212, 2(D)nn) = Ba(@(1)1,-1,2(1)2,-1, -, 2(1)n,-1)

= Ba(z(L)1, 2(1)2, -+, (1))
= an,fl
= L,(z).

Alors

On obtient le résultat. m

Théoréme 2.14 [14] Les nombres de Stirling dégénérés du seconde espéce sont donnés ex-

plicitement par :
1 & k
_ k—j ;
300) = 5 S0 (5 G,
7=0
Preuve. On a

> 2" 1 1 k
kZ;S)\<n, k)ﬁ = E((l —’—)\Z)A — 1) ,

avec :

w =

(14+Az)= =eyx(2).
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

C’est-a-dire :

On applique binome de Newton on trouve :

CCCRUIEE)Y (5o,

avec :
. J > 2"
(@) = (1422 = 0y
Alors on a trouve :
> z 1 b k > 2"
POy (])( D (s
k=0 j=0 n—=0
o K 1 /k 2"
_ k—
ZZH(j)( DY (Gnay
k=0 5=0
Donc :
1k
S/\(nv k) = Z g<])( 1)k_J(j)n)\
j=0 "

D’ou le résultat chercher. m
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

La relation de récurrence de Stirling dégénérés de seconde espece

Théoreme 2.15 Pour n, k > 0, les nombres de Stirling dégénérés du seconde espéce satisfont
la relation de récurrence suivante :
n—k n
San+1k+1) = Z (z) (D)it1A55(n — i, k)

=0

et

Sa(n+1,k+1)

M

n+1 )
(z n 1) Jiri O\ (n — i, k).

Preuve. D’aprés le Théoreme 11.2 page 414 [25] on a :

Briigy = Z ( )%«HBn—z‘,k,
-k n+1
Bn+1,k+1 Z ( )xi+1Bni,k7

d’autre parton a :
50,8 = o (D (Daaeeo (s ),

Sa(n+ 1,k +1) = Borrns (<1>1,A, Do+ <1>n_m)

— /n
= (Z.)»’UiHBni,k,

)

3
Ea

Il
=)

on pose : z;1; = (1);4+1,, on obtient :

1
>

Syin+1,k+1)= (j) (1)ix12Bn—ik
i=0
n—=k n

— ) (1),~+17)\S)\(n — i, kf)
i=0 t
Donc :

n—=k n

Syin+1,k+1)= (Z.)(]-)i+1,)\8)\<n_i7k>a
i=0
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maintenant on va montrer la deuxiéme relation de récurrence.

S\(n+ 1,k +1) = Boyrrn (<1>1,A, Do+ <1>n_m),

n—k
1 n—+1
=7 DitiaBn—i
k+ 1 (z+1)()“’A ok

=0
n—k
1 n + 1
= — 1)iriaSx(n — i, k).
Donc :
1 ok .
SA(TZ+1 /-C-f— ) k+1Z,k(iill)(l)i—i—l,)\sx(n_lak)--
En possant A = —1, on obtient la relation de récurrence suivante pour les nombres de Lah

. Corollaire : On a

n—~k
1/ Lin+1,k+1) Z() DIL(n —1i,k)

i=0
et

1 S :

2/ L(n—l—l,k:—l—l):k—+1 2 (i+1)(l+1)!L<n_Z’k)'

Preuve.Ona: S_i(n,k) = L(n, k).
1/

n—k

Sh(n+1,k+1) = (" JisiaSa(n — i, k).
-

S

Si(n+1,k+1)

| |
M

(
ZO(

S .
I
>~ O

(i+ 1)IS_1(n —i, k)

Jo
) i+1,-15-1(n — i, k)
)

Lk+1),
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

avec : (]-)i-‘,-l,—l = ('L + 1)',

2/ 0n a
1 gt
1.Lk+1) = —— 1); — .k
n—=k
1 n+1
_ 1 1 :—E 1)1 15_ —
Sl(n—l— ,k’+ ) k+1i:0 <Z+1>( )1+1 1S 1(71 ’l,k’)
n—=k
1 n+1
= — + DO Lm—1i, k
k14 (z 1>(2+> =ik
Alors : .
1 «—/n+1
N ) | —q
Lin+1,k+1) P4 <i+1>(l+l).L(n i, k).

On obtient le résultat. m

2.7.1 Les polynomes de Bell dégénérés
Les polynémes de Bell dégénérés ¢,, \(z) sont définis par :
Sna(@) =D Sa(n, k)z",
k=0

La fonction génératrice : La fonction génératrice du polynome dégénéré de Bell est défi-

nie par :

00 " 1
Z %,A(@% = 6xp<x ((1 + )\z))\ - 1)) (2.11D)
n=0 :

La relation de récurrence :

Théoréme 2.16 Pour n > 0, les polynémes de Bell dégénérés sont définis par la relation de

récurrence suivante :

triaae) =3 () eraasals)

Preuve.On a :

an,)\('r) = Bn(x(1>1,>\7 x(l)Q)\? T 7I<1)n,)\)7
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

d’apres théoreme 11.2 page 414[22] on trouve

" /n
Byii(xz(1)1 0, 2(L)2x, -, 2(1)pgan) = (k>$(1)k+1,ABn—k,k
=0

n

(G
(

-

N— " ~—

(Dg12Brn—k i
2

S |l

n

k

Il
8

(Drr12n—ra(2).

Alors
Grnyin(z) =2 (Z) (D17 Pn—r (). (2.12)

On obtient le résultat. m

Corollaire On a :
Lo(z) == (Z) (k + 1)1 Lo_1(2).

Preuve. Pour A = —1 dans (2.12) :

Alors :

Loy(z) = Y (Z) (k + 1)1 Lo_p(2).

On obtient le résultat souhaité. m
Maintenant on donne une formule de polynéme de Bell en fonction des nombres de Stir-

ling de seconde espéce et les polynomes de Bell dégénérés.

Théoréeme 2.17 Pourn > 0,ona:

n

() =Y  S(n, k)dpr(x)\"F.

k=0
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. . o A z
Preuve. D’aprés la fonction génératrice des polynomes de Bell on remplace = par 3 o0

obtient :

On(z P (2) Z”
> 402 Zk Z ]

k=0 n=0

—Z(Zm >%

n=0

n

z
En égalant les coefficients de — des deux cotés de I'équation ci-dessus. Nous obtenons le
n:

résultat souhaité .
| |

Corollaire. On a

Preuve. On a :

pour A= —1,ona:

3

S(n, k)g, 1 () (=1)"*

Pn ()

B
Il
o

—1)”_k¢k’_1(m)8(n, k)

Il
bl
(-
—~

3 |l

o

(—=1)"*S(n, k) Li(z).

i
=)

Avec: Ly(z) = ¢p—1.m

Maintenant, grace a la transformée de Stirling [21], on obtient le théoréme suivant :
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Théoréme 2.18 Pourn > 0,0ona:

n

Gun(®) =Y s(n, k)gr(x) A" ",

k=0

Preuve. En utilisant la fonction génératrice :

> (St ben(o) 5 = St S

n=0 > k=0 n==k
- In(1+x2)\"
S aio (122)
In(1+ Az)

8
—~
=
3
~
—
+
>
1S3
-
=
M=
—_
~—
N——

etona:

Alors ¢, (x) = Y5 s(n, k)ge(z) A",

On obtient le résultat souhaité. m

Notons que, Kargin et Corcino [17] ont obtenu la relation de récurrence pour les poly-
nomes exponentiels généralisés, en particulier pour les polynomes dégénérés de Bell .
Cependant, nous donnons ici une autre démonstration .

Corollaire 1. Pour n > 0, on a

P () = (T = nA) P (T) + 2], 5 (2).
Preuve. Par la relation de récurrence pour les nombres de Stirling de premiere espece

s(in+1,k) = s(n,k —1) —ns(n, k),
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ona:

k=0
Gur() ()
= s(n, k)
A g \F
Gniia(@) _ oi(x)
P SLLAR L
=Y sl Sy )
k=0 k=0

En utilisant la relation bien connue

usale) = (14 ) onto),

on obtient

x

-y -n
Pua(z) | Oual@)  pua(x)

=X An+1 + X )\n+1 —n )\n

_ = nNona(a) | @)

o A\l A+l

Alors ¢ni10(7) = (. — n\)dpa(z) + 29, 5 (7). =
Corollaire 2. Pour n > 0,on a :
Lusi(2) = (2 +n)Lo(2) + oL, (2).
Preuve. On a :
L,(x) = ¢n_1(z), alors :
Ly (z) = ¢n+1,71(1’>

= (z — (=Dn)¢n-1(z) + 2¢;, _;(2)

= (x+n)dn1(z) + 2¢, _(x)

= (z+n)L,(x) + zL (x).
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Nous obtenons le résultat. m
Afin d’obtenir une formule explicite des polynomes dégénérés de Bell ¢,, »(x) en termes de
nombres de Stirling de seconde espece S(n, k), nous considérons la fonction génératrice

exponentielle suivante :

(1+ An(l+2)) X = Zan,\

Du théoréme du binéme, on a :

(1+Mn(l+2)5 = ()\)g(ln(l—l—z))
:Z_O m,\an m Z—'

Il
TN
M:
=
3
)
PR
3
&)
~
SRR

Ensuite, on obtient :

Qp ) = Z(l)m)\s(n,m)

m=0

et peut étre calculé par la relation de récurrence suivante : si nous construisons une ma-
trice infinie (A, ,,(\))n,m>0 avec la séquence donnée par A, o(A) = (1), et chaque entrée

est donnée par :
Apmi1(N) = Apsim(AN) — mA, m(N).
Alors la premiere ligne de la matrice est A, () = qum».

Théoréme 2.19 Pourn >0ona:

n

Pna(z) = Z S(n, k)Bi(zoq \, xag z, ..., T ).

k=0
1 2" 1
Preuve. En utilisant E(ln(l + 2)F = >, s(n, k) et e:vp(a:((l + A2)x — 1)) -

n

z
> o (bn,)\(x)g, ona:
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> (3 st 000a) 5 = Yo ( 3 sm ) 5

n=0 =0 k=0 n=k

= exp(x((l + An(1 + 2))3 — 1))

n

Nous appliquons maintenant (1 + An(1 + 2))x = Yoo, AZ et exp(zzjl xmz—> =

m)!
n
Yoo o Bugl(wy, o, - - ,xn)m, nous obtenons :
E <§ (n, k)or(x ))—':e:cp :CE amA—')
n! m)!

n= = m=1

o0 Zn

= E Bn(x&l Ay LO2 N, y LOy, )\)_‘
n=0

En égalant les coefficients de 2~ des deux cotés de I'expression ci-dessus, nous obtenons :

ZZ:O S(’I’L, k)¢k7>\(x> = Bn(.TOéL)\, TO N,y -t 7$an,/\)'

Maintenant, au moyen de la transformée de Stirling, nous obtenons le résultat souhaité. m

Théoréme 2.20 Pourn > 0,ona:

On(x) = 3 p_g Sa(n, k) Br(xd1n, T n, -+, Tdr2)
ol ¢ x = ¢n (1) dénote les nombres de Bell dégénérés.

Preuve. En utilisant les fonctions génératrices des polynémes de Bell et des nombres de

Stirling de seconde espece dégénérés, on obtient :

n

g(z (n, k)gu(x )Z—| Zqﬁk stk
—Zm

= exp (x (e(l”‘z)rl — 1))
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Les polynémes de Bell partiels (exponentiels)

Ainsi, en appliquant I’assertion exp(Zf::l a:mz—') = o Bulzy, 29, - - ,:cn)z r, on ob-
m! n!
tient :
5 (L s bnt) 5 = a3 onay )
n=0 k=0 m=1
o0 Zn
= Z Bu(zgin, xon, - >$¢n,>\)m-
n=0 ’
En comparant les coefficients de Z‘ on obtient
n!
ZZ:O SA(”? k)¢k($) == Bn(m(bl,)\a x¢2,)\: e 7x¢n,)\>-
L’inversion de la derniere formule donne : ¢,,(z) = Y, _, sx(n, k) Bi(xd15, Tdax, -+, Tp ).

On obtient le résultat. m

Théoréme 2.21 Pourn > 0,ona:

N P )

k=0

. N 1 (1420 =1)F N 2N
Preuve. En utilisant exp(z(e*—1)) = > 7, <;5n(:c)—‘ et 1 G el B > ek Sa(n, k)—,,

on trouve :

> (Lsin o)) 5 = o) Y- sl b
n=0 > k=0 ’ k=0 n=k
> 1/(1+2)—1\"
-Eeon(e22)
1

Nous utilisons le lemme 1.9, pour obtenir :

S ()5

Maintenant, il est facile de voir que
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Z ( sx(n, k)qbk(a:)) % =exp|x Z A" Gy 1
£ !

n=>0 =0

n

En comparant les coefficients —»> on obtient
n:

o 1 1 1
S sntnsb)inte) =B (s () (5 ’wn,i(x))'

Enfin, au moyen de la transformée de Stirling dégénérée, nous obtenons le résultat sou-

haité . m
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Chapitre 3

Les nombres de Stirling généralisés

L’objet principal de ce chapitre est d’introduire les notions et les définitions fondamen-
tales de nombres de Stirling généralisés de premiere et de seconde espece, leurs propriétés

analytiques. Pour plus de détails sur cet chapitre consulter [16, 5, 15, 7, 9, 18, 19, 23, 22]

3.1 Définition de base

Notons (z|a), = z(z —«a) -+ (z —na+«a) pourn = 1,2,--- et (z|a)y = 1, ol (z|«a), est
appelé la factorielle généralisée de z et en particulier on écrit :
(z|1), = (2), avec (2)o = 1.
En généralisant I'idée impliquée dans les recherches précédentes dues a Carlitz, Haward,
Tsylova et plusieurs autres, nous pouvons définir une paire de type Stirling {S!, 5?} =

{SY(n, k), S*(n,k)} = {S(n, k;, B,7),S(n, k; 8,a, —r)}, par la relation inverse

(t|a)n Zsl n, k)t —7|8), (3.1)
k=0

(t18)n =Y S*(n, k) (t + rla), (3.2)
k=0

ou n € N (ensemble d’entiers non négatifs) et les parametres a, J et r sont des nombres
réels ou complexes, avec («, 5,7) # (0,0,0).
Nous pouvons appeler {S*, 5?} une («, 3, r)-paire ou une (3, o, —r)-paire également, dans

laquelle S! et S? peuvent étre appelés le premier et le deuxiéme membre de la paire,

47



Cas spéciaux

respectivement.
De toute évidence, la paire de nombres de Stirling classique {s(n, k), S(n, k)} estla (1,0, 0)
paire.

En effet, les deux types de nombres de Stirling peuvent étre écrits sous la forme
s(n,k) = S(n,k;1,0,0),

S(n, k) =S(n,k;0,1,0).

En particulier, il est évident que les coefficients binomiaux sont donnés par

S(n, k;0,0,1) = (Z)

Notez que le nombre o(n, k) discuté et étendu par Doubilet et al.[12] et par Wagner [24]

peut étre écrit comme £!S(n, k;0,1,0).

3.2 Cas spéciaux

Ici, plusieurs autres cas particuliers intéressants peuvent étre brievement mentionnés :

(i) Nombres de Lah
nlfn—1
K'\k—-1

_ nsz! n—1
()

Le nombre de Stirling non signé |s(n, k)| et (—1)"7*S(n, k) forment la (—1,0,0) paire.Voir

et

de la (—1,1,0) paire.

une approche séthoérétique combinatoire donnée par Joni et al [16].

(ii) Les deux types de nombres de Stirling pondérés de Carlitz (ou les nombres de Stirling
non centraux de Kontras) forment simplement la (1,0, —\) paire, ou A # 0 [5].

(iii) Les deux types de nombres de Stirling dégénérés de Carlitz forment la paire (1,6, 0),
avec 6 # 0[7].

(iv) Les nombres de Stirling dégénérés de Haward forment le (1,6, —\) [15].

(v) Les nombres de Lah non centraux de Gould-Hopper sont essentiellement données par

le premier membre de la (0,1, —a + b) paire [9].
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3.3 Relations d’orthogonalité

Il est clair que {(t|),} et {(t — r|B).} forment deux ensembles différents de bases
pour l'espace linéaire des polynomes, de sorte qu’en substituant (3.1) en (3.2) (ou ( 3.2)
en (3.1), on peut facilement obtenir les relations d’orthogonalité.

Zsl m, k)S%(k,n) ZSQ m, k)S (k,n) = Spm, (3.3)

k=n k=n

dm.n €tant le symbole de Kronecker, a savoir

1 st m=n,
Omn = _ .
0 stnon.

Par conséquent, a partir de (3.3) on obtient facilement les relations inverses pour n € N :
=> S'n, kg & > S (n, k) fi. (3.4)
k= k=0

Bien que nous ayons défini deux sortes de nombres de type Stirling S'(n, k) et S?(n, k),
généralement il suffit de considérer 'un d’eux, puisque les parametres «, et r sont entie-
rement arbitraires.

Nous étudierons les relations de récurrences. des fonctions génératrices, des formules de
convolution et des propriétés de congruence, ainsi que des expansions asymptotiques pour
les nombres S(n, k; «, 5,r). De plus, la section 3.4 sera consacrée a ’établissement d’une

sorte de formules de Dobinski étendues pour les polynémes exponentiels généralisés.
=" S(n, ks a, B,7)at, (3.5)
ainsi que pour les nombres de Bell généralisés,

1) = ZS(n,k;a,ﬁ,r). (3.6)
k=0

3.4 Fonction génératrice

Par souci de concision, nous utiliserons toujours S(n, k) pour désigner S(n, k; «, 3,7),
sauf s’il est nécessaire d’indiquer explicitement «, 5 et r.

En premier lieu, notez que la relation (3.1) implique ce qui suit :

S(0,0)=1,S(n,n) = 1,8(1,0) = r
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De plus, entant que convention, nous supposons S(n, k) = 0 pour k > 0.

Théoreme 3.1 Pour les nombres S(n,k) défini par 3.1, nous avons la relation de récurrence

suivant :
Sn+1,k)=8n,k—1)+ (kS —na+r)S(n, k), (3.7)
oun > k > 1. En particulier, nous avons
S(n,0) = (r|a),. (3.8)

Preuve. Conformément a (3.1), on peut écrire

n+1

S S+ LE)(E = rl8) = (Ha)ut — na)

k=0

= Zs(n,k’)(t—Hﬁ)k {(t—r—kﬂ)+ (kB —na +7)

= S, k)t —r|B)re1 + Y S(n,k)(kB — na+r)(t —r|B)y

= S(n.k—1)(t—r|B) + Y _ Sn,k)(kB —na+r)(t —r|B),

ainsi, en identifiant les coefficients de (¢t —r|3)r (k > 1) des premiére et derniere expres-

sion, on obtient (3.7), de plus, pour les termes correspondant a £ = 0 on trouve :
S(n+1,0) = S(n,0)(r —na),n=0,1,2,---
par conséquent, nous obtenons :
S(n,0) =S5(0,0)r(r—a) - (r—na+a) = (rla),.

Pour trouver une fonction génératrice pour la suite (S(n, k)),, nous avons besoin de ce qui
suit : m

Lemme La fonction génératrice vectoriel de {S(n, k)}

t'I’L
ye(t) = S(n, k). (3.9)
n>0
Satisfait 'équation différentielle :
d
(1+ ozt)ayk(t) — (kB + 1m)yr(t) = yr_1(t), (3.10)
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ouk=1,23,--- etye(0) =0pour k >0 et
yo(t) = (1 +at)a. (3.11)

Preuve. La propriété y,(0) = 0,(k > 1) est évidente a partir de (3.9). Maintenant, en
utilisant le théoreme 3.1, nous avons :
t’n
ZS(n—i—l,l{:)m:Z(kﬁ—na—i—r —l—ZSnk
n=0 n=0 n>0

Cela peut étre réécrit sous la forme :

57 (0 o 0 3 SR = (68 + Plt) = a0,

n>1 n=1 )
qui est identique a ce qui suit :
1+at) ) S(n, k ) — (kB + 7)yx(t) = yr_1(t)
n>1
C’est exactement équivalent a ’équation (3.10).

De plus nous avons :

n=0 n>=0
= Z <n> (at)” = (1 + at)=
n>0

On obtient le résultat. m

Théoreme 3.2 Les nombres de Stirling généralisés S(n,k) = S(n, k;«, 5,r) avec o, 5 # 0,
définis par la fonction génératrice suivante :

;'(1 +at)s (—<1 +at) ) =" S(n, k . (3.12)

n=0

Preuve. Soit la LHS de (3.2) désignée par k!¢, (t). Notez que (3.10) a la solution unique
yr(t) sous la condition y,(0) =0 (k > 1) et (3.11).
Il suffit donc de montrer que ¢ (t) est unique solution de (3.10) de sorte que ¢ (t) = yx(t).
Evidemment, ¢;(0) = 0 pour k > 1 et ¢(t) = (1 + at)a = yo(t) de plus en utilisant la

différenciation et les calculs algébriques, on peut vérifier que :

(1+ at)%cﬁk(t) (kB 1) onlt) = by, (k> 1).
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On obtient le résultat. m
Remarque 1. De méme, il y a aussi une fonction génératrice pour le deuxieme membre
S(n, k; B,a, —r). On 'appelle une forme conjuguée de (3.12), qui peut étre obtenue sim-

plement en changeant («, 3, r) en (5, a; —r) savoir :

%) — 1Y S, ks, B —r)%.

o (
n>0
Remarque 2. La condition af # 0 est jugée nécessaire pour la LHS de (3.12) . Cependant,
on peut encore laisser « — 0+ ou § — 0+ pour obtenir des limites appropriées. En fait,
en prenant r = 0, = 1 et § — 0+, nous trouvons facilement que (3.12)conduit a ce qui
suit :
(In(L+t)F =k S'(n,k) k; (3.13)
n=>0
C’est précisément la fonction génératrice pour les nombres de Stirling classiques du pre-
miere espece . De méme, en prenant r = 0, § = 1 et « — 0+, on voit que (3.12)donne la
fonction génératrice pour les nombres de Stirling classiques du deuxieme espece :
— — k! 2 t_
(el —1)* k;os (n, k). (3.14)
Ainsi, en vue de la fonction génératrice de S(n, k; v, 5, ) nombres, on peut aussi écrire la

paire classique de nombres de Stirling sous la forme :

s(n, k) = S(n,k;1,0+,0).
S(n,k) = S(n, k;0+,1,0).

Brief, c’est la (1, 0+, 0) paire.
Exemple 1. La paire de nombres de Stirling pondérés de Carlitz
{S1, 8%} = {(=1)""*Ry(n, k, \), Ro(n, k,\)} estla (1,0+, \) paire . Plus précisément, leurs

fonctions génératrices sont donnés par :

1 ~ . ¢n
1+ Min(1+)F =) (~1) *’“Rl(n,k,)\)a. (3.15)
n>k
1 n
Ee)‘t el — 1)k ZRQ n,k,\) —|. (3.16)
n>k
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Comme on le voit facilement, (3.15) et (3.16) suivent de (12) en laissant r = —\,a =

1,8 — 0+;etenlaissantr = )\, 5 = 1, a« — 0+, respectivement .En d’autres termes, (3.15)

et (3.16) sont impliqués par (3.12) et sa forme conjuguée, respectivement .

Exemple 2. La paire de nombres de Stirling dégénérés de Carlitz {(—1)*"' x.S;(n, k|0, S(n, k|0)}

estla (1,6,0) paire, leurs fonctions génératrices

1 /(1487 —1\" n
2 (=) =T e (3.17)
’ n=k :
S0 =1 = 3 S ko) (3.18
) n>k ’

avec fu = 1 sont également impliqués par (3.12) et sa forme conjuguée .
Exemples 3. La paire de nombres de Stirling dégénérés de Haward {S?, S?} = {(—1)""*S;(n, k, (\+

0)]0), S(n, k,\|#)} est précisément la (1,60, —\) paire.En fait, leurs fonction génératrice

0 _ k n
(1 +t)—A(%> — S (= 1)y (n, k:,/\+0|9)%. (3.19)
n>k ’
(1+ 08y (1 + 0ty — 1)F = 1 3 (=)™ (n, b, A\e)g, (3.20)
n>k

avec Ou = 1 peut aussi se déduire de (3.12) et de sa forme conjuguée, avec « = 1,5 = 0

etr = —\,(cf).

Remarque 3. Selon (3.3), on voit que chaque paire de séquences de nombres données

dans les exemples ci-dessus est orthogonale 'une a l'autre.lls donnent aussi des relations

en série inverse de la forme (3.4) .

Exemple 4. Les nombres C' non centraux (également appelés nombres de Gould-Hopper)C'(n, k, s, 1)

sont définis par la relation(cf).

(st —sa), =Y C(n,k,s,7)(t —0b)g, (r=>b—a).

1
s).’

de sorte que la relation ci-dessus est exactement équivalente a la suivante :

(1

Remarquez que

(st — sa), = s" <t —a

1) = ZC’(n, k,s,r)(t+a—0b),/ s".

S
k=0
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Conséquences du théoréme

Cela montre que les nombres C'(n, k, s,)/s" appartiennent a la (1/s, 1,b—a) paire. En fait,
ils appartiennent au seconde type de nombres de Stirling dégénérés pondérés de Howard.

Par conséquent, par le théoréme (3.2) nous obtenons la fonction génératrice suivante :

(1+1/5)9D5((1+1t/s)* — 1)k = k! Z Cln,k,s,7) (t/S)".

= n!
Cela peut étre simplifié sous la forme
tn
L+ (1 +8) = 1)* = kY Cln, k,s,7)—. (3.21)
>0 n.

En conséquence, il existe des nombres associés C*(n, k, s, ) appartenant au premier type
de nombres de Stirling dégénérés pondérés de Howard, qui peuvent étre générés par la

forme conjuguée de (3.12).

tn
(1+1)"[s(14+t)* — 5] = k! Z C* —n,k,s, T)m (3.22)

n>0
Certes, les deux types de nombresC' et C* sont orthogonaux, et ils produisent les relations

de série inverses

n

fnZZC(nksrgk(:)gn ZC’*nk‘sr

k=0

3.5 Conséquences du théoreme

Comme dans le cas classique, on obtient facilement la fonction génératrice double pour
les nombres S(n, k) = S(n, k; «, 5,r) de (3.12) a savoir :

tnk

(1+at)exp| (14 at)?/* —1) } Z S(n (3.23)

n,k>0

Notez que le RHS de (3.23) contient le polynéme exponentiel S,(z) = >_,_,S(n, k)z*
dans la somme. Nous pouvons reformuler (3.23) comme corollaire du théoréme (3.21).

Corollaire 1. La séquence {5, (z)} est donnée par la fonction génératrice suivante :
t’fL
(14 at)exp|((1 4 at)¥* — 1)5] = Z Sn(x)—. (3.24)
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Formules générales de type-Dobinski

En particulier, la fonction génératrice donne pour les nombres de Bell généralisés,

(1+at)exp|(1+ at)?* —1) /5} > Wn i (3.25)

n=0

ou W, = S,(1).

3.5.1 Formules de convolution

On note
S(n,k;) = S(n, k;a, B,13), (1 = 1,2).

Ensuite, en effectuant le produit des deux fonctions génératrices suivants :

1+ at)fle—1
e[ A S stk = 1,2
n; >0 i'

et en identifiant les coefficients de ¢ des deux c6tés, on est facilement conduit a ce qui
suit :

Corollaire 2. La formule de convolution

m

ki + K
Z (Z)S(”akl,a,ﬁarl)s(m—n,k%a,ﬁﬂb): ( r Q)S(m,k1+k2;a,/8,r1+r2)

k
n=0 1

(3.26)

ol k; et ky sont des nombres entiers non négatifs, et o, 3, r; et r, peuvent étre des nombres
réels ou complexes.
A titre d’exemple simple, on peut prendre k; = k; = 0. Dans ce cas (3.26) implique la

formule de Vandermonde,

Em: < ) (r/@)a(ra/e)mn = (11 + 12/Q) - (3.27)

n=0

3.6 Formules générales de type-Dobinski

Pour les nombres de Stirling de seconde espece, S(n, k) = S(n,k;0,1,0), les nombres

de Bell attractifs et les polynomes exponentiels ¢, (=) sont définis, respectivement, par les

55



Formules générales de type-Dobinski

éléments suivants :

By=Y Sy(n, k) (3.28)

on(x) = Sy(n, k)" (3.29)

On a la formule de type-Dobinski suivant :

kkn
bnlw) =Y (3.30)

n>=0
Peut étre obtenu presque immédiatement en utilisant la méthode de 'opérateur de Mullin-

Rota [22].

Théoréme 3.3 Pour le polynéme S, (z) = > i_, S(n, k;«; B,r)z*, on a la formule de type-
Dobinski
1
s = (1) S s 4 e, (33D
k>0

Preuve. En commencant par (3.5) nous avons
tn 1 z/B
S0 = (1) ranrem{nantwm)

" z/B N
= (5 0 ayre s C g

(&
k>0

(1) s () (e

n

En identifiant le coefficient de = dans la premiere et la derniere expression, et en utilisant
n.

la formule de Vandermonde, on trouve

5.0 (é)x/ﬁz(:pé‘) (r/a+nkﬁ/a> -

k>0

1

- (_) 5 @ 54 1),
€ k>0
|
Corollaire. Pour les nombres de Bell généralisés, nous avons
1
_y _ (1 /)"
W, = kZZOS(n, k) = <€) ;0 o (kB + r|a),. (3.32)
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Une sorte de développement asymptotique

Evidement, la formule Dobinski et

- (3.33)

k>

o

sont des cas particuliers de (3.31) et (3.32), avec («, 5,r) = (0,1, 0),respectivement.
Comme on peut 'observer, la formule(3.31) peut également étre utilisée pour donner une
formule de somme fermée pour le type suivant de série infinie.

k
Unlw,t,8) = % (kt i S) , (3.34)

n
k=0

ou x,t,s sont des nombres réels ou complexes, et n > 0.

En utilisant (3.31) et posant § +— at,r +— s, et x — axt, on obtient 'identité suivante :

% [kt + s e’
ZE( ; > = —— S(axt). (3.35)
k>0
Pour aw = 1 on obtient :
ak [kt + s e®
ZH( i, ) = —Su(at). (3.36)
k=0
Ou S, (zt) est donné par
Sp(xt) =Y S(n, k;1,t,s)(xt)". (3.37)
k=0

Cela montre que la série v, (x,t, s) pourrait étre sommée sous forme fermée en utilisant

des nombres de Stirling généralisés, a savoir.

3.7 Une sorte de développement asymptotique

Ici nous allons développer une sorte de développement asymptotique pour les nombres
de Stirling généralisés S(A+n, \) = S(A+n, A\;a, B,7) et S(A+n, A\, Ar) = S(A+n, A; a, 5, Ar)
pour les grands ) et n, avec la condition n = o(A/?)(\ — o00).Une formule asymtotique
de Tsylova, impliquant une généralisation d’'un résultat de Moser et Wyman, est inclus

comme cas particulier.
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Une sorte de développement asymptotique

3.7.1 Préliminaires

Un outil principal a utiliser dans cette section est un résultat connu, a savoir une
formule de développement asymptotique pour les coefficients des fonctions génératrices
de type puissance impliquant de grands parametres.Une telle formule de développement
consiste en des factorielles décroissantes inverses de grands nombres de la forme 1/(\ +
k)i, plutot qu’en celles de puissances inverses 1/\*, (k = 1,2, ---).Cela peut sembler tout
a fait naturel pour exprimer une fonction combinatoire comme les nombres de Stirling.
Notons par N, l'ensemble des entiers positives . Soit o(n)’ensemble des partitions de
n(n € N,), généralement représenté par 1525 ... p* avec 1k + 2ky + -+ + nk, = n, k; >
0(i=1,2,---,n), etavec kky + ko + - - - + k,, expriment les nombres de parties du cloison .
Pour donné k(1 < k < n), nous utilisons o (n, k) pour désigner le sous-ensemble de o (n)qui
consiste en des partitions de n ayant k parties.

Soit ¢(t) = >, a,t"étre une série formelle sur le corps complexe C, avec ag = ¢(0) =
1.Pour tout j(0 < j < n)définir

al CLQ PR kn

Tl k! k 1’

o(n,n—j)

(3.38)

ou la sommation est effectuée sur toutes ces partitions 1¥12%2 ... nk» de n qui ont (n — j)
des parties.Ce dont nous aurons besoin est le résultat connu suivant.

Soit [t"](¢(t))* le coefficient de t" dans le développement en séries entiéres de (4(t))*.Alors
pour un fixe s € N, et pour un grand )et n tel que n = o(A/2)(\ — o), on a la formule

de développement asymptotique

Lo N~ W () W(n, s)
oy 6w =2 (A_n+j)j+o(@_n+s)s>, (3.39)

ou les quantités W (n, j) sont données par (3.38).En particulier, lorsque n est fixé, l'esti-

mation du reste est donnée par 0(A*71).
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Une sorte de développement asymptotique

Asymptotique de S(\ +n, \;a, 3,7) et S(A+n, A;«, 5, \y)

Pour appliquer (3.39) au («, 3, r) paire avec a3 # 0,prenons

1 Ble _ 1 S 1,1
o(t) = (1+ at)’“/a(< il O‘gt ) -3 %t (3.40)

avec ¢(0) =1,ou S(n+1,1) = S(n+1,1;a, 5,r). par conséquent, on a

(14 at)P/*—1\* S(A+n, X a, B, Ar)
pt ) B )\!Z (A+n)!

Ainsi, en utilisant (3.39), on obtient

SA+n,\;a, B, Ar) . W(n,j) 0( W(n, s) )
(A )s)’

(AN)n(A+n), Tz (A—n+7); —n+s

J=0

", (3.41)

(o) = (1 + awa(

n=0

(3.42)

ol n = o(A2(\ — co et W(n,j)(j = 0,1,2,---) sont donnés par (3.38), avec a; étant

déterminé par (3.40)

a; = [W]6(t) = S+ 1,1)/(G + DL (3.43)
Plus précisément, on calcule facilement a; en utilisant la formule de Vandermoude comme
suit

aj = [t)(1 + at)"/® Z (,Bl/ga) (at)*/ BV

k>1

~IH X (1) (A e

120 k>1

_ <%)aj{ ((T/ o f/a) - (jrfl» }

— m((ﬁ 4 r/a)ien — (rfa)jen 0 = 1,2, n.

Théoréme 3.4 Il y a la formule de développement asymptotique (3.39)pour A — oo avec

n = o(A\2), ot W (n, j)est défini par (336)avec a; étant donné par

a; = ((B +rla)jn = (rla);+1)/((G +1)!5). (3.44)

En fait, ces expressions asymptotiques spéciales sont incluses dans les travaux plus élabo-
rés de Moser et Wyman[18, 19]et plusieurs autres.Ce que nous avons montré ci-dessus
est une maniére unifiée de les atteindre.Pour compléte des nombres de Stirling classique,

voir I'article récent de Temme[23].
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Conclusion

Dans ce mémoire, j’ai étudié la combinatoire des nombres de Stirling généralisés.
Dans le premier chapitre, j’ai donné les éléments de base pour la combinatoire élémen-
taire a savoir : partitions, permutation, coefficients binomiaux, fonction génératrice, les
nombres de Stirling, nombre et polynome de Bell, nombres de Lah, r-Stirling,..

Au deuxieme chapitre, j’ai étudié les nombres de Stirling a poid, les Stirling dégénérés,les
Bell complets et partielle, polynome de Bell dégénérés.
Enfin, dans le dernier chapitre, je intreduise les nombres de Stirling généralisés avec

quelque propriétés.
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