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Résumeé

Le but de ce mémoire est d’introduire la méthode des sous-et sur-solutions pour la ré-

solution de quelques problemes elliptiques non-linéaires.

Mots-clés :Sous- et sur-solution, sous- et sur-solution faible, Minimiseur relatif
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Introduction

La méthode des sous- et sur-solutions est une technique fondamentale en analyse non
linéaire, utilisée pour étudier I’existence, la multiplicité et les propriétés qualitatives des so-
lutions d’équations aux dérivées partielles (EDP) et d'inéquations variationnelles. Bien que
certains principes sous-jacents soient déja présents dans le procédé de Perron [45] pour
obtenir des fonctions harmoniques satisfaisant (au sens généralisé) des conditions aux li-
mites données, c’est avec I'article de Dragoni [20] que I'on trouve I'une des premieres uti-
lisations systématiques d'une paire ordonnée de solutions vérifiant des inégalités différen-
tielles pour établir I'existence d'une solution a un probléme aux limites pour une équation

différentielle ordinaire non linéaire du second ordre.

Ce travail a été suivi par des contributions majeures de Nagumo [39, 40], qui ont ins-
piré de nombreuses recherches sur les problémes avec conditions aux limites de Dirichlet,
tant pour les équations différentielles ordinaires que pour les équations aux dérivées par-
tielles. Dans les années soixante, des auteurs tels que Ako [2] et Sattinger [51] ont étendu
la méthode aux équations elliptiques et paraboliques quasi-linéaires, tandis que Deuel et
Hess [17] en ont formalisé la version pour les solutions faibles. Par la suite, les travaux de
Szulkin [53] et Papageorgiou [42] ont permis d’adapter la méthode aux inégalités variation-
nelles, et Carl et al. [10] ont étudié les solutions extrémales.

Le principe fondamental repose sur la construction de deux fonctions u et u, appelées
respectivement sous-solution et sur-solution, qui satisfont des inéquations différentielles
appropriées ainsi que certaines conditions aux-limites. Sous des hypotheéses adéquates, on
démontre I'existence d'une solution u € [u, u] pour 'EDP considérée.

Ce travail propose une analyse approfondie de la méthode des sous- et sur-solutions
appliquée aux problemes elliptiques semi-linéaires. Elle est organisée en quatre chapitres.
Le premier est entierement consacré a la présentation des définitions et des résultats fon-

damentaux nécessaires a la suite de ce travail. Le deuxieme chapitre présente une étude
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des propriétés des solutions des équations elliptiques, incluant le principe du maximum,
larégularité des solutions faibles et les propriétés spectrales liées aux problemes de valeurs
propres, essentielles pour la construction de sous- et sur-solutions. Le troisieme chapitre
donne une exposition de la méthode dans le cadre classique, avec les hypothéses néces-
saires, les résultats d’existence et des applications a des problemes semi-linéaires concrets,
ol les non-linéarités sont suffisamment régulieres pour appliquer les outils classiques de
comparaison. Le dernier chapitre développe 'approche dans un cadre plus général, en
considérant des solutions au sens faible. On y introduit les notions de solutions générali-
sées, on discute des critéres de convergence, et on présente des exemples ou les méthodes

classiques échouent mais ou la méthode faible permet de garantir I'existence de solutions.

iv
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Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-

cessaires pour la suite de ce travail. Nous introduisons quelques définitions, lemmes et

quelques théoremes sur les espaces fonctionnels.

Compacité dans un espace vectoriel normé

THEOREME 1.1 ((Ascoli-Arzela[1, 31])): Soit 2 un domaine borné de RY. Un ensemble G C
C(Q) est relativement compact si et seulement s'il est borné et équicontinu, c’est-a-dire

s’il existe une constante C telle que
lu(x)| < C,
pour tout x €Q et tout u € G, et pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que
lu(x)—u(y)l<e,

pour tout x, y € Q vérifiant |x — y| < § et tout u € G.

Espaces de Holder

Soit Q un ouvert de R".

DEFINITION 1.1: (Continuité holdérienne [ ])

Soit u une fonction définie sur (), et soit x, € Q2. Si pour un certain 0 <y <1,

xeN |x_x0|7



Préliminaires

alors u est dite hdldérienne continue en point x, par rapport a 2, avec '’exposant 7.

Siy =1 dans la définition ci-dessus, alors u est dite Lipschitz continue en x,.

DEFINITION 1.2: (Fonction uniformément hélderienne [ , ])

Une fonction a valeurs réelles 1 définie sur Q est dite uniformément hélderienne avec

un exposant de Holder 0 < y <1 s’il existe une constante C telle que

lu(x)—u(y)l < Clx—yl"

pour tout x, y €.
Par C°%7(Q), on désigne I'espace vectoriel de toutes les fonctions définies sur 2 qui
sont bornées et uniformément hélderiennes avec I'exposant y. Lespace C%7(Q) est

appelé un espace de Holder.

DEFINITION 1.3: [ ]

1. Si u:Q— R estbornée et continue, nous écrivons

lull ¢y == sup|u(x)|.
xeN

2. Lasemi-norme de Holder d’ordre y de u : 2 — R est

{lu(x)—u(J/)l}’

[U]cor = su
lx—yl

x,yeU
x#y

etla norme de Holder d’ordre 7y est

]l coro == 1 ul o) + [ U] corq)-




Espaces de Holder

DEFINITION 1.4: [ , ]

Lespace de Holder C*7(£2) consiste en toutes les fonctions u € C*(Q) pour lesquelles

la norme

lullgrrgy =D IID ullcgy+ D ID“tlcorgy

la|<k |la|l=k
est finie. Ainsi, I'espace C*7(Q) consiste en les fonctions u qui sont k fois continfi-
ment différentiables et dont les dérivées partielles d’ordre k sont bornées et Holder

continues avec 'exposant y.

THEOREME 1.2 ([21, 31]): Lespace C*7(Q) est un espace de Banach.

Preuve.

Il est clair que

|u(x)—u(y)
[U]cor@ = sup ————
CcOr(Q) tyen |x — yly
x#y
définit une semi-norme sur C®7(€). Alors || - l, =l lloc + 1|, est une norme, puisque

| t4||o := sup . |u(x)| définit une norme. La convergence dans la norme supremum
|| - lloo est équivalente a la convergence uniforme sur Q. Si Q est compact, la norme
supremum et la norme maximale sur C(Q) coincident.

Il reste a montrer que C°7(Q) est complet. Soit (u,,) une suite de Cauchy dans C°7(1).
Alors, évidemment, (u,,) est aussi une suite de Cauchy par rapport ala norme ||.|| ., €t
par le critere de Cauchy concernant la convergence uniforme, il existe une fonction
u € C(Q)telle que ||u,— || — 0, n — 00. Parce que (u,,) est une suite de Cauchy dans
C7(Q), étant donné ¢ > 0, il existe N(¢) €N tel que [t]cor@ < € pour tout n, k > N(¢),
c’est-a-dire

| 0) = ) = (0 (1) = )| < elx =y,

pour tout n, k > N(¢) et tout x, y eq.

Puisque u, — u, n — 0o, uniformément sur {2, en faisant tendre k — oo, on a

\(un(x)— w(x)—(un(y)— u(y))\ <elx—yl,



Préliminaires

pour tout n > N(g) et tout x,y € Q. De cela, on conclut que u € C°7(Q) et [u, —

U]cor@ < € pour tout n > N(¢), ce qui implique ||u, — ¢||corgm — 0, n — 00.

THEOREME 1.3 (([31])): Soient £ un ouvert bornée de RY et 0 < y < 1. Alors I'injection

C7(Q2) — C(£2) est compacte.

Preuve.

Soit G un ensemble borné dans C°7(Q) c’est-a-dire

|ull ory < C  pourtout u€G,

ou C est une constante positive.

Alorson a

|lu(x)| < C pour tout x €9,

et

lu(x)—u(y)l < Clx—yl,

pour tout x,y € Q et u € G, c’est-a-dire que G est borné et équicontinu. Par consé-
quent, par le théoreme d’Arzela-Ascoli, '’ensemble G est relativement compact dans

C(£2), ce qui implique que I'injection C°7(2) — C() est compacte.

THEOREME 1.4 ([1, Theorem 1.34]): Soient Q un ouvert bornée de RY, m un entier positif

et 0 <y < 1. Alors l'injection C™7(Q) — C™(Q) est compacte.



Espaces de Lebesgue

Espaces de Lebesgue

Notions générales

DEFINITION 1.5

On définit 'espace de Lebesgue L”(Q2) par :

Pour1<p<+o00

L”(Q):{u:ﬂ—>R mesurable, flu(x)l”dx<+oo},
Q

]l Lry = (f |u(x)|pdx) )
Q

mini de la norme

Pour p =+00

L°°(Q):{u:Q—>R mesurable, supesslu(x)|<+oo},

x€

muni de la norme

[l 24| oo () = sup ess| u(x).
xe

LP(£2) est un espace de Banach pour 1 < p < oo et de Hilbert Pour p = 2 muni de

produit scalaire

(f,g)=Jf(JC)g(x)dx.
Q

PROPOSITION 1.1- 9|. Les assertions

suivantes sont vraies.
1. LP(Q2) est séparable pour 1 < p <400 et réflexif pour 1 < p < +00.
2. Le dual de L”(Q) pour 1 < p < +00 est isomorphe a L”'(Q) avec % + # =1.
3. LY(Q) est séparable, ni réflexif et son dual est L°(1).

4. L°°(Q) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L!(Q).




Préliminaires

LEMME 1.1 (Inégalité de Young [9])

Soient p et g deux réels strictement positifs tels que % I # = 1. Pour tout réel positif

aetb,ona

1 1 p
ab<—aP+—D>b".
p p’

LEMME 1.2 (Inégalité de Convexité [9])

Soienta >0, b >0etsoit1 <p <+00.0na

(a+b)’ <2P Y a? + b").

PROPOSITION 1.2-Inégalité de Holder [9]. Soient f e LP etge LP avec 1< p < 0o

et 5+, =1.Alors fg € L' et

flfgl <[l gLy

PROPOSITION 1.3 -Compacité L” — L7 [9]. Soit1 < p < g <+00.§i || < +00 alors

L9(Q2) c LP(R2). De plus, I'injection est compacte pour p < g.

Mode de convergence dans les espaces L”(f2)

DEFINITION 1.6: Convergence forte, convergence faible dans L?(1)

Soient p €[1, o0[ ,et {fn,f} une famille de L7 ().

* On dit que f, converge fortement vers f dans LP(2) et on note f, — f dans
LP(Q) si nEEl(J”fn‘f”Lﬂ(Q) =0.

* On dit que f, converge faiblement vers f dans LP({2) et on note f,, — f dans
LP(Q)si lim J(f,, ~f).g=0,VgeL” (@), avec L+ L =1.

n—-+00
Q

* Ondit que f;, converge faible x vers f dans L°°(2) et on note f, = f dans L*°(€2)
si liIJ‘rnoo (f,—f).g=0, VgelLl.

Q




Espaces de Lebesgue

PROPOSITION 1.4-19]. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faible o(E, E’)

et la topologie usuelle coincident. En particulier, une suite (x,,) converge faiblement si et

seulement si elle converge fortement.

THEOREME 1.5 ([9, 14]): Soit X un espace normé et supposons que x, — x (faiblement).

Alors :
1. (x,) est bornée dans la norme de X, c’est-a-dire sup || x,|| < oo.

2. Lalimite faible x de (x,,) est unique.

LEMME 1.3 (Lemme de Fatou [35])

Soit (f,,),, une suite de fonction mesurable, a valeurs dans [0, +0co[ on a

n—+00

fliminffn(x) dx < limi{gf fulx)dx.
Q

Q

PROPOSITION 1.5- 35]|. Soit1 < p < 400,
(fu), € LP(Q2) et f € LP(92). On suppose que

1. fi—f p-p dans.

2. il existe g € LP(Q2) telle que pour tout n€Nonalf,|<g p.p dansQ.

Alors

fn— f dans LP(Q).

La proposition suivante est la réciproque partielle du proposition 1.5.

PROPOSITION 1.6—[28]. Soient Q2 un ouvert de RY, et (f,,),cy une suite de fonctions
qui converge vers f dans L”(Q). Alors il existe une sous suite (f,, )cen €t une fonction g de

LP(92) telles que :

1. f,(x)—g(x) p.p.sur Q.

2. YkeN,|f, (x)|<g(x) p.p.sur Q.
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La proposition suivante est une généralisation de la proposition 1.5.

PROPOSITION 1.7 —[49|. Soit{f,}une suite de fonctions mesurables sur E qui converge
ponctuellement presque partout sur E vers f. Supposons qu'il existe une suite {g,} de
fonctions mesurables non négatives sur E qui converge ponctuellement presque partout

sur E vers g et domine {f,} sur E dans le sens ol

|f,.| < g, sur E pour tout n.

limfgnzf g < oo,
limen:f f.
n—oo 5 5

La proposition suivante donne le lien entre la bornitude et la convergence faible dans

Si

alors

les espaces de Lebesgues réfléxifs.

PROPOSITION 1.8-8]. Soit 1 < p < oo et soient f, des fonctions dans L”(u) conver-
geant presque partout (ou en mesure) vers une fonction f. Alors, une condition néces-
saire et suffisante pour la convergence de {f, } vers f dans la topologie faible de L”(u) est

la bornitude de {f, } dans la norme de L”(u).

Opérateurs de Nemytskii (opérateurs de superposition)

DEFINITION 1.7: (Fonction de Carathéodory)

Soit f : 2 x R— R. On dite que f est de Carathéodory si:

1. f(., s):Q2— R mesurable pour tout s €,

2. f(x,.):R— R continue presque partout x € Q.




Espaces de Sobolev

DEFINITION 1.8: (Opérateur de Nemitski)

Soient u : Q2 — R et f € C(Q x R). I'opérateur Ny défini par (N u)(x) = f(x, u(x)) est

appelé opérateur de Nemitski relatif a f.

THEOREME 1.6 (Continuité de 'opérateur de Nemytskii[43]): Si f est de Carathéodory et elle

existe une fonction positive a € L”'(Q) et une constante b > 0, tels que

|f(x,t) <a(x)+b|t|P.

alors I'opérateur de Nemytskii est continu de L”(€2) dans L”' ().

Espaces de Sobolev

DEFINITION 1.9: (Espaces de Sobolev (W17(Q)))

On définit I'espace de Sobolev W?(Q),pour 1 < p <+o00 par:

WP Q) ={uel’(Q), Vue(L’Q)"},
muni de la norme

||u||wlvp(§z)=

max (|| ull ooy, IV tell o), si p = o00.

Pour p =2, 'espace W1?(2) noté H'(f2) est de Hilbert muni du produit scalaire

(1, V) i) = (U, V) 120 + (VU, V) 12(q),

et de la norme

D=

el = (11l + IV 2,0 ) -
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PROPOSITION 1.9-Complétude, séparabilité, et réflexivité de W'7(Q) [1, 9] .
L'espace W1P(Q) est un espace de Banach, et séparable pour 1 < p < +00, et réflexif

pour 1 < p <+00.

DEFINITION 1.10: (Espaces de Sobolevi,” (1))

Soit 1 < p < +00. On note Wol’p (©2) 1a fermeture de 2(2) dans W'P(9), (c’est-a-dire
——wlr(Q)

W,'(@Q):=2@Q) )

. . . P . 1, . .
Le théoréme suivant donne une Caractérisation de I'espace W, " (Q2) via le théoreme de

trace (voir [48])

THEOREME 1.7: On suppose que ) est un ouvert borné régulier de RY. Alors

Wy P (@) ={ue W"(Q);  vln=0}.

DEFINITION 1.11: (Espace de Sobolev W~17'(Q2))

Lespace de Sobolev W~17'(Q) est le dual topologique de I'espace Wol’p (Q2); c'est-a-

. . e s e . 1,
dire : 'espace vectoriel de toutes les formes linéaires continues sur W P(Q).

DEFINITION 1.12: (Convergence faible, convergence forte dans W17 (Q))

Soient p €[1,+00] et {fn,f} une famille de W17(9Q).

 On dit que f,, converge fortement vers f dans W'”(Q) et on note f, — f dans

WhP(Q) si

fu— fdansLP(Q) et Vf,—VfdansLP(Q).

e On dit que f, converge faiblement vers f dans W?(Q) et on note f, — f dans

WP (Q) si

f,— fdans L”(Q) et Vf,— V[ dansL"(Q).

10



Espaces de Sobolev

THEOREME 1.8 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov [41]):

Soit Q un ouvert borné de R" et de classe 6!, on a:

* Si p < N, alors I'injection WP (Q2) — L9(Q) est compacte pour g € [l,p*) oll = =

1
N-

= |~

* si p =N, alors I'injection WP (2) — L9(Q2) est compacte pour ¢q €[1,+00)

* Si p > N, alors I'injection W'P(Q) — C(Q) est compacte. En particulier I'injection

WLP(Q)— LP(Q) est compact pour tout p €[1,+00)

THEOREME 1.9 (([1, Theorem 4.12])): Soit 2 un domaine suffisamment régulier de R", avec

N>1,p>Net0O<y<l— %. Alors I'injection W2?(Q) — C'7(Q) est continue.

THEOREME 1.10 (Inégalité de Poincaré [30]): Soit £ un ouvert borné de R". Alors, il existe

une constante positive C = C(12) telle que :
lulle < ClIVull, VueH)(Q).

Par conséquence I'application u — ||V ul|;» définit une norme sur Hy(Q), équivalente a

la norme usuelle de H'().

THEOREME 1.11 (Meyers-Serrin[30]): Soient u € H'(Q). Alors il existe une suite u,, € € ()N
H'(Q) telle que u,, — u dans H(Q).

THEOREME 1.12 (Stampacchia): Soit f une fonction de 6¢*(R) vérifiant f(0) = 0, dont la

dérivée est bornée. Alors pour tout u € H'(2) ona f(u) € H(Q) et

Vi,1<i<N, i(fou):(f’ou) 2

.p- Q.
ax, ox, p.p. dans

Preuve.
D’apres le théoréeme 1.11, il existe une suite de fonction (u,,),, de € °°(Q)N H(2) qui

converge vers u € H'(Q). Soit ¢ € 6,°(Q2). Tout d’abord, on va montrer que

2% o .
ff(u")ﬁ_x,-dx_)ff(u)axidx Vi=1,---,N. 1.2)

Q Q

11
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En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient

174" 5(,0
ff(un)a—xid Jlf(u) fu,)l 8x |dx
Q
flf(u) fu,)l dx)
”Jf fdi dx ﬂ—)

2o 2
<I1f N ooy Jm—unﬁdx ﬂ%\ d

Q Q

IA

IA

2

<C flu—unlzdx
Q

Ainsi, en faisant tendre » vers I'infini, on obtient le résultat désiré.

Ensuite, en utilisant I’égalité (1.2), et I'intégration par partie, on obtient

¢
T
dx im Jf(”")axi dx

n—+00

Q
_nE,IPooff/(”")a Tpdx
Q
:—ff/(u)a—iSde
Q
:—J(f’ou)—}pdx
2 1

Finalement, on va prouver que f(u)€ H'(f2). Le fait que

<Nl ooyl el

|f ()l =1f(u)—f(0)| = Uf’(t)dt
0

12



Minimisation d'une fonctionnelle

alors X 1
flf(u)lzdx <N f o) Jlulzdx < 00,
Q Q
et ) )
,, L oul? , ou|?
ff(u)axi dx | <If' oo ﬂax,. dx | <oo.
Q 0

I Minimisation d’une fonctionnelle

DEFINITION 1.13: (Dérivation au sens de Fréchet [ ])

Soient X un espace de Banach, U un ouvertde X et I : U — R une fonctionnelle. On

dit que I est (Fréchet) différentiable en u € U s'il existe A € X’ tel que

Iu+v)—I(u)—Av
1 = =
llv]l—0 |v]|

(1.3)

DEFINITION 1.14: (Dérivation au sens de Gateaux [ ])

Soient X un espace de Banach, U un ouvertde X et I : U — R une fonctionnelle. On
dit que I est différentiable au sens de Gateaux en u € U s'il existe A € X’ tel que, pour

toutve X,
. Hu+tv)—I(u)
lim =
150 t

=Av. (1.4)

DEFINITION 1.15: (Fonction convexe [ ])

Soit I C R. Une fonction f : I — R est dite convexe si

fix+(A=1)y)<tf(x)+A—=1)f(y) (1.5)

pour tout x, y € I et chaque t €[0,1].

On dit que f est strictement convexe si I'inégalité ci-dessus est stricte lorsque x # y

13



Préliminaires

etre(0,1).

DEFINITION 1.16: (Fonction semi-continue inférieurement [ ])

Soit X un espace topologique, x, un point de X et f : X — R une fonction. On dit que

f semi-continuité inférieure en x; si:

liminf f(x) > f(x,) (1.6)

X— Xy
et [ est dite semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue
inférieurement en tout point de X, ou encore si et seulement si {x € X : f(x)> a} est

un ouvert pour tout o € R.

THEOREME 1.13 ([29]): Tout ensemble convexe fermé pour la norme dans un espace de

Banach X est fermé pour la topologie faible.

THEOREME 1.14 ((Minimiseur relatif [52])): On suppose que V est un espace de Banach
réflexif muni de la norme || - ||, et soit M C V un sous-ensemble faiblement fermé de V.
On suppose que J : M — RU {+00} est coercive et (séquentiellement) faiblement semi-
continue inférieurement sur M par rapporta V, c’est-a-dire que les conditions suivantes

sont satisfaites :

1. J(u)— oo lorsque ||u|| — oo, avec u € M.

2. Pourtout u € M, et pour toute suite (u,,) dans M telle que u,, — u faiblement dans
V,ona:

J(u) < lip(i)glf](un).

Alors J est bornée inférieurement sur M et atteint son infimum dans M.

14



Minimisation d'une fonctionnelle

Preuve.
Soit

inf = m

et soit {u,,} C M une suite minimisante, i.e.

lim J(u,)= inf J(u)=m. 1.7

n—+o0o ueM

Supposons que ||u|| — +00, alors par coercivité, on a J(u,,) — +00, ce qui contredit
le fait que J(u,) — m < +oo0.
Donc, la suite {u, }est bornée dans V. Puisque V est un espace de Banach réflexif et

que {u,} est bornée, il existe une sous-suite {u,,; }, tel que
Uy — u, ueVv.

Mais M est faiblement fermé, donc u € M. Par J est faiblement semi-continue infé-
rieurement :

J(u) < lilzninf](unk) :jnﬂgj(ﬁ)z m.

On aaussi m < J(u),
donc

J(u)=m.

Dongc, J atteint son infimum sur M.

15



Principes du maximum, régularité
elliptique et problémes de valeurs
propres

Dans ce qui suit £2 désigne un ouvert borné de RY avec N > 2.

Principes du maximum

Le principe du maximum est une caractéristique importante des équations elliptiques
du second ordre qui les distingue des équations d’ordre supérieur et des systemes d’équa-
tions. En plus de ses nombreuses applications, le principe du maximum fournit des estima-
tions ponctuelles qui conduisent a une théorie plus définitive que ce qui serait autrement
disponible.

Dans cette section, on établit le principe du maximum pour des équations aux dérivées

partielles elliptiques du second ordre.

Les méthodes du principe du maximum reposent sur ’'observation suivante : si une
fonction u € C?(Q) atteint son maximum sur un ensemble ouvert Q en un point x, € Q,

alors

Du(x,)=0, D?u(x,)<0. 2.1)

La derniere inégalité signifiant que la matrice symétrique D*u = ((u,, x;)) estnondéfinie-
positive en point x,.
De plus, on devra exiger que les solutions u soient au moins de classe C?, afin qu'il soit

possible de considérer les valeurs ponctuelles de D u, D?u.

On introduit I'opérateur différentiel du second ordre

N N

Lu==> au, + > by, +cu, 2.2)

i,j=1 i=1

DEFINITION 2.1: (Ellipticité uniforme )[ , ]

On dit que 'opérateur aux dérivées partielles L est uniformément elliptique s'il existe

16



Principes du maximum

une constante a > 0 telle que

N
Z aij(x)§i§j2a|§|2 pour tout x €, £ eRY. (2.3)
i,j=1

.....

petite valeur propre est supérieure ou égale a a.

On suppose désormais que les coefficients a; ;, b; et ¢ sont des fonctions appartiennent

Jj»

a 6°(Q). Sans perte de généralité, on suppose la condition de symétrie

al-j=6lj,~ (l,]zl,,N) (24)
Evidemment, 'opérateur de Laplace —A satisfait ces conditions. L objectif de cette sec-

tion est de démontrer des principes du maximum pour les solutions de Lu =0.

Principe du maximum faible

Pour de nombreuses applications, il suffit d’avoir le principe du maximum faible sui-
vant. Tout d’abord, on détermine les conditions sous lesquelles une fonction atteint néces-

sairement son maximum (ou son minimum) sur la frontiére.

THEOREME 2.1 (Principe du maximum faible [21, 27]):

On suppose que u € C4(Q)N C(R2) et ¢ =0 dans Q.

1. Si u satisfait

Lu<0 dans9, (2.5)
alors
mﬁax u=maxu.
2. Si u vérifie
Lu>0 dans(, (2.6)

17
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alors

min # = min u.
o o0

Remarque 2.1. Une fonction satisfaisant (2.5) est appelée une sous-solution. On affirme
donc qu'une sous-solution atteint son maximum sur 9X). De méme, si (2.6) est vérifiée, u

est une sur-solution et atteint son minimum sur o).

Preuve.

1. Etape 1 : Cas d’une inégalité stricte. On suppose que 'on ait

Lu<0 dans9, 2.7

et qu’il existe un point x, € {2 tel que
u(x,) =maxu. (2.8)
Q

En un tel point x,, on a les propriétés suivantes :

(a). Le gradient de u s’annule :
uy(x)=0 pouri=1,...,N.

(b). La matrice hessienne (uxi %; (xo)) .y ©st semi-définie négative, c’est-a-

i,j=1,
dire :

N
Z Uy, (%)E;€; <0 pour tout & eRY.

i,j=1

Puisque la matrice (uxl_xj (xo))l, J— est semi-définie négative toutes ses va-

leurs propres A sont négatives ou nulles :

A <0 k=1, N.

18
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Ainsi, on peut écrire :

X N
2, st ()= > () (Z Akaz)s‘kf))

i,j=1 i, j=1
! b 2.9)

ol A; sont les valeurs propres de (u,,,,(xo)) et & les vecteurs propres corres-

pondants.

Appliquant la condition d’ellipticité (2.3) a (2.9), on obtient :

N N
D (X0t (X)) S @ > AklEi
i,j=1 k=1

<0.

Par conséquent,
N
=

Lu(xp)=— Z aij(xo)uxixj(xo) = 0.

i 1

Cela contredit I'hypothése Lu < 0. Ainsi, un maximum intérieur ne peut pas

exister, et le maximum de u est nécessairement atteint sur la frontiere 9.

Etape 2 : Cas d’'une inégalité large. Dans le cas général o1 (2.5) est vérifié, on
pose

u(x)=u(x)+ee* (xeq),

ol A > 0 sera déterminé ultérieurement et € > 0. La condition (2.3) implique

a;(x)=za(i=1,...,N, x €Q). Par conséquent,

Lu=Lu+eL(e™)
<ee*[-Aay +Ab |
<Aee’™ [—Aa+||b|| ]

<0 dansQ,

a condition de choisir A > 0 suffisamment grand. Alors, selon les étapes 1 et 2
ci-dessus, maxg u¢ = max,q u. Faisons tendre € — 0 pour obtenir maxg u =

max,q u. Ceci prouve (1).
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2. Puisque —u est une sous-solution des que u est une sur-solution, I’assertion (2)

en découle directement.

On adapte maintenant le principe du maximum pour tenir compte d'un coefficient

d’ordre zéro c positif.
THEOREME 2.2 (Principe du maximum faible pour ¢ > 0[21,27]): On suppose que u € C2(2)N

C(Q) et ¢ >0dans Q.

1. Si u satisfait

Lu<0 dans9,

alors

max i < max u. (2.10)
Q

2. De méme, si u vérifie

Lu>0 dans?,

alors

minu >—maxu . (2.11)
Q 29

Remarque 2.2. En particulier, si Lu =0 dans 2, alors

max|u| = max|u|. (2.12)
Q o0

Preuve.

1. Soit u une sous-solution et on pose G :={x € Q| u(x) > 0}. Alors
Ku=Lu—cu<—cu<0 dans G.

Lopérateur K n’a pas un terme d’ordre zéro, et par conséquent le Théoreme 2.1
implique

maxu =maxu =maxu".
G oG 29

Ceci donne (2.10) dans le cas ou G # 0. Sinon, u < 0 partout dans €, et (2.10)

suit également.

2. L’assertion (2) découle de (1) appliqué a —u, dés que (—u) = u".
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Régularité elliptique

Régularité elliptique

Dans cette section, on rappelle quelques estimations fondamentales pour les équations
Lu = f ou L est un opérateur elliptique de type (2.2). Une référence de base est Gilbarg-
Trudinger [24].

Estimation uniforme dans I’espace C27()

THEOREME 2.3 ([35, 24]): Soient Q un domaine régulier de RY, L un opérateur elliptique
de type (2.2), et u € C?7(Q) une solution de Lu = f dans §, ou1 f € C°7(Q) et les coeffi-

cients de L vérifient la condition (2.3) et

”aij ||c0,r(§)r | bi”co.r(ﬁy llc ||c0,r(§) <A

Soit p € C>7(£2), et on suppose que u = ¢ sur 952. Alors

||u||c2yr(ﬁ) <C (”u”CO(ﬁ) + ||(P||c2yr(§) + ||f||c0.r(ﬁ))

ol C > 0 est une constante dépend de N, 7, a, A et du domaine €.

Démonstration. Voir [24, Theorem 6.6., page 98]. ]

Estimation uniforme dans les espaces W?”?(()

THEOREME 2.4 ([35)): Soit Q un ouvert borné de classe C'!, a,; € C°(Q) et b;, ¢ € L*°(9).
Pour tous f € LP(Q2) et g € W*P(£2) avec 1 < p < 409, il existe un unique u € WP(Q) une

fonction telle que

Lu = f presque partoutdans (), u—ge Wol’p (Q),

avec |'estimation

lullw2r@) < C, (”f”LP(Q)+ ||g||W2vP(Q))r

ou C, ne dépend pas de f et g.
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Principe de comparaison faible.

THEOREME 2.5 ([44]): Soient u,, u, € H;(Q) satisfont

—Au, <—Au,, Dans(, (ausens faible)

Uy < Uy, sur Q).

Alors, u; < u, p.p. dans Q.

Preuve.

Soient u,, u, € Hy () deux fonctions telles que
—Au, <—Au, au sens faible.

Cela signifie que, pour toute fonction de test ¢ € H /() telle que ¢ > 0,0n a:

f Vu, .Vodx sf Vu, Vodx.
Q Q

Posons ¢ = (u; — u,)*, qui appartient a H;(Q2) par le théoréme 1.12. Alorson a:

f V(uy,—uy).V(u,—u,)tdx <0.
Q
Mais on remarque que :

Vit — 1) = V(iu,—u,) sif, u,>u,
17— U2 -
0 sinon.

Donc

f |V(u1— u2)+|2 dx <0.
0

Cela implique :
V(u, — u,)* =0 p.p. dans Q,

ce qui donne que (u;, —u,)" =0, donc u, < u, p.p. dans Q.

22



Problémes de valeurs propres pour La...

Problemes de valeurs propres pour Laplacien

Dans cette section, on se concentrera sur le probleme de valeurs propres.

—Au=Au, dansq,
(P) (2.13)
u=0, sur 91).

DEFINITION 2.2

On dit que A est une valeur propre si (P,) admet une solution. Cette solution est ap-
pelée une fonction propre correspondant a la valeur propre A.

La premiere valeur propre A, est définie par :

)Ll:inf{f Vw|*dx: weHol(Q),f V(x)lwlzdle}.
Q Q

THEOREME 2.6 ([19, 25, 52]): Soit u € H;(2) \ {0} une fonction propre associée a A,. Alors
u e L*(Q).

THEOREME 2.7 ([5, 18, 37, 19]): Si u est une solution de (P;), alors u € C'7(£2). De plus,
si u >0, alors u > 0 dans Q et 3 < 0 sur 99, olt v désigne le vecteur normal unitaire

extérieur a €.

THEOREME 2.8 ([44, Lemma 1.4.5)): La premiére valeur propre A, est simple, c’est-a-dire
que si u, v sont deux fonctions propres correspondant a la valeur propre A, alors u = av

pour un certain «.

THEOREME 2.9 ([44, Lemma 1.4.3)): Toute fonction propre ¢, correspondant a A, ne change

pas de signe dans (2 : soit ¢; > 0, soit ¢; <O0.
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Méthode de sous et sur-solutions
classiques pour un probleme sémi-
linéaire

Mise en ceuvre de la méthode

Soit © un domaine borné régulier de R, et f : O x R — R une fonction continue telle

que f est de classe C! par rapport a la deuxiéme variable.

On considere le probléme aux limites non linéaire de type Dirichlet suivant :

—Au=f(x,u), dansQ,
u=0, sur 09,

(3.1)

DEFINITION 3.1

Une solution du probleme (3.1), est une fonction u € C*(Q)N C(Q) qui satisfait (3.1).

DEFINITION 3.2: (Sous-solution)

Une fonction u € C2(2)N C(Q) est dite sous-solution du probléme (3.1) si

—Au< f(x,u), dans?,

(3.2)
u<o, sur 2.
DEFINITION 3.3: (Sur-solution)
Une fonction % € C4(Q)N C(Q) est dite sur-solution du probléme (3.1) si
—Au> f(x,u), dans,
flx,u) 3.3)

u=>0, sur 2.
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Mise en ceuvre de la méthode

THEOREME 3.1: Soit u (resp., u) une sous-solution (resp., une sur-solution) du probléeme
(3.1) telle que u < u dans Q. Alors il existe une solution u du probleme (3.1) satisfaisant

uusu.

Preuve.

La preuve est basée sur la méthode des itérations monotones développée par Amann
[3] et Sattinger [51].

Soit g(x,u) := f(x,u)+ au, ol a est une constante réelle. On peut choisir a > 0
suffisamment grand pour que I'application R > u — g(x, u) soit croissante sur

[u(x), u(x)], pour tout x € Q. Pour cela, il suffit que a >0 et
a > max{—f,(x, u); x €Q, u € [u(x),u(x)]}.

Pour ce choix de a, on définit la suite de fonctions u,, € C%(Q2) N C(Q) comme suit :

Uy, = u et, pour tout n > 1, u,, est 'unique solution du probleme linéaire suivant :

—Au,+au,=g(x,u,_;), dans$,
n n g n—1 (34)
u,=0, sur dQ.

On a besoin du lemme suivant.

LEMME 3.1

La suite (u,,),, vérifiant :

IN
N

U=UyS U S-S U, S U S

Preuve du Lemme 3.1 Nos arguments utilisent de maniére essentielle le principe

du maximum. Ainsi, pour prouver que u; > u, nous avons, par la définition de u,,

—Au,+au,=g(x,u), dansQ,
1 1=8(x,u) (3.5)
u, =0, sur 9.

En soustrayant (3.2) de (3.5), on obtient :
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Méthode de sous et sur-solutions...

—A(u,—u)+a(lu,—u)>g(x,u)—g(x,u)=0, dans?, 3.6
u,—u=0, sur 9. '

Puisque I'opérateur —A+a est uniformément elliptique, par le théoreme 2.2, il s’en-
suit que u, > u dans 2. Pour la preuve de u; < u, on observe que u > 0 = u; sur 92

et, pour tout x €},

—Alu,—u)+a(u,—u)<glx,u)—glx,u)<0,

par la monotonie de g. Le théoreme 2.2 implique u, <u.

Il reste a prouver que

Up < Up < u.

En tenant compte des équations satisfaites par u,, et u,,, on obtient

_A(urH—l - un)+ a(un+l - un) = g(x’ un)_g(x’ un—l) >0, dans(, 3.7)

Upy— U, 20, sur 012,

ce qui implique u,,,, > u,, dans €.

D’autre part, par

—Au+au>g(x,u), dans Q,

u=>0, sur 21,

et la définition de u,,,ona

—A(U—tp)+alu—u,,)>glx, u)—g(x,u,)>0, dans Q,

U— Uy 20, sur 1.

Encore une fois, par le théoréeme 2.2, on déduit que u < u,,,; <u dans 2, ce qui com-
pléete la preuve du lemme 3.1.

Il s’ensuit qu'il existe une fonction u telle que, pour tout x € (2 fixé,

u,(x),/” u(x) quand n— oo.

Notre objectif est de montrer qu’on peut passer a la limite dans (3.4).
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Mise en ceuvre de la méthode

Posant

g.(x):=g(x,u,(x)) pourtoutx e, VneN,

et

M = max{||ullcog 1@l com} -

Puisque [|u,||com) €10, M] et que g est une fonction continue, la suite (g,)) est bornée
dans L*°(02)(2), et donc dans chaque espace LP(Q2) pour 1 < p < o0o. Par le théoreme
2.4, la suite (u,,) est bornée dans W2P(Q) pour tout 1 < p < co. D’apres le théoreme
1.9, 'espace W2?(Q) s'injecte contintiment dans I'espace C7(Q) pour 0 < y < 1—%, a

condition que p > N. Cela implique que (u,,) est bornée dans C"7(Q2). Ensuite, par le
théoréme 2.3, on déduit que (u,,) est bornée dans C?7(Q). Par le théoréme 1.4, 1'espace
C21(Q) s'injecte de maniére compacte dans C 2(Q). Ainsi, en passant éventuellement

a une sous-suite, on obtient

U, — U dans C?(Q). (3.8)

Puisque la suite est monotone, on en déduit que la suite entiere converge vers u dans

C?(Q). En passant a la limite dans (3.4) lorsque n — 00, on obtient que u est une

solution du probleme (3.1).

Remarque 3.1. La méthode de démonstration précédente fonctionne également si l'on rem-
place U'hypothese selon laquelle f est de classe C' par rapport a la deuxiéme variable par

I'hypothese plus faible que f est localement lipschitzienne (voir [35, théoreme 5.17]).

EXAMPLE 3.1

Soit ={(x,y)eR?* x>+ y%<1}.0n consideére le probleme

—Au+u’=1, dans,
3.9
u=0, sur 1.

Montrer que le probleme (3.9) admet au-moins une solution u € C%(Q2)N C(Q).
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SOLUTION.
On définit f(¢t)=1—t°. Prenant u = 1, alors

—AT=0= f(T)

et >0surdQ.
Définissant u =0, alors

—Au

0< fu)=1

et u <0surdf.

—Au+u’=1<< —Au+au=1—-u’+au.

Ainsi, on définit g(t)=1—t>+at.

Pour que g soit croissante sur [0,1] (puisque 0 = u < u < u = 1), choisissant par
exemple a =5, alors g’(t)=5—5¢*>0.

Ainsi, par le théoréme 3.1 il existe une solution classique u au probleme (3.9) telle

que u < u < u presque partout dans €.

EXAMPLE 3.2

Soit Q= {(x, y)ER? x*4+y*< 1}. On considere le probleme

—Au=1+u? dans,
(3.10)
u=0, sur 2.

Montrer que le probléme (3.10) admet au-moins une solution u € C*(Q)N C Q).

SOLUTION.

La fonction u = 0 est une sous-solution, car u € C*(2)N C°(Q) et

—Au=0<1+u* dansQ, u<0 surdQ.

On définit
ux,y)=1—x*—y* Vx,yeq.
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Mise en ceuvre de la méthode

Alors T € C3(Q)N C°(Q) et U, > 0.
Puisque
—AU=4>1+(1—x*—y?P=14+7" dans,

alors u est une sur-solution. Comme u < u dans £, par le théoreme 3.1 il existe, une

solution classique u au probleme (3.10) telle que u < u < u presque partout dans Q.

EXAMPLE 3.3

Soit Q un ouvert borné régulier de RY. Montrer que le probléme

—Au=sinu, dansf),
(3.11)
u=0, sur 91).

admet au-moins une solution u € C4(Q)N C(f).

SOLUTION.

Etape 1. Construction d’une sur-solution.

—Au=1, dans(,

u=0, sur o).

Etape 2. Construction d’une sous-solution. On cherche une sous-solution de la
forme u =€y, >0 dans (.
—Au=¢erlp,=Au<sinu.
Remarque 3.2. Il existe 6 >0 tel quesinz — A,z >0 pour tout z €[0,0].
b

Choisissant € = Tole on obtient0 < u < 9.

EXAMPLE 3.4
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Soit Q un ouvert borné régulier de RY. Montrer que le probléme de Fisher stationnaire

—Au=u(l—u), dans®,
(3.12)
u=0, sur 91

admet au-moins une solution strictement positive u € C?(Q)N C(£2).

SOLUTION.

Clairement, u = 0 est une solution. Si I'on suppose que le domaine {2 est régulier et
que la premiere valeur propre de Dirichlet pour I'opérateur de Laplace est A, < 1,
on peut montrer qu’il existe une solution qui est positive dans 2. En fait, u = 1 est
une sur-solution. On va maintenant construire une sous-solution positive. Soit ¢,
la fonction propre normalisée non négative associée a A,. D’apres le théoreme 2.8,
on sait que ¢, > 0 dans ©, et d’apres la régularité elliptique, ¢, € C3(Q)N C(Q). Soit
u =¢p,.0Onaffirme que, si ¢ est positif et suffisamment petit, © est une sous solution.

En effet, puisque —Ay, =A,¢,,0na
—Au—u(l—u)=ep,(A,—1+¢¢)). (3.13)

Choisissant ¢ = ﬁ, le membre de droite de (3.13) est négatif, et par conséquent
u est une sous-solution.

D’apresle théoréme 3.1, on en déduit 'existence d'une solution u telle que u < u < 1.

EXAMPLE 3.5

Soit Q un ouvert borné régulier de RY. Montrer que le probléme

—Au=1—|u|, dans(,
(3.14)

u=0, sur 99

admet au-moins une solution u € C3(Q)N C(Q).
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SOLUTION.

On observe que f(¢) = 1—|¢| satisfaitles conditions du théoreme 3.1. De plus, comme
il est facile de le voir, les fonctions u = —1 et u = 1 sont respectivement des sous-
solutions et sur-solutions du probléme (3.14), vérifiant u < u. Par conséquent, il

existe une solution classique u au probleme telle que u < u <u.

EXAMPLE 3.6

Soient Q un ouvert borné régulier de RY et p > 1. Montrer que le probléeme

—Au=1—|ulP, dans$,
(3.15)
u=0, sur 2.

admet au-moins une solution u € C4()N C(Q).

SOLUTION.
Pour p > 1, satisfait également les conditions du théoréeme 3.1, et u =—1 et u = 1 sont
respectivement des sous-solutions et sur-solutions du probleme (3.15), vérifiant u <

u. Par conséquent, il existe une solution classique u au probleme telleque u < u <u.

EXAMPLE 3.7
On suppose que 2 C RY soit un domaine borné et régulier, et que K (x) soit une fonction

réguliere sur Q satisfaisant —c, < K(x) < 0. On considere le probleme

Au+K(x)e*=0 dans
(3.16)
u=0, sur 21).

admet au-moins une solution u € C3(Q)N C().

SOLUTION.

1. Sur-solution :

La fonction 7 = 0 est une sur-solution, car u € C%(Q)N C(Q) et

—AT =0, et K(x)e"=K(x),
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comme K(x)<0,
donc:

—Au=0>K(x) dansf, u<0 surdq.

. Sous-solution :

on considere le probléme :

—Ap =1, dans Q,
(3.17)
¢ =0, sur 9.

@ >0.

On définit :u =—c,p, ¢, > 0. On obtient

car—c, < K(x)et0< e %%, donc

—Au < K(x)e* et u=0 sur 9.

Donc u =—c,¢ est sur-solution.

D’apreés le théoréme 3.1, on en déduit 'existence d'une solution u telle que u < u <

EXAMPLE 3.8

Si K(x) et f(x) sont des fonctions régulieres satisfaisant K(x), f(x) <0 dans le domaine

borné Q2 c RY, montrer que

Au+K(x)u?*= f(x) dans
u=0, sur 9.

(3.18)

admet une solution réguliére unique u.
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SOLUTION.
Etape 1. Construction d’une sous-solution.

Puisque f(x) <0, on choisit :
u=0, alors Au+ K(x)u*=0> f(x), et u <0 sur 9.

Donc u =0 est sous-solution.

Etape 2. Construction d’une sur-solution.
On définit u =M >0,

choisissant

M?*K(x)< f(x)<0.

On obtient
AU+ K(x)u=K(x)M*< f(x) et =M >0 sur 99Q.

Donc u = M est sur-solution.
D’apres le théoreme 3.1, on en déduit 'existence d'une solution u telle que 0 < u <

M.

o Unicité

supposons qu’il existe deux solution u,, u,. On considere le différence :
—A(u; — up) = K(x)(uf— US) = K(x)(uy — up)(uy + uy).
Utilisons une identité d’énergie en multipliant par u, — u, et intégrant
f IV (1, — w,)* d x :j K (x)(uy — up)* (1 + up)d x
Q Q

Mais puisque K(x) < 0 et u; + u, > 0, le second membre et non positif, alors

ue le premier est positif, sauf si #, = u,. Donc u, = u,, d’ot1 'unicité.
1 2 1 2

EXAMPLE 3.9

Pour un domaine borné et régulier 2 de RY, on considére le probléme de valeur propre
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non linéaire
Au+Af(x,u)=0 dans
A ) (3.19)
u=0, sur 21).
ol f :Q x R satisfaisant
f(x,t)estde class C” par rapporta x €Q, C' par rapporta t €R, (3.20)
f(x,£)=0 pourtout(x,t), et f(x,t)>0 pourtoutt > 0. (3.21)

Nous nous intéressons aux solutions non négatives u € C%(Q)N C(Q).
1. Si u est une solution non négative, alors soit u est positive dans 2, soit u =0.
2. Si f(x,0)> 0, montrer qu’il existe A, > 0 pour lequel une solution positive u, existe.

3. Si f(x,0) > 0 et A; > 0 admet une solution positive u#;, montrer qu’il existe une

solution positive 1, pour tout0 < A < A,.

SOLUTION.

1. Soient u € C*(Q)N C(Q), x, €, telle que :

u(x,)=0.

Cela signifie que u atteint un minimum intérieur en x,.
comme u >0, et Au=—Af(x,u)<0 (car f(x,u)>0), alors Au <0.

Donc par le principe du maximum fort, soit # =0, soit © > 0 dans 2.

2. Etape 1. Construction d’une sous-solution.

Prenons u=0.0n a:

Au+Af(x,u)=Af(x,0)>0, et u=0<0 sur .

Donc u est une sous-solution.

Etape 2. Construction d’une sur-solution.
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Applications de la méthode

Soit ¢, la premiere fonction propre du Laplacien :

_A¢1 = A‘lqbl’ DanS Q,
¢,=0, sur €.

Prenons u = £¢,, avec € > 0 petit.
Au+Af(x,u)=—er o, +Af(x,e9,).

Pour ¢ petit, f(x,e¢,)~ f(x,0)> 0, donc on peut choisir A suffisamment petit
pour que :

Au+Af(x,u)<0, etu=0=>0 surdQ

Donc u est une sur-solution.
D’apres le théoreme 3.1, on en déduit I'existence d'une solution u, telle que

0<u, <u.

Applications de la méthode

Application 1. (Sattinger [51])

Soit A, la premiére valeur propre de —A définie sur un domaine borné 2 dans RY. On

considere le probléme non linéaire

—Au=Au—bu® dansQ,
(P) (3.22)
u=0, sur €.

oub>0etAeR.

THEOREME 3.2:
a) SiA<A;,leprobléme (P)n’a que la solution triviale u = 0.

b) SiA> A, le probleme (P) a au moins deux solutions, une positive et une négative.
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Preuve.
a) On suppose qu'’il existe une solution non triviale #. En multipliant I'’équation

par u et en intégrant par parties, on obtient

f |V ul =j Au—bu’.
Q Q

Par I'inégalité de Poincaré,
)LlJ u? SJ Vul?,
Q Q

(AI—A)J u’ S—bJ ut.
Q Q

Dela, on déduitque u=0si A< A,.

donc

b) Eneffet, si ¢, estune fonction propre positive associée a A,, on peut vérifier que
£y, est une sous-solution si £ > 0 et suffisamment petit, et une sur-solution si
¢ <0 et petit en valeur absolue. D’autre part, K est une sur-solution pour K >0

grand et une sous-solution pour K < 0 et grand en valeur absolue.

Application 2. (Probléme sous-linéaire [16, 26])

On considere le probleme

—Au=Au4, dansQ,
u>0, dans (), (3.23)
u=0, sur 21},

oul0<g<1l.
Montrer que le probleme (3.10) admet au-moins une solution.
SOLUTION.
La fonction f(t)= 19,0 < q < 1, est de classe C7 et croissante. Par conséquent, elle

satisfait les conditions du théoréme 3.1. Construisons des sous-solutions et des sur-

solutions ordonnées.
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Applications de la méthode

Etape 1. Construction d’une sous-solution. Considérons le probléme aux valeurs
propres

—Ap,=2A,p, dans,

¢,=0 sur 09,

(3.24)

ol1 A, estla premiére valeur propre de —A. Soit ¢, € H} ()N L*°(2) la fonction propre

associée. D’apres le théoreme 2.7, ¢, € C'7(£2) pour un certain y € (0,1) et ¢,(x)> 0

pour tout x € Q2. Choisissons ¢ > 0 suffisamment petit pour que

e pi(x)] <1, Vxed, (3.25)

Définissons u = £¢,. En utilisant I'’équation aux valeurs propres et I'inégalité (3.25),
on obtient :

—A(ep,)=€e(—Ap,)=€A,p, <(ep;)? dans Q. (3.26)

Puisque €, =0sur 91, u = €y, est une sous-solution du probleme (3.23) pour € > 0

suffisamment petit.

Etape 2. Construction d’une sur-solution. Soit e >0, e € C°°(Q) I'unique solution

du probleme
—Ae=1 dans(,
(3.27)
e=0 sur 9.
Choisissant une constante k > 0 telle que
K> lell?, VxeQ. (3.28)
Alors,
—A(ke)=k(—Ae)=k > (ke)? dans Q, (3.29)

et puisque ke = 0 sur 912, il s’ensuit que u = ke est une sur-solution du probleme

(3.31).
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Ftape 3. Comparaison entre la sous- et la sur-solution. Choisissant £ > 0 suffi-

samment petit, on a

—Au=—AE)) = Aeps < hellalloo < kmine(x) < ke =—AT.

xeN

Par le théoreme 2.5, il s’ensuit que

u=¢ep,<ke=u. (3.30)
Ainsi, d’apres le théoréme 3.1, le probléme (3.31) admet une solution u vérifiant

u=¢p;<uske=u.

Application 3. (Peral [44])

On considere le probleme

—Au=Au9+u", dans®,
u>0, dans ), (3.31)
u=0, sur 21,

ou0<g<l<retA>0.

THEOREME 3.3 ([44, Theorem 2.2.]): Il existe A, > 0 tel que pour tout 0 < A < A, le pro-

bleme (3.23) a une solution positive.

Preuve.
Etape 1. Trouver une sur-solution. Soit e > 0, e € C°°(Q2) 'unique solution du pro-

bléme
—Ae=1, dans,

e=0, sur o€

Pour simplifier |'écriture, on définit

Flu)=Au?+u’".
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On définit u(x) = ke(x), ou k est une constante qui sera choisie de telle sorte que

—ATu > F(kM)> F(@),
ou M =max{l, ||e|ls}. Maintenant, —Au = k et

Fu)=Ak7eT+k"e" <AkTMI+k"M".

Il suffit donc de trouver k tel que

1> Ak M7+ k' M.
On définit la fonction

Gk)=AMIKT + Mk,

Alors

lim ¢ (k)= lim ¢(k)= o0,

k—0+ k—o00

car g —1 <0< r—1;ainsi, ¢ atteint un minimum sur [0, c0). Par des calculs élémen-

taires, on obtient

O'(K)=Aq—DMIKT2+(r =Dk =0 enky= A7,

1
ol ¢g=M"! (17—‘17) ", Pour terminer, il suffit que

P (ko) < 1,

c’est-a-dire,
r=1
AT <1,

ol ¢; = ¢, ,M. Alors il existe A, = ¢, tel que pour 0 < A < A, u = kyv est une sur-

Y

solution du probleme (3.31).
Etape 2. Construction d’une sous-solution.
En prenant ¢ > 0 suffisamment petit, u = £y, est une sous-solution du probleme

(3.31), o1 ¢, € C*(Q) estune fonction propre normalisée (||, || o) = 1) de]'opérateur
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—A associée a la premiére valeur propre A,. En effet, on a que

glmi,
A

_A(S(pl):)tlg(pl:g(ll(pl):( ‘P;_q)'MSSOl)q-

11 suffit de choisir € > 0 tel que
e=aQ,

A

<l1,

pour obtenir

—A(ep)=e(A191) < Ai(ep1)T < Alep)) + (g9,

Cela montre que u = £y, est une sous-solution du probleme (3.31). On a également

que, en choisissant ¢ suffisamment petit,

—Au=¢eryp, <k=—Au.

Alors, par le principe de comparaison faible (voir théoreme 2.5), u < u. Ainsi, d’apres
le théoreme 3.1, le probleme (3.31) a une solution u telle que €, < u < ke, lorsque

0<A< A,
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Méthode de sous et sur-solutions faibles
pour un probleme sémi-linéaire

Cas la non-linéarité est une fonction C!

Position du probleme

On étudiera le probleme aux limites non linéaire :

—Au=f(u) dans Q2

4.1)
u=0 sur 99,
ou f :R — R est une fonction réguliére qui vérifie
If'(1)<C VteR), 4.2)

ou C est une constante positive.

DEFINITION 4.1: (Sur-solution faible [ ])

On dit que u € H'(2) est une sur-solution faible du probléme (4.1) si 7 > 0 sur 912 et

fVﬁ-V(pdeJf(ﬁ)godx, (4.3)
Q Q

pour tout ¢ € Hj(Q), avec ¢ > 0 presque partout dans Q.

DEFINITION 4.2: (Sous-solution faible [ ])

On dit que u € H'(£2) est une sous-solution faible du probléeme (4.1) si u < 0 sur 99 et
JVE-VgodeJf(ﬂ)cpdx, (4.4)
Q Q
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pour tout ¢ € H(Q), avec ¢ > 0 presque partout dans Q.

DEFINITION 4.3: (Solution faible [ ])

On dit que u € H'(2) est une solution faible du probléme (4.1) si u =0 sur dQ et

JVu-chdx:Jf(u)godx, (4.5)
Q Q

pour tout ¢ € Hj ().

Remarque 4.1. Siu, u € C?(Q), alors de (4.3) et (4.4) il suit que

—Au>f(u), —Au<f(u) dans Q.

Mise en ceuvre de la méthode

THEOREME 4.1 (Existence d’une solution entre sous-solution et sur-solution [21]): On sup-
pose qu'’il existe une sur-solution faible u et une sous-solution faible u de (4.1), satisfai-
sant

u<0, u>0surdQausensdelatrace, u<up.p.dans Q. (4.6)

Alors il existe une solution faible u de (4.1), telle que

Preuve.

1. On fixe un nombre a > 0 suffisamment grand pour que
I'application ¢ — g(t)= f(t)+ at soit croissante; 4.7)

ceci est possible en conséquence de I’hypothese (4.2).
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Pour ce choix de a, on définit la suite de fonctions u, € Hj(Q2) comme suit :
Uy = u et, pour tout n > 1, u,, est 'unique solution faible du probleme linéaire

suivant :

—Au,+au,=g(u,_,), dansQ,

(4.8)
u,=0, sur €.
2. On affirme que
Uu=uy<u < Lu, LUy <--<u p.p.dans Q (4.9)
D’apres (4.8) pour n=1,0na
JVul-Vt,0+af ulgodx:fg(uo)godx, (4.10)
Q Q Q

pour chaque ¢ € H}(2). En soustrayant (4.10) de (4.4), en rappelant que u, = u,
et en posant

¢ :=(uy—u,)" €H)(Q), ¢ =20 p.p.,
on obtient
f V(ug—uy) - V(ug—uy)" dx+af (g —up)(ug—uy)" dx <0.
Q Q

Or,

() = V(ug—u;) p.p.sur{ug> u,}
0~ “1) —
0 p.p. sur {1, < u;}.

Par conséquent,

J IV(uO—ul)Izdx+aJIuo—ullzdxso,
{upzu} Q

ainsi u, < u; p.p. dans Q.

Supposons maintenant par récurrence que
U, < u, p.p-dans . (4.11)
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D’apreés (4.8), on trouve

f Vun+1-Vg0+af Upi P dx:f glu,)pdx (4.12)
Q Q Q

et

JVun-Vg0+af ungodx:fg(un_l)godx (4.13)
Q Q Q

pour chaque ¢ € H}(). En soustrayant et en posant ¢ := (1, — U,,)", on dé-

duit

J IV(un—un+1)|2dX+aJ |Up = Ui dx
{unzurﬁrl} Q

:f [g(un—l)_g(un)](un_un+1)+ dx <0,
Q

la derniere inégalité étant justifiée par (4.11) et (4.7). Par conséquent, u,, < u,,,,

p-p. dans €2, comme annoncé.

3. On montre ensuite que

u,<u p.p.dansQ (n=0,1,...). (4.14)

L'énoncé (4.14) est vrai pour n =0 selon I’hypothése (4.6). On suppose mainte-

nant par récurrence que

u,<u p.p.dans. (4.15)

Puis, en soustrayant (4.3) de (4.12) et en prenant ¢ := (u,.; — )", on obtient

J IV(un+1—ﬁ)lde+af Uy =l dx
{un+12ﬁ} Q

=J [g(un)—g@)](ty —7)" dx <0,
Q

par (4.15) et (4.7). Ainsi, u, ., <u p.p. dans (.

4. Envertude (4.9) et (4.14),ona

u<--<u,<u,,<---<u ae.dans Q. (4.16)
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Par conséquent,

u(x)= lim u,(x). (4.17)

n—oQ

existe pour presque tout x. De plus, par le théoreme de convergence dominée

et (4.16),on a

u,— u dans L*(Q), (4.18)

Enfin, comme on a || f(u,,)|l 120y < C (||t || .2 + 1), on déduit de (4.8) que
sup ||ty || o) < 0.
n

Il existe donc une sous-suite (u,,k) , qui converge faiblement dans H 1(Q) vers

u€ H}(Q).

5. On vérifie enfin que u est une solution faible du probléme (4.1). Pour cela, on

fixe ¢ € Hy(Q). Alors, d’apres (4.8), il vient

f Vi, -Vp dx—l—aJ Upi P dx:f gluy)pdx.
Q Q Q

En laissant n — co, on obtient

JVu-chdx+af ugodx:f (f(u)+au)tpdx.
Q Q Q

En annulant le terme impliquant a, on trouve

f Vu-Vo dx:f flu)pdx.
Q Q

EXAMPLE 4.1
Soient 2 un domaine borné de RY et A, est la premiére valeur propre de —A. Pour ¢ > 0,

on considere le

—Au=u(c—u), dans(,
(pc) (4.19)
u=0, sur 91

Montrer que :

1. Pour ¢ > A,, il existe une solution positive et bornée de (P,).
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2. Pour c €0, A,], il n'existe aucune solution non triviale avec u > 0 dans €.

SOLUTION.
1. On définit f(u)= u(c —u).
Etape 1. Construction d’une sous-solution faible.
On pose u=¢y,
ol p; est la premiere fonction propre de —A sur (2, associée a A;, normalisée
telle que ¢, dans Q, et £ > 0.
Ona g, =0sur dQ. Donc u=¢ey, =0sur 912, alors u =0 <0 sur 9.
On rappelle que —Ayp, = A, ¢,, donc:

—Au=—Aep;) =€,

et

u(c—u)=¢epi(c—ep,).

On montrer que

J Vu-Vodx Sf ulc—updx,
Q Q

pour tout ¢ € HJ(Q), avec ¢ >0 p.p. dans €.

Par intégration par parties :

f Vu-Vp zef V,.Vodx
Q Q

et comme ¢, est propre donc :

JVEVL;?:E/IIJ ¢ Vodx.
Q Q

fﬂ(c—ﬂ)‘%?:é‘cf solsodx—szj prpdx.
Q Q Q

Comme ¢ > A,, et £ > 0 est suffisamment petit, alors le terme &2 fQ <pf<pd X sera

et

négligeable.
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Cas la non-linéarité est une fonction C'

Donc

f Vp,.Vedx < CJ <p1<pdx—£f p pdx
Q Q Q

f Vu-Vodx SJ u(c—u)pdx.
Q Q

alors :

pour tout ¢ € Hj(Q), avec ¢ >0 p.p. dans Q.

Donc, pour ¢ petit, u = £y, est une sous-solution faible.
Etape 2. Construction d’une sur-solution faible.

On choisit : # = ¢, alors

—Au =0,

et

u(c—u)=c(c—c)=0.

Donc

f Vu-Vo deJ fw)pdx,
Q Q

pour tout ¢ € HJ(Q), avec ¢ >0 p.p. dans Q.
EtsurdQ,ona:

u=c>0.

Donc u est une sur-solution fiable.

Apres le théoreme 4.1 il existe une solution faible u vérifiant :

c'est-a-dire0 < u < ¢, pour ¢ > A,.

Donc u est positive et bornée.

2. Soit c €[0,2,],
Supposons qu’il existe une solution « > 0 dans 2. Prenons u comme test fonc-

tion dans I’équation fiable :

f VuVudx :f u(c—u)udx.
Q Q
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Donc:

f Vul?dx = cf uzdx—f wddx.
Q Q Q

Pour u > 0, alors fQ u3dx >0.Donc

J Vul?dx < CJ u’dx.
Q Q

Par I'inégalitaire de Poincaré :

alors

donc A, <c.
Mais on a ¢ € [0, 4,], donc il n’existe aucune solution non triviale avec u > 0

dans €2, pour ¢ €[0, A,].

'8 Probleme sémi-linéaire avec la non-linéarité est une fonction de Ca-

rathéodory

On consideére le probléeme semi-linéaire suivant :

—Au=f(x,u), dans ,

(4.20)
u=0, sur 21,
ou f : 2 x R — R est fonction de Carathéodory vérifiant
|f(x, u)l < C(R) (4.21)

Pour tout R > 0 et pour tout u tel que |u(x)| < R presque partout.
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Probléme sémi-linéaire avec la non-...

DEFINITION 4.4: (Sur-solution faible [ ])

Une fonction u € H(€) est une sur-solution faible du probléme (4.20) si z > 0 sur 992

et
JVE-Vgadxzf flx,u)pdx, (4.22)
Q Q

pour tout ¢ € H(Q), avec ¢ > 0 presque partout dans Q.

DEFINITION 4.5: (Sous-solution faible [ ])

Une fonction u € H'(f2) est une sous-solution faible du probléme (4.20) si u < 0 sur

o0 et

ng-chdeJf(x,g)cpdx, (4.23)
Q Q

pour tout ¢ € Hj(Q), avec ¢ > 0 presque partout dans Q.

DEFINITION 4.6: (Solution faible [ ])

Une fonction u € H'(Q) est une solution faible du probléme (4.20) si u =0 sur 91 et

JVu-Wpdx:ff(x,uypdx, (4.24)
Q Q

pour tout ¢ € Hj ().

THEOREME 4.2 ([52]): On suppose qu'il existe une sur-solution faible et une sous-solution
faible u du probleme (4.20), et qu’il existe des constantes ¢, ¢ € R telles que —oco0 < ¢ <
u <u < ¢ < oo, presque partout dans 2. Alors il existe une solution faible du probleme

(4.20), telle que u < u < u presque partout dans €.

Preuve.

Soit F(x,u)= fou f(x,s)ds une primitive de la fonction f. Les solutions du probleme
(4.20) sont formellement des solutions des équations d’Euler-Lagrange de la fonc-

tionnelle :
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](u)=%f IVulzdx—J F(x,u)dx.
Q Q

Cependant, nos hypotheses ne permettent pas de conclure que J est fini ou méme
différentiable sur V := H}() le plus petit espace ol on a une chance de vérifier la

coercivité de la fonctionnelle J. Au lieu de cela, on restreint J a I’ensemble
M = {u € HOI(Q); u<u<u presque partoutdans Q} .

Puisque u, u € L*°(Q2) par hypothese, on a également M C L*°(Q2) et F(x, u(x)) < c
pour tout u € M et presque tout x €.

On peut maintenant vérifier les hypotheéses du théoreme 1.14 : Clairement, V = Hol(Q)
est réflexif. De plus, M est fermé et convexe, donc faiblement fermé. Puisque M est

essentiellement borné, notre fonctionnel J(u) > % || u| |12Hl @ ¢ est coercif sur M. Enfin,
0

)
pour montrer que J est faiblement semi-continu inférieurement sur M, il suffit de

J F(x,un)dx—>J F(x,u)dx
Q Q

si u,, — u faiblement dans Hol(Q), ou u,, u € M. Mais en passant a une sous-suite si

montrer que

nécessaire, on peut supposer que u, — u presque partout; de plus, |F (x, u,(x))|<c
uniformément. Par conséquent, on peut appliquer le théoreme de convergence do-
minée de Lebesgue.

D’apres le théoréme 1.14, on déduit I'existence d'un minimiseur relatif z € M. Pour

voir que u résout faiblement le probleme (4.20), pour p € C°(£2) et € > 0, on pose
v.=min{u, max{u, u+ep}}t}=u+ep—p*+yp,eM,

avec
¢* =max{0,u+ep—u}>0,

¢ =max{0, u—(u+ep)}>0.

Notez que par le théoreme 1.12, ., 9 € Hol(Q).

J est différentiable dans la direction v, — u. Puisque u minimise J dans M, on a

0 <{(ve—u), J'(w)) = &g, J'(u)) — (¢, J'(u)) + (e, J (),
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ce qui donne

[(Sos’ ]/(u)) - <§06r]/(u)>]

o | =

(o, J(w) >

Maintenant, puisque u est une sur-solution de (4.20), on a

(&, T (W) = (¢, J' (W) +{¢*, J'(u)—J'(w))
> (¢ J'(w)—J'(w))

=f {V(u—ﬁ)V(u +ep —ﬂ)—(g(x, u)—g(x,ﬂ))(u +ep —ﬁ)} dx
Qé’

£

Zsf V(u—u)Ve dx—sf |g(x, u)—g(x,0)|l¢ldx,
Q, Q

ou

Qf = {x eQu(x)+ep(x)>ulx)> u(x)}.

Notez que |Q2°| — 0 lorsque ¢ — 0. Ainsi, par la continuité absolue de I'intégrale de

Lebesgue, on obtient que

(0%, J'(u)) = o(e),

ol o(&)/e — 0 lorsque £ — 0. De maniere similaire, on conclut que

(e, J'(u)) < 0(e),

d’ou

(0, ] (u) =0

pour tout ¢ € C°(Q2). En inversant le signe de ¢ et comme C;°(Q2) est dense dans

HOI(Q), nous voyons enfin que J'(#)=0, comme annoncé.

EXAMPLE 4.2

51
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Soit Q un domaine régulier borné de RV, N > 3. On consideére le probléeme

—Au=k(x)u—ululP~?, dans Q,
(4.25)
u=0, sur 99,

ot p = £, et ot k est une fonction continue telle que

1<k(x)<K <00, pourtoutx e

Alors u = 0 est une sous-solution tandis que u# = ¢ pour un grand ¢ > 1 est une super-

solution du probléme (4.25). Par conséquent, celui-ci admet une solution faible u > 0.

Application 1 . (Probléme non-linéaire singulier)

Soient 2 un domaine régulier borné de RN, N > 3,0 <y < 1,et f : Q — R est une
fonction continue vérifiant

inf f(x)=C;>0. (4.26)

xeN

On considére le probléeme
—Au= f—, dans €,
ur (4.27)
u=0, sur 912,

» Montrer que le probléeme (4.27) admet au-moins une solution faible u € H}().

Preuve.

Nous procédons en plusieurs étapes.

Etape 1. Construction d’une sous-solution faible. Considérons le probléme aux
valeurs propres

—Ap,=A,p, dans(),

¢,=0 sur 09,

(4.28)

ou A, estla premiere valeur propre de —A. Soit ¢, € HO1 (2)N L°°(2) 1a fonction propre

associée. D’apres le théoreme 2.7, ¢, € C'7(Q2) pour un certain y € (0,1) et ¢,(x) >0
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pour tout x € 2. Choisissons € > 0 suffisamment petit pour que

M e <Cy. (4.29)

Définissons u = £¢,. En utilisant I’équation aux valeurs propres et I'inégalité (3.25),

on obtient :
—Au=¢e(—-A¢,)

=M1 €P1 < Ael[P1loo
G . (4.30)
T (ellglloo)
Cr f(

<—
(97
Multipliant (4.30) par une fonction test ¢ € 2(2) avec ¢ >0, on obtint

dansZ’(2).

ng-chdxs Lgod
Q

Q_

Par densité, il en résulte

fVu V(,odx<f—<pdx theH( ), ¢ =>0. (4.31)
Q

Puisque €y, =0 sur 012, u = €y, est une sous-solution du probleme (3.23) pour £ >0

suffisamment petit.

Etape 2. Construction d’une sur-solution faible. Soit e > 0, e € C°°(Q) 'unique
solution du probleme
—Ae =1, dans,
e=0, surdQ.

On définit u = ke.Posons L =inf, g e(x)> 0. Choisissons k suffisamment grand pour
que

> ||f||oo_ (4.32)

53
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On obtient
—Au=k(—Ae)
| f1leo
=k= ey (4.33)
Moo _ f0)

= key 2 dans?’(Q).

Multipliant (4.33) par une fonction test ¢ € 2(2) avec ¢ > 0, on obtient

fVﬁ-thdeJ %g&dx.
Q Q

Ainsi, par densité, on a

u

JVﬂ'VSdeZJ f(f)apdx, Yo € H/(Q), ¢ >0. (4.34)
Q Q

Etape 3. Comparaison entre la sous- et la sur-solution. Choisissant £ > 0 suffisam-

ment petit, on a
—Au=—Alep;)=A1e9; <A €]|¢1lloo < kmine(x) < ke =—Au.
XN

Ainsi, par le théoréeme 2.5, il s’ensuit que

u=¢ep; <ke=u. (4.35)

Etape 4. Existence d’'une solution faible u € H/(Q)telleque u < u <u. Définissons

I'application g : Q x [min ©, maxu] — R par

f(x)

g(x,s)z?.

Posons G(x,s)= f Os g(x, t)dt et considérons la fonctionnelle d’énergie

1
](u):—f |Vu|2dx—J G(x,u)dx.
2 Q Q
Restreignons J al’ensemble

M = {w € Hol(Q); u<w<u presque partout dans Q} .
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Vérifions les hypotheses du théoréme 1.14.

1. Fermeture faible de M. I’ensemble M est non vide, convexe et fermé pour la

topologie forte, donc faiblement fermé.

2. Coercivité de J sur M. On al’estimation

J(x) _Nflleo
= < =cC.
|gCx,9) == < ming=°
Q
Il en découle que
IG(x,u)I:f glx,s)ds|<cu.
0

Par la continuité de I'injection H; (Q2) — L'(£2), on obtient

JG(x,u)dx Scf |u|dx
Q Q (4.36)

< allullgo-

On en déduit la minoration

1
J(u)=ll ””ig(m_L G(x,u)dx

2
1
> Slllullga—elllullge,
qui implique la coercivité :
lim J(u)=+oo.
1l 31 gy =+00

3. Semi-continuité inférieure faible de J/ sur M. Soit (u,,),cny C M telle que
u,— u dans M.

La semi-continuité inférieure de la norme donne

lim infllu]| o)l vl g ) (4.37)
n—0o0
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Par théoréme de Lebesgue dominée, on a

f G(x, u,de—»J G(x,u)dx. (4.38)
Q Q

Combinant (4.37) et (4.38), on obtient
lim inf 1 9 liminf
lrgg} ](un)_ Ellu”Holm)_ lnm_)g)l QG(x) un)dx

1 2
> Ellu”HOl(Q)_L G(x’ u)dx,

ce qui établit la semi-continuité inférieure faible.

Par application du théoreme 1.14, la fonctionnelle / admet un minimiser u €
M. En suivant un raisonnement analogue a celui de la démonstration du théo-
reme 4.2, on vérifie que u satisfait la formulation variationnelle du probleme

(4.27).
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