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ńŏƭńٕء
اܳݱ؇ࠍ੆؇ت ّࡤࡲ ਍ಸأ݄ٺ۬ اᄳᄟي Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ

و༥ܭ ਲ਼؜ ᄩᄥًڰݯ ৖৑إ ௡ਤݿ ৖৑و ۊࡤࡲ ৖৑و ቕቆ ؇݁ Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
اࠍ੆٭؇ة، ሒᇭ ݿٷڎي اܳأݞߌ߳، واᄴᄟي ሌᇿإ

اܳٷڰݴ আॻ༟ وا৖৑؜ٺ݄؇د ا৖৑ۏዛው؇د ปฃ݁أ ม฀ܹڢ ሒᇭ ਵؗݿب ݆݁ ل؇
اܳٺگڎߌߵ ႟၍ ጥ጑ڣ ۏ۳ڎ، ݆݁ ࢻࣕܳٺ۬ ؇ৎ৊ ا݁ٺٷ؇ن ؜ਵًިن اܳأ݄ܭ ۱ڍا أ۱ڎل۹

وا௱௯௫ٴ۰
إܳ٭۬، أܳިذ اᄳᄟي واఈఃৎ৊ذ ،ॷख़दڎዛኗ اᄳᄟي اܳٷިر دو݁؇ ೑಻Ⴄ၍ ݆݁ ሌᇿإ

اܳڰݠج، ݁ڰٺ؇ح ଫଊاܳݱ أن มฃٺగఒ༟ ݆݁ ሌᇿإ
ۏ۳ڎي، ஓஇݠة أ۱ڎي و༡ڎك ዻዧ واࠍ੆ٷ؇ن، اܳأޚ؇ء ਲ਼ਦر اࠍ੆ٴ٭۰، ሒᇧأ ሌᇿإ

ܳٺݯۜ٭؇۹ّ ا݁ٺڎاد ި۱ ሒᇖ؇෠ຶ ႟ၽڣ
ሒᇚوෑෂو ๤๎ะى ،۰ஓ୷ ாண ۱ލ؇م، ،ሒᇭ݁أݠ ا৙৑ۋٴ۰، ሒᇆوأۊިا ሒᇆިإۊ ሌᇿإ
۰ஓ୴دا ݿأ؇دة ુળ༲ٷஓ୷ أن Մ៰Ղا ݆݁ أرۏި ،ሒᇆ؇ۋ٭ ሒᇭ ا৵৩ৠ٭ܭ اܳٷٴݥ أَࡤࡲ
إாணام، وداد، ۋٷ؇ن، ا୒ୖڎي، َިر اܳأݞߌ߳ات: ሒᇆ؇ݬڎلگ ሌᇿإ

وّޚٴ٭گ؇ّ۬، ๴ཚ؇ل ීෂا اܳٺ༲ܹ٭ܭ ෛູݱݧ ሒᇭ ሒᇆఈఃوز݁٭ ሒᆶఈః݁ز ႟၍ ሌᇿᎂو
୍ଲاܳލ ؜ٴ؇رات ްᆙᆊأ มฃ݁ ુળًܹـ ،๮ཏྡྷ཯ ৖৑ وݿٷڎا ؇ᆇᅦد ુળٴٺොේ ೑಻Ⴄ၍

واܳٺگڎߌߵ.

ո଄૨ن إ



Résumé

Le but de ce mémoire est d’introduire la méthode des sous-et sur-solutions pour la ré-

solution de quelques problèmes elliptiques non-linéaires.

Mots-clés :Sous- et sur-solution, sous- et sur-solution faible, Minimiseur relatif
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Notations

Ω un ouvert borné de RN

∂ Ω frontière topologique de Ω

x = (x1, · · · , xN ) point générique de RN

d x = d x1d x2 · · ·d xN mesure de Lebesgue sur Ω

Ω l’adhérence de l’ensemble Ω

* la convergence faible

p.p. presque partout

V un espace de Banach

H un espace de Hilbert

V ′ le dual topologique de V

〈., .〉V ′×V le crochet de dualité entre

l’espace V et son dual topologique V ′

∥.∥ la norme sur l’espace de Banach V

(., .) le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H

|.| la norme sur l’espace de Hilbert H

Rm×N l’espace des matrices réelles.

Id désigne la matrice d’identité.

f + =max( f , 0), f − =max(− f , 0) la partie positive et négative de la fonction f

C 0(R) l’espace des fonctions continues

D(Ω) =C∞0 (Ω) espace des fonctions différentiables et à support

compact dans Ω

C k (Ω) espace des fonctions k-fois continûment

différentiables dans Ω

D ′(Ω) = (D(Ω))′ l’espace des distributions
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Introduction

La méthode des sous- et sur-solutions est une technique fondamentale en analyse non

linéaire, utilisée pour étudier l’existence, la multiplicité et les propriétés qualitatives des so-

lutions d’équations aux dérivées partielles (EDP) et d’inéquations variationnelles. Bien que

certains principes sous-jacents soient déjà présents dans le procédé de Perron [45] pour

obtenir des fonctions harmoniques satisfaisant (au sens généralisé) des conditions aux li-

mites données, c’est avec l’article de Dragoni [20] que l’on trouve l’une des premières uti-

lisations systématiques d’une paire ordonnée de solutions vérifiant des inégalités différen-

tielles pour établir l’existence d’une solution à un problème aux limites pour une équation

différentielle ordinaire non linéaire du second ordre.

Ce travail a été suivi par des contributions majeures de Nagumo [39, 40], qui ont ins-

piré de nombreuses recherches sur les problèmes avec conditions aux limites de Dirichlet,

tant pour les équations différentielles ordinaires que pour les équations aux dérivées par-

tielles. Dans les années soixante, des auteurs tels que Akô [2] et Sattinger [51] ont étendu

la méthode aux équations elliptiques et paraboliques quasi-linéaires, tandis que Deuel et

Hess [17] en ont formalisé la version pour les solutions faibles. Par la suite, les travaux de

Szulkin [53] et Papageorgiou [42] ont permis d’adapter la méthode aux inégalités variation-

nelles, et Carl et al. [10] ont étudié les solutions extrémales.

Le principe fondamental repose sur la construction de deux fonctions u et u , appelées

respectivement sous-solution et sur-solution, qui satisfont des inéquations différentielles

appropriées ainsi que certaines conditions aux-limites. Sous des hypothèses adéquates, on

démontre l’existence d’une solution u ∈ [u , u ] pour l’EDP considérée.

Ce travail propose une analyse approfondie de la méthode des sous- et sur-solutions

appliquée aux problèmes elliptiques semi-linéaires. Elle est organisée en quatre chapitres.

Le premier est entièrement consacré à la présentation des définitions et des résultats fon-

damentaux nécessaires à la suite de ce travail. Le deuxième chapitre présente une étude
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des propriétés des solutions des équations elliptiques, incluant le principe du maximum,

la régularité des solutions faibles et les propriétés spectrales liées aux problèmes de valeurs

propres, essentielles pour la construction de sous- et sur-solutions. Le troisième chapitre

donne une exposition de la méthode dans le cadre classique, avec les hypothèses néces-

saires, les résultats d’existence et des applications à des problèmes semi-linéaires concrets,

où les non-linéarités sont suffisamment régulières pour appliquer les outils classiques de

comparaison. Le dernier chapitre développe l’approche dans un cadre plus général, en

considérant des solutions au sens faible. On y introduit les notions de solutions générali-

sées, on discute des critères de convergence, et on présente des exemples où les méthodes

classiques échouent mais où la méthode faible permet de garantir l’existence de solutions.
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Chapitre

Préliminaires 1
Dans ce chapitre, nous présentons quelques définitions et rappels des résultats né-

cessaires pour la suite de ce travail. Nous introduisons quelques définitions, lemmes et

quelques théorèmes sur les espaces fonctionnels.

1.1 Compacité dans un espace vectoriel normé

THÉORÈME 1.1 ((Ascoli-Arzelà [1, 31])): SoitΩ un domaine borné deRN . Un ensemble G ⊂

C (Ω) est relativement compact si et seulement s’il est borné et équicontinu, c’est-à-dire

s’il existe une constante C telle que

|u (x )| ≤C ,

pour tout x ∈Ω et tout u ∈G , et pour tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que

|u (x )−u (y )|< ϵ,

pour tout x , y ∈Ω vérifiant |x − y |<δ et tout u ∈G .

1.2 Espaces de Hölder

Soit Ω un ouvert de RN .

DÉFINITION 1.1: (Continuité höldérienne [13])

Soit u une fonction définie sur Ω, et soit x0 ∈Ω. Si pour un certain 0<γ< 1,

sup
x∈Ω

|u (x )−u (x0)|
|x − x0|γ

<∞, (1.1)

1



Préliminaires

alors u est dite höldérienne continue en point x0 par rapport à Ω, avec l’exposant γ.

Si γ= 1 dans la définition ci-dessus, alors u est dite Lipschitz continue en x0.

DÉFINITION 1.2: (Fonction uniformément hölderienne [21, 31])

Une fonction à valeurs réelles u définie surΩ est dite uniformément hölderienne avec

un exposant de Hölder 0<γ≤ 1 s’il existe une constante C telle que

|u (x )−u (y )| ≤C |x − y |γ

pour tout x , y ∈Ω.

Par C 0,γ(Ω), on désigne l’espace vectoriel de toutes les fonctions définies sur Ω qui

sont bornées et uniformément hölderiennes avec l’exposant γ. L’espace C 0,γ(Ω) est

appelé un espace de Hölder.

DÉFINITION 1.3: [21]

1. Si u :Ω→R est bornée et continue, nous écrivons

∥u∥C (Ω) := sup
x∈Ω
|u (x )|.

2. La semi-norme de Hölder d’ordre γ de u :Ω→R est

[u ]C 0,γ(Ω) := sup
x ,y ∈U

x ̸=y

§ |u (x )−u (y )|
|x − y |γ

ª

,

et la norme de Hölder d’ordre γ est

∥u∥C 0,γ(Ω) := |u |C (Ω)+ [u ]C 0,γ(Ω).

2



Espaces de Hölder

DÉFINITION 1.4: [13, 21]

L’espace de Hölder C k ,γ(Ω) consiste en toutes les fonctions u ∈C k (Ω) pour lesquelles

la norme

∥u∥C k ,γ(Ω) :=
∑

|α|≤k

∥D αu∥C (Ω)+
∑

|α|=k

|D αu |C 0,γ(Ω)

est finie. Ainsi, l’espace C k ,γ(Ω) consiste en les fonctions u qui sont k fois continû-

ment différentiables et dont les dérivées partielles d’ordre k sont bornées et Hölder

continues avec l’exposant γ.

THÉORÈME 1.2 ([21, 31]): L’espace C k ,γ(Ω) est un espace de Banach.

Preuve.

Il est clair que

[u ]C 0,γ(Ω) := sup
x ,y ∈Ω
x ̸=y

|u (x )−u (y )|
|x − y |γ

définit une semi-norme sur C 0,γ(Ω). Alors ∥ · ∥γ = ∥ · ∥∞+ | · |γ est une norme, puisque

∥u∥∞ := supx∈Ω |u (x )| définit une norme. La convergence dans la norme supremum

∥ · ∥∞ est équivalente à la convergence uniforme sur Ω. Si Ω est compact, la norme

supremum et la norme maximale sur C (Ω) coïncident.

Il reste à montrer que C 0,γ(Ω) est complet. Soit (un ) une suite de Cauchy dans C 0,γ(Ω).

Alors, évidemment, (un ) est aussi une suite de Cauchy par rapport à la norme ∥.∥∞, et

par le critère de Cauchy concernant la convergence uniforme, il existe une fonction

u ∈C (Ω) telle que ∥un−u∥∞→ 0, n→∞. Parce que (un ) est une suite de Cauchy dans

C 0,γ(Ω), étant donné ϵ > 0, il existe N (ϵ) ∈N tel que [u ]C 0,γ(Ω) < ϵ pour tout n , k ≥N (ϵ),

c’est-à-dire
�

�

� (un (x )−uk (x ))−
�

un (y )−uk (y )
�

�

�

�< ϵ|x − y |γ,

pour tout n , k ≥N (ϵ) et tout x , y ∈Ω.

Puisque un → u , n→∞, uniformément sur Ω, en faisant tendre k →∞, on a

�

�

� (un (x )−u (x ))−
�

un (y )−u (y )
�

�

�

�< ϵ|x − y |γ,

3



Préliminaires

pour tout n ≥ N (ϵ) et tout x , y ∈ Ω. De cela, on conclut que u ∈ C 0,γ(Ω) et [un −

u ]C 0,γ(Ω) ≤ ϵ pour tout n ≥N (ϵ), ce qui implique ∥un −ϕ∥C 0,γ(Ω)→ 0, n→∞.

THÉORÈME 1.3 (([31])): Soient Ω un ouvert bornée de RN et 0 < γ ≤ 1. Alors l’injection

C 0,γ(Ω) ,→C (Ω) est compacte.

Preuve.

Soit G un ensemble borné dans C 0,γ(Ω) c’est-à-dire

∥u∥C 0,γ(Ω) ≤C pour tout u ∈G ,

où C est une constante positive.

Alors on a

|u (x )| ≤C pour tout x ∈Ω,

et

|u (x )−u (y )| ≤C |x − y |γ,

pour tout x , y ∈ Ω et u ∈ G , c’est-à-dire que G est borné et équicontinu. Par consé-

quent, par le théorème d’Arzela-Ascoli, l’ensemble G est relativement compact dans

C (Ω), ce qui implique que l’injection C 0,γ(Ω) ,→C (Ω) est compacte.

THÉORÈME 1.4 ([1, Theorem 1.34]): Soient Ω un ouvert bornée de RN , m un entier positif

et 0<γ≤ 1. Alors l’injection C m ,γ(Ω) ,→C m (Ω) est compacte.

4



Espaces de Lebesgue

1.3 Espaces de Lebesgue

1.3.1 Notions générales

DÉFINITION 1.5

On définit l’espace de Lebesgue L p (Ω) par :

Pour 1≤ p <+∞

L p (Ω) =

�

u :Ω−→R mesurable,

∫

Ω

|u (x )|p d x <+∞
�

,

mini de la norme

∥u∥L p (Ω) =

�∫

Ω

|u (x )|p d x

�
1
p

.

Pour p =+∞

L∞(Ω) =
§

u :Ω−→R mesurable, sup
x∈Ω

ess|u (x )|<+∞
ª

,

muni de la norme

∥u∥L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u (x )|.

L p (Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞ et de Hilbert Pour p = 2 muni de

produit scalaire

( f , g ) =

∫

Ω

f (x )g (x ) d x .

PROPOSITION 1.1 – Séparabilité, réflexivité et dual de L p (Ω) [9]. Les assertions

suivantes sont vraies.

1. L p (Ω) est séparable pour 1≤ p <+∞ et réflexif pour 1< p <+∞.

2. Le dual de L p (Ω) pour 1≤ p <+∞ est isomorphe à L p ′(Ω) avec 1
p +

1
p ′ = 1.

3. L 1(Ω) est séparable, ni réflexif et son dual est L∞(Ω).

4. L∞(Ω) ni séparable, ni réflexif et son dual est contient strictement L 1(Ω).

5



Préliminaires

LEMME 1.1 (Inégalité de Young [9])

Soient p et q deux réels strictement positifs tels que 1
p +

1
p ′ = 1. Pour tout réel positif

a et b , on a

a b ≤
1

p
a p +

1

p ′
b p ′ .

LEMME 1.2 (Inégalité de Convexité [9])

Soient a ≥ 0, b ≥ 0 et soit 1≤ p <+∞. On a

(a + b )p ≤ 2p−1(a p + b p ).

PROPOSITION 1.2 – Inégalité de Hölder [9]. Soient f ∈ L p et g ∈ L p ′ avec 1≤ p ≤∞

et 1
p +

1
p ′ = 1. Alors f g ∈ L 1 et

∫

| f g | ≤ ∥ f ∥L p ∥g ∥L p ′ .

PROPOSITION 1.3 – Compacité L p − L q [9]. Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ +∞. Si |Ω| < +∞ alors

L q (Ω)⊂ L p (Ω). De plus, l’injection est compacte pour p < q .

1.3.2 Mode de convergence dans les espaces L p (Ω)

DÉFINITION 1.6: Convergence forte, convergence faible dans L p (Ω)

Soient p ∈ [1,∞[ ,et
�

fn , f
	

une famille de L p (Ω).

• On dit que fn converge fortement vers f dans L p (Ω) et on note fn → f dans

L p (Ω) si lim
n→+∞
∥ fn − f ∥L p (Ω) = 0 .

• On dit que fn converge faiblement vers f dans L p (Ω) et on note fn * f dans

L p (Ω) si lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L p
′
(Ω), avec 1

p +
1

p ′ = 1.

• On dit que fn converge faible ∗ vers f dans L∞(Ω) et on note fn
∗
* f dans L∞(Ω)

si lim
n→+∞

∫

Ω

( fn − f ).g = 0, ∀g ∈ L 1.

6



Espaces de Lebesgue

PROPOSITION 1.4 – [9]. Lorsque E est de dimension finie, la topologie faibleσ(E , E ′)

et la topologie usuelle coïncident. En particulier, une suite (xn ) converge faiblement si et

seulement si elle converge fortement.

THÉORÈME 1.5 ([9, 14]): Soit X un espace normé et supposons que xn → x (faiblement).

Alors :

1. (xn ) est bornée dans la norme de X , c’est-à-dire sup∥xn∥<∞.

2. La limite faible x de (xn ) est unique.

LEMME 1.3 (Lemme de Fatou [35])

Soit ( fn )n une suite de fonction mesurable, à valeurs dans [0,+∞[ on a

∫

Ω

lim inf
n−→+∞

fn (x ) d x ≤ lim inf
n−→+∞

∫

Ω

fn (x ) d x .

PROPOSITION 1.5 – Théorème de convergence dominée [35]. Soit 1 ≤ p < +∞,

( fn )n ⊂ L p (Ω) et f ∈ L p (Ω). On suppose que

1. fn −→ f p.p dans Ω.

2. il existe g ∈ L p (Ω) telle que pour tout n ∈N on a | fn | ≤ g p.p dans Ω .

Alors

fn → f dans L p (Ω).

La proposition suivante est la réciproque partielle du proposition 1.5.

PROPOSITION 1.6 – [28]. Soient Ω un ouvert de RN, et ( fn )n∈N une suite de fonctions

qui converge vers f dans L p (Ω). Alors il existe une sous suite ( fnk
)k∈N et une fonction g de

L p (Ω) telles que :

1. fnk
(x )−→ g (x ) p.p. sur Ω.

2. ∀k ∈N, | fnk
(x )| ≤ g (x ) p.p. sur Ω.

7



Préliminaires

La proposition suivante est une généralisation de la proposition 1.5.

PROPOSITION 1.7 – [49]. Soit { fn}une suite de fonctions mesurables sur E qui converge

ponctuellement presque partout sur E vers f . Supposons qu’il existe une suite {gn} de

fonctions mesurables non négatives sur E qui converge ponctuellement presque partout

sur E vers g et domine { fn} sur E dans le sens où

| fn | ≤ gn sur E pour tout n .

Si

lim
n→∞

∫

E

gn =

∫

E

g <∞,

alors

lim
n→∞

∫

E

fn =

∫

E

f .

La proposition suivante donne le lien entre la bornitude et la convergence faible dans

les espaces de Lebesgues réfléxifs.

PROPOSITION 1.8 – [8]. Soit 1 < p <∞ et soient fn des fonctions dans L p (µ) conver-

geant presque partout (ou en mesure) vers une fonction f . Alors, une condition néces-

saire et suffisante pour la convergence de { fn} vers f dans la topologie faible de L p (µ) est

la bornitude de { fn} dans la norme de L p (µ).

1.3.3 Opérateurs de Nemytskii (opérateurs de superposition)

DÉFINITION 1.7: (Fonction de Carathéodory)

Soit f :Ω×R−→R. On dite que f est de Carathéodory si :

1. f (., s ) :Ω−→Rmesurable pour tout s ∈R,

2. f (x , .) :R−→R continue presque partout x ∈Ω.

8



Espaces de Sobolev

DÉFINITION 1.8: (Opérateur de Nemitski)

Soient u : Ω→ R et f ∈ C (Ω×R). l’opérateur Nf défini par (Nf u )(x ) = f (x , u (x )) est

appelé opérateur de Nemitski relatif à f .

THÉORÈME 1.6 (Continuité de l’opérateur de Nemytskii[43]): Si f est de Carathéodory et elle

existe une fonction positive a ∈ L p ′(Ω) et une constante b > 0, tels que

| f (x , t )| ≤ a (x ) + b |t |p−1.

alors l’opérateur de Nemytskii est continu de L p (Ω) dans L p ′(Ω).

1.4 Espaces de Sobolev

DÉFINITION 1.9: (Espaces de Sobolev (W 1,p (Ω)))

On définit l’espace de Sobolev W 1,p (Ω),pour 1≤ p ≤+∞ par :

W 1,p (Ω) = {u ∈ L p (Ω), ∇u ∈ (L p (Ω))N },

muni de la norme

∥u∥W 1,p (Ω) =















�

∥u∥pL p (Ω)+ ∥∇u∥pL p (Ω)

�
1
p , si 1≤ p <∞,

max
�

∥u∥L∞(Ω),∥∇u∥L∞(Ω)
�

, si p =∞.

Pour p = 2, l’espace W 1,2(Ω) noté H 1(Ω) est de Hilbert muni du produit scalaire

(u , v )H 1(Ω) = (u , v )L 2(Ω)+ (∇u ,∇v )L 2(Ω),

et de la norme

∥u∥H 1(Ω) =
�

∥u∥2L 2(Ω)+ ∥∇u∥2L 2(Ω)

�
1
2

.

9



Préliminaires

PROPOSITION 1.9 – Complétude, séparabilité, et réflexivité de W 1,p (Ω) [1, 9] .

L’espace W 1,p (Ω) est un espace de Banach, et séparable pour 1 ≤ p < +∞, et réflexif

pour 1< p <+∞.

DÉFINITION 1.10: (Espaces de SobolevW
1,p

0 (Ω))

Soit 1 ≤ p < +∞. On note W 1,p
0 (Ω) la fermeture de D(Ω) dans W 1,p (Ω), (c’est-à-dire

W 1,p
0 (Ω) :=D(Ω)

W 1,p (Ω)
)

Le théoréme suivant donne une Caractérisation de l’espace W 1,p
0 (Ω) via le théoreme de

trace (voir [48])

THÉORÈME 1.7: On suppose que Ω est un ouvert borné régulier de RN. Alors

W 1,p
0 (Ω) =

�

u ∈W 1,p (Ω); v |∂ Ω = 0
	

.

DÉFINITION 1.11: (Espace de Sobolev W −1,p ′ (Ω))

L’espace de Sobolev W −1,p ′(Ω) est le dual topologique de l’espace W 1,p
0 (Ω) ; c’est-à-

dire : l’espace vectoriel de toutes les formes linéaires continues sur W 1,p
0 (Ω).

DÉFINITION 1.12: (Convergence faible, convergence forte dans W 1,p (Ω))

Soient p ∈ [1,+∞[ et
�

fn , f
	

une famille de W 1,p (Ω).

• On dit que fn converge fortement vers f dans W 1,p (Ω) et on note fn → f dans

W 1,p (Ω) si

fn → f dans L p (Ω) et ∇ fn →∇ f dans L p (Ω).

• On dit que fn converge faiblement vers f dans W 1,p (Ω) et on note fn * f dans

W 1,p (Ω) si

fn * f dans L p (Ω) et ∇ fn *∇ f dans L p (Ω).

10
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THÉORÈME 1.8 (Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov [41]):

Soit Ω un ouvert borné de RN et de classeC 1, on a :

• Si p < N , alors l’injection W 1,p (Ω) ,→ L q (Ω) est compacte pour q ∈
�

1, p ∗
�

où 1
p ∗ =

1
p −

1
N .

• si p =N , alors l’injection W 1,p (Ω) ,→ L q (Ω) est compacte pour q ∈ [1,+∞)

• Si p >N , alors l’injection W 1,p (Ω) ,→ C (Ω) est compacte. En particulier l’injection

W 1,p (Ω) ,→ L p (Ω) est compact pour tout p ∈ [1,+∞)

THÉORÈME 1.9 (([1, Theorem 4.12])): SoitΩun domaine suffisamment régulier deRN , avec

N ≥ 1, p >N et 0<γ≤ 1− N
p . Alors l’injection W 2,p (Ω) ,→C 1,γ(Ω) est continue.

THÉORÈME 1.10 (Inégalité de Poincaré [30]): Soit Ω un ouvert borné de RN . Alors, il existe

une constante positive C =C (Ω) telle que :

∥u∥L 2 ≤C ∥∇u∥L 2 , ∀u ∈H 1
0 (Ω).

Par conséquence l’application u 7→ ∥∇u∥L p définit une norme sur H 1
0 (Ω), équivalente à

la norme usuelle de H 1(Ω).

THÉORÈME 1.11 (Meyers-Serrin [30]): Soient u ∈H 1(Ω). Alors il existe une suite un ∈C∞(Ω)∩

H 1(Ω) telle que un → u dans H 1(Ω).

THÉORÈME 1.12 (Stampacchia): Soit f une fonction de C 1(R) vérifiant f (0) = 0, dont la

dérivée est bornée. Alors pour tout u ∈H 1(Ω) on a f (u ) ∈H 1(Ω) et

∀i , 1≤ i ≤N ,
∂

∂ xi

�

f ◦u
�

= ( f ′ ◦u )
∂

∂ xi
p.p. dans Ω.

Preuve.

D’après le théorème 1.11, il existe une suite de fonction (un )n de C∞(Ω)∩H 1(Ω) qui

converge vers u ∈H 1(Ω). Soit ϕ ∈C∞0 (Ω). Tout d’abord, on va montrer que

∫

Ω

f (un )
∂ ϕ

∂ xi
d x →

∫

Ω

f (u )
∂ ϕ

∂ xi
d x ∀i = 1, · · · , N . (1.2)

11
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En utilisant l’inégalité de Hölder, on obtient

�

�

�

�

�

�

∫

Ω

f (u )
∂ ϕ

∂ xi
d x −

∫

Ω

f (un )
∂ ϕ

∂ xi
d x

�

�

�

�

�

�

≤
∫

Ω

| f (u )− f (un )| |
∂ ϕ

∂ xi
|d x

≤





∫

Ω

| f (u )− f (un )|2d x





1
2




∫

Ω

�

�

�

∂ ϕ

∂ xi

�

�

�

2

d x





1
2

≤





∫

Ω

�

�

�

�

u
∫

un

f ′(t )d t

�

�

�

�

2

d x





1
2




∫

Ω

�

�

�

∂ ϕ

∂ xi

�

�

�

2

d x





1
2

≤ ∥ f ′∥L∞(Ω)





∫

Ω

|u −un |2 d x





1
2




∫

Ω

�

�

�

∂ ϕ

∂ xi

�

�

�

2

d x





1
2

≤C





∫

Ω

|u −un |2 d x





1
2

.

Ainsi, en faisant tendre n vers l’infini, on obtient le résultat désiré.

Ensuite, en utilisant l’égalité (1.2), et l’intégration par partie, on obtient

∫

Ω

( f ◦u )
∂ ϕ

∂ xi
d x = lim

n−→+∞

∫

Ω

f (un )
∂ ϕ

∂ xi
d x

=− lim
n−→+∞

∫

Ω

∂

∂ xi
( f (un ))ϕd x

=− lim
n−→+∞

∫

Ω

f ′(un )
∂ un

∂ xi
ϕd x

=−
∫

Ω

f ′(u )
∂ u

∂ xi
ϕd x

=−
∫

Ω

( f ′ ◦u )
∂ u

∂ xi
ϕd x

Finalement, on va prouver que f (u ) ∈H 1(Ω). Le fait que

| f (u )|= | f (u )− f (0)|=
�

�

�

�

u
∫

0

f ′(t )d t

�

�

�

�

≤ ∥ f ′∥L∞(Ω)|u |,
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alors




∫

Ω

| f (u )|2 d x





1
2

≤ ∥ f ′∥L∞(Ω)





∫

Ω

|u |2 d x





1
2

<∞,

et




∫

Ω

�

�

� f ′(u )
∂ u

∂ xi

�

�

�

2

d x





1
2

≤ ∥ f ′∥L∞(Ω)





∫

Ω

�

�

�

∂ u

∂ xi

�

�

�

2

d x





1
2

<∞.

1.5 Minimisation d’une fonctionnelle

DÉFINITION 1.13: (Dérivation au sens de Fréchet [6])

Soient X un espace de Banach, U un ouvert de X et I : U →R une fonctionnelle. On

dit que I est (Fréchet) différentiable en u ∈U s’il existe A ∈ X ′ tel que

lim
∥v ∥→0

=
I (u + v )− I (u )−Av

∥v ∥
= 0. (1.3)

DÉFINITION 1.14: (Dérivation au sens de Gâteaux [6])

Soient X un espace de Banach, U un ouvert de X et I : U →R une fonctionnelle. On

dit que I est différentiable au sens de Gâteaux en u ∈U s’il existe A ∈ X ′ tel que, pour

tout v ∈ X ,

lim
t→0
=

I (u + t v )− I (u )
t

= Av. (1.4)

DÉFINITION 1.15: (Fonction convexe [12])

Soit I ⊂R. Une fonction f : I →R est dite convexe si

f (t x + (1− t )y )≤ t f (x ) + (1− t ) f (y ) (1.5)

pour tout x , y ∈ I et chaque t ∈ [0, 1].

On dit que f est strictement convexe si l’inégalité ci-dessus est stricte lorsque x ̸= y

13
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et t ∈ (0, 1).

DÉFINITION 1.16: (Fonction semi-continue inférieurement [52])

Soit X un espace topologique, x0 un point de X et f : X →R une fonction. On dit que

f semi-continuité inférieure en x0 si :

lim inf
x→x0

f (x )≥ f (x0) (1.6)

et f est dite semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue

inférieurement en tout point de X, ou encore si et seulement si {x ∈ X : f (x )>α} est

un ouvert pour tout α ∈R.

THÉORÈME 1.13 ([29]): Tout ensemble convexe fermé pour la norme dans un espace de

Banach X est fermé pour la topologie faible.

THÉORÈME 1.14 ((Minimiseur relatif [52])): On suppose que V est un espace de Banach

réflexif muni de la norme ∥ · ∥, et soit M ⊂ V un sous-ensemble faiblement fermé de V .

On suppose que J : M →R∪{+∞} est coercive et (séquentiellement) faiblement semi-

continue inférieurement sur M par rapport à V , c’est-à-dire que les conditions suivantes

sont satisfaites :

1. J (u )→∞ lorsque ∥u∥→∞, avec u ∈M .

2. Pour tout u ∈M , et pour toute suite (un ) dans M telle que un * u faiblement dans

V , on a :

J (u )≤ lim inf
n→∞

J (un ).

Alors J est bornée inférieurement sur M et atteint son infimum dans M .

14
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Preuve.

Soit

inf
u∈M

J (u ) =m

et soit {un} ⊂M une suite minimisante, i.e.

lim
n→+∞

J (un ) = inf
u∈M

J (u ) =m . (1.7)

Supposons que ∥u∥ → +∞, alors par coercivité, on a J (un )→ +∞, ce qui contredit

le fait que J (un )→m <+∞.

Donc , la suite {un}est bornée dans V . Puisque V est un espace de Banach réflexif et

que {un} est bornée, il existe une sous-suite {unk}, tel que

unk * u , u ∈V .

Mais M est faiblement fermé, donc u ∈M . Par J est faiblement semi-continue infé-

rieurement :

J (u )≤ lim inf
k→∞

J (unk ) = inf
u∈M

J (u ) =m .

On a aussi m ≤ J (u ),

donc

J (u ) =m .

Donc, J atteint son infimum sur M .

15



Chapitre

Principes du maximum, régularité
elliptique et problèmes de valeurs
propres 2

Dans ce qui suit Ω désigne un ouvert borné de RN avec N ≥ 2.

2.1 Principes du maximum

Le principe du maximum est une caractéristique importante des équations elliptiques

du second ordre qui les distingue des équations d’ordre supérieur et des systèmes d’équa-

tions. En plus de ses nombreuses applications, le principe du maximum fournit des estima-

tions ponctuelles qui conduisent à une théorie plus définitive que ce qui serait autrement

disponible.

Dans cette section, on établit le principe du maximum pour des équations aux dérivées

partielles elliptiques du second ordre.

Les méthodes du principe du maximum reposent sur l’observation suivante : si une

fonction u ∈ C 2(Ω) atteint son maximum sur un ensemble ouvert Ω en un point x0 ∈ Ω,

alors

D u (x0) = 0, D 2u (x0)≤ 0. (2.1)

La dernière inégalité signifiant que la matrice symétrique D 2u = ((uxi x j
))est non définie-

positive en point x0.

De plus, on devra exiger que les solutions u soient au moins de classe C 2, afin qu’il soit

possible de considérer les valeurs ponctuelles de D u , D 2u .

On introduit l’opérateur différentiel du second ordre

Lu =−
N
∑

i , j=1

ai j uxi x j
+

N
∑

i=1

bi uxi
+ c u , (2.2)

DÉFINITION 2.1: (Ellipticité uniforme )[21, 27]

On dit que l’opérateur aux dérivées partielles L est uniformément elliptique s’il existe
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une constante α> 0 telle que

N
∑

i , j=1

ai j (x )ξiξ j ≥α|ξ|2 pour tout x ∈Ω, ξ ∈RN . (2.3)

En particulier, la matrice (ai j (x ))i , j=1,...,N est définie positive pour tout x , et la plus

petite valeur propre est supérieure ou égale à α.

On suppose désormais que les coefficients ai j , bi et c sont des fonctions appartiennent

àC 0(Ω). Sans perte de généralité, on suppose la condition de symétrie

ai j = a j i

�

i , j = 1, . . . , N
�

. (2.4)

Évidemment, l’opérateur de Laplace−∆ satisfait ces conditions. L’objectif de cette sec-

tion est de démontrer des principes du maximum pour les solutions de Lu = 0.

2.1.1 Principe du maximum faible

Pour de nombreuses applications, il suffit d’avoir le principe du maximum faible sui-

vant. Tout d’abord, on détermine les conditions sous lesquelles une fonction atteint néces-

sairement son maximum (ou son minimum) sur la frontière.

THÉORÈME 2.1 (Principe du maximum faible [21, 27]):

On suppose que u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) et c ≡ 0 dans Ω.

1. Si u satisfait

Lu ≤ 0 dans Ω, (2.5)

alors

max
Ω

u =max
∂ Ω

u .

2. Si u vérifie

Lu ≥ 0 dans Ω, (2.6)

17
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alors

min
Ω

u =min
∂ Ω

u .

Remarque 2.1. Une fonction satisfaisant (2.5) est appelée une sous-solution. On affirme

donc qu’une sous-solution atteint son maximum sur ∂ Ω. De même, si (2.6) est vérifiée, u

est une sur-solution et atteint son minimum sur ∂ Ω.

Preuve.

1. Étape 1 : Cas d’une inégalité stricte. On suppose que l’on ait

Lu < 0 dans Ω, (2.7)

et qu’il existe un point x0 ∈Ω tel que

u (x0) =max
Ω

u . (2.8)

En un tel point x0, on a les propriétés suivantes :

(a). Le gradient de u s’annule :

uxi
(x0) = 0 pour i = 1, . . . , N .

(b). La matrice hessienne
�

uxi x j
(x0)

�

i , j=1,··· ,N
est semi-définie négative, c’est-à-

dire :
N
∑

i , j=1

uxi x j
(x0)ξiξ j ≤ 0 pour tout ξ ∈RN .

Puisque la matrice
�

uxi x j
(x0)

�

i , j=1,··· ,N
est semi-définie négative toutes ses va-

leurs propres λ sont négatives ou nulles :

λk ≤ 0 k = 1, · · · , N .

18
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Ainsi, on peut écrire :

N
∑

i , j=1

ai j (x0)uxi x j
(x0) =

N
∑

i , j=1

ai j (x0)

�

N
∑

k=1

λkξ
(i )
k ξ

( j )
k

�

=
N
∑

k=1

λk

 

N
∑

i , j=1

ai j (x0)ξ
(i )
k ξ

( j )
k

! (2.9)

où λk sont les valeurs propres de (uxi x j
(x0)) et ξk les vecteurs propres corres-

pondants.

Appliquant la condition d’ellipticité (2.3) à (2.9), on obtient :

N
∑

i , j=1

ai j (x0)uxi x j
(x0)≤α

N
∑

k=1

λk |ξk |2

≤ 0.

Par conséquent,

Lu (x0) =−
N
∑

i , j=1

ai j (x0)uxi x j
(x0)≥ 0.

Cela contredit l’hypothèse Lu < 0. Ainsi, un maximum intérieur ne peut pas

exister, et le maximum de u est nécessairement atteint sur la frontière ∂ Ω.

Étape 2 : Cas d’une inégalité large. Dans le cas général où (2.5) est vérifié, on

pose

uε(x ) := u (x ) +εe λx1 (x ∈Ω),

où λ > 0 sera déterminé ultérieurement et ε > 0. La condition (2.3) implique

ai i (x )≥α (i = 1, . . . , N , x ∈Ω). Par conséquent,

Luε = Lu +εL (e λx1)

≤ εe λx1
�

−λ2a11+λb1

�

≤λεe λx1 [−λα+ ∥b ∥L∞]

< 0 dans Ω,

à condition de choisir λ > 0 suffisamment grand. Alors, selon les étapes 1 et 2

ci-dessus, maxΩuε = max∂ Ωuε. Faisons tendre ε → 0 pour obtenir maxΩu =

max∂ Ωu . Ceci prouve (1).
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2. Puisque−u est une sous-solution dès que u est une sur-solution, l’assertion (2)

en découle directement.

On adapte maintenant le principe du maximum pour tenir compte d’un coefficient

d’ordre zéro c positif.

THÉORÈME 2.2 (Principe du maximum faible pour c ≥ 0 [21, 27]): On suppose que u ∈C 2(Ω)∩

C (Ω) et c ≥ 0 dans Ω.

1. Si u satisfait

Lu ≤ 0 dans Ω,

alors

max
Ω

u ≤max
∂ Ω

u+. (2.10)

2. De même, si u vérifie

Lu ≥ 0 dans Ω,

alors

min
Ω

u ≥−max
∂ Ω

u−. (2.11)

Remarque 2.2. En particulier, si Lu = 0 dans Ω, alors

max
Ω
|u |=max

∂ Ω
|u |. (2.12)

Preuve.

1. Soit u une sous-solution et on pose G := {x ∈Ω | u (x )> 0}. Alors

K u := Lu − c u ≤−c u ≤ 0 dans G .

L’opérateur K n’a pas un terme d’ordre zéro, et par conséquent le Théorème 2.1

implique

max
G

u =max
∂G

u =max
∂ Ω

u+.

Ceci donne (2.10) dans le cas où G ̸= ;. Sinon, u ≤ 0 partout dans Ω, et (2.10)

suit également.

2. L’assertion (2) découle de (1) appliqué à −u , dès que (−u )+ = u−.
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2.2 Régularité elliptique

Dans cette section, on rappelle quelques estimations fondamentales pour les équations

Lu = f où L est un opérateur elliptique de type (2.2). Une référence de base est Gilbarg-

Trudinger [24].

2.2.1 Estimation uniforme dans l’espace C 2,γ(Ω)

THÉORÈME 2.3 ([35, 24]): Soient Ω un domaine régulier de RN , L un opérateur elliptique

de type (2.2), et u ∈ C 2,γ(Ω) une solution de Lu = f dans Ω, où f ∈ C 0,γ(Ω̄) et les coeffi-

cients de L vérifient la condition (2.3) et

∥ai j∥C 0,γ(Ω), ∥bi∥C 0,γ(Ω), ∥c ∥C 0,γ(Ω) ≤Λ.

Soit ϕ ∈C 2,γ(Ω), et on suppose que u =ϕ sur ∂ Ω. Alors

∥u∥C 2,γ(Ω) ≤C
�

∥u∥C 0(Ω)+ ∥ϕ∥C 2,γ(Ω)+ ∥ f ∥C 0,γ(Ω)

�

où C > 0 est une constante dépend de N , γ, α, Λ et du domaine Ω.

Démonstration. Voir [24, Theorem 6.6., page 98].

2.2.2 Estimation uniforme dans les espaces W 2,p (Ω)

THÉORÈME 2.4 ([35]): Soit Ω un ouvert borné de classe C 1,1, ai j ∈ C 0(Ω) et bi , c ∈ L∞(Ω).

Pour tous f ∈ L p (Ω) et g ∈W 2,p (Ω) avec 1< p <+∞, il existe un unique u ∈W 2,p (Ω) une

fonction telle que

Lu = f presque partout dans Ω, u − g ∈W 1,p
0 (Ω),

avec l’estimation

∥u∥W 2,p (Ω) ≤Cp

�

∥ f ∥L p (Ω)+ ∥g ∥W 2,p (Ω)

�

,

où Cp ne dépend pas de f et g .
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2.3 Principe de comparaison faible.

THÉORÈME 2.5 ([44]): Soient u1, u2 ∈H 1
0 (Ω) satisfont







−∆u1 ≤−∆u2, DansΩ, (au sens faible)

u1 ≤ u2, sur ∂ Ω.

Alors, u1 ≤ u2 p.p. dans Ω.

Preuve.

Soient u1, u2 ∈H 1
0 (Ω) deux fonctions telles que

−∆u1 ≤−∆u2 au sens faible.

Cela signifie que, pour toute fonction de test ϕ ∈H 1
0 (Ω) telle que ϕ ≥ 0, on a :

∫

Ω

∇u1.∇ϕd x ≤
∫

Ω

∇u2.∇ϕd x .

Posons ϕ = (u1−u2)+, qui appartient à H 1
0 (Ω) par le théorème 1.12. Alors on a :

∫

Ω

∇(u1−u2).∇(u1−u2)
+d x ≤ 0.

Mais on remarque que :

∇(u1−u2)
+ =







∇(u1−u2) siΩ, u1 > u2

0 sinon.

Donc
∫

Ω

�

�∇(u1−u2)
+
�

�

2
d x ≤ 0.

Cela implique :

∇(u1−u2)+ = 0 p.p. dans Ω,

ce qui donne que (u1−u2)+ = 0, donc u1 ≤ u2 p.p. dans Ω.
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2.4 Problèmes de valeurs propres pour Laplacien

Dans cette section, on se concentrera sur le problème de valeurs propres.

(Pλ)







−∆u =λu , dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(2.13)

DÉFINITION 2.2

On dit que λ est une valeur propre si (Pλ) admet une solution. Cette solution est ap-

pelée une fonction propre correspondant à la valeur propre λ.

La première valeur propre λ1 est définie par :

λ1 = inf

�∫

Ω

|∇w |2d x : w ∈H 1
0 (Ω),

∫

Ω

V (x )|w |2d x = 1

�

.

THÉORÈME 2.6 ([19, 25, 52]): Soit u ∈H 1
0 (Ω) \ {0} une fonction propre associée à λ1. Alors

u ∈ L∞(Ω).

THÉORÈME 2.7 ([5, 18, 37, 19]): Si u est une solution de (Pλ), alors u ∈ C 1,γ(Ω). De plus,

si u ≥ 0, alors u > 0 dans Ω et ∂ u
∂ ν < 0 sur ∂ Ω, où ν désigne le vecteur normal unitaire

extérieur à ∂ Ω.

THÉORÈME 2.8 ([44, Lemma 1.4.5]): La première valeur propre λ1 est simple, c’est-à-dire

que si u , v sont deux fonctions propres correspondant à la valeur propreλ1, alors u =αv

pour un certain α.

THÉORÈME 2.9 ([44, Lemma 1.4.3]): Toute fonction propreφ1 correspondant àλ1 ne change

pas de signe dans Ω : soitφ1 > 0, soitφ1 < 0.
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Chapitre

Méthode de sous et sur-solutions
classiques pour un problème sémi-
linéaire 3

3.1 Mise en œuvre de la méthode

Soit Ω un domaine borné régulier de RN , et f : Ω×R→ R une fonction continue telle

que f est de classe C 1 par rapport à la deuxième variable.

On considère le problème aux limites non linéaire de type Dirichlet suivant :







−∆u = f (x , u ), dans Ω,

u = 0, sur ∂ Ω,
(3.1)

DÉFINITION 3.1

Une solution du problème (3.1), est une fonction u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) qui satisfait (3.1).

DÉFINITION 3.2: (Sous-solution)

Une fonction u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) est dite sous-solution du problème (3.1) si







−∆u ≤ f (x , u ), dans Ω,

u ≤ 0, sur ∂ Ω.
(3.2)

DÉFINITION 3.3: (Sur-solution)

Une fonction u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) est dite sur-solution du problème (3.1) si







−∆u ≥ f (x , u ), dans Ω,

u ≥ 0, sur ∂ Ω.
(3.3)
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Mise en œuvre de la méthode

THÉORÈME 3.1: Soit u (resp., u) une sous-solution (resp., une sur-solution) du problème

(3.1) telle que u ≤ u dans Ω. Alors il existe une solution u du problème (3.1) satisfaisant

u ≤ u ≤ u .

Preuve.

La preuve est basée sur la méthode des itérations monotones développée par Amann

[3] et Sattinger [51].

Soit g (x , u ) := f (x , u ) + a u , où a est une constante réelle. On peut choisir a ≥ 0

suffisamment grand pour que l’application R ∋ u 7→ g (x , u ) soit croissante sur

[u (x ), u (x )], pour tout x ∈Ω. Pour cela, il suffit que a ≥ 0 et

a ≥max
�

− fu (x , u ); x ∈Ω, u ∈ [u (x ), u (x )]
	

.

Pour ce choix de a , on définit la suite de fonctions un ∈ C 2(Ω) ∩C (Ω) comme suit :

u0 = u et, pour tout n ≥ 1, un est l’unique solution du problème linéaire suivant :







−∆un +a un = g (x , un−1), dans Ω,

un = 0, sur ∂ Ω.
(3.4)

On a besoin du lemme suivant.

LEMME 3.1

La suite (un )n vérifiant :

u = u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ un ≤ un+1 ≤ · · · ≤ u .

Preuve du Lemme 3.1 Nos arguments utilisent de manière essentielle le principe

du maximum. Ainsi, pour prouver que u1 ≥ u , nous avons, par la définition de u1,







−∆u1+a u1 = g (x , u ), dans Ω,

u1 = 0, sur ∂ Ω.
(3.5)

En soustrayant (3.2) de (3.5), on obtient :
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Méthode de sous et sur-solutions . . .







−∆(u1−u ) +a (u1−u )≥ g (x , u )− g (x , u ) = 0, dans Ω,

u1−u ≥ 0, sur ∂ Ω.
(3.6)

Puisque l’opérateur−∆+a I est uniformément elliptique, par le théorème 2.2, il s’en-

suit que u1 ≥ u dans Ω. Pour la preuve de u1 ≤ u , on observe que u ≥ 0 = u1 sur ∂ Ω

et, pour tout x ∈Ω,

−∆(u1−u ) +a (u1−u )≤ g (x , u )− g (x , u )≤ 0,

par la monotonie de g . Le théorème 2.2 implique u1 ≤ u .

Il reste à prouver que

un ≤ un+1 ≤ u .

En tenant compte des équations satisfaites par un et un+1, on obtient







−∆(un+1−un ) +a (un+1−un ) = g (x , un )− g (x , un−1)≥ 0, dans Ω,

un+1−un ≥ 0, sur ∂ Ω,
(3.7)

ce qui implique un+1 ≥ un dans Ω.

D’autre part, par







−∆u +a u ≥ g (x , u ), dans Ω,

u ≥ 0, sur ∂ Ω,

et la définition de un+1, on a







−∆(u −un+1) +a (u −un+1)≥ g (x , u )− g (x , un )≥ 0, dans Ω,

u −un+1 ≥ 0, sur ∂ Ω.

Encore une fois, par le théorème 2.2, on déduit que u ≤ un+1 ≤ u dans Ω, ce qui com-

plète la preuve du lemme 3.1.

Il s’ensuit qu’il existe une fonction u telle que, pour tout x ∈Ω fixé,

un (x )↗ u (x ) quand n −→∞.

Notre objectif est de montrer qu’on peut passer à la limite dans (3.4).
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Mise en œuvre de la méthode

Posant

gn (x ) := g (x , un (x )) pour tout x ∈Ω, ∀n ∈N,

et

M =max
�

∥u∥C 0(Ω), ∥u∥C 0(Ω)

	

.

Puisque ∥un∥C 0(Ω) ∈ [0, M ] et que g est une fonction continue, la suite (gn )) est bornée

dans L∞(Ω)(Ω), et donc dans chaque espace L p (Ω) pour 1 < p <∞. Par le théorème

2.4, la suite (un ) est bornée dans W 2,p (Ω) pour tout 1 < p <∞. D’après le théorème

1.9, l’espace W 2,p (Ω) s’injecte continûment dans l’espace C 1,γ(Ω) pour 0<γ≤ 1− N
p , à

condition que p >N . Cela implique que (un ) est bornée dans C 1,γ(Ω). Ensuite, par le

théorème 2.3, on déduit que (un ) est bornée dans C 2,γ(Ω). Par le théorème 1.4, l’espace

C 2,γ(Ω) s’injecte de manière compacte dans C 2(Ω). Ainsi, en passant éventuellement

à une sous-suite, on obtient

un −→ u dans C 2(Ω). (3.8)

Puisque la suite est monotone, on en déduit que la suite entière converge vers u dans

C 2(Ω). En passant à la limite dans (3.4) lorsque n → ∞, on obtient que u est une

solution du problème (3.1).

Remarque 3.1. La méthode de démonstration précédente fonctionne également si l’on rem-

place l’hypothèse selon laquelle f est de classe C 1 par rapport à la deuxième variable par

l’hypothèse plus faible que f est localement lipschitzienne (voir [35, théorème 5.17]).

EXAMPLE 3.1

Soit Ω=
�

(x , y ) ∈R2; x 2+ y 2 < 1
	

. On considère le problème







−∆u +u 5 = 1, dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.9)

Montrer que le problème (3.9) admet au-moins une solution u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).
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SOLUTION.

On définit f (t ) = 1− t 5. Prenant u = 1, alors

−∆u = 0= f (u )

et u ≥ 0 sur ∂ Ω.

Définissant u = 0, alors

−∆u = 0≤ f (u ) = 1

et u ≤ 0 sur ∂ Ω.

−∆u +u 5 = 1 ⇐⇒ −∆u +a u = 1−u 5+a u .

Ainsi, on définit g (t ) = 1− t 5+a t .

Pour que g soit croissante sur [0, 1] (puisque 0 ≡ u ≤ u ≤ u ≡ 1), choisissant par

exemple a = 5, alors g ′(t ) = 5−5t 4 ≥ 0.

Ainsi, par le théorème 3.1 il existe une solution classique u au problème (3.9) telle

que u ≤ u ≤ u presque partout dans Ω.

EXAMPLE 3.2

Soit Ω=
�

(x , y ) ∈R2; x 2+ y 2 < 1
	

. On considère le problème







−∆u = 1+u 2, dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.10)

Montrer que le problème (3.10) admet au-moins une solution u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).

SOLUTION.

La fonction u = 0 est une sous-solution, car u ∈C 2(Ω)∩C 0(Ω) et

−∆u = 0≤ 1+u 2 dans Ω, u ≤ 0 sur ∂ Ω.

On définit

u (x , y ) := 1− x 2− y 2, ∀x , y ∈Ω.

28



Mise en œuvre de la méthode

Alors u ∈C 2(Ω)∩C 0(Ω) et u |∂ Ω ≥ 0.

Puisque

−∆u = 4≥ 1+ (1− x 2− y 2)2 = 1+u 2 dans Ω,

alors u est une sur-solution. Comme u ≤ u dans Ω, par le théorème 3.1 il existe, une

solution classique u au problème (3.10) telle que u ≤ u ≤ u presque partout dans Ω.

EXAMPLE 3.3

Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Montrer que le problème







−∆u = sin u , dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.11)

admet au-moins une solution u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).

SOLUTION.

Étape 1. Construction d’une sur-solution.







−∆u = 1, dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.

Étape 2. Construction d’une sous-solution. On cherche une sous-solution de la

forme u = ϵϕ1 > 0 dans Ω.

−∆u = ϵλ1ϕ1 =λ1u ≤ sin u .

Remarque 3.2. Il existe δ > 0 tel que sin z −λ1z ≥ 0 pour tout z ∈ [0,δ].

Choisissant ϵ = δ
∥ϕ1∥∞ , on obtient 0< u <δ.

EXAMPLE 3.4
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Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Montrer que le problème de Fisher stationnaire







−∆u = u (1−u ), dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.12)

admet au-moins une solution strictement positive u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).

SOLUTION.

Clairement, u ≡ 0 est une solution. Si l’on suppose que le domaine Ω est régulier et

que la première valeur propre de Dirichlet pour l’opérateur de Laplace est λ1 < 1,

on peut montrer qu’il existe une solution qui est positive dans Ω. En fait, u ≡ 1 est

une sur-solution. On va maintenant construire une sous-solution positive. Soit ϕ1

la fonction propre normalisée non négative associée à λ1. D’après le théorème 2.8,

on sait que ϕ1 > 0 dans Ω, et d’après la régularité elliptique, ϕ1 ∈ C 2(Ω)∩C (Ω). Soit

u = ϵϕ1. On affirme que, si ϵ est positif et suffisamment petit, u est une sous solution.

En effet, puisque −∆ϕ1 =λ1ϕ1, on a

−∆u −u (1−u ) = ϵϕ1(λ1−1+ ϵϕ1). (3.13)

Choisissant ϵ = 1−λ1
2∥ϕ1∥∞ , le membre de droite de (3.13) est négatif, et par conséquent

u est une sous-solution.

D’après le théorème 3.1, on en déduit l’existence d’une solution u telle que u ≤ u ≤ 1.

EXAMPLE 3.5

Soit Ω un ouvert borné régulier de RN . Montrer que le problème







−∆u = 1− |u |, dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.14)

admet au-moins une solution u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).
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SOLUTION.

On observe que f (t ) = 1−|t | satisfait les conditions du théorème 3.1. De plus, comme

il est facile de le voir, les fonctions u = −1 et u = 1 sont respectivement des sous-

solutions et sur-solutions du problème (3.14), vérifiant u < u . Par conséquent, il

existe une solution classique u au problème telle que u ≤ u ≤ u .

EXAMPLE 3.6

Soient Ω un ouvert borné régulier de RN et p > 1. Montrer que le problème







−∆u = 1− |u |p , dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.15)

admet au-moins une solution u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).

SOLUTION.

Pour p > 1, satisfait également les conditions du théorème 3.1, et u =−1 et u = 1 sont

respectivement des sous-solutions et sur-solutions du problème (3.15), vérifiant u <

u . Par conséquent, il existe une solution classique u au problème telle que u ≤ u ≤ u .

EXAMPLE 3.7

On suppose queΩ⊂RN soit un domaine borné et régulier, et que K (x ) soit une fonction

régulière sur Ω satisfaisant −c0 ≤ K (x )≤ 0. On considère le problème







∆u +K (x )e u = 0 dans Ω

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.16)

admet au-moins une solution u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).

SOLUTION.

1. Sur-solution :

La fonction u = 0 est une sur-solution, car u ∈C 2(Ω)∩C (Ω) et

−∆u = 0, et K (x )e u = K (x ),
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comme K (x )≤ 0,

donc :

−∆u = 0≥ K (x ) dans Ω, u ≤ 0 sur ∂ Ω.

2. Sous-solution :

on considère le problème :







−∆ϕ = 1, dans Ω,

ϕ = 0, sur ∂ Ω.
(3.17)

ϕ > 0.

On définit :u =−c0ϕ, c0 > 0 . On obtient

−∆u =−∆(−c0ϕ) =−c0,

car −c0 ≤ K (x ) et 0< e −c0ϕ, donc

−∆u ≤ K (x )e u et u = 0 sur ∂ Ω.

Donc u =−c0ϕ est sur-solution.

D’après le théorème 3.1, on en déduit l’existence d’une solution u telle que u ≤ u ≤

u .

EXAMPLE 3.8

Si K (x ) et f (x ) sont des fonctions régulières satisfaisant K (x ), f (x )≤ 0 dans le domaine

borné Ω⊂RN , montrer que







∆u +K (x )u 2 = f (x ) dans Ω

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.18)

admet une solution régulière unique u .
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SOLUTION.

Étape 1. Construction d’une sous-solution.

Puisque f (x )≤ 0, on choisit :

u = 0, alors∆u +K (x )u 2 = 0≥ f (x ), et u ≤ 0 sur ∂ Ω.

Donc u = 0 est sous-solution.

Étape 2. Construction d’une sur-solution.

On définit u =M > 0,

choisissant

M 2K (x )≤ f (x )≤ 0.

On obtient

∆u +K (x )u = K (x )M 2 ≤ f (x ) et u =M ≥ 0 sur ∂ Ω.

Donc u =M est sur-solution.

D’après le théorème 3.1, on en déduit l’existence d’une solution u telle que 0 ≤ u ≤

M .

Unicité

supposons qu’il existe deux solution u1, u2. On considère le différence :

−∆(u1−u2) = K (x )(u 2
1 −u 2

2 ) = K (x )(u1−u2)(u1+u2).

Utilisons une identité d’énergie en multipliant par u1−u2 et intégrant

∫

Ω

|∇(u1−u2)|2 d x =

∫

Ω

K (x )(u1−u2)
2(u1+u2)d x

Mais puisque K (x ) ≤ 0 et u1 + u2 ≥ 0, le second membre et non positif, alors

que le premier est positif, sauf si u1 = u2. Donc u1 = u2, d’où l’unicité.

EXAMPLE 3.9

Pour un domaine borné et régulier Ω de RN , on considère le problème de valeur propre
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non linéaire






∆u +λ f (x , u ) = 0 dans Ω

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.19)

où f :Ω×R satisfaisant

f (x , t ) est de class C γ par rapport à x ∈Ω, C 1 par rapport à t ∈R, (3.20)

f (x , t )≥ 0 pour tout (x , t ), et f (x , t )> 0 pour tout t > 0. (3.21)

Nous nous intéressons aux solutions non négatives u ∈C 2(Ω)∩C (Ω).

1. Si u est une solution non négative, alors soit u est positive dans Ω, soit u ≡ 0.

2. Si f (x , 0)> 0, montrer qu’il existeλ1 > 0 pour lequel une solution positive u1 existe.

3. Si f (x , 0) > 0 et λ1 > 0 admet une solution positive u1, montrer qu’il existe une

solution positive uλ pour tout 0<λ<λ1.

SOLUTION.

1. Soient u ∈C 2(Ω)∩C (Ω), x0 ∈Ω, telle que :

u (x0) = 0.

Cela signifie que u atteint un minimum intérieur en x0.

comme u ≥ 0, et∆u =−λ f (x , u )≤ 0 (car f (x , u )≥ 0), alors∆u ≤ 0.

Donc par le principe du maximum fort, soit u ≡ 0, soit u > 0 dans Ω.

2. Étape 1. Construction d’une sous-solution.

Prenons u = 0. On a :

∆u +λ f (x , u ) =λ f (x , 0)> 0, et u = 0≤ 0 sur ∂ Ω.

Donc u est une sous-solution.

Étape 2. Construction d’une sur-solution.
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Soitφ1 la première fonction propre du Laplacien :







−∆φ1 =λ1φ1, DansΩ,

φ1 = 0, sur ∂ Ω.

Prenons u = ϵφ1, avec ϵ > 0 petit.

∆u +λ f (x , u ) =−ϵλ1φ1+λ f (x ,ϵφ1).

Pour ϵ petit, f (x ,ϵφ1)≈ f (x , 0)> 0, donc on peut choisir λ suffisamment petit

pour que :

∆u +λ f (x , u )≤ 0, et u = 0≥ 0 sur∂ Ω

Donc u est une sur-solution.

D’après le théorème 3.1, on en déduit l’existence d’une solution u1 telle que

0≤ u1 ≤ u .

3.2 Applications de la méthode

3.2.1 Application 1. (Sattinger [51])

Soit λ1 la première valeur propre de −∆ définie sur un domaine borné Ω dans RN . On

considère le problème non linéaire

(P )







−∆u =λu − b u 3, dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(3.22)

où b > 0 et λ ∈R.

THÉORÈME 3.2:

a) Si λ≤λ1, le problème (P ) n’a que la solution triviale u ≡ 0.

b) Si λ>λ1, le problème (P ) a au moins deux solutions, une positive et une négative.
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Preuve.

a) On suppose qu’il existe une solution non triviale u . En multipliant l’équation

par u et en intégrant par parties, on obtient

∫

Ω

|∇u |2 =
∫

Ω

λu 2− b u 4.

Par l’inégalité de Poincaré,

λ1

∫

Ω

u 2 ≤
∫

Ω

|∇u |2,

donc

(λ1−λ)
∫

Ω

u 2 ≤−b

∫

Ω

u 4.

De là, on déduit que u ≡ 0 si λ≤λ1.

b) En effet, siϕ1 est une fonction propre positive associée àλ1, on peut vérifier que

ϵϕ1 est une sous-solution si ϵ > 0 et suffisamment petit, et une sur-solution si

ϵ < 0 et petit en valeur absolue. D’autre part, K est une sur-solution pour K > 0

grand et une sous-solution pour K < 0 et grand en valeur absolue.

3.2.2 Application 2. (Problème sous-linéaire [16, 26])

On considère le problème















−∆u =λu q , dansΩ,

u > 0, dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω,

(3.23)

où 0< q < 1.

Montrer que le problème (3.10) admet au-moins une solution.

SOLUTION.

La fonction f (t ) = t q , 0 < q < 1, est de classe C γ et croissante. Par conséquent, elle

satisfait les conditions du théorème 3.1. Construisons des sous-solutions et des sur-

solutions ordonnées.
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Étape 1. Construction d’une sous-solution. Considérons le problème aux valeurs

propres






−∆ϕ1 =λ1ϕ1 dansΩ,

φ1 = 0 sur ∂ Ω,
(3.24)

oùλ1 est la première valeur propre de−∆. Soitϕ1 ∈H 1
0 (Ω)∩L∞(Ω) la fonction propre

associée. D’après le théorème 2.7, φ1 ∈ C 1,γ(Ω) pour un certain γ ∈ (0, 1) et φ1(x )> 0

pour tout x ∈Ω. Choisissons ϵ > 0 suffisamment petit pour que

λ1ϵ
1−q

�

�ϕ1(x )
�

�

1−q ≤ 1, ∀x ∈Ω, (3.25)

Définissons u = ϵφ1. En utilisant l’équation aux valeurs propres et l’inégalité (3.25),

on obtient :

−∆(ϵϕ1) = ϵ(−∆ϕ1) = ϵλ1ϕ1 ≤ (ϵϕ1)
q dans Ω. (3.26)

Puisque ϵϕ1 = 0 sur ∂ Ω, u = ϵϕ1 est une sous-solution du problème (3.23) pour ϵ > 0

suffisamment petit.

Étape 2. Construction d’une sur-solution. Soit e > 0, e ∈C∞(Ω) l’unique solution

du problème






−∆e = 1 dans Ω,

e = 0 sur ∂ Ω.
(3.27)

Choisissant une constante k > 0 telle que

k 1−q ≥ ∥e ∥q∞, ∀x ∈Ω. (3.28)

Alors,

−∆(k e ) = k (−∆e ) = k ≥ (k e )q dans Ω, (3.29)

et puisque k e = 0 sur ∂ Ω, il s’ensuit que u = k e est une sur-solution du problème

(3.31).
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Étape 3. Comparaison entre la sous- et la sur-solution. Choisissant ϵ > 0 suffi-

samment petit, on a

−∆u =−∆(ϵϕ1) =λ1ϵϕ1 ≤λ1ϵ∥ϕ1∥∞ ≤ k min
x∈Ω

e (x )≤ k e =−∆u .

Par le théorème 2.5, il s’ensuit que

u = ϵϕ1 ≤ k e = u . (3.30)

Ainsi, d’après le théorème 3.1, le problème (3.31) admet une solution u vérifiant

u = ϵϕ1 ≤ u ≤ k e = u .

3.2.3 Application 3. (Peral [44])

On considère le problème















−∆u =λu q +u r , dansΩ,

u > 0, dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω,

(3.31)

où 0< q < 1< r et λ> 0.

THÉORÈME 3.3 ([44, Theorem 2.2.]): Il existe λ0 > 0 tel que pour tout 0 < λ ≤ λ0, le pro-

blème (3.23) a une solution positive.

Preuve.

Étape 1. Trouver une sur-solution. Soit e > 0, e ∈ C∞(Ω) l’unique solution du pro-

blème






−∆e = 1, dans Ω,

e = 0, sur ∂ Ω.

Pour simplifier l’écriture, on définit

F (u ) =λu q +u r .
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Applications de la méthode

On définit u (x ) = k e (x ), où k est une constante qui sera choisie de telle sorte que

−∆u ≥ F (k M )≥ F (u ),

où M =max{1, ∥e ∥∞}. Maintenant, −∆u = k et

F (u )≡λk q e q +k r e r ≤λk q M q +k r M r .

Il suffit donc de trouver k tel que

1≥λk q−1M q +k r−1M r .

On définit la fonction

φ(k ) =λM q k q−1+M r k r−1,

Alors

lim
k→0+

φ(k ) = lim
k→∞

φ(k ) =∞,

car q −1< 0< r −1 ; ainsi,φ atteint un minimum sur [0,∞). Par des calculs élémen-

taires, on obtient

φ′(k ) =λ(q −1)M q k q−2+ (r −1)k r−2 = 0 en k0 = c0λ
1

r−q ,

où c0 =M −1
� 1−q

r−1

�
1

r−q . Pour terminer, il suffit que

φ(k0)≤ 1,

c’est-à-dire,

c1λ
r−1
r−q < 1,

où c1 = cr,q M . Alors il existe λ0 = c
q−r
r−1

1 tel que pour 0 < λ < λ0, u = k0v est une sur-

solution du problème (3.31).

Étape 2. Construction d’une sous-solution.

En prenant ϵ > 0 suffisamment petit, u = ϵϕ1 est une sous-solution du problème

(3.31), oùϕ1 ∈C 2(Ω) est une fonction propre normalisée (∥ϕ1∥L∞(Ω) = 1) de l’opérateur
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−∆ associée à la première valeur propre λ1. En effet, on a que

−∆(ϵϕ1) =λ1ϵϕ1 = ϵ(λ1ϕ1) =

�

ϵ1−qλ1

λ
ϕ

1−q
1

�

·λ(ϵϕ1)
q .

Il suffit de choisir ϵ > 0 tel que
ϵ1−qλ1

λ
< 1,

pour obtenir

−∆(ϵϕ1) = ϵ(λ1ϕ1)≤λ1(ϵϕ1)
q ≤λ(ϵϕ1)

q + (ϵϕ1)
p .

Cela montre que u = ϵϕ1 est une sous-solution du problème (3.31). On a également

que, en choisissant ϵ suffisamment petit,

−∆u = ϵλ1ϕ1 ≤ k =−∆u .

Alors, par le principe de comparaison faible (voir théorème 2.5), u ≤ u . Ainsi, d’après

le théorème 3.1, le problème (3.31) a une solution u telle que ϵϕ1 ≤ u ≤ k e , lorsque

0≤λ≤λ0.
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Chapitre

Méthode de sous et sur-solutions faibles
pour un problème sémi-linéaire 4

4.1 Cas la non-linéarité est une fonction C 1

4.1.1 Position du problème

On étudiera le problème aux limites non linéaire :







−∆u = f (u ) dans Ω

u = 0 sur ∂ Ω,
(4.1)

où f :R→R est une fonction régulière qui vérifie

| f ′(t )| ≤C ∀t ∈R), (4.2)

où C est une constante positive.

DÉFINITION 4.1: (Sur-solution faible [21])

On dit que u ∈H 1(Ω) est une sur-solution faible du problème (4.1) si u ≥ 0 sur ∂ Ω et

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≥
∫

Ω

f (u )ϕd x , (4.3)

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω), avec ϕ ≥ 0 presque partout dans Ω.

DÉFINITION 4.2: (Sous-solution faible [21])

On dit que u ∈H 1(Ω) est une sous-solution faible du problème (4.1) si u ≤ 0 sur ∂ Ω et

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≤
∫

Ω

f (u )ϕd x , (4.4)
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pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω), avec ϕ ≥ 0 presque partout dans Ω.

DÉFINITION 4.3: (Solution faible [21])

On dit que u ∈H 1(Ω) est une solution faible du problème (4.1) si u = 0 sur ∂ Ω et

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x =

∫

Ω

f (u )ϕd x , (4.5)

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω).

Remarque 4.1. Si u , u ∈C 2(Ω), alors de (4.3) et (4.4) il suit que

−∆u ≥ f (u ), −∆u ≤ f (u ) dans Ω.

4.1.2 Mise en œuvre de la méthode

THÉORÈME 4.1 (Existence d’une solution entre sous-solution et sur-solution [21]): On sup-

pose qu’il existe une sur-solution faible u et une sous-solution faible u de (4.1), satisfai-

sant

u ≤ 0, u ≥ 0 sur ∂ Ω au sens de la trace, u ≤ u p.p. dans Ω. (4.6)

Alors il existe une solution faible u de (4.1), telle que

u ≤ u ≤ u p.p. dans U .

Preuve.

1. On fixe un nombre a > 0 suffisamment grand pour que

l’application t 7→ g (t ) = f (t ) +a t soit croissante; (4.7)

ceci est possible en conséquence de l’hypothèse (4.2).
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Pour ce choix de a , on définit la suite de fonctions un ∈ H 1
0 (Ω) comme suit :

u0 = u et, pour tout n ≥ 1, un est l’unique solution faible du problème linéaire

suivant :







−∆un +a un = g (un−1), dans Ω,

un = 0, sur ∂ Ω.
(4.8)

2. On affirme que

u = u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ un ≤ un+1 ≤ · · · ≤ u p.p. dans Ω. (4.9)

D’après (4.8) pour n = 1, on a

∫

Ω

∇u1 ·∇ϕ+a

∫

Ω

u1ϕd x =

∫

Ω

g (u0)ϕd x , (4.10)

pour chaqueϕ ∈H 1
0 (Ω). En soustrayant (4.10) de (4.4), en rappelant que u0 = u ,

et en posant

ϕ := (u0−u1)
+ ∈H 1

0 (Ω), ϕ ≥ 0 p.p.,

on obtient

∫

Ω

∇ (u0−u1) ·∇ (u0−u1)
+ d x +a

∫

Ω

(u0−u1) (u0−u1)
+ d x ≤ 0.

Or,

∇ (u0−u1)
+ =







∇ (u0−u1) p.p. sur {u0 ≥ u1}

0 p.p. sur {u0 ≤ u1}.

Par conséquent,

∫

{u0≥u1}
|∇ (u0−u1) |2 d x +a

∫

Ω

|u0−u1|2 d x ≤ 0,

ainsi u0 ≤ u1 p.p. dans Ω.

Supposons maintenant par récurrence que

un−1 ≤ un p.p. dans Ω. (4.11)
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D’après (4.8), on trouve

∫

Ω

∇un+1 ·∇ϕ+a

∫

Ω

un+1ϕd x =

∫

Ω

g (un )ϕd x (4.12)

et
∫

Ω

∇un ·∇ϕ+a

∫

Ω

unϕd x =

∫

Ω

g (un−1)ϕd x (4.13)

pour chaque ϕ ∈ H 1
0 (Ω). En soustrayant et en posant ϕ := (un −un+1)

+, on dé-

duit

∫

{un≥un+1}
|∇ (un −un+1) |2 d x +a

∫

Ω

|un −un+1|2 d x

=

∫

Ω

�

g (un−1)− g (un )
�

(un −un+1)
+ d x ≤ 0,

la dernière inégalité étant justifiée par (4.11) et (4.7). Par conséquent, un ≤ un+1

p.p. dans Ω, comme annoncé.

3. On montre ensuite que

un ≤ u p.p. dans Ω (n = 0, 1, . . . ). (4.14)

L’énoncé (4.14) est vrai pour n = 0 selon l’hypothèse (4.6). On suppose mainte-

nant par récurrence que

un ≤ u p.p. dans Ω. (4.15)

Puis, en soustrayant (4.3) de (4.12) et en prenant ϕ := (un+1−u )+, on obtient

∫

{un+1≥u}
|∇ (un+1−u ) |2 d x +a

∫

Ω

|un+1−u |2 d x

=

∫

Ω

�

g (un )− g (u )
�

(un+1−u )+ d x ≤ 0,

par (4.15) et (4.7). Ainsi, un+1 ≤ u p.p. dans Ω.

4. En vertu de (4.9) et (4.14), on a

u ≤ · · · ≤ un ≤ un+1 ≤ · · · ≤ u a.e. dans Ω. (4.16)
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Par conséquent,

u (x ) = lim
n→∞

un (x ). (4.17)

existe pour presque tout x . De plus, par le théorème de convergence dominée

et (4.16), on a

un → u dans L 2(Ω), (4.18)

Enfin, comme on a ∥ f (un )∥L 2(Ω) ≤C
�

∥un∥L 2(Ω)+1
�

, on déduit de (4.8) que

sup
n
∥un∥H 1(Ω) <∞.

Il existe donc une sous-suite
�

unk

�

k
qui converge faiblement dans H 1(Ω) vers

u ∈H 1
0 (Ω).

5. On vérifie enfin que u est une solution faible du problème (4.1). Pour cela, on

fixe ϕ ∈H 1
0 (Ω). Alors, d’après (4.8), il vient

∫

Ω

∇un+1 ·∇ϕd x +a

∫

Ω

un+1ϕd x =

∫

Ω

g (un )ϕd x .

En laissant n→∞, on obtient

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x +a

∫

Ω

uϕd x =

∫

Ω

�

f (u ) +a u
�

ϕd x .

En annulant le terme impliquant a , on trouve

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x =

∫

Ω

f (u )ϕd x .

EXAMPLE 4.1

Soient Ω un domaine borné deRN et λ1 est la première valeur propre de −∆. Pour c > 0,

on considère le

(pc )







−∆u = u (c −u ), dansΩ,

u = 0, sur ∂ Ω.
(4.19)

Montrer que :

1. Pour c >λ1, il existe une solution positive et bornée de (Pc ).
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2. Pour c ∈ [0,λ1], il n’existe aucune solution non triviale avec u ≥ 0 dans Ω.

SOLUTION.

1. On définit f (u ) = u (c −u ).

Étape 1. Construction d’une sous-solution faible.

On pose u = ϵϕ1

où ϕ1 est la première fonction propre de −∆ sur Ω, associée à λ1, normalisée

telle que ϕ1 dans Ω, et ϵ > 0.

On a ϕ1 = 0 sur ∂ Ω. Donc u = ϵϕ1 = 0 sur ∂ Ω, alors u = 0≤ 0 sur ∂ Ω.

On rappelle que −∆ϕ1 =λ1ϕ1, donc :

−∆u =−∆(ϵϕ1) = ϵλ1ϕ1,

et

u (c −u ) = ϵϕ1(c − ϵϕ1).

On montrer que
∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≤
∫

Ω

u (c −u )ϕd x ,

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω), avec ϕ ≥ 0 p.p. dans Ω.

Par intégration par parties :

∫

Ω

∇u ·∇ϕ = ϵ
∫

Ω

∇ϕ1.∇ϕd x

et comme ϕ1 est propre donc :

∫

Ω

∇u∇ϕ = ϵλ1

∫

Ω

ϕ1∇ϕd x .

et
∫

Ω

u (c −u )ϕ = ϵc

∫

Ω

ϕ1ϕd x − ϵ2

∫

Ω

ϕ2
1ϕd x .

Comme c >λ1, et ϵ > 0 est suffisamment petit, alors le terme ϵ2
∫

Ω
ϕ2

1ϕd x sera

négligeable.
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Donc
∫

Ω

∇ϕ1.∇ϕd x ≤ c

∫

Ω

ϕ1ϕd x − ϵ
∫

Ω

ϕ2
1ϕd x

alors :
∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≤
∫

Ω

u (c −u )ϕd x .

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω), avec ϕ ≥ 0 p.p. dans Ω.

Donc, pour ϵ petit, u = ϵϕ1 est une sous-solution faible.

Étape 2. Construction d’une sur-solution faible.

On choisit : u = c , alors

−∆u = 0,

et

u (c −u ) = c (c − c ) = 0.

Donc
∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≥
∫

Ω

f (u )ϕd x ,

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω), avec ϕ ≥ 0 p.p. dans Ω.

Et sur ∂ Ω, on a :

u = c > 0.

Donc u est une sur-solution fiable.

Après le théorème 4.1 il existe une solution faible u vérifiant :

u ≤ u ≤ u p.p. dans Ω,

c’est-à-dire 0< u ≤ c , pour c >λ1.

Donc u est positive et bornée.

2. Soit c ∈ [0,λ1],

Supposons qu’il existe une solution u ≥ 0 dansΩ. Prenons u comme test fonc-

tion dans l’équation fiable :

∫

Ω

∇u .∇ud x =

∫

Ω

u (c −u )ud x .

47



Méthode de sous et sur-solutions faibl . . .

Donc :
∫

Ω

|∇u |2 d x = c

∫

Ω

u 2d x −
∫

Ω

u 3d x .

Pour u ≥ 0, alors
∫

Ω
u 3d x ≥ 0. Donc

∫

Ω

|∇u |2 d x ≤ c

∫

Ω

u 2d x .

Par l’inégalitaire de Poincaré :

λ1

∫

Ω

u 2 ≤
∫

Ω

|u |2

alors

λ1

∫

Ω

u 2 ≤
∫

Ω

|u |2 ≤ c

∫

Ω

u 2d x ,

donc λ1 ≤ c .

Mais on a c ∈ [0,λ1], donc il n’existe aucune solution non triviale avec u ≥ 0

dans Ω, pour c ∈ [0,λ1].

4.2 Problème sémi-linéaire avec la non-linéarité est une fonction de Ca-

rathéodory

On considère le problème semi-linéaire suivant :







−∆u = f (x , u ), dans Ω,

u = 0, sur ∂ Ω,
(4.20)

où f :Ω×R→R est fonction de Carathéodory vérifiant

| f (x , u )| ≤C (R ) (4.21)

Pour tout R > 0 et pour tout u tel que |u (x )| ≤R presque partout.
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DÉFINITION 4.4: (Sur-solution faible [52])

Une fonction u ∈H 1(Ω) est une sur-solution faible du problème (4.20) si u ≥ 0 sur ∂ Ω

et
∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≥
∫

Ω

f (x , u )ϕd x , (4.22)

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω), avec ϕ ≥ 0 presque partout dans Ω.

DÉFINITION 4.5: (Sous-solution faible [52])

Une fonction u ∈ H 1(Ω) est une sous-solution faible du problème (4.20) si u ≤ 0 sur

∂ Ω et
∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≤
∫

Ω

f (x , u )ϕd x , (4.23)

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω), avec ϕ ≥ 0 presque partout dans Ω.

DÉFINITION 4.6: (Solution faible [52])

Une fonction u ∈H 1(Ω) est une solution faible du problème (4.20) si u = 0 sur ∂ Ω et

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x =

∫

Ω

f (x , u )ϕd x , (4.24)

pour tout ϕ ∈H 1
0 (Ω).

THÉORÈME 4.2 ([52]): On suppose qu’il existe une sur-solution faible u et une sous-solution

faible u du problème (4.20), et qu’il existe des constantes c, c̄ ∈ R telles que −∞ < c ≤

u ≤ u ≤ c̄ <∞, presque partout dans Ω. Alors il existe une solution faible du problème

(4.20), telle que u ≤ u ≤ u presque partout dans Ω.

Preuve.

Soit F (x , u ) =
∫ u

0
f (x , s )d s une primitive de la fonction f . Les solutions du problème

(4.20) sont formellement des solutions des équations d’Euler-Lagrange de la fonc-

tionnelle :
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J (u ) =
1

2

∫

Ω

|∇u |2 d x −
∫

Ω

F (x , u )d x .

Cependant, nos hypothèses ne permettent pas de conclure que J est fini ou même

différentiable sur V := H 1
0 (Ω) le plus petit espace où on a une chance de vérifier la

coercivité de la fonctionnelle J . Au lieu de cela, on restreint J à l’ensemble

M =
�

u ∈H 1
0 (Ω); u ≤ u ≤ u presque partout dans Ω

	

.

Puisque u , u ∈ L∞(Ω) par hypothèse, on a également M ⊂ L∞(Ω) et F (x , u (x )) ≤ c

pour tout u ∈M et presque tout x ∈Ω.

On peut maintenant vérifier les hypothèses du théorème 1.14 : Clairement, V =H 1
0 (Ω)

est réflexif. De plus, M est fermé et convexe, donc faiblement fermé. Puisque M est

essentiellement borné, notre fonctionnel J (u )≥ 1
2∥u∥

2
H 1

0 (Ω)
−c est coercif sur M . Enfin,

pour montrer que J est faiblement semi-continu inférieurement sur M , il suffit de

montrer que
∫

Ω

F (x , un )d x →
∫

Ω

F (x , u )d x

si un * u faiblement dans H 1
0 (Ω), où un , u ∈M . Mais en passant à une sous-suite si

nécessaire, on peut supposer que un → u presque partout ; de plus, |F (x , un (x )) | ≤ c

uniformément. Par conséquent, on peut appliquer le théorème de convergence do-

minée de Lebesgue.

D’après le théorème 1.14, on déduit l’existence d’un minimiseur relatif u ∈M . Pour

voir que u résout faiblement le problème (4.20), pour ϕ ∈C∞0 (Ω) et ϵ > 0, on pose

vϵ =min
�

u , max
�

u , u + ϵϕ}
		

= u + ϵϕ−ϕϵ +ϕϵ ∈M ,

avec

ϕϵ =max
�

0, u + ϵϕ−u
	

≥ 0,

ϕϵ =max
�

0, u − (u + ϵϕ)
	

≥ 0.

Notez que par le théorème 1.12, ϕϵ,ϕ
ϵ ∈H 1

0 (Ω).

J est différentiable dans la direction vϵ −u . Puisque u minimise J dans M , on a

0≤ 〈(vϵ −u ), J ′(u )〉= ϵ〈ϕ, J ′(u )〉− 〈ϕϵ, J ′(u )〉+ 〈ϕϵ, J ′(u )〉,
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ce qui donne

〈ϕ, J ′(u )〉 ≥
1

ϵ

�

〈ϕϵ, J ′(u )〉− 〈ϕϵ, J ′(u )〉
�

.

Maintenant, puisque u est une sur-solution de (4.20), on a

〈ϕϵ, J ′(u )〉= 〈ϕϵ, J ′(u )〉+ 〈ϕϵ, J ′(u )− J ′(u )〉

≥ 〈ϕϵ, J ′(u )− J ′(u )〉

=

∫

Ωϵ

�

∇(u −u )∇(u + ϵϕ−u )−
�

g (x , u )− g (x , u )
��

u + ϵϕ−u
�	

d x

≥ ϵ
∫

Ωϵ

∇(u −u )∇ϕd x − ϵ
∫

Ωϵ

�

�g (x , u )− g (x , u )
�

�|ϕ|d x ,

où

Ωϵ =
�

x ∈Ω; u (x ) + ϵϕ(x )≥ u (x )> u (x )
	

.

Notez que |Ωϵ| → 0 lorsque ϵ → 0. Ainsi, par la continuité absolue de l’intégrale de

Lebesgue, on obtient que

〈ϕϵ, J ′(u )〉 ≥ o (ϵ),

où o (ϵ)/ϵ→ 0 lorsque ϵ→ 0. De manière similaire, on conclut que

〈ϕϵ, J ′(u )〉 ≤ o (ϵ),

d’où

〈ϕ, J ′(u )〉 ≥ 0

pour tout ϕ ∈ C∞0 (Ω). En inversant le signe de ϕ et comme C∞0 (Ω) est dense dans

H 1
0 (Ω), nous voyons enfin que J ′(u ) = 0, comme annoncé.

EXAMPLE 4.2
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Soit Ω un domaine régulier borné de RN , N ≥ 3. On considère le problème







−∆u = k (x )u −u |u |p−2, dans Ω,

u = 0, sur ∂ Ω,
(4.25)

où p = 2N
N−2 , et où k est une fonction continue telle que

1≤ k (x )≤ K <∞, pour tout x ∈Ω.

Alors u ≡ 0 est une sous-solution tandis que u ≡ c pour un grand c > 1 est une super-

solution du problème (4.25). Par conséquent, celui-ci admet une solution faible u ≥ 0.

4.2.1 Application 1 . (Problème non-linéaire singulier)

Soient Ω un domaine régulier borné de RN , N ≥ 3, 0 < γ < 1, et f : Ω −→ R est une

fonction continue vérifiant

inf
x∈Ω

f (x ) =C f > 0. (4.26)

On considère le problème






−∆u =
f (x )
uγ

, dans Ω,

u = 0, sur ∂ Ω,
(4.27)

Montrer que le problème (4.27) admet au-moins une solution faible u ∈H 1
0 (Ω).

Preuve.

Nous procédons en plusieurs étapes.

Étape 1. Construction d’une sous-solution faible. Considérons le problème aux

valeurs propres






−∆ϕ1 =λ1ϕ1 dansΩ,

φ1 = 0 sur ∂ Ω,
(4.28)

où λ1 est la première valeur propre de−∆. Soitϕ1 ∈H 1
0 (Ω)∩L∞(Ω) la fonction propre

associée. D’après le théorème 2.7, φ1 ∈ C 1,γ(Ω) pour un certain γ ∈ (0, 1) et φ1(x ) > 0
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pour tout x ∈Ω. Choisissons ϵ > 0 suffisamment petit pour que

λ1ϵ
1+γ ≤C f . (4.29)

Définissons u = ϵφ1. En utilisant l’équation aux valeurs propres et l’inégalité (3.25),

on obtient :

−∆u = ϵ(−∆φ1)

=λ1ϵφ1 ≤λ1ϵ∥φ1∥∞

≤
C f

ϵγ
=

C f

(ϵ∥φ1∥∞)γ

≤
C f

(ϵφ1)γ
≤

f (x )
uγ

dansD ′(Ω).

. (4.30)

Multipliant (4.30) par une fonction test ϕ ∈D(Ω) avec ϕ ≥ 0 , on obtint

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≤
∫

Ω

f (x )
uγ
ϕd x .

Par densité, il en résulte

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≤
∫

Ω

f (x )
uγ
ϕd x , ∀ϕ ∈H 1

0 (Ω), ϕ ≥ 0. (4.31)

Puisque ϵϕ1 = 0 sur ∂ Ω, u = ϵϕ1 est une sous-solution du problème (3.23) pour ϵ > 0

suffisamment petit.

Étape 2. Construction d’une sur-solution faible. Soit e > 0, e ∈ C∞(Ω) l’unique

solution du problème






−∆e = 1, dans Ω,

e = 0, sur ∂ Ω.

On définit u = k e . Posons L = infx∈Ω e (x )> 0. Choisissons k suffisamment grand pour

que

k γ+1 ≥
∥ f ∥∞

Lγ
. (4.32)
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On obtient

−∆u = k (−∆e )

= k ≥
∥ f ∥∞
(Lk )γ

≥
∥ f ∥∞
(k e )γ

≥
f (x )
uγ

dansD ′(Ω).

(4.33)

Multipliant (4.33) par une fonction test ϕ ∈D(Ω) avec ϕ ≥ 0, on obtient

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≥
∫

Ω

f (x )
uγ
ϕd x .

Ainsi, par densité, on a

∫

Ω

∇u ·∇ϕd x ≥
∫

Ω

f (x )
uγ
ϕd x , ∀ϕ ∈H 1

0 (Ω), ϕ ≥ 0. (4.34)

Étape 3. Comparaison entre la sous- et la sur-solution. Choisissant ϵ > 0 suffisam-

ment petit, on a

−∆u =−∆(ϵϕ1) =λ1ϵϕ1 ≤λ1ϵ∥ϕ1∥∞ ≤ k min
x∈Ω

e (x )≤ k e =−∆u .

Ainsi, par le théorème 2.5, il s’ensuit que

u = ϵϕ1 ≤ k e = u . (4.35)

Étape 4. Existence d’une solution faible u ∈H 1
0 (Ω) telle que u ≤ u ≤ u . Définissons

l’application g :Ω× [min u , max u ]−→R par

g (x , s ) =
f (x )
s γ

.

Posons G (x , s ) =
∫ s

0
g (x , t )d t et considérons la fonctionnelle d’énergie

J (u ) =
1

2

∫

Ω

|∇u |2 d x −
∫

Ω

G (x , u )d x .

Restreignons J à l’ensemble

M =
�

w ∈H 1
0 (Ω); u ≤w ≤ u presque partout dans Ω

	

.
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Vérifions les hypothèses du théorème 1.14.

1. Fermeture faible de M . L’ensemble M est non vide, convexe et fermé pour la

topologie forte, donc faiblement fermé.

2. Coercivité de J sur M . On a l’estimation

�

�g (x , s )
�

�=
f (x )

s γ
≤
∥ f ∥∞
min
Ω

u
= c .

Il en découle que

|G (x , u )|=
�

�

�

�

∫ u

0

g (x , s )d s

�

�

�

�

≤ c u .

Par la continuité de l’injection H 1
0 (Ω) ,→ L 1(Ω), on obtient

�

�

�

�

∫

Ω

G (x , u )d x

�

�

�

�

≤ c

∫

Ω

|u |d x

≤ c1∥u∥H 1
0 (Ω)

.

(4.36)

On en déduit la minoration

J (u ) =
1

2
∥u∥2H 1

0 (Ω)
−
∫

Ω

G (x , u )d x

≥
1

2
[∥u∥H 1

0 (Ω)
−c1]∥u∥H 1

0 (Ω)
,

qui implique la coercivité :

lim
∥u∥H 1

0 (Ω)
→+∞

J (u ) = +∞.

3. Semi-continuité inférieure faible de J sur M . Soit (un )n∈N ⊂M telle que

un * u dans M .

La semi-continuité inférieure de la norme donne

lim inf
n→∞
∥u∥H 1

0 (Ω)
≥∥u∥H 1

0 (Ω)
. (4.37)
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Par théorème de Lebesgue dominée, on a

∫

Ω

G (x , un )d x →
∫

Ω

G (x , u )d x . (4.38)

Combinant (4.37) et (4.38), on obtient

lim inf
n→∞

J (un ) =
1

2
∥u∥2H 1

0 (Ω)
− lim inf

n→∞

∫

Ω

G (x , un )d x

≥
1

2
∥u∥2H 1

0 (Ω)
−
∫

Ω

G (x , u )d x ,

ce qui établit la semi-continuité inférieure faible.

Par application du théorème 1.14, la fonctionnelle J admet un minimiser u ∈

M . En suivant un raisonnement analogue à celui de la démonstration du théo-

rème 4.2, on vérifie que u satisfait la formulation variationnelle du problème

(4.27).
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