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 ع تــأثــيــراΕ إشعــاعيــــΔـتــدفــق هـ د ϡ مو مســـامي،ط ـــروϥ في وســــــتϠي مقــراري و كــل حـقــن

ϬفـالΪ ـمن هϤا العάتـ ΔاسέΩ فـل هوΪالق ـΒτالحـقـ ΔـΪΔي يϬـالϨيΩϭ ΪميــΎيـϜΔ  ϨغϤـالΎسيـطيΔ )ϡ Ω  هـ ( Ϥح ϭΫيـل حـΒط ϱέاήعي ـΒθس  عــمϭ مي ـمسط ـفيΎسيέاΩ- 

Δ ــΩΎيـعΔ ـΎضϠيـفـتΩΎلاΕ ــإلϰ مع ϠΎϬـويـم تحـيتΔ ـزئيـΔ الجـΎضϠيـفـΩΎلاΕ التـوع الϤعــن. مجϤــ/ الحق صــιΎـمتيή الإـأثــوΩ تــوجـب ΔــوΩيــϤـعحΔ ــτـوحΔ مســل عήϰϠ ــϤــوέشΎϬيـف

 ΎلاΕـح لأέبعمن أجــــل ا .لاΏــــتΎـم لΒـήنـΎمجاΪاϡ ـΨـΎϬ بΎستـϠيـصوϝ عـم الحـΩΎلاΕ يتـــϩά الϤعــيΔ لϬـήقϤوϝ الــالحήτ. ϠاΏـΔ الإضــϨيـقـه مع تـΎبـθـولاΕ التـتحΪاϡ ــΨـتـبΎس

ϝΩΎ ــϥϭΪ تΒــعϤـوϱΩ ب حـτـس يـقــأف طــخ ΔــΎقـط έΪــمص من ΪـولـالϤت قـΪفـحϭ Δ التـτـمس  يή، έΔθـستϤـالϤ قــΪفــالت سτــح، زϝϭــϤعال حــسτالي ـهϭ ،قـــΪفـϠتل ϠفΔــΨϤتال

ϱέاήت .حـϨئجــالΎ ΔيϤقــήعـلسا لجــوانب الήـΔ  ΔجـــέΩϭــالحΓέاή من أجــل يتم ΎϬـتθقـΎــϨقـيم م ΔــفــϠـتـΨئــزيـيـالف من العـوامـل مـΎـيـ،Δ هـــيϭ  مـلΎعـϤـجـالϝΎ غϤـالϨطـΎيـيسـ )ϡ( ،

ΩΪعــ ίΪـولــــϨيــέ)ϱέ( ،ΩΪعـــ ϝΪنــήبــــ )ήب ( ملΎعــ ϭالإιΎنــ/ الحق متـصــ )ن .)ف ΕήϬυأ ΓΩΎبزي Ϊتتزاي Γέاήالح ΔجέΩ ϥأ ΎϨئجΎتϨM,Re,F  ΩاΩيز ΎمΪϨقص عΎϨتت ϭPr  نϜل

 ΓΩΎيί تقل مع ΔعήالسM,Re,Pr  ΓΩΎبزي Ϊتتزاي ϭF . 

 .نــ/ الحق متـصــιΎالإ، ήـϤـوέشΎϬيــفــ  يΩاέس  ΫجوــنΎ Ϥمي،ـط مســ، ϭس )هـ  ϡ Ω (يـΪ ΔـΔ الحـقـΒτال ή،ــήاϱέ الحــل الحـالحϤϠ: ϤاΕ الϤفتاحيΔـالك

 

Transferts thermiques et de masse couplés en milieu poreux, et ecoulement MHD 

avec effets radiatifs 

Le but du présent travail est d'étudier le flux de la couche limite magnétohydrodynamique (MHD) de convection naturelle saturé dans 

un milieu poreux Darcy-Forchheimer sur une plaque verticale en présence d'un effet injection/aspiration. L'ensemble des équations 

différentielles partielles se transforme en équations différentielles ordinaires en utilisant des transformations de similarité avec une 

technique de perturbation. Les solutions numériques de ces équations sont obtenues en utilisant le logiciel MATLAB. Pour les quatre 

différents cas d'écoulements, à savoir  la surface isotherme, la surface de flux constant, panache plan et le flux généré à partir d'une source 

d'énergie de ligne horizontale  une surface adiabatique verticale, les résultats numériques pour les profils de vitesse et de température sont 

discutés pour des valeurs diverses de paramètres physiques, à savoir le paramètre de champ magnétique (M), le nombre de Reynolds (Re), 

le nombre de Prandtl (Pr)  et le paramètre injection/aspiration (F). Nos résultats ont montré que la  température augmente avec 

l’augmentation de M, Re, F et diminue lorsque Pr augmente mais la vitesse diminue avec l’augmentation de M, Re, Pr et augmente lorsque 

F augmente. 

Mots clés: Convection naturelle, MHD couche limite, Milieu poreux, Modèle de Darcy-Forchheimer, Injection/Aspiration. 

 

Heats and mass transfers coupled in a porous medium, flow with MHD and radiative effects  

The purpose of the present work is to study the magnetohydrodynamic (MHD) free convection boundary layer flow saturated in a 

Darcy- Forchheimer porous medium over a vertical flat plate in presence of suction/injection effect. The set of the partial differential 

equations is transformed into ordinary differential equations by using similarity transformations with perturbation technique. Numerical 

solutions of these equations are obtained by employing the logical MATLAB. For the four different cases of flows, namely isothermal 

surface, constant flux surface, plane plume and flow generated from a horizontal line energy source a vertical adiabatic surface. The 

numerical results for the velocity and temperature profiles are discussed for various values of physical parameters, namely the magnetic 

field parameter (M), the Reynolds number (Re), the Prandtl number (Pr) and the suction/injection parameter (F).Ours results showed that 

the temperature increases with the increasing of M, Re, F and decreases when Pr increase but the velocity decreases with the rising of M, 

Re ,Pr and increases when Pr increases.  

Keywords: Free convection, Boundary layer MHD, Porous medium, Darcy- Forchheimer model, Suction/Injection. 
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INTRODUCTION GENERALE 

Les transferts de chaleur constituent la base de nombreux procédés industriels et ils sont aussi très 

présents dans la vie quotidienne. L’amélioration de ces échanges et l’augmentation du rendement sont 

une préoccupation majeure des industriels, des organismes de réglementation mais aussi de la société 

dans son ensemble, qui prend conscience de l’épuisement progressif des ressources fossiles et qui se 

soucie de l’avenir en matière énergétique. 

La recherche théorique et appliquée dans l’écoulement du fluide et les transferts convectifs 

thermique à travers les milieux poreux ont reçu l'attention soutenue pendant les trois décennies passées 

en raison des phénomènes particuliers dans ces milieux et qui sont souvent rencontrés dans les 

procédés industriels et surtout en industrie chimique, dans l’ingénierie des réservoirs de gaz et pétrole, 

notamment lors de la récupération tertiaire.  

    Le transfert de chaleur par convection naturelle dans un milieu  poreux comprend plusieurs effets 

physiques importants, tel que l’effet d’un milieu poreux dû aux force d'inertie à l'échelle des pores,sur 

la quantité de mouvement, l’énergie, a été étudié en profondeur pour plusieurs configurations 

géométriques et conditions aux limites, de telle sorte qu’il existe actuellement le modèle  couplé de 

Brinkman - Forchheimer (modèle généralisé) qui est utilisé par les chercheurs. . Oztop et al. [1] ont 

étudié la convection naturelle dans une enceinte partiellement ouverte remplie de matière poreuse et 

utilisant le modèle de Brinkman-Forchheimer. Une simulation numérique utilisant la méthode des 

différences finies avec l'étude théorique pour le problème du flux et du transfert de chaleur sur une 

feuille d'étirement instable intégrée dans un milieu poreux en présence d'un rayonnement thermique a 

été présentée par Khader et Megahed [2]. Umavathi [3] étudiée la  convection libre  sur une conduite 

verticale rectangulaire avec matrice poreuse à viscosité variable et variable conductivité thermique. 

L’étude des mouvements des fluides conducteurs d’électricité se passe souvent en présence de 

champ magnétique et est désignée comme étant la magnétohydrodynamique ou (MHD). Cette dernière 
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est une branche de la physique, qui s’applique aux métaux liquides (mercure, métaux alcalins fondus), 

au gaz faiblement ionisés, aux plasmas et aux solutions aqueuses. Lorsqu’un fluide conducteur se 

déplace dans un champ magnétique, il est le siège d’un champ électrique qui y produit des courants 

électriques ; ceux-ci modifient le champ magnétique initial ; d’autre part, les forces de Lorentz 

appliquées à la matière le long des lignes de courant modifient le mouvement du fluide. Ainsi apparait 

une interaction des effets électromagnétiques et hydrodynamiques qui constituent le domaine de la 

MHD. L’importance de l’interaction est caractérisée par un nombre sans dimension RM appelé nombre 

de Reynolds magnétique; RM est proportionnelle à la conductivité électrique du fluide, à sa vitesse et 

aux dimensions de l’écoulement. L’interaction est généralement faible (RM< 1) dans les métaux 

liquides et les gaz faiblement ionisés et forte (RM> 1) dans les plasmas.  

Les effets d'un champ magnétique et de la génération de chaleur sur la convection instationnaire 

libre dans une enceinte carrée remplie d'un milieu poreux saturé par un fluide électriquement 

conducteur ont été analysés par Revnic et al. [4]. Sharma [5] a étudié le transfert de chaleur 

instationnaire caractéristique de l'écoulement du fluide visqueux sur une feuille d'étirement placé dans 

un milieu poreux en présence de dissipation visqueuse et absorption de chaleur interne ou génération. 

Afify [6] a étudié l'écoulement par convection libre d'un fluide électriquement conducteur sur une 

plaque verticale imperméable noyée dans un milieu poreux non darcy saturé de fluide thermiquement 

stratifié dans le cas de la température de surface de loi de puissance. Bég et al. [7] ont étudié le flux de 

MHD de convection d'une sphère vers un milieu poreux non-Darcéen avec des effets de génération de 

chaleur ou d'absorption. Chaudhary et Jain [8] ont obtenu une solution de flux de MHD de convection 

passé une surface accélérée intégrée dans un milieu poreux. Sharma et al. [9] ont étudié l'effet combiné 

du champ magnétique et de l'absorption thermique sur la convection instationnaire libre et le flux de 

transfert de chaleur dans un fluide micropolaire au-delà d'une plaque mobile semi-infinie avec 

dissipation visqueuse utilisant la méthode de Galerkin sans élément. 
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La présente thèse s’articule sur cinq chapitres répartis comme suit: 

Le premier chapitre est destiné aux caractéristiques des milieux poreux, ensuite à l’écoulement de 

fluide à travers ces milieux, suivi par une partie théorique concernant le transfert thermique dans les 

milieux poreux saturés d’un fluide, un exposé est alors présenter les caractéristiques du milieu poreux  

pour comprendre les différents aspects.  

Le deuxième chapitre est consacré exclusivement à l’étude théorique de la convection naturelle 

dans un milieu fluide et poreux et également une description détaillée en ce qui concerne la région dit 

couche limite dynamique, thermique et massique.   

Le troisième chapitre se présente comme l'aspect théorique et pratique de la 

magnétohydrodynamique (MHD) et les relations qui existent avec la mécanique des fluides.  

Le quatrième chapitre est dédié ainsi à la configuration d’étude et par suite à la formulation 

mathèmatique qui s’y rapporte. Un aperçu est réservé à la méthode numérique utilisée pour traiter les 

équations fortement couplés et non linéaires issues de la formulation mathématique. 

Le cinquième chapitre rassemble les résultats numériques d’un écoulement 

magnétohydrodynamique de  convection naturelle en présence de l’effet injection/aspiration sur une 

plaque verticale dans un milieu poreux Darcéen-Fochheimer. L’analyse des résultats est établie pour 

décrire l'influence de différents paramètres qui contrôlent les mécanismes de l’écoulement-transfert. 

Une conclusion générale rassemble les principaux résultats obtenus dans cette étude et des 

perspectives qui peuvent être envisagées comme projets de recherche. 
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LES MILIEUX POREUX 

 

I.1 Introduction 

On désigne communément par milieu poreux un solide de forme compliquée délimitant et 

englobant des vides appelés pores. Ces vides peuvent communiquer entre eux et contenir une ou 

plusieurs phases fluides pouvant s’écouler et, éventuellement, échanger entre elles et/ou avec le solide 

de la matière et/ou de l’énergie. La partie solide, encore appelée matrice, peut être déformable mais 

doit avoir une certaine cohésion, ce qui exclut les lits fluidisées constitués de particules solides tenues 

en suspension sous l’effet d’un écoulement du fluide interstitiel.  

On trouve de nombreux exemples de milieux poreux dans la vie courante : Textiles, cuirs, papiers, 

tissus, matériaux de construction, isolants, sols, filtres, etc., en constituant autant d’illustrations (Figure 

I.1). 
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Figure I.1: Exemples de milieux poreux naturels 

A) sable de plage, B) grès,C) calcaire, D) pain de seigle, E) bois, F) poumon humain, En bas: Les 

matériels poreux granuleux sont utilisés dans la construction et en industrie, 0.5 centimètre diamètre 

Liapor, sphères (à gauche) ;  et  le calcaire écrasé de taille 1 centimètre (à droite), [10]. 

D’une très grande variété, aussi bien de structure (forme et taille des grains et des pores de la 

matrice) que de nature (propriétés physico-chimiques des matériaux constitutifs) ou d’échelles 

spatiales (plusieurs dizaines de kilomètres cubes de gisements d’hydrocarbures et les nappes d’eau 

souterraines, à quelques millimètres cubes pour certains types de membranes filtrantes), les milieux 

poreux occupent une large place et jouent un rôle important dans de nombreux secteurs industriels et 

phénomènes naturels. En se limitant à quelques exemples typiques, on peut notamment citer : le génie 

pétrolier, le génie chimique, et l’électrochimie, l’hydrogéologie, le génie thermique, le génie civil, la 

médecine, la biochimie… 

Les phénomènes qui se déroulent dans les milieux poreux dépendent, en général, d’un certain 

nombre de propriétés dont : les propriétés de stockage des fluides (soit sous forme adsorbée sur le 
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solide, soit remplissant les pores), les propriétés de transfert (masse, quantité de mouvement, énergie) 

et enfin les propriétés mécaniques. Comme pour tous les systèmes hétérogènes polyphasiques, ces 

propriétés sont évidemment fonction de la morphologie de la matrice et des phénomènes qui se 

développent et interagissent dans les différentes phases, ce qui rend le champ d’étude des transferts 

thermique et massique en milieux poreux particulièrement vaste [10]. 

I.2 Classification des milieux poreux  

La matrice d’un milieu poreux peut être : 

 non consolidée : la phase solide est alors formée de grains ou de fibres non soudés entre eux 

(graviers, sables, limons, billes de verre et acier, matériaux divers…) ; les billes de verre sont 

notamment très utilisées en laboratoire pour étudier les phénomènes de transfert en milieu 

poreux [11].  

 consolidée : dans ce cas, la matrice solide compacte ne peut pas se diviser en grains ou fibres 

(roches calcaires, grés, argiles, bois, céramiques, poudres frittées, tissus végétaux et 

animaux…) [11]. 

1.3 Paramètres caractérisant le milieu poreux 

1.3.1 Volume élémentaire représentatif (V.E.R.) 

La notion de Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R.) consiste à associer à un point 

mathématique les propriétés d’un volume suffisamment représentatif pour définir ou mesurer des 

propriétés moyennes du milieu; Bear cité dans [12].  

Le V.E.R peut-être défini comme le fait De Marsily, cité dans [12] :   

 il est suffisamment grand pour contenir un grand nombre de pores, de façon que l’on puisse 

y définir une propriété moyenne globale, avec l’assurance que l’effet de fluctuation d’un 

pore à l’autre sera négligeable ;  

 il est suffisamment petit pour que les variations de paramètres d’un domaine au domaine 

voisin puissent être approchées par des fonctions continues.  
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A cette échelle d’étude, le milieu poreux est équivalent à un milieu continu dans lequel sont définies 

des grandeurs moyennes. La taille du V.E.R est généralement définie par l’apparition d’un palier dans 

la courbe reliant une propriété du milieu à la taille du volume d’observation (Figure I.2).  

 

 

Figure I.2: Evolution de la fonction porosité au voisinage d’un point du milieu poreux 

 Définition du volume élémentaire représentatif 

 

Mais rien ne permet d’affirmer que ce palier existe toujours. La taille du V.E.R. (Figure I.3) reste 

donc assez arbitraire, De Marsily, dans [12]. Zhang et al. dans [12] vérifient même expérimentalement 

que cette taille varie dans l’espace et en fonction de la propriété étudiée. Ils rectifient la définition de 

Bear en ajoutant à la stabilisation de la valeur moyenne un coefficient de variation de la variable qui 

doit être inférieur à une valeur seuil.  
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Fig I.2.2 Volume élémentaire représentatif 

 

 

 

Figure I.3: Volume élémentaire représentatif 

Les variations spatiales de la grandeur étudiée sont mieux prises en compte, l’alternative étant le 

traitement statistique des valeurs locales. Dans l'approche statistique, la moyenne est sur un ensemble 

de structures du pore qui sont macroscopiquement équivalentes. Une difficulté habituellement 

rencontré est que l'information statistique au sujet de l'ensemble doit être basée sur un échantillon 

unique, et c'est possible seulement si une homogénéité statistique est supposée. 

1.3.2 La Porosité 

La porosité d’un milieu poreux, notée ε désigne le rapport du volume des pores sur le volume total 

de la matrice poreuse : 

Volume des poresε =
Volume total du milieu poreux

                                                                                 I-1  

1.3.3 La perméabilité d’un milieu poreux 

La perméabilité est la propriété d’un matériau à laisser s’écouler un fluide sous pression, la 

perméabilité K dépend de la porosité, de la géométrie et de la porosité communicante. Plusieurs 

évaluations de la perméabilité K en fonction de ε et d’une dimension caractéristique de la matrice 

poreuse à l’échelle du pore ont été proposées. Les différentes expressions donnant la perméabilité 

dépendent de la géométrie du milieu poreux. 

Volume 

élémentaire 
représentatif 

Domaine 

d’écoulement 

Solide 

Fluide 
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La relation de Kozeny-Carman, donne une estimation de la perméabilité K pour un milieu poreux 

non consolidé constitué d’éléments identiques de géométrie simple :  

2 2

2
036 (1 )
Pd

k
C







                                                                                              I-2  

où, dp désigne une dimension caractéristique des éléments constituant la matrice poreuse   (diamètre 

pour des billes, arrête pour des cubes…) et 0C une constante dépendant de la forme des grains (3.6 <

0C <5) et en particulier 0C  = 4.84 pour des grains sphériques.  

Ergun, 1952, établit une expression semblable à l’équation I-2 en considérant l’écoulement 

unidirectionnel d’un fluide incompressible au sein d’une colonne poreuse constituée de particules 

sphériques, de diamètre d, et soumise à un gradient de pression : 

2 2

2
0150 (1 )
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k
C







                                                                                          I-3  

Ce qui correspond à une valeur de 0C de la loi de Kozeny-Carman de 4.16. 

La modélisation des pores par des fissures capillaires de largeur w et distantes de D, conduit à une 

perméabilité : 

3 3

12( ) 12

w w
k

w D
 


                                                                                                I-4  

La modélisation de la matrice poreuse comme un faisceau de tubes capillaires parallèles conduit à 

l’expression suivante de la perméabilité : 

2

36
Pd

k   avec 
2( ) / 4
P

n d                                                                               I-5 

où, n est le nombre de capillaires par unité de surface perpendiculaire au sens de l’écoulement et dp est 

le diamètre des capillaires. 
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Nous présentons dans le Tableau I.1 les valeurs de la porosité et de la perméabilité pour différents 

matériaux poreux [10]. 

Tableau I.1: Propriétés de quelques matériaux poreux 

 

 

I.4 Écoulement de fluide à travers un milieu poreux 

I4.1 Équation de continuité 

La construction d’un modèle de la continuité pour un milieu poreux peut se baser ainsi sur le 

(V.E.R.), il faudrait alors introduire une référence cartésienne et considérer des éléments du volume 

qui sont suffisamment grand, à comparer avec les volumes du pore pour les moyennes du volume 

fiables qui peuvent être obtenues. En d'autres termes, les moyennes ne sont pas sensibles au choix de 

l’élément du volume.Une distinction est faite entre une moyenne sur un élément du volume Vm du 

milieu  (solide et fluide), et sur un élément du volume Vf  qui consiste seulement en une partie au 

fluide.  

Par exemple, la  vitesse moyenne du fluide sur Vm est dénotée par v = (u, v, w), [10]. Cette quantité 

a été donnée par plusieurs appellations, comme, vitesse de filtration, vitesse de Darcy, vitesse 

superficielle…etc. Le terme vitesse de Darcy est préféré parce qu’il est court et distinctif. En prenant 

Matériau Porosité   Perméabilité K (m²) 

Ardoise 0.56 à 0.66 4.9 × 1410  à 4.4 × 1310  

Brique 0.12 à 0.34 4.8 × 1510  à 2.2 × 1310  

Charbon 0.02 à 0.12 - 

Fibre de verre 0.88 à 0.93 - 

Calcaire (dolomite) 0.04 à 0.10 2 × 1510  à 4.5 × 1410  

Sable 0.37 à 0.50 2 × 1110  à 1.8 × 1010  

Grés 0.08 à 0.38 5 × 1610  à 3 × 1210  

Silice(en poudre) 0.37 à 0.49 1.3 × 1410  à 5.1 × 1410  
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une moyenne de la vitesse de fluide sur un volume Vf  nous obtenons la vitesse moyenne intrinsèque V 

qui est en rapport avec v par la relation de Dupuit-Forchheimer v = ε V. Par cette liaison, il est possible 

d’appliquer les équations différentielles habituelles qui expriment les lois de la conservation. Par 

exemple, la conservation de masse est exprimée par l'équation de la continuité :                                                      

  0.vρ
t

ρ
ε f

f 



 
I-6 

où, f est la masse volumique de fluide, cette équation est dérivée en considérant un volume 

élémentaire unitaire du milieu et est égale au taux d'augmentation de la masse du fluide dans ce 

volume [10]. 

I.4.2 La loi de Darcy 

L'´étude fondatrice des écoulements dans les milieux poreux a été réalisée par l'ingénieur Darcy en 

1856 avec un "Mémoire sur les fontaines publiques de la ville de Dijon". 

Il a mis en évidence une relation linéaire entre la vitesse et le gradient de pression appliqué de part 

et d'autre du matériau poreux. La loi de Darcy s'applique à un milieu poreux homogène et isotrope 

parcouru par un écoulement à faible vitesse. Avec ces hypothèses, la vitesse moyenne de l'´écoulement 

est [13]:  

L

pK
v f



  

I-7 

 Avec,  la viscosité dynamique du fluide, P/L le gradient de pression appliqué à un échantillon de 

longueur L (Figure I.4), et K la perméabilité du milieu poreux. Il est important de noter que ce 

paramètre est indépendant de la nature du fluide. Il ne dépend que de la structure du réseau de pores du 

matériau. Il est possible de rattacher par la suite cette perméabilité aux propriétés géométriques du 

matériau. Il ne faut pas confondre la vitesse de filtre et la vitesse du fluide dans les pores. En effet, la 

vitesse de filtre est bien une vitesse moyenne de l'écoulement, moyenne effectuée sur un volume 

comprenant une partie de solide immobile. Par conséquent, la vitesse du fluide dans les pores, appelée 

vitesse interstitielle est [13]: 
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Vitesse supérieure à la vitesse de filtre (car < 1).  

 

Figure I.4: Bloc poreux soumis à un écoulement 

I.4.3 Extensions de la loi de Darcy 

I.4.3.1 Équation de Forchheimer 

L'équation de Darcy est linéaire pour la vitesse du Darcy v. Cela est valide quand v est 

suffisamment petit. En pratique, "suffisamment petits" signifie que le nombre Reynolds représentant  

l’écoulement est très petit, basé sur un pore typique ou diamètre de la particule, qui est de l’ordre des 

unités. Comme v augmente, la transition au non linéarité est tout à fait régulière.  

Il n’y a pas de transition soudaine comme Rep varie dans la gamme 1 à 10. Puisque le nombre de 

Reynolds est petit, l’écoulement dans les pores est toujours laminaire. 

D'après Joseph et al. [14], le changement approprié de l'équation de Darcy est :  

vvρKcv
K

μ
p f

2
1

f




 
I-9 

où, le cf  est une constante adimensionnelle. L’équation  I-9 [15] est un changement d'une équation 

associée avec les noms de Dupuit et Forchheimer, Pour simplicité, l’équation I-9 est dite équation de 

Forchheimer et le dernier terme s’appelle le terme de Forchheimer, mais en fait la dépendance sur   

cfK
-1/2 est une investigation moderne Ward [16]. Ward pensait que le cf  peut être une constante 

universelle, avec une valeur d'approximativement de 0.55, mais plus tard il a été trouvé que le cf varie 

avec la nature du milieu poreux et peut être aussi petit que 0.1 dans le cas de fibres de mousse 
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métallique. Beavers et al. dans [14], ont montré que les parois de délimitation pourraient avoir un effet 

important sur la valeur de cf, et ont constaté que les données sont corrélées assez bien avec 

l'expression : 











e

f
D

d
5.510.55c

 
I-10 

où, d est le diamètre de leurs sphères et De est le diamètre équivalent du lit, définie par : 

hw

2wh
De 

  I-11 

La transition du régime Darcy au régime Forchheimer est illustrée dans la Figure I.5. Les données 

font référence à l’écoulement isotherme unidirectionnelle avec la vitesse de Darcy v dans la direction 

x. L'ordonnée est le "facteur de la friction" fK qui est basé sur K
1/2 comme échelle de la longueur. 

L'abscisse représente le nombre de Reynolds basé sur K
1/2. La Figure I.5 montre que la transition se 

produit quand ReK est compris entre 1 et 10. Quand le nombre de Reynolds est plus grand, le terme de 

Forchheimer domine sur le côté droit de l'équation I-9, et le fK devient le même comme Cf. Notons que 

la transition Darcy et Darcy- Forchheimer est marquée par ReK  100 [14].  

 

Figure I.5: La transition du régime  de Darcy au régime de Forchheimer dans un écoulement unidirectionnelle à 

travers un milieu poreux saturé isothermique 
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I.4.3.2 Équation de Brinkman 

L’équation de Brinkman prend la forme suivante (avec omission du terme d’inertie) : 

vμ~v
K

μ
p 2

 
I-12 

Deux termes visqueux apparaissent. Le premier est le terme usuel de Darcy et le second terme est 

analogue au terme  du Laplacien qui paraît dans l'équation de Navier- Stokes.  

Le coefficient μ~  est la viscosité effective. Brinkman a émis que μ~ et μ sont égaux, mais sans que 

cela soit vrai, généralement. Dans la littérature l’équation I-12 a été connue sous le nom de l'extension 

de Brinkman de la loi de Darcy, Brinkman n'a pas ajouté un autre terme. Plutôt, il a obtenu une relation 

entre la perméabilité K et la porosité pour un assemblage de sphères selon une procédure auto-

consistante, qui est valide seulement quand la porosité est suffisamment grande, ε >  0.6 d'après 

Lundgren [17]. Par conséquent, ce terme n’est pas d’importance si ε <  0.6. 

Quand l'équation Brinkman est employée comme équation générale de mouvement, la situation est 

plus compliquée. Dans l’équation  I-12, P est la pression intrinsèque du fluide, donc chaque terme dans 

cette équation représente une force par un volume unitaire du fluide. Un processus détaillé de prise de 

moyenne mène au résultat qui, pour un milieu poreux isotopique, μ~ / μ = 1/T, où T est la tortuosité 

du milieu; Bear et Bachmat, dans [10]. Donc μ~ / μ dépend de la géométrie du milieu.  

Ce résultat paraît être cohérent avec le résultat de Martys et al. [18], qui d’après une étude dans 

laquelle une solution numérique de l’équation de Stokes est apparentée avec une solution de l'équation 

de Brinkman pour un écoulement près de l'interface entre un fluide et un milieu poreux, a conclu que 

la valeur de μ~ / μ dépasse l’unité, et  augmente de façon monotonique. 

I.4.3.3 Équation de Brinkman -Forchheimer 

Plusieurs auteurs ont ajouté un terme du Laplacien à l’équation I-9 pour former une équation de 

"Brinkman-Forchheimer." La validation de ceci n'est pas complètement claire. 

Comme expliqué, pour que l'équation de Brinkman soit valide, la porosité, doit être grande, et il y a 
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quelque doute au sujet de la validation de loi de Forchheimer à telle grande porosité. Une analyse 

d'échelle par Manole et Lage [19], a révélé les régimes distincts dans lesquels plusieurs termes dans 

l'équation Brinkman-Forchheimer étaient importants ou pas. C'est possible de dériver une équation 

Brinkman-Forchheimer en faisant la moyenne formelle, Vafai et Tien [20], ont obtenu l’équation 

suivante : 
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Pour un fluide incompressible .v = 0, et donc v.vréduit à v. (v/), la position du 

facteur par rapport aux dérivées spatiales est importante si le milieu poreux est hétérogène. 

I.5 Transfert thermique à travers un milieu poreux    

I.5.1 Équation d'énergie: cas simple 

L'équation est celle qui exprime la première loi de la thermodynamique dans un milieu poreux, et 

pour laquelle le milieu est isotropique avec les effets radiatifs, dissipation visqueuse, et en négligeant 

le travail effectué par les changements de la pression. On admet alors qu’il y a un équilibre thermique 

local, Ts = Tf = T, où Ts et Tf  sont les températures des phases solides et fluides, respectivement. De 

plus, on suppose que cela se passe sans transfert entre les phases solide et fluide, alors pour la phase 

solide [10] :  

         sss
s

s qε1Tk.ε1
t

Tρcε1 




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Et pour la phase fluide : 

      fffffp

f

f qε.Tk.εTV.ρ.c
t

T
ρcε 


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Ici s et f font référence aux phases solide et fluide respectivement, cs est la chaleur spécifique du 

solide, cf  est la chaleur spécifique à pression constante du fluide, k est la conductivité thermique, et q''' 

est la production thermique par unité de volume [10].  
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Mettant Ts = Tf = T et par l’addition des équations I-14 et I-15 nous avons: 

      mmfm qTk.TV.ρc
t

Tρc 

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où,  

      
fpsm ρcερcε1ρc 
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  fsm εkkε1k   
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  fsm qεqε1q   
I-19 

où, (ρc)m la capacité thermique totale par volume unitaire, km la conductivité thermique totale, et qm
''' 

est la production thermique totale  par unité de volume du milieu [10]. 

I.5.2 Conductivité Thermique Totale 

En général, la conductivité thermique totale d'un milieu poreux dépend dans un mode complexe de 

la géométrie du milieu. Si la conduction thermique dans les phases solide et fluide se produit en 

parallèle, alors la conductivité totale est la moyenne arithmétique chargée d'un poids de conductivités 

ks et kf, [11]. 

  fsA εkkε1k 
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En revanche, si la structure et l’orientation du moyen poreux sont telles que la conduction de la 

chaleur se passe en série, avec tout le flux de la chaleur qui passe à travers le solide et le fluide, alors la 

conductivité totale kH est la moyenne harmonique chargée d'un poids de ks et kf, [11].  
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En général, le kA et kH fourniront les bornes supérieure et inférieure respectivement, sur la 

conductivité totale réelle km. Nous avons toujours kH   kA, avec égalité si et seulement si ks=kf. Pour les 

buts pratiques, une évaluation rigoureuse et prête pour km est fournie par kG, la moyenne géométrique 

chargée d'un poids de ks et kf, défini par [11] : 
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Cela fournit une bonne évaluation si ks et kf  ne sont pas trop différent l'un de l'autre, Nield [21]. 

Beaucoup de corrélations plus compliquées pour la conductivité de lits fixes ont été proposées. Les 

expériences menées par Prasad et al. [22], ont montré que ces formules ont donné des bons résultats 

pourvus que kf  ne fût pas considérablement plus grand que ks. L'accord quand kfks n'était pas bon, la 

conductivité réelle est plus grande que ce qui peut être prédit. Cette contradiction peut être due à la 

variation de la porosité près des parois, ou bien, due à la difficulté de mesurer une vraie conductivité 

thermique, stagnante dans ce cas, Nield dans [11]. Dans le cas où le fluide est un gaz raréfié et le 

nombre de Knudsen à une grande valeur, des sauts de température se produisent dans le fluide aux 

limites du pore. La conductivité tend alors vers zéro, quand le nombre augmente. 

I.5.3 Effets de changements de pression, dissipation visqueuse, et absence d'équilibre thermique 

local (E.T.L) 

Si le travail fait par les changements de pression n'est pas négligeable c.-à-d. la condition T 

(g/CPf) L  1 n'est pas vérifiée, alors un terme pv.
t

pβT 







  a besoin d'être  ajouté au côté 

gauche d'équation I-16. Ici  est le coefficient de dilatation volumétrique thermique, défini par: 
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La dissipation visqueuse n’est pas négligeable en convection naturelle si  Lcg pf << 1. Sinon, un 

autre terme doit être ajouté au côté droit d'équation I-16, comme noté en premier par Ene et Sanchez-

Palencia [23]. Ce terme est  v.vKμ dans le cas d'un milieu isotropique  et .vμv.K 1
  , Si le milieu est 

anisotropique. Le terme Forchheimer, en adéquation avec le vecteur de la vitesse, contribue à la 

dissipation, en dépit du fait que la viscosité n'entre pas explicitement. Ce paradoxe apparent était 

résolu par Nield et Bejan [10]. La contribution du terme  de Brinkman est actuellement un sujet 

controversé. Nield et Bejan [10] a proposé que le terme de Brinkman soit traité de la même manière 

que les termes de Darcy et de Forchheimer de sorte que la dissipation visqueuse totale reste égale à 
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hauteur de la force de la résistance totale. Nield et Bejan [10] dans une analyse d'échelle, a effectué 

une comparaison de la magnitude, du terme de la dissipation visqueuse au terme de la diffusion 

thermique, et montre que la dissipation visqueuse est négligeable si N << 1, où N=U
2
 L

2
/K Cp kmT= 

Br/Da, où le nombre de Brinkman est défini par Br =U
2
 L/K Cp kmT=Ec Pr, le nombre de Eckert Ec 

est défini par U2
 / CpT. Pour la plupart des situations le nombre de Darcy K/L

2 est petit, la dissipation 

visqueuse est importante pour des petites valeurs du nombre de Brinkman.  

On conclut que pour la dissipation visqueuse soit négligeable, on a Ge << 1, tel que Ge est le 

nombre de Gebhart définie comme Ge = gβL/Cp.  

Si on tient compte du transfert de chaleur entre solide et fluide sans équilibre thermique local, alors on 

remplace les équations I-14 et I-15 par :    
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où, h est le coefficient du transfert de chaleur. Un aspect critique de cette approche se situe dans la 

détermination de la valeur appropriée de h.  Les valeurs expérimentales de h sont trouvées par une 

manière indirecte; par exemple, Polyaev et al. [24]. Pour un lit poreux de particules, Dixon et 

Cresswell, dans [21], ont établi : 

 hah fs  
I-26 

où, la surface spécifique (surface par un volume unitaire) fsa est donné par : 

  pfs da  16
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où, le dp est le diamètre de la particule et β =10 si les particules du lit poreux sont de forme sphérique. 

Les résultats théoriques et expérimentaux rapportés par Grangeot et al, dans [10] indiquent que ce 
h
 
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dépend faiblement du nombre de Péclet. Pour le cas d'un milieu en couches dans des plaques parallèles 

du canal, avec une interface fluide/solide parallèle à la direction x, les équations appropriées en 

absence de chauffage interne sont : 
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où, k'f= k's = kH avec kH donnée par l'équation I-21. Les équations I-29 et I-30 doivent être résolus à 

certaines conditions thermiques aux limites appliquées. Si une limite est à une température constante, 

alors  Tf = Ts. Si le flux de la chaleur constant est imposé sur la limite, alors il y a quelque ambiguïté 

au sujet de la distribution de flux entre les deux phases [10]. 

I.5.4 Conditions aux limites thermiques 

Une fois la conductivité thermique dans le milieu poreux a été déterminée, l'application des 

conditions aux limites thermiques est généralement simple. A l'interface entre deux milieux poreux, ou 

entre un milieu poreux et un liquide clair, on peut imposer une continuité de température (dans 

l'hypothèse que nous avons un équilibre thermodynamique local) et la continuité de la composante 

normale de flux de chaleur. Il est à noter que deux conditions sont nécessaires parce que l'équation de 

l'énergie contient des dérivés de second ordre. 

Le vecteur de flux de chaleur est la somme de deux termes: un terme convectif (ρcp )f T v et un 

terme conductif –k∇T. La composante normale du premier est continue parce que les deux T et la 

composante normale de ρf v sont continués. Il s’ensuit que la composante normale de (k∇ T) doit 

également être continue. Pour une limite imperméable, la condition thermique usuelle appropriée pour 

un environnement externe peut être appliquée. Par exemple, on peut prescrire une température ou un 

flux thermique, ou on peut prescrire un coefficient de transfert de chaleur.  
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CONVECTION NATURELLE 

 

II.1 Introduction 

La convection libre ou naturelle se distingue de la convection forcée en ceci que le mouvement du 

fluide n'est pas dû à un apport externe d'énergie mécanique, mais qu'il trouve sa source au sein même 

du fluide, sous l'effet conjugué de gradient de masse volumique et d'un champ de pesanteur. Les 

variations de masse volumique sont également dues à des gradients de température, encore que des 

forces d'accélération (dans les centrifugeuses) ou de Coriolis (dans les transferts atmosphériques), ou 

encore des gradients de concentration (dans les mélanges), puissent jouer le même rôle. Nous ne 

mentionnerons par la suite que les phénomènes ayant une origine thermique.  

Les écoulements de convection libre se répartissent en quatre grandes catégories: 

 panaches lorsqu'il n'y a pas de parois à proximité,  

 convection libre externe en présence d'une paroi,  

 convection libre interne dans des espaces confinés comportant une entrée et une sortie 

distinctes,  

 et enfin convection libre dans des enceintes closes ou partiellement ouvertes. 

En outre, certains auteurs font une différence entre convection "naturelle", interne ou dans une 

enceinte, et véritable convection "libre", correspondant aux panaches et aux écoulements externes. 

Mais très souvent on emploie indifféremment l'un ou l'autre terme. 

II.2 Convection naturelle thermique et massique 

II.2.1 Aspect physique du problème 

En fait, dans notre environnement quotidien, les manifestations de la convection libre sont plus 

présentes que les effets de la convection forcée, même si elles ne sont pas toujours directement 
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perceptibles par nos sens. C'est ainsi que dans n'importe quelle salle d'habitation nous sommes 

entourés en permanence de mouvement d'air; celui-ci se réchauffe en montant les long des parois les 

plus chaudes, et se refroidit en descendent le long des parois les plus froides .La diversité des 

situations est également plus grande en convection libre: par l'inclinaison d'une paroi, qui est souvent 

sans effet dans un écoulement isotherme, devient ici un paramètre essentiel; de même les effets de 

gravité sont significatifs dans des enceintes fermés anisothermes (bâtiment, réacteurs chimiques) ou en 

physique de l'environnement, du fait des écarts de température entre la surface et l'ambiance [25]. 

Les domaines d'applications sont donc vastes, et concernent aussi bien l'isolation des canalisations 

que le refroidissement des circuits électriques et électroniques, la thermique du bâtiment et le confort 

humain, les panaches et la dispersion des effluents ou encore la thermique de l'atmosphère et des 

océans. En ce qui concerne la mécanique des écoulements de convection naturelle on observe que, 

puisque les gradients de masse volumique à l'origine du mouvement sont eux-mêmes dus à des 

gradients de température, il y a là un couplage structurel entre bilan de quantité du mouvement et bilan 

d'énergie, c.-à-d. entre champ de vitesse et champ de température. Ce couplage est fort du fait que la 

température est sous la dépendance de la vitesse et réciproquement. 

Une spécificité de la convection libre concerne les faibles niveaux de vitesse atteints, avec pour 

conséquence immédiate des flux thermiques également modestes. Il en résulte d'abord que la 

convection libre constitue soit un obstacle lorsqu'on veut améliorer les échanges thermiques soit une 

sorte d'isolation naturelle lorsqu'on veut au contraire les réduire, et ensuite que les échanges par 

rayonnement, souvent négligeable en convection forcée, pourront être ici du même ordre de grandeur 

que les échanges convectifs [25]. 

Bien évidemment, les gradients de densité auxquels nous avons fait allusion se produisent aussi en 

convection forcée mais là, justement, leurs effets sont à peu près nuls. Les cas intermédiaires, où ces 

effets sont comparables à ceux de l'écoulement forcé, constituent des situations de convection mixte. 

Ajoutons enfin que l'existence d'un gradient de masse volumique n'entraine pas automatiquement un 
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mouvement de convection naturelle, ainsi, entre deux plaques planes horizontales, si c'est la plaque 

supérieure qui est la plus chaude, le transfert thermique reste en général purement conductif [25]. 

L'aspect le plus important des transferts en convection libre est (comme en convection forcée) ce 

qui se passe au voisinage des parois. On y retrouve en particulier des structures de couche limite. Les 

équations générales aux quelles obéit le phénomène seront traitées dans ce qui suit.  

II.2.2 Couche limite en convection libre dans un milieu libre 

Le concept de la couche limite joue un rôle important pour la compréhension de la convection 

thermique et massique entre une surface et un fluide qui circule devant elle .Dans ce qui suit, la couche 

limite dynamique, thermique, et de concentration sont décrits ,ainsi que leurs relations avec le 

coefficient de frottement, le coefficient de transfert de chaleur par convection, et le coefficient de 

transfert de masse par convection. 

II.2.2.1 Couche limite dynamique 

Pour introduire le concept d'une couche limite, on considère un écoulement sur la plaque plane de la 

FigureII.1. Lorsque les particules de fluide entrent en contact avec la surface, leur vitesse est réduite de 

manière significative par rapport à la vitesse du fluide en amont de la plaque, et dans la plupart des cas, 

il est valable de supposer que la vitesse de la particule est égale à zéro à la paroi. Ces particules 

agissent alors pour retarder le mouvement des particules dans la couche de fluide adjacente, qui 

servent à retarder le mouvement des particules dans la couche suivante, et ainsi de suite jusqu'à ce que, 

à une distance y=à partir de la surface, l'effet devient négligeable. Ce retard de mouvement est 

associé à des contraintes de cisaillement agissant dans des plans qui sont parallèles à la vitesse du 

fluide (Figure II.1). Avec l'augmentation de la distance y à partir de la surface, la composante de 

vitesse du fluide u selon l'axe x, doit alors augmenter jusqu'à ce qu'elle se rapproche de la valeur limite 

u . L'indice est utilisé pour désigner les conditions dans l'écoulement libre en dehors de la couche 

limite. La quantité  est dite l'épaisseur de la couche limite, et il est généralement définie comme la 
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valeur de y pour lequel lu =0.99u . Le profil de vitesse de la couche limite se rapporte à une manière 

dans laquelle u varie avec y à travers la couche limite [26].  

 

Figure II.1: Couche limite dynamique sur une plaque plane 

En conséquence, l’écoulement du fluide est caractérisé par deux zones distinctes, une couche mince 

de fluide (la couche limite) dans lequel des gradients de vitesse et les contraintes de cisaillement sont 

grandes et une région en dehors de la couche limite dans laquelle les gradients de vitesse et les 

contraintes de cisaillement sont négligeables. Avec l'augmentation de la distance du bord d'attaque, les 

effets de la viscosité pénètrent plus loin dans le courant libre et la couche limite se développe 

(Augmente avec x). En mécanique des fluides, la couche limite joue un rôle important dans les 

écoulements à travers les conduites à cause de contraintes de cisaillement s, et donc les effets de 

frottement en sont des conséquences. Pour les écoulements, ce taux fournit la base de détermination du 

coefficient de frottement local [26]. 
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Un paramètre essentiel dont lequel la traînée de frottement de surface peut être déterminée .En 

supposant un fluide Newtonien, la contrainte de cisaillement surfacique peut être évaluée à partir du 

gradient de vitesse à la surface.  
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où,  est la viscosité dynamique dans la couche limite dynamique, le gradient de vitesse à la surface ; 

dépend de la distance x en amont de la plaque. Par conséquent, la contrainte de cisaillement surfacique 

et le coefficient de frottement aussi dépend de x [26].  

II.2.2.2 Couche limite thermique 

Quand il ya un écoulement du fluide devant un surface, une couche limite thermique doit se 

développer s'il existe une différence de températures entre le fluide et la surface [26]. 

Considérons un écoulement sur une plaque plane isotherme (Figure II.2).  

 

Figure II.2: Couche limite thermique sur une plaque isothermique 

La température en amont de la plaque est uniforme T)y(T , Cependant, les particules de fluide 

qui sont en contact avec la plaque évoluent pour atteindre l'équilibre thermique à la température de la 

surface de la plaque. À leur tour, ces particules s’échangent de l'énergie avec ceux de la couche de 

fluides adjacents, et les gradients de température dans le fluide se développent. 

La zone du fluide ou existent ces gradients de température appelé la couche limite thermique, et leur 

épaisseur T est typiquement définie comme la valeur de y pour laquelle le rapport

    990.TTTT ss   . L'expérience montre que T  évolue le long de la paroi, et que la couche limite 

thermique s'épaissit quand on s'éloigne du bord d'attaque. La relation entre les conditions dans cette 

couche limite et le coefficient de transfert de chaleur par convection peut facilement être mise en 

évidence. À une distance x du bord d'attaque, le flux local thermique surfacique peut être obtenu en 

appliquant la loi de Fourier pour le fluide à y =0. 
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Cette expression est appropriée parce que, à la surface, il n'y a pas un mouvement fluide et le 

transfert d'énergie se produit uniquement par conduction. Rappelant la loi de Newton, nous voyons 

que: 

  TThq ss   II-4 

et en combinant cette équation avec l’équation II-3, on obtient:  
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Par conséquent, les conditions imposées dans la couche limite, qui influencent fortement le gradient 

de température à la paroi
0


y

yT , détermine le taux de transfert thermique. 

Tant que T augmente avec  l'augmentation de x, le gradient de température dans la couche limite 

doit donc diminuer avec l'accroissement de x, et il en résulte que h et q' s’affaiblissent avec l'élévation 

de x [26].  

II.2.2.3 Couche limite massique 

Lorsque l'air se déplace devant la surface d'une flaque d'eau, l'eau liquide s'évapore, et la vapeur 

d'eau sera transférée dans le courant d'air. Ceci est un exemple de transfert de masse par convection. 

Considérons un mélange binaire d'espèces chimiques A et B, qui circule sur une surface (Figure II.3). 

 

Figure II.3: Couche limite massique sur une plaque horizontale. 
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La concentration molaire (kmol/m
3) de l'espèce A est à la surface CA,s, et dans le courant libre, il est 

libre CA, .Si CA,s diffère de CA,, Le transfert de l'espèce chimique A par convection se produit .Par 

exemple, une espèce peut être une vapeur qui est transférée dans un courant de gaz (espèce B) due à 

l'évaporation à la surface du liquide (comme dans l'exemple de l'eau) ou en raison de la sublimation à 

une surface solide .Dans ce cas ,une couche limite de concentration se développe et qui est similaire à 

la couche limite dynamique et thermique. La couche limite massique est la zone du fluide dans 

laquelle le gradient de concentration existe, l’épaisseur est typiquement définie comme la valeur de y 

pour que      990.CCCC ,As,AAs,A    avec l’augmentation de la distance du bord d'attaque, les effets de 

transfert massique pénètrent plus loin dans le courant libre et la couche limite massique évolue. Le 

transfert massique par convection entre la surface et le fluide est déterminé par des conditions dans la 

couche limite, et il est intéressant de déterminer le taux de transfert produit. Cas particulier, pour le 

flux molaire de l'espèce chimique A, Il est utile de savoir que ce flux associé avec le transfert de 

l'espèce par la diffusion est déterminée par une expression qui est analogue à la loi de Fourier, nommée 

la loi Fick de la forme: 

y

C
Dq A

ABA 



 

II-6 

où, DAB est une propriété du mélange binaire appelé le coefficient de diffusion binaire. A tout point 

correspondant à y>0 dans la couche limite de concentration de la Figure II.3, le transfert d'espèces est 

due à la fois au mouvement d’advection et de diffusion .Cependant, en absence de l'effet de l'échelle 

nano ou macroscopique et l'influence de la diffusion de l'espèce sur la vitesse normale à la surface, le 

mouvement du fluide à la surface peut être négligé. Le transfert massique est du uniquement à la 

diffusion, à partir de la loi de Fick, le flux molaire à y=0 est : 

0




y

A
ABA

y

C
Dq   II-7 

 

Par analogie du transfert thermique, le coefficient de transfert massique hm est : 
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II.2.3 Équations de couche limite laminaire en convection libre 

Le mouvement d'un fluide dans lequel les gradients de vitesse, température et de concentration 

coexistent, les équations doivent se conformer à plusieurs lois  physiques fondamentales. En 

particulier, à chaque point dans le fluide, la loi de la conservation de masse, de l'énergie et des espèces 

chimiques, ainsi que la deuxième loi de Newton doit être satisfaites. Les équations représentant ces 

exigences sont obtenues par l'application des lois sur un volume de contrôle différentiel situé dans 

l'écoulement (Figure II.4.). Ces équations servent de point de départ de l’analyse de couches limites 

laminaires [27]. 

 0Vdiv

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Figure II.4: Développement de couches limites laminaires sur une surface arbitraire 
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Considérons un écoulement de couche limite laminaire (Figure II.5) qui est entraîné par des forces 

de flottabilité. On suppose que le régime soit stable, à deux dimensions, la force de gravité est 

constante et dirigée vers le bas (sens inverse de l'axe x). Ainsi, on suppose que le fluide est 

incompressible. 

 

Figure II.5: Développement de la couche limite laminaire sur une plaque verticale chauffée 

(a) une couche limite dynamique. (b) la couche limite thermique 

Les caractéristiques observées de l'écoulement à proximité de la paroi autorisent à conserver les 

approximations de la couche limite dynamique [27], à savoir: 
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  II-13 

Par contre, xu   n'est pas toujours négligeable devant yu  : au voisinage du maximum um 

(Figure II.5) on a en effet 0 yu  et 0 xu . Le même problème se rencontre d'ailleurs dans les 

jets pariétaux ou dans les zones de décollement. 

Quoi qu'il en soit, il résulte de l'équation II-13 que l'équation de continuité est inchangée, et que 

dans l'équation de quantité de mouvement selon x, le terme 22
xu   disparait [27]. 

En fin dans la couche limite thermique et massique, les approximations suivantes sont justifiées: 
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Ce qui traduit par la disparition des termes 22 xT   et 22 xCA   dans l'équation de l'énergie et de 

la concentration. En ce qui concerne la pression, vu la lenteur de l'écoulement il est admis que les 

gradients de pression induits par le champ de vitesse sont faibles. Autrement dit, la pression motrice p* 

obéit à la loi de la statique, comme dans le fluide au loin, ce qui s'exprime par : 

  0*pgrad  II-15 

Le regroupement des conditions précédentes va conduire aux équations de couche limite en 

convection libre laminaire. En ce qui concerne le terme en g


 dans l'équation de quantité du 

mouvement, si on se trouve dans le cas Ts> T, l'écoulement se fait vers le haut. On choisit alors pour x 

la même direction, de sorte que xgg


 (la pesanteur dirigée vers le bas) et le terme en g


devient

 gTT  .Au contraire, avec Ts< T , l'écoulement est descendant, et on préfère encore prendre x


 

dans le sens du mouvement. Cette fois, xgg


  et le terme en g


s’écrit  gTT  . 

Sous ces hypothèses les équations de II-9 à II-12 devient comme suit : 
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II.2.3.1 Considérations de similitude 

Les paramètres sans dimension qui régissent l'écoulement de convection naturelle et le transfert de 

chaleur pour une plaque verticale sont de la forme [28] : 
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où, L est une longueur caractéristique et u0 est une vitesse de référence, les équations de quantité de 

mouvement et de l'énergie II-17 et II-18 sont réduites: 
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Le paramètre sans dimension dans le premier terme du côté droit de l'équation II-20 est une 

conséquence directe de la force de flottabilité. La vitesse de référence u0 peut être spécifiée afin de 

simplifier la forme de l'équation. Il est convenable de choisir  LTTgu s  2
0 , de sorte que le terme 

multipliant T* devient l'unité. Alors ReL devient    2123  LTTg s  [28].  

Il est d'usage de définir le nombre de Grashof GrL comme le carré de ce nombre de Reynolds: 

 
2

3


 LTTg

Gr s
L



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En conséquence, ReL dans les équations II-20 et II-21 est remplacé par 21
LGr , et ainsi le nombre de 

Grashof (ou plus précisément, 21
LGr ) joue le même rôle dans la convection libre que le nombre de 

Reynolds joue en convection forcée. Basé sur la forme résultant les équations II-20 et II-21, nous nous 

prédisons des corrélations de transfert de chaleur de forme NuL=f(GrL, Pr) en convection libre. 

Rappelons que le nombre de Reynolds permet de mesurer le rapport de forces d'inertie aux forces 

visqueuses agissant sur un élément de fluide .En revanche, le nombre de Grashof est une mesure du 

rapport entre les forces de flottabilité et  forces de la viscosité agissant sur le fluide. 

De nombreuses solutions aux équations de couche limite de convection libre laminaire sont été 

obtenues, et un cas particulier qui aperçut beaucoup d'attention implique convection libre à partir d'une 
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surface verticale isotherme dans un milieu libre (Figure II.5). Pour cette géométrie les équations de II-

16 à  II-18 doivent être résolues sous des conditions aux limites de la forme: 


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0

00
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Une solution de similarité au problème ci-dessus a été obtenue par Ostrach [29]. 

La solution nécessite le recours à des variables de transformation par l'introduction de variable de 

similarité de la forme : 

41
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et représentant les composantes de vitesse en termes d'une fonction de courant défini comme :  
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Avec la définition précédente de la fonction de courant, la composante de vitesse selon x peut être 

exprimée comme : 
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L'évaluation de la composante de vitesse d'une manière analogue xv   et en introduisant la 

température adimensionnée :   
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TT

TT
T

s  
II-27 

Les trois équations aux dérivées partielles de II-16 à II-18 peuvent ensuite être réduites à deux 

équations différentielles ordinaires de la forme : 

  023 2  Tffff  II-28 

03   'fTPr''T  II-29 

où,  f et T* sont des fonctions de η et que les exposants doubles et triples respectivement, se rapportent 

à la deuxième et troisième dérivées par rapport à η. Notez que f est la variable dépendante 
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correspondante à la couche limite dynamique et que l'équation de continuité II-16 est automatiquement 

satisfaite au moyen de l'introduction de la fonction de courant. 

Les conditions aux limites transformées nécessaires pour résoudre les équations de quantité de 

mouvement et de l'énergie II-17 et II-18 sont alors de la forme : 
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Figure II.6: Couche limite en convection libre laminaire sur une plaque verticale isothermique 

(a) profils de vitesse, (b) profils de température 

 

La solution numérique a été obtenue par Ostrach [29], et des résultats  sélectionnés sont montés 

dans la Figure II.6. Utilisant la loi de Newton pour le coefficient de convection local h, le nombre 

Nusselt local peut être exprimé comme: 
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On peut aussi exprimer le nombre du Nusselt local sous la forme adimensionnée comme suit: 
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II.2.4 Convection naturelle en milieu poreux 

On s’intéresse dans cette partie à la convection naturelle autour d’un objet (plaque, cylindre ou 

sphère) immergé dans un milieu poreux. De même qu’en milieu libre, il existe pour les milieux poreux 

des corrélations permettant de prédire les transferts thermiques (caractérisés par un nombre de Nusselt) 

en fonction des écarts de température (caractérisés par un nombre de Rayleigh) et de la géométrie. On 

utilise dans ce cas une diffusivité thermique moyenne m et un nombre de Rayleigh modifié (basé sur 

la longueur caractéristique L et la perméabilité K du milieu poreux) définis comme suit, Tableau II.1 et 

Figure II.7 [30]: 
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km est la conductivité moyenne, [W m-1 K-1] 

K est la perméabilité du milieu poreux, [m-2] 

Da est le nombre de Darcy, Da =K/L
2 
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 Tableau II.1: Transfert de chaleur par convection naturelle externe dans un milieu poreux 

Configuration Corrélation 
Validation 

expérimentale 
Références 

Plaque verticale 

isotherme 

(Fig II.7-a) 
2

1~89.0 aRNu   

1<Ra<102
 

polyuréthane de 0.98 

de diamètre et de 0.4 à 

4 pores par  millimètre 

Cheng et Minkowycz 

(1977) 

 

Plaque horizontale 

isotherme chauffée 

sur la face supérieure 

(Fig II.7-b) 

2
1~26.1 aRNu   

Pas de validation 

expérimentale 

 

Cheng et Chang (1976) 

Cylindre horizontal 

isotherme 

(Fig II.7-c) ( )
m

g TKL
Ra

d

 



  
5<Ra<102 

 

  F and et al. (1986) 

 

Sphère isotherme 

(Fig II.7-c) 
2

1~362.0 aRNu   
Pas de validation 

expérimentale 

Cheng (1985) 

 

Cylindre vertical avec 

des extrémités 

Adiabatiques 

(Fig II.7d) 

 L

p

c

q

q
26.01

2
1

0
~

2

aRr

L
L   Pas de validation 

expérimentale 

Minkowycz et Cheng 

(1976) 
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Figure II.7: Transfert de chaleur par convection naturelle externe dans un milieu poreux  

 

(a)Plaque verticale isotherme ; (b) Plaque horizontale isotherme chauffée sur la face supérieure ;  

(c)Cylindre horizontal isotherme ; (d) Cylindre vertical avec des extrémités adiabatiques. 

 

II.2.4.1 Convection externe (cas d'une plaque verticale) 

Le calcul numérique des équations différentielles complètes pour la convection dans une région 

illimité est très ardu, et donc des solutions approximatives importantes sont introduites. 

Pour les valeurs réduites de nombre de Rayleigh Ra, les méthodes de perturbation sont appropriées. 

Quand le nombre de Ra devient important les couches limites thermique sont formées, et la théorie de 

couche limite est la méthode d'investigation évidente [11].   

Cette approche est utilisée par plusieurs auteurs [31, 32, 33, 34]. 

On considère à titre d’illustration une convection dans un milieu poreux adjacent à une plaque plane 

verticale chauffée, sur laquelle une couche limite thermique mince est formée lorsque Ra prend des 

valeurs importantes. Utilisant des hypothèses simplifiées, les équations de couche limite à deux 

dimensions prennent la forme suivante: 
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Ici, l'indice  désigne la valeur de référence à une grande distance de la limite chauffée, et p* 

désigne la différence entre la pression statique réelle et la pression hydrostatique locale .Il a été 

supposé que l'approximation Oberbeck-Boussinesq et la loi de Darcy sont valides, l'axe x est pris dans 

le sens de l'écoulement principal (ici verticalement vers le haut, Figure II.8) et de l'axe y 

perpendiculaire à la surface limite et dirigé vers le milieu poreux. 

 

Figure II.8: Couche limite devant une plaque verticale en milieu poreux 

Près de la frontière, la composante normale de la vitesse de filtration v est petite par rapport à l'autre 

composante de la vitesse u, et les dérivées par rapport à y sont grandes en comparaison avec les 

dérivées de cette quantité par rapport à x. Par conséquent, aucun terme en v n’apparaît dans l'équation 

II-37, et le terme en ∂2T/∂x2 a été omis de l'équation II-38. Éliminant P* dans les équations II-36 et II-

37 et l'introduction de la fonction de courant ψ défini par:
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Les équations de II-36 à II-38 sont alors de la forme: 
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Ces équations doit être résolues avec des conditions aux limites appropriées [11]. 
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MAGNETOHYDRODYNAMIQUE 

  

III.1 Introduction  

La magnétohydrodynamique (MHD) est considérée la partie de la mécanique des fluides qui traite 

l'écoulement d'un fluide électro-conducteur en présence d'un champ magnétique. Ainsi aux forces 

d'inerties, de pression, de viscosité, de capillarité, qui intervient en mécanique des fluides classique, 

viennent s'ajouter des forces d'origine électromagnétique.Une description MHD réaliste de la 

dynamique d'un système fluide conducteur impose que les propriétés du milieu et des processus qui s'y 

développent répondent le plus exactement possible aux hypothèses, parfois sévères, sur lesquelles 

repose cette théorie.  

Le champ électromagnétique, seul élément qui en milieu conducteur différencie formellement la 

MHD de l'hydrodynamique, a une influence sur le mouvement uniquement par le champ magnétique, 

les forces électriques, qu'elles soient d'origine électromagnétique ou électrostatique (produites par 

d'éventuelles variations locales dans la densité de charge), sont négligeables car, dans une très bonne 

approximation, le fluide MHD est localement neutre(en conservant néanmoins des courants non nuls). 

La MHD repose donc simplement sur une vision hydrodynamique du fluide incluant toutefois les 

forces de Laplace dues à l'action du champ magnétique sur les courants; quant a l'évolution du champ 

électromagnétique, elle est bien entendu déterminée par les équations de Maxwell. La fermeture du 

système se fait à travers une loi d'Ohm reliant la densité de courant  et donc les mouvements de la 

matière au champ électromagnétique [35]. 

Parmi les applications de la MHD, on citera la métallurgie, qui consiste à produire des forces 

magnétiques suffisantes pour mettre en métal liquide en mouvement (brassage), le maintenir en 

sustentation (lévitation), le façonner (formage), le pulvériser,... etc.  
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III.2 Description d'un fluide conducteur 

Afin de pouvoir définir des grandeurs physiques dans un fluide, les particules doivent rester 

localisées. L'approximation fluide n'est donc valable que dans la mesure où les conditions 

thermodynamiques varient peu sur des distances de l'ordre du libre parcours moyen, trajectoire suivie 

par une particule sans être défléchie, pour des temps détermines par l'agitation thermique; les 

processus de délocalisation sont en fait responsables des phénomènes de transport. La description d'un 

fluide sous-entend que toutes les espèces chimiques sont suffisamment couplées pour être thermalisées 

et suivre une distribution de Maxwell unique. Ce couplage doit bien sûr s'opérer entre les éléments 

d'une même espèce chimique mais également entre chacune des populations dans le cas d'un plasma. 

En hydrodynamique, dans des milieux suffisamment denses, l'approximation fluide est validée par des 

collisions qui transfèrent de la quantité de mouvement entre les particules de façon très efficace, via 

des interactions de type Van der Waal [36]. 

III.2.1 Loi d'Ohm généralisée 

L'établissement de la loi d'Ohm pour un fluide conducteur, c'est-a-dire d'une loi reliant les 

mouvements de la matière aux densités volumiques de courant, au champ électrique E et au champ 

magnétique B est à la base de la théorie MHD et peut être un point délicat, notamment pour les 

plasmas. Cette loi traduit en termes de courant la réponse d'un milieu conducteur immobile à un champ 

électrique via la conductivité électrique e. Elle prend la forme d'une simple relation de 

proportionnalité dans le référentiel où le fluide est localement au repos ; sa traduction dans le 

référentiel lié au laboratoire se fait par une transformation de Lorentz sur le tenseur de Maxwell 

décrivant le champ électromagnétique. Dans l'approximation classique valide pour la MHD, la loi 

d'Ohm s'écrit dans le référentiel du laboratoire [37]: 

 BuEj e


                                                                                                                        III-1 

La loi d'Ohm formulée ici est une forme réduite de l'expression la plus générale établie en physique 

des plasmas dans le cadre d'un modèle simplifié. Elle cache en fait toute la micro-physique de la 
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population d'électrons qui dépend du type de plasma rencontré. Dans un plasma chaud complètement 

ionisée par exemple, un courant peut être produit d'une part à travers le gradient de la pression du gaz 

d'électrons dans une direction parallèle au champ magnétique et peut être d'autre part généré par un 

effet Hall dans la direction perpendiculaire à B. La loi d'Ohm s'écrit alors sous une forme tensorielle et 

la relation III-1 n'est plus valable que dans le cas limite des plasmas complets mentionisées sans effets 

Hall [38]. Cependant, quel que soit le milieu conducteur considéré, pour des champs magnétiques pas 

trop grands et des fréquences pas trop élevées, l'expression de la loi d'Ohm énoncée reste largement 

valable. 

III.2.2 Equations de Maxwell 

L'ensemble des équations fluides montre comment vont évoluer les grandeurs physiques sous 

l'action d'éventuels champs de forces extérieurs. Nous allons à présent voir comment évoluent ces 

champs électromagnétiques E et B. Cette évolution se décrit naturellement par les quatre équations de 

Maxwell que nous exprimons dans le système MKSA : 

0

E.






                                                                                                                          III-2-a 

0 B.


                                                                                                                                  III-2-b 

E
t

B 






                                                                                                                          III-2-c
 

t

E
jB








000                                                                                                              III-2-d 

 

Auxquelles on ajoute la loi d'Ohm III-1. Le diamagnétisme des milieux diluées que sont les fluides 

électro-conducteurs est très faible, on peut donc se permettre d'approximer la permittivité diélectrique 

et la perméabilité magnétique à celles du vide = 0 et  = 0, avec :  

0 = 4 10
-7

 H.m
-1 et 0 = 1/(0c

2
)  8,854  10

-12
 F.m

-1. 

Dans la limite relativiste à laquelle nous allons nous intéresser, la forme réduite de la relation 

d'Ampère s'écrit : 
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jB 0


                                                                                                                          III-3 

en accord avec la conservation de la charge, qui requiert un courant à divergence nulle, c.-à-d. un 

courant circulant sur des boucles fermées sans accumulation de charges. 

III.2.3 Équation d'induction et force de Laplace 

Les phénomènes de couplage entre le champ de vitesse et le champ magnétique que rassemble la 

MHD peuvent être à caractère fort lorsque les deux champs s'influencent mutuellement ou faible si un 

champ influence l'autre sans contrepartie. Lorsque le champ magnétique induit reste suffisamment 

faible pour être négligée devant le champ externe appliqué, on observe la formation d'un courant 

électrique qui va réagir avec le champ magnétique pour créer une force volumique de Laplace (force 

de Lorentz) Bjf


0  s'opposant à la cause qui lui donne naissance (i.e. l'écoulement) et qui tendra à 

retarder le mouvement du fluide [37]. Le champ magnétique est décrit par une équation de diffusion, 

pilotée par un coefficient de diffusion magnétique emD 01 : 

BD
t

B
m




2



                                                                                                                           III-4 

L'équation III-4 exprime le fait que toute perturbation locale de B tend à s'atténuer par diffusion 

selon le schéma classique d'une courbe Gaussienne : la largeur augmente comme la racine carrée du 

temps et l'amplitude décroit comme l'inverse de cette largeur (de façon à ne pas être en contradiction 

avec l'équation de conservation III-2b de Maxwell). En un temps de l'ordre de t, la distance de 

diffusion parcourue est de l'ordre de tDm ; la pénétration d'un champ alternatif de pulsation ω est 

limitée à une couche dont l'épaisseur est de l'ordre de mD  : c'est l'effet de peau. Un paramètre 

important qui mesure cet effet est le paramètre d'écran mDLR 2
0  qui, en termes de rapport de 

fréquences, traduit cette pénétration du champ magnétique dans le fluide conducteur. La condition 

Rω<<1 implique que le temps caractéristique de diffusion des gradients magnétiques sur l'épaisseur du 

film magnétique (qui représente le terme caractéristique d'établissement d'un profil de champ 

stationnaire) est beaucoup plus petit que le temps caractéristique 1/ω d'évolution de l'écoulement. Si 
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cette condition est réalisée, l'écoulement magnéto-diffusif pourra être considéré comme quasi-

stationnaire. 

Les phénomènes de diffusion sont indépendants de u : dans ce cas limite, il n'y a aucune convection 

de B par la matière. Le nombre qui mesure le flux de convection du champ magnétique sur le flux 

diffusif est le nombre de Reynolds magnétique mDLUR 00 , analogue au nombre de Reynolds 

hydraulique, où la viscosité cinématique s'apparie au coefficient effectif de diffusion magnétique. Nous 

donnons à titre d'illustration quelques valeurs numériques de ce coefficient au Tableau III.1. La 

restriction de couplage faible entre le champ dynamique et le champ magnétique impose à ce nombre 

d'être le plus petit possible. 

Dans le cas limite contraire de très fort Reynolds magnétique, les lignes de champ sont attachées 

aux éléments fluides à tout instant. On parle alors de MHD idéale. Cette discipline connaît son essor en 

astrophysique ; l'équation de transport qui modélise la MHD non-résistive s'écrit : 

 Bu
t

B 






                                                                                                                     III-5 

Tableau III.1: Diffusivités magnétiques Dm et nombres de Reynolds magnétiques Rm  pour quelques 

écoulements MHD, pour des longueurs L0, des vitesses U0 et des temps t0 caractéristiques 

Substance L0(m) U0(m.s
-1

) Dm(m
2
s

-1
) t0 Rm 

Mercure 0.1 0.1 1 0.01 0.01 

Sodium liquide 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 

Plasma de laboratoire 1 100 10 0.1 10 

Noyau terrestre 107 0.1 1 1014 106 

Gaz interstellaire  1017 103 103 1031 1017 
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III.2.4 Équations du mouvement 

L’équation d’état des fluides conducteurs (métaux liquides) peut souvent se ramener a  = Cte 

(avec  masse volumique). Lorsque les variations de température T sont suffisantes pour provoquer 

des variations de densité, on peut adopter la loi Boussinesq, de la forme [39] : 

  00 1 TT                                                                                                           III-6 

avec β coefficient de dilatation volumique, ρ0 masse volumique à T0. Mais le coefficient de 

dilatation volumique est assez faible (≈2.10
–4

K
–1) pour que l’équation de continuité, qui exprime le 

principe de conservation de la masse, s’écrive : 

0u.


                                                                                                                                 III-7 

La loi fondamentale de la dynamique conduit à l’équation de Navier-Stokes: 

  Bjgupu.u
t

u 










11 2                                                                            III-8 

avec, g accélération due à la pesanteur, p pression, viscosité cinématique.  

où parmi les forces extérieures, nous retenons la force de Laplace par unité de masse Bj




1 : 

Cette équation introduit la viscosité cinématique ν du fluide, tellement petite dans les métaux 

liquides (≈ 10–7 m2s–1) que le nombre de Reynolds ULRe   est en général très grand par rapport à 

l’unité (≈ 107). Cela a pour conséquence qu’à grande échelle le frottement visqueux est négligeable. 

Toutefois, il existe des régions très minces, que l’on appelle couches limites, où le terme devient 

capable d’entrer en compétition avec les autres. Ces couches limites ont une épaisseur [39]. 

Lorsque la température T est une variable importante du problème, comme c’est bien souvent le cas 

dans les métaux fondus, on doit encore exprimer le premier principe de la thermodynamique pour 

fermer le système d’équations. Cette équation de l’énergie s’écrit : 

 
cc

j
TT.u

t

T v


 



 2

                                                                                                III-9 

avec c: Capacité thermique massique, 
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Φν: Dissipation volumique par viscosité, 

α: Diffusivité thermique (α = ț /ρc), ț conductivité thermique. 

La dissipation Φν est en général négligeable dans les métaux liquides. Dans de nombreux 

problèmes, c’est aussi le cas pour la dissipation par effet Joule c/j 2 . On a en effet, en notant Θ une 

différence de température caractéristique [39] : 












2222222 LB

c

uLBu

T

j








                                                                                           III-10 

Le nombre de Prandtl  est petit (≈ 10–3), et le nombre d’Eckert cu est lui aussi 

habituellement petit (≈ 10–2). Il faudrait des valeurs spécialement élevées de l’induction magnétique 

pour que le nombre de Hartmann  22LB  soit assez grand pour rendre l’effet Joule non négligeable 

par rapport à la conduction thermique. 

III.3 Écoulement de Hartmann 

Dans ce paragraphe, nous utilisons les coordonnées adimensionnelles :  z,y,xZ,Y,X


1
  avec, ℓ 

demi-largeur de la conduite. 

Limitons d’abord notre attention au cas des conduites très longues en régime établi 0 xt  

situées dans l’entrefer d’un aimant (Figure III.1.a). Le fluide s’écoule avec la vitesse  00,,uu


dans un 

champ magnétique uniforme d’induction  00 0 ,B,B


. Le champ électromoteur  
yuB,,Bu 00


 pousse 

les ions positifs dans la direction Oz et, pour que les lignes de courant électrique se referment, un 

champ électrique 


E  apparaît.  

Le potentiel φ est maximal en M et minimal en M’, et la différence    MM  est 

proportionnelle au débit. Ce champ électrique permet le retour des lignes de courant électrique soit 

dans la paroi, soit dans la couche limite, au prorata à des conductances de ces deux régions. Ce circuit 

électrique forme deux spires de sens opposés qui induisent une induction bBx  , mais ne modifient 
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pas l’induction transversale 0BBy  . En identifiant les expressions de jy et jz déduites de la relation 

d’Ampère et de la loi d’Ohm [39]: 

yz

b
j y 











1                                                                                                                III-11 







 








 0

1
uB

zy

b
jz




                                                                                                                      III-12 

et en tenant compte la relation 0 j.


, on obtient les relations qui lient b et φ à u: 

00 




y

u
Bb                                                                                                                      III-13

 

00 




z

u
B

                                                                                                                       
III-14 

La troisième équation, qui ferme le système, est l’équation du mouvement, qui s’écrit : 


pG

y

bB
u 




 0                                                                                                              III-15 

en notant pG
x

p 



 
le gradient de pression moteur appliqué de l’extérieur. 

Les conditions aux limites, qui doivent être associées à ces équations de III-13 à III-15 pour 

déterminer complètement la solution, expriment : 

- que la vitesse u s’annule sur le contour intérieur Ci  de la paroi ;  

- que la composante b du champ magnétique s’annule sur le contour extérieur Ce de la paroi ; 

- que la composante du champ électrique normale à la paroi  
.en   est nulle sur Ce et continue sur 

Ci, et que φ est aussi continu sur Ci. La solution de ce problème est élémentaire lorsque la conduite est 

un rectangle de demi-longueur dans la direction Oz (Figure III.1.b). Loin des bords Z= ±Γ, les 

distributions de u, b et φ sont indépendantes de z, les équations III-13, III-14  et III-15 se réduisent à 

des équations différentielles ordinaires et leur solution s’écrit [39]: 

 
chHa

HaYch

V

u
1                                                                                                                      III-16 
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 
Y
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 
chHa

HaYch
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E
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jz  1
00
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avec,
0

2
0

0
B

E

B

G
etV,BHa,VR

p

m 




                                                                       III-19 

On retrouve le rôle attendu du nombre de Reynolds magnétique et un nombre nouveau apparaît, le 

nombre de Hartmann Ha, dont le carré  22B  est une mesure du rapport des forces 

électromagnétiques aux forces de viscosité. 

 

 

Figure III.1: Écoulement en conduite en présence d’une induction magnétique transversale uniforme 

La Figure III.2 met en évidence le rôle crucial de ce nombre de Hartmann. Lorsqu’il est modéré,  le 

profil de vitesse est encore proche de la parabole de Poiseuille. Mais, lorsqu’il devient très grand, ce 

profil est tout à fait plat, sauf dans une mince couche limite située le long des parois perpendiculaires à 

B0, dont l’épaisseur est indépendante de la largeur de la conduite: 
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


0

1

B
                                                                                                                           III-20 

où est concentrée toute la variation de vitesse. Les paramètres globaux de cet écoulement sont aussi 

fortement dépendants du nombre de Hartmann, notamment : 

- la vitesse moyenne : 

 





 



 0

1
1

Ha

thHa
Vudyu                                                                                                       III-21 

- la densité de courant moyenne : 

uBEdyjj z 0

0

1   



                                                                                                         III-22 

- le coefficient de frottement : 

1

122 2

2


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- le coefficient de perte de charge : 

2
0

2
2

2
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jB
C

u

G
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Figure III.2: Profils de vitesse de l’écoulement de Hartmann 
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Tous ces paramètres, ainsi que E et V, liés par une des relations III-19, dépendent également de la 

conductance du circuit extérieur, que celui-ci se limite aux parois ou bien qu’il existe effectivement un 

circuit électrique extérieur lié au domaine fluide par des électrodes placées aux bouts Z= ±Γ. Deux cas 

particuliers simples se dégagent. 

Dans une conduite à parois isolantes, sans circuit extérieur, on a : 

thHa
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Dans une conduite à parois parfaitement conductrices, on a : 

2
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                                                                                          III-26 

et quand Ha>>1, 0BGj p .Dans le cas le plus général, on doit introduire le rapport C des 

conductances respectives des parois (épaisseur e, conductivité σp) et du fluide (largeur 2ℓ, conductivité 

σ) : 


 e

C
p                                                                                                                                     III-27 

Ainsi que le courant électrique par unité de longueur I forcé de l’extérieur. La condition de 

fermeture du circuit s’écrit : 

 
2

1
1 0   uBCE 

                                                                                                             
III-28 

Quand I = 0, l’expression globale de l’équilibre des forces appliquées à une tranche fluide se 

ramène à : 



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                                                                                                 III-29 

On note les deux formes asymptotiques de cette loi lorsque Ha → ∞ : si C = 0, Ȝ → 2Ha/Re, alors 

que, si C → ∞, Ȝ → 2Ha2
/Re .Autrement dit, à Gp et B0 donnés, la vitesse est Ha fois plus faible en 

présence de parois très conductrices qu’en présence de parois isolantes ; on parle de blocage 
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électromagnétique du fluide lorsque ces parois sont très conductrices et de freinage électromagnétique 

lorsqu’elles sont isolantes. Quand I ≠ 0, le fonctionnement du système peut être interprété en termes de 

conversion d’énergie. Le système est un générateur de courant électrique continu si 0 < I <2ℓρGp /B0; 

une part de la puissance mécanique fournie au fluide est en effet convertie en puissance électrique 

dissipée elle-même dans le circuit.  

Si I< 0, le système fonctionne comme une pompe et le débit est supérieur à ce qu’il serait à courant 

nul ; la puissance électrique provient alors d’un générateur placé sur le circuit extérieur. Enfin, si I 

>2ℓρGp /B0, les forces électromagnétiques s’opposent au gradient de pression moteur et le système est 

un frein électromagnétique. Si I > 2ℓρGp (1 + C)/B0, la direction de l’écoulement peut être inversée 

[39]. 

III.4 Nombres sans dimension  

L'adimensionnement des équations de la MHD, conduit à des nombres sans dimension 

caractéristiques, qui nous aiderons à décrire les résultats des expériences. On note L une échelle 

caractéristique de longueur, U une amplitude caractéristique du champ de vitesse, t une échelle 

caractéristique de temps. Pour construire les nombres sans dimension, le choix des valeurs de ces 

échelles, pour qu'elles soient pertinentes pour le problème étudié, n'est pas évident [40].  

En pratique on prend le plus souvent, pour L la longueur intégrale de l'écoulement, vue comme 

l'échelle spatiale de l'injection de l'énergie. Pour U on prend l'amplitude du champ de vitesse, moyenné 

en temps et en espace. Enfin pour t on prend l'inverse de la fréquence de rotation des turbines qui 

mettent en mouvement le fluide. On envisage aussi une amplitude caractéristique du champ 

magnétique B0, mais qui n'est bien définie, que dans le cas d'un champ homogène et constant [40]. 

 Nombre de Prandtl 



Pr  

Ce nombre dépendant des propriétés physiques du fluide, compare l'efficacité de la diffusion de la 

quantité de mouvement, à celle du champ magnétique. Pr vaut 9.5 10-6 pour le sodium et 1.5 10-6 pour 
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le gallium. Pour des longueurs comparables, les perturbations de champ magnétique diffusent environ 

100 000 fois plus vite, que celles de vitesse. 

 Nombre de Reynolds 

LV

Re   

Il traduit l'importance du terme convectif dans l'équation de Navier-Stokes, par rapport aux termes 

visqueux. Dans les expériences, Re sera toujours grand, au dessus de 10 000, de sorte que les 

écoulements seront toujours turbulents. 

 Nombre de Reynolds magnétique 

LV

Rm  

Il est construit dans l'équation de l'induction comme le rapport du terme  Butro


  produisant les 

effets d'induction, par rapport au terme diffusif B


 . Ce nombre est le paramètre naturel de l'effet 

dynamo. Le nombre de Reynolds magnétique Rm est lié au nombre de Reynolds Re (dit 

hydrodynamique pour le différencier du premier), par la relation Rm = Pm Re. Les valeurs de Pm pour 

les métaux liquides, font que pour avoir Rm d'ordre un, Re est d'ordre 105 au moins. 

 Paramètre d'interaction 
V

LB
N


 2

0  

Il correspond au rapport dans l'équation de Navier-Stokes de la force de Laplace Bj


 , sur le terme 

convectif_  u.dgra.u


 . Il traduit l'importance de l'action d'un champ magnétique sur le mouvement du 

fluide. Notons que la définition ici énoncée, n'est pas adaptée à l'effet dynamo. Certaines références 

utilisent le nombre de Lundquist S [41], qu'on peut définir par NRms  . 
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CONFIGURATION ET FORMULATION MATHEMATIQUE 

 

IV.1 Introduction 

 Les transferts de chaleur dans un milieu poreux sont bien représentés dans la littérature et les études 

sont relativement significatives. Relativement et dans de telles configurations les milieux poreux en 

présence d'un champ magnétique sont beaucoup moins étudiées. Badruddin et al. [42] ont analysé 

l’effet de la dissipation visqueuse et du rayonnement sur la convection naturelle dans un milieu poreux 

incorporé dans un espace annulaire vertical. 

L'effet de magnétohydrodynamique (MHD) sur les courants de convection dans les milieux poreux 

ont été étudiés par de nombreux auteurs dans divers cas; Taklifi et al. [43] ont considéré l'effet de 

MHD sur une nageoire poreuse fixé à une surface isotherme verticale.  

Les flux de magnétohydrodynamique MHD de  convection naturelle dans un milieu poreux ont été 

présentés par de nombreux auteurs; convection libre hydromagnétique bidimensionnelle instationnaire 

et flux de rayonnement thermique d'un fluide visqueux incompressible électriquement conducteur, à 

travers un milieu très poreux délimité par une surface plane verticale de température constante ont 

présenté par El-Hakiem [44]. Mansour et El-Shaer [45] ont étudié l'effet du champ magnétique sur les 

non-Darcy convection libre axisymétrique dans un milieu poreux saturé de fluide avec perméabilité 

variable.  

Le flux convectif libre entièrement développé d'un fluide électriquement conducteur dans un canal 

verticale occupé par un milieu poreux sous l'influence du champ magnétique transversal a étudié par 

Kumar et Gupta [46]. Gueddaa et Ouahsine [47] ont obtenu des solutions de similarité d'écoulements 

de MHD dans un milieu poreux saturé. Pekmen et Tezer-Sezgin [48] ont étudié la convection libre 

dans des enceintes poreuses sous l'effet d'un champ magnétique. (Voir aussi [49-53]). 

L'effet d'injection / aspiration sur le transfert de chaleur dans le milieu poreux a fait l'objet de 

travaux de nombreux chercheurs mais sans effet magnétique, [54-57]. En présence du champ 
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magnétique, le transfert de chaleur par MHD de convection instationnaire passé un semi-infini plaque 

mobile poreuse verticale à aspiration variable analysée par Kim [58]. Israël-Cookey et al. [59] ont 

étudié l'influence de la dissipation visqueuse et du rayonnement sur un flux de convection libre de 

MHD instable adjointe à une plaque verticale chauffée et infinie dans un milieu poreux tenant en 

compte une aspiration dépendante du temps. Grosan et al. [60] ont étudié les effets du champ 

magnétique et de la génération de chaleur interne sur la convection libre dans une cavité rectangulaire 

remplie d'un milieu poreux. Flux de couche limite instable et transfert de chaleur passé une feuille 

d'étirement poreuse en présence de viscosité variable et diffusivité thermique ont étudié par 

Mukhopadhyay [61], de plus [62-64].  

Dans ce travail, nous présentons l’analyse mathématique pour le flux de la couche limite 

magnétohydrodynamique (MHD) de convection naturelle d’un fluide saturé dans un milieu poreux 

Darcéen-Forchheimer. La configuration est attenante à une plaque plate verticale en présence d'effets 

injection/aspiration et la technique numérique est celle choisie par Mansour et El- Shaer [65]. En 

utilisant des transformations de similarité et la méthode des perturbations, les équations différentielles 

partielles sont réduites en équations différentielles ordinaires. 

 

IV.2 Configuration d’étude  

On considère l’écoulement laminaire bidimensionnel de couche limite  magnétohydrodynamique de 

convection naturelle d'un fluide incompressible  au-delà d'une plaque  verticale  incorporée dans un 

milieu poreux à caractère Darcéen-Forchheimer. 

Le modèle Brinkman-Forchheimer est utilisé pour décrire le flux dans le milieu poreux. Les 

propriétés de fluide sont supposées constantes et le champ magnétique est tenu perpendiculaire à la 

plaque. (Figure IV.1) 
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Figure IV.1: Modèle physique. 

IV.3 Formulation mathématique 

IV.3.1 Formulation mathématique de base 

En utilisant l'approximation de la couche limite, les équations gouvernantes pour la continuité, le 

moment et l'énergie peuvent être écrites comme suit: 

0
u v

x y

 
 

 
 IV-1 

22 *
2

0
2 ( )

Bu u u F
u v g T T u u u

Kx y Ky

 


  
       

  
 

IV-2 

2
22

2
0

2
p p

BT T T u
u v u

C Cx y yy




    
    

    
 IV-3 

où, u et v sont les composantes de la vitesse dans les directions x et y respectivement, T la température. 

Β est le coefficient de dilatation thermique volumétrique du fluide, K la perméabilité du milieu poreux.  

g l'accélération gravitationnelle. , ,  et
*

F  sont la viscosité cinématique, la diffusivité thermique, la 

densité du fluide et le paramètre de Forchheimer respectivement. la conductivité électrique du fluide, 

B0  la force du champ magnétique, cp la chaleur spécifique du fluide. 
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Les  conditions aux limites naturellement explicités  par: 

00 : 0 , ( / ) ,

: 0,
wy u v v T T

y u T T

         

     
 IV-4 

IV.3.2 Formulation mathématique en variables adimensionnées 

Les variables suivantes sont ensuite introduites : 

/x x L  IV-5 

Re /y y L  IV-6 

/ cu u u  IV-7 

Re / cv v u  IV-8 

0 0( ) ( ) n
T T d x Nx    IV-9 

Re /cu L v  IV-10 

1/2( ( ))c cu gL T T    IV-11 

où,
0 0( )T T est la différence de température en aval (le long de l’axe des abscisses),  Re est le 

nombre de Reynolds, cu est la vitesse de référence. 

En utilisant ces variables de IV-5 à IV-11, les équations sans dimensions peuvent être écrites 

comme suit: 

0
u v

x y

 
 

 
 IV-12 

22 *
2 0

2
c c c

B LT Tu u u vL F L
u v u u u

x y y T T Ku uK








  
     

   
 IV-13 

22 22
20

2

1

Pr
c c

p p

u B LuT T T u
u v u

x y y C y C




    
          

IV-14 
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où Pr est le nombre de Prandtl. 

IV.3.3 Formulation mathématique en variables de similarités (C.L) 

Comme seconde étape, les variables de similarité sont choisies : 

( , ) ( )x y yb x   IV-15 

( , ) ( ) ( , )x y c x f x    IV-16 
1/4 1/43 3

0 0
2

( )
( ) 4 ( ) 4 4

4 4
xgL x T T Gr

c x xb x



          

 IV-17 

 
0 0

( )

( )

T T

T T
  







  IV-18 

où, b, c sont fonction linéaire dans  x, Grx est le nombre local de Grashof,  est la variable de 

similarité, f (, x) est la fonction de flux sans dimension,     est la température sans dimension. 

La fonction de flux ( , )x y est définie par: 

u
y


 


   IV-19-a 

v
x


 


  IV-19-b 

Par les équations IV-19-a et IV-19-b, l’équation IV-12 est satisfaite automatiquement et les 

composantes de la vitesse deviennent : 

u cb f    IV-20-a 

 v c f c yb f       IV-20-b 

IV.4 Résolution par perturbations 

Expansions selon la méthode des perturbations pour les fonctions de courant  et de la température :  

0 1 2( , ) ( ( ) ( ( ) (f x f x f x f       IV-21 

0 1 2( , ) ( ( ) ( ( ) (x x x         
 IV-22 
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Avec :  

1/2
2

( )
( )

Lx
x

K gd x



 

  
   IV-23 

*4
( )

F L
x x

K
 

  IV-24 

On aboutit à un système complexe en termes principaux et de perturbation suivant : 

    
2

0 0 0 0 0 02

1
2 1 3 0

Re
f n f n f f Mf          IV-25

 

     0 0

2 2

0 0 0 0 0Pr 3 4 0n f n f Ec f Ec M f              
 IV-26

 

     1 0 1 0 1 1 0 1 0 12

1 1
4 1 3 0

Re Re
f n f f n f f f f f Mf                IV- 27

 

    1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1Pr 3 4 2 2 0n f f n f f Ecf f EcMf f                       IV-28
 

       2

2 0 2 0 2 2 0 2 0 22

1
4 1 3 0

Re
f n f f n f f f f f Mf                IV-29

 

    2 0 2 2 0 0 2 2 0 0 2 0 2Pr 3 4 2 2 0n f f n f f Ecf f EcMf f                       IV-30
 

où, M est le paramètre de champ magnétique et  Ec le nombre d'Eckert où sont définis par: 

 

2 2
0

1/2
/ 4c x

B Lx
M

u Gr




  IV-31 

 
2

2
0 0

4 c x

p

u Gr
Ec

C T T x




 IV-32 
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Les conditions aux limites sont remaniées en fonction des cas suivants: 

a- Surface isotherme : 

 
         

     
     
     

0

1 2 0 1 2

0 1 2

0 1 2

0 1 2

0 : 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

: 0

0

f F

f f f f f

f f f



  



  

  

      

   

        

     

 IV-33 

b- Surface de flux constant : 

 
         

     
     
     

0

1 2 0 1 2

0 1 2

0 1 2

0 1 2

0 : 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

: 0

0

f F

f f f f f

f f f



  



  

  

      

    

        

     

 IV-34 

c- Panache plan illimité avec source thermique à x=0: 

 
     

       
     
   

0

1 2 0 1 2

0 0 1 2

0 1 2

1 2

0 : 0

0 0 0 (0) (0) 0

1 0 0 0 0 0

: 0

0

f F

f f f f f

f f f



   



 

  

       

      

        

   

 IV-35 

d- Surface adiabatique avec source thermique concentrée : 

 
         

       
     
   

0
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0 1 2

1 2

0 : 0
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1 0 0 0 0 0

: 0

0

f F

f f f f f

f f f



   



 

  

      

      

        

   

 IV-36 
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IV.5 Méthode de résolution 

L'ensemble d'équations différentielles ordinaires couplées de IV-25 à IV-30 est fortement non 

linéaire et couplé, et ne peut être résolu analytiquement, avec les conditions aux limites pour les quatre 

différents cas de flux de IV-33 à IV-36, ils forment un problème aux limites à deux points qui peut être 

résolu pour certaines valeurs des paramètres le régissant.  

Le système d’équations ainsi élaboré, est rendu d’abord en système élargi avec l’écriture des 

dérivées comme équations subsidiaires. Ensuite, la méthode des différences finies qui implémente la 

formule de Lobatto à trois étapes de collocation (III.A) et le polynôme de collocation fournit une 

solution continue qui est du quatrième ordre en précision, de manière uniforme dans l'intervalle 

d'intégration. La sélection du maillage et l'erreur de contrôle sont basés sur le résidu de la solution en 

continu. La technique de collocation utilise un maillage de points pour diviser l'intervalle en sous-

intervalles d'intégration. Le logiciel (Matlab@) détermine une solution numérique en résolvant un 

système d'équations algébriques résultant avec les conditions aux limites, et les conditions de 

collocation imposées sur tous les sous-intervalles. Le solveur estime alors l'erreur de la solution 

numérique sur chaque sous-interval. Si la solution ne satisfait pas aux critères de tolérance, le solveur 

adapte le maillage et répète le processus. L'utilisateur doit fournir les points du maillage initial ainsi 

qu'une approximation initiale de la solution aux points de maillage. L’exécution du programme 

implémenté fournit des calculs numériques qui sont effectués pour différentes valeurs de paramètre 

physique, à savoir, le paramètre de champ magnétique M, le nombre de Reynolds Re, le nombre de 

Prandtl Pr, le paramètre injection/aspiration F. 
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RESULTATS ET DISCUSSION 

Dans cette partie les principaux résultats liés au contrôle du système écoulement-transfert dans la 

configuration étudiée sont donnés et montrent l’influence des paramètres dominants. 

V.1 Validation du code de contrôle 

Le code de calcul a été validé en le comparant aux résultats de M. A. Mansour and N. A. El-Shaer 

[65] dans le Tableau V.1 pour le cas de surface isotherme: 

Tableau V.1 : Validation pour le cas de surface isotherme 

 n M Ec 
0 (0)f   1 (0)f   2 (0)f   0 (0)   1 (0)   2 (0)   

M. A. 
Mansour 
and N. 
A. El-
Shaer 

 

0.0 0 0 0.6724 0.1137 0.0214 0.5080 0.0609 0.0124 
 0.01 0.6725 0.1140 0.0214 0.5072 0.0610 0.0123 
1 0 0.5659 0.0768 0.0116 0.4546 0.0480 0.0081 
 0.01 0.5660 0.0769 0.0117 0.4538 0.0478 0.0080 
2 0 0.4948 0.0654 0.0069 0.4152 0.0376 0.0054 
 0.01 0.4949 0.0547 0.0069 0.4145 0.0374 0.0054 

 
Les 

présents 
résultats 

0.0 0 0 0.6724 0.1321 0.0264 0.5081 0.0620 0.0178 
 0.01 0.6725 0.1321 0.0264 0.5073 0.0616 0.0178 
1 0 0.5659 0.0854 0.0134 0.4546 0.0456 0.0106 
 0.01 0.5661 0.0855 0.0135 0.4538 0.0453 0.0105 
2 0 0.4948 0.0592 0.0076 0.4153 0.0338 0.0065 
 0.01 0.4949 0.0593 0.0076 0.4145 0.0336 0.0065 

 

V.2 L’influence de  champ magnétique M et le nombre de Reynolds Re 

Les Figures V.1, V.2, V.3 et V.4 décrivent l'influence de paramètre de champ magnétique M et le 

nombre de Reynolds Re sur les profils de vitesse avec la variable de similarité η le long de la plaque 

plane verticale et poreuse pour les quatre cas de flux respectivement ,nous notons que la vitesse  

diminue avec l’augmentation de champ magnétique M et le nombre de Reynolds Re qui signifie que 

l'épaisseur de la couche limite hydrodynamique diminue lorsque M et Re augmentent. En raison de la 

force de Lorentz induite par le champ magnétique, les profils se rabaissent avec la progression de M, 
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supplantant l’effet d’inertie représenté par le nombre Re, ici de référence seulement, mais qui est dans 

le milieu poreux faible. 

 

Figure V.1 : Variation de profils de vitesse avec  pour surface isotherme (n=0.0, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

Figure V.2: Variation de profils de vitesse avec  pour surface de flux constant (n=0.2, Pr=0.733, Ec=0.01) 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

  

f '
0
 (
)

 , 
f '

1
( 

) 
 

 

 

Re = 0.5 ; M = 0

Re = 0.5 ; M = 1

Re = 0.5 ; M = 2

Re  = 1 ; M = 0

Re = 1 ; M = 1

Re = 1 ; M = 2

Re = 2 ; M = 0

Re = 2 ; M = 1

Re = 2 ; M = 2

f '
1

f '
0

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

 

 f
 '

0
 (
)

 ,
 f
 '

1
( 

) 

 

 

Re = 0.5 ; M = 0

Re = 0.5 ; M = 1

Re = 0.5 ; M = 2

Re = 1 ; M = 0

Re = 1 ; M = 1

Re = 1 ; M = 2

Re = 2 ; M = 0

Re = 2 ; M = 1

Re = 2 ; M = 2
f '

0

f '
1



CHAPITRE V   RESULTATS ET DISCUSSION 
 

61 
 

 

Figure V.3: Variation de profils de vitesse avec  pour  panache plan (n= -0.6, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

Figure V.4: Variation de profils de vitesse avec  pour panache mur plan (n= -0.6, Pr=0.733, Ec=0.01) 
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 La variation du profil de température avec la variable de similarité η le long de la plaque  poreuse 

est illustrée dans les Figures V.5, V.6, V.7, V.8, nous remarquons que la température est contrairement 

à la vitesse augmente avec l’augmentation de champ magnétique M. Cela s’explique par frottements 

induits par une vitesse plus retardée par la force de Lorentz, elle-même induite par le champ 

magnétique, en addition de la dissipation magnétique prise en compte dans cette étude. Il est à signaler 

aussi que la baisse du profil de température est plus brutale lors des nombres de Reynolds Re réduits. 

Dans tous les profils, il est remarqué le rapport prépondérant de la vitesse principale sur la première 

vitesse de perturbation. D’ailleurs cette dernière n’est en fait significative que pour les nombres de 

référence Re plus grandes. Pour les deux configurations – surface isotherme et surface flux constant- la 

première température perturbatrice peut être considérée d’un apport négligeable dans la constitution du 

profil. Il n’en est pas de même pour les deux autres configurations où la présence de la source 

thermique joue un rôle substantiel et parfois de niveau de dominance comparable à celui de la 

température principale. 

 

Figure V.5:Variation de profils de température avec  pour surface isotherme (n=0.0, Pr=0.733, Ec=0.01) 
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Figure V.6: Variation de profils de température avec  pour surface de flux constant  

(n=0.2, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

Figure V.7: Variation de profils de température avec  pour  panache plan (n= -0.6, Pr=0.733, Ec=0.01) 
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Figure V.8 : Variation de profils de température avec  pour  panache mur plan (n= -0.6, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

Les résultats numériques de la technique de perturbation pour les quatre différents cas de flux  

correspondant aux valeurs indiquées de dérivation de vitesse et de  température sont calculés dans les 

Tableaux V.2- V.5 respectivement et rendent mieux compte des effets sur les transferts, notamment 

thermique suivant l’intensité du champ magnétique et le nombre de Reynolds. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2



 
0
( 

) 
, 
 

1
( 

)

 

 

Re = 0.5 ; M = 0

Re = 0.5 ; M = 1

Re = 0.5 ; M = 2

Re = 1 ; M = 0

Re = 1 ; M = 1

Re = 1 ; M = 2

Re = 2 ; M = 0

Re = 2 ; M = 1

Re = 2 ; M = 2


0


1



CHAPITRE V   RESULTATS ET DISCUSSION 
 

65 
 

Tableau V.2: Grandeurs déterminantes pour surface isotherme (n=0.0, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau V.3: Grandeurs déterminantes pour surface de flux constant (n=0.2, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n M Re 
0 (0)f   1 (0)f   2 (0)f   0 (0)   1 (0)   2 (0)   

0.0 0 0.5 

1 

2 

1.9077 

0.6725 

0.2338 

0.3748 

0.1321 

0.0459 

0.0753 

0.0264 

0.0089 

0.7137 

0.5073 

0.3625 

0.0882 

0.0616 

0.0378 

0.0252 

0.0178 

0.0111 

 

 

0.0 1 0.5 

1 

2 

1.7411 

0.5661 

0.1718 

0.2983 

0.0855 

0.0207 

0.0532 

0.0135 

0.0026 

0.6716 

0.4538 

0.3081 

0.0764 0.0195 

 0.0453 0.0105 

 0.0189 0.0037 

0.0 2 0.5 

1 

2 

1.6074 

0.4949 

0.1407 

0.2417 

0.0593 

0.0117 

0.0385 0.6352 0.0662 0.0152 

 0.0076 0.4145 0.0336 0.0065 

 0.0010 0.2798 0.0105 0.0016 

n M Re 
0 (0)f  1 (0)f  2 (0)f  0 (0)  1 (0)  2 (0)  

0.2 0 0.5 1.8037 0.2050 0.0384 0.8156 0.0003 0 

  1 0.6362 0.0726 0.0134 0.5785 0 0 

  2 0.2219 0.0263 0.0047 0.4106 0 0 

0.2 1 0.5 1.6560 0.1555 0.0257 0.7705 0.0002 0 

  1 0.5416 0.0436 0.0063 0.5205 0 0 

  2 0.1664 0.0114 0.0013 0.3479 0 0 

0.2 2 0.5 1.5365 0.1212 0.0178 0.7313 0.0001 0 

  1 0.4775 0.0291 0.0034 0.4770 0 0 

  2 0.1377 0.0067 1.0e-003 * 0.3131 0 0 
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Tableau V.4: Grandeurs déterminantes pour panache plan (n= -0.6, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau V.5: Grandeurs déterminantes pour panache mur plan (n= -0.6, Pr=0.733, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n M Re 
0 (0)f  1 (0)f  2 (0)f  1(0) 2 (0) 

-0.6 0 0.5 1.3118 -0.0039 0.0333 0.6819 0.3198 

  1 0.6568 -0.1610 0.0162 1.1700 0.3230 

  2 0.3271 -0.2428 0.0093 2.1357 0.3148 

-0.6 1 0.5 1.1074 -0.0181 0.0243 0.5933 0.2310 

  1 0.4714 -0.1073 0.0087 0.8255 0.1706 

  2 0.1751 -0.0883 0.0033 1.0010 0.0900 

-0.6 2 0.5 0.9413 -0.0230 0.0175 0.5147 0.1693 

  1 0.3507 -0.0736 0.0048 0.6248 0.0960 

  2 0.1099 -0.0707 0.0014 0.9386 0.0326 

n M Re 
0 (0)f 

 1 (0)f 
 2 (0)f 

 
1(0)

 2 (0)
 

-0.6 0 0.5 2.6003 - 0.2800 - 0.1189 0.4732 0.1663 

  1 0.9224 - 0.4857 - 0.0433 1.0349 0.1699 

  2 0.3237 - 0.3694 - 0.0117 1.8189 0.1537 

-0.6 1 0.5 2.3099 - 0.2970 - 0.0889 0.4359 0.1252 

  1 0.7361 - 0.3313 - 0.0236 0.7640 0.0963 

  2 0.2173 - 0.2019 - 0.0029 1.1914 0.0493 

-0.6 2 0.5 2.0781 - 0.3054 - 0.0669 0.4067 0.0957 

  1 0.6160 - 0.2368 - 0.0135 0.5971 0.0585 

  2 0.1684 - 0.3203 - 0.0008 2.0902 0.0196 
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V.3 L’influence de  champ magnétique M et le nombre de Prandtl Pr 

Les Figures V.9, V.10, V.11, V.12 montrent l'effet du paramètre de champ magnétique M en 

relation avec la nature du fluide représenté par le nombre de Prandtl Pr, sur les profils de vitesse avec 

la variable de similarité η le long de la plaque. Pour les quatre cas d’écoulements nous observons que 

la vitesse diminue avec l'augmentation du champ magnétique et le nombre de Prandtl, donc l'épaisseur 

de la couche limite hydrodynamique est diminuée tant que M et Pr augmentent. La force de Lorentz 

invoquée plus haut est donc le moteur de ce ralentissement tandis que, et bien évidemment une 

viscosité plus grande du fluide par exemple mène à une vitesse également plus réduite. Si les profils de 

vitesse sont assez typiques de ceux rencontrés en convection naturelle, ce qui est le cas, ici, la 

configuration dite panache plan et en raison des conditions aux limites spécifiques présente des allures 

différents ou plutôt tronquées. Comme signalé, la vitesse principale domine la première vitesse de 

perturbation pour les deux premières configurations et sont plus ou moins comparables pour les deux 

autres. 

 

Figure V.9: Variation de profils de vitesse avec  pour surface isotherme (n=0.0, Re=1, Ec=0.01) 
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Figure V.10: Variation de profils de vitesse avec  pour surface de flux constant (n=0.2, Re=1, Ec=0.01) 

 

Figure V.11: Variation de profils de vitesse avec  pour  panache plan (n= -0.6, Re=1, Ec=0.01) 
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Figure V.12: Variation de profils de vitesse avec  pour panache mur  plan (n= -0.6, Re=1, Ec=0.01) 
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Figure V.13: Variation de profils de température avec  pour surface isotherme (n=0.0, Re=1, Ec=0.01) 

 

Figure V.14: Variation de profils de température avec  pour surface de flux constant (n=0.2, Re=1, Ec=0.01) 
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Figure V.15: Variation de profils de température avec  pour  panache plan (n= -0.6, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

Figure V.16: Variation de profils de température avec  pour panache mur  plan (n= -0.6, Re=1, Ec=0.01) 
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Les résultats numériques de la technique de perturbation suivant l’intensité du champ magnétique et 

le nombre de Prandtl correspondant aux valeurs indiquées de dérivation de vitesse et de  température 

sont calculés dans les Tableaux V.6 -V.9 pour les différents cas d’écoulement. 

 

Tableau V.6: Grandeurs déterminantes pour surface isotherme (n=0.0, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n M Pr 0 (0)f  
1 (0)f  

2 (0)f  
0 (0)  

1 (0)  
2 (0)  

0.0 0 0.733 0.6725 0.1321 0.0264 0.5073 0.0616 0.0178 

  1.5 0.6003 0.1084 0.0172 0.6499 0.0780 0.0181 

  3 0.5307 0.0895 0.0111 0.8133 0.0940 0.0172 

0.0 1 0.733 0.5661 0.0855 0.0135 0.4538 0.0453 0.0105 

  1.5 0.5148 0.0681 0.0087 0.5840 0.0553 0.0104 

  3 0.4623 0.0534 0.0054 0.7371 0.0623 0.0094 

0.0 2 0.733 0.4949 0.0593 0.0076 0.4145 0.0336 0.0065 

  1.5 0.4578 0.0479 0.0051 0.5357 0.0417 0.0066 

  3 0.4176 0.0379 0.0033 0.6828 0.0471 0.0061 
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TableauV.7: Grandeurs déterminantes pour surface de flux constant (n=0.2, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau V.8: Grandeurs déterminantes pour  panache plan (n= -0.6, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n M Pr 
0 (0)f  

1 (0)f  
2 (0)f  

0 (0)  
1 (0)  

2 (0)  

0.2 0 0.733 0.6362 0.0726 0.0207 0.5785 0 0 

  1.5 0.5671 0.0577 0.0141 0.7380 0 0 

  3 0.5009 0.0470 0.0095 0.9201 0 0 

0.2 1 0.733 0.5416 0.0436 0.0104 0.5205 0 0 

  1.5 0.4911 0.0337 0.0070 0.6680 0 0 

  3 0.4401 0.0263 0.0045 0.8400 0 0 

0.2 2 0.733 0.4775 0.0291 0.0058 0.4770 0 0 

  1.5 0.4398 0.0227 0.0040 0.6162 0 0 

  3 0.3999 0.0179 0.0027 0.7825 0 0 

n M Pr 𝑓଴′ሺ0ሻ −𝑓ଵ′ሺ0ሻ −𝑓ଶ′ሺ0ሻ 𝜃ଵሺ0ሻ 𝜃ଶሺ0ሻ 
-0.6 0 0.733 0.6568 - 0.1610 0.0162 1.1700 0.3230 

  1.5 0.5863 0.0407 0.0030 0.5555 0.3164 

  3 0.5200 0.0920 - 0.0024 0.3804 0.3024 

-0.6 1 0.733 0.4714 - 0.1073 0.0087 0.8255 0.1706 

  1.5 0.4232 -0.0167 0.0028 0.5227 0.1567 

  3 0.3742 0.0214 1.0e-003 * 0.3616 0.1387 

-0.6 2 0.733 0.3507 - 0.0736 0.0048 0.6248 0.0960 

  1.5 0.3208 - 0.0274 0.0020 0.4494 0.0878 

  3 0.2880 0.0037 1.0e-003 * 0.3021 0.0770 
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Tableau V.9: Grandeurs déterminantes pour  panache mur plan (n= -0.6, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

V.4 L’influence de  champ magnétique M et le paramètre  injection/aspiration F 

Les Figures V.17, V.18, V.19, V.20 décrivent l'influence combinée de paramètre de champ 

magnétique M et le paramètre injection/aspiration F sur le profil de vitesse avec la variable de 

similarité η le long de la plaque verticale et  poreuse, pour les quatre cas de flux, nous notons que la 

vitesse diminue avec l'augmentation de champ magnétique et augmente avec augmentation de F. 

n M Pr 
0 (0)f  1 (0)f  2 (0)f  1(0) 2 (0) 

-0.6 0 0.733 0.9224 - 0.4857 - 0.0433 1.0349 0.1699 

  1.5 0.8367 - 0.0993 - 0.0378 0.4685 0.1399 

  3 0.7520 0.0523 - 0.0292 0.2001 0.1105 

-0.6 1 0.733 0.7361 - 0.3313 - 0.0236 0.7640 0.0963 

  1.5 0.6824 - 0.1605 - 0.0190 0.4918 0.0764 

  3 0.6252 - 0.0194 - 0.0136 0.2263 0.0573 

-0.6 2 0.733 0.6160 - 0.2368 - 0.0135 0.5971 0.0585 

  1.5 0.5829 - 0.1377 - 0.0109 0.4228 0.0473 

  3 0.5445 - 0.0473 -  0.0079 0.2402 0.0360 
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Figure V.17: Variation de profils de vitesse avec   pour surface isotherme 

 (n=0.0, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 

 

Figure V.18: Variation de profils de vitesse avec  pour surface de flux constant 

 (n=0.2, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 
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Figure V.19: Variation de profils de vitesse avec  pour  panache plan (n= -0.6, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 

 

Figure V.20: Variation de profils de vitesse avec   pour panache mur  plan 

(n= -0.6, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 
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Globalement, l’injection ou l’aspiration du fluide permet de contrôler la couche limite mécanique 

jusqu’à une réduction quasi-nulle de la vitesse ou au contraire d’accélérer le fluide, ce qui se traduira 

nécessairement au niveau de la réduction des frottements ou au contraire l’augmentation de ces 

frottements. 

Les Figures V.21, V.22, V.23 et V.24 montrent l'effet de paramètre M et F, on constate que les 

profils de température augmentent quand le paramètre de champ magnétique et le paramètre 

injection/aspiration augmente. 

 

 

Figure V.21: Variation de profils de température avec  pour surface isotherme 

 (n=0.0, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 
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Figure V.22: Variation de profils de température avec  pour surface de flux constant 

 (n=0.2, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

Figure V.23: Variation de profils de température avec  pour  panache plan 

 (n= -0.6, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 
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Figure V.24: Variation de profils de température avec  pour panache mur  plan  

(n= -0.6, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 

 

Les résultats numériques de la technique de perturbation suivant l’intensité du champ magnétique et 

injection/aspiration correspondant aux valeurs indiquées de dérivation de vitesse et de  température 

sont calculés dans les Tableaux V.10-V.13. 
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Tableau V.10: Grandeurs déterminantes pour la surface isotherme 

 (n =0,0, Pr = 0,733, Re = 1, Ec = 0,01) 

 

Tableau V.11: Grandeurs déterminantes pour surface de flux constant 

(n=0.2, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n M F 
0 (0)f  1 (0)f  2 (0)f  0 (0)  1 (0)  2 (0)  

0 0 -1 0.4281 0.0527 0.0021 2.2375 0.0065 1.0e-003 * 

  0 0.6725 0.1321 0.0264 0.5073 0.0616 0.0178 

  1 0.3264 0.0315 0.0052 0.0070 0.0047 0.0043 

0 1 -1 0.3839 0.0371 0.0013 2.2321 0.0045 1.0e-003 * 

  0 0.5661 0.0855 0.0135 0.4538 0.0453 0.0105 

  1 0.2994 0.0234 0.0030 0.0035 0.0023 0.0022 

0 2 -1 0.3517 0.0280 1.0e-003 * 2.2282 0.0033 1.0e-003 * 

  0 0.4949 0.0593 0.0076 0.4145 0.0336 0.0065 

  1 0.2788 0.0182 0.0019 0.0018 0.0011 0.0012 

n M F 
0 (0)f  1 (0)f  2 (0)f  0 (0)  1 (0)  2 (0)  

0.2 0 -1 0.4035 0.0436 0.0016 2.3883 0 0 

  0 0.6362 0.0726 0.0134 0.5785 0 0 

  1 0.3019 - 0.0072 - 0.0052 0.0344 0.0002 0.0001 

0.2 1 -1 0.3655 0.0317 0.0010 2.3828 0 0 

  0 0.5416 0.0436 0.0063 0.5205 0 0 

  1 0.2802 - 0.0053 - 0.0032 0.0282 0.0002 0.0002 

0.2 2 -1 0.3372 0.0244 1.0e-003 * 2.3788 0 0 

  0 0.4775 0.0291 0.0034 0.4770 0 0 

  1 0.2632 - 0.0037 - 0.0020 0.0239 0.0001 0.0001 
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Tableau V.12:Grandeurs déterminantes pour panache plan (n= -0.6, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tableau V.13: Grandeurs déterminantes pour panache mur  plan (n= -0.6, Pr=0.733, Re=1, Ec=0.01) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n M Pr 
0 (0)f  1 (0)f  2 (0)f  1(0) 2 (0) 

-0.6 0 -1 0.5871 0.2178 0.0731  0.0558 

  0 0.6568 - 0.1610 0.0162 1.1700 0.3230 

  1      

-0.6 1 -1 0.4394 0.1603 0.0403  0.0360 

  0 0.4714 - 0.1073 0.0087 0.8255 0.1706 

  1      

-0.6 2 -1 0.3365 0.1133 0.0219  0.0226 

  0 0.3507 - 0.0736 0.0048 0.6248 0.0960 

  1      

n M F 𝑓଴′ሺ0ሻ −𝑓ଵ′ሺ0ሻ −𝑓ଶ′ሺ0ሻ 𝜃ଵሺ0ሻ 𝜃ଶሺ0ሻ 
-0.6 0 -1 0.5871 0.2178 0.0731  0.0558 

  0 0.6568 - 0.1610 0.0162 1.1700 0.3230 

  1      

-0.6 1 -1 0.4394 0.1603 0.0403  0.0360 

  0 0.4714 - 0.1073 0.0087 0.8255 0.1706 

  1      

-0.6 2 -1 0.3365 0.1133 0.0219  0.0226 

  0 0.3507 - 0.0736 0.0048 0.6248 0.0960 

  1      
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V.5 Conclusion 

L’effet de  magnétohydrodynamique de convection naturelle devant une plaque verticale poreuse 

dans un milieu poreux saturé de fluide incompressible avec un effet injection/aspiration est étudié. La 

vitesse et la température  sont observées et sont régis par des interactions complexes entre le paramètre 

de champ magnétique M, le nombre de Reynolds Re, le nombre de Prandtl Pr, le paramètre 

injection/aspiration F. Nos résultats ont montré que: 

 Le paramètre de champ magnétique réduit la vitesse et augmente les champs de température.  

 Lorsque le nombre de Reynolds de référence augmente, la vitesse diminue et la température 

augmente. 

 Une augmentation du nombre de Prandtl Pr diminue la vitesse et la température. 

 La vitesse et la température augmentent avec l'augmentation de paramètre injection/aspiration F. 

Ces paramètres constituent donc une panoplie d’outils diversifiés- en interne et externe-  à la 

disposition de l’utilisateur pour contrôler à bon escient les différentes couches limites mécanique 

et thermique et aboutir à une optimisation des échanges thermiques, dans le cas des écoulements 

complexes en milieu poreux considéré originalement comme élément perturbateur à 

l’écoulement. 
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CONCLUSION GENERALE 

Dans cette thèse, nous avons présenté une étude de flux de la couche limite lors de la convection 

naturelle d’un fluide saturé dans un milieu poreux Darcéen-Fochheimer en présence d’un champ 

magnétique (MHD), sur une plaque verticale avec effet  injection/aspiration. 

En premier lieu, les notions de base sur la convection naturelle, les milieux poreux, ainsi que sur 

magnétohydrodynamique ont été rapportées brièvement. En second lieu et en se basant sur le modèle 

Brinkman- Forchheimer  pour décrire le comportement structurel du milieu poreux en présence de 

l’intensité du champ magnétique. 

Nous avons développé des modèles mathématiques appropriés décrivant le phénomène de la 

convection naturelle et magnétohydrodynamique en milieu poreux. Pour résoudre numériquement les 

équations régissant le mouvement on a choisi une méthode basée sur la technique des différences 

finies pour la solution du système  BVP (Boundary value problem) déduit. Cette approche nous a 

permis de cerner les effets de différents paramètres sur la structure des couches limites et de les 

distinguer en rapport aux effets combinés sollicités. 

Les paramètres de contrôle du problème sont : paramètre de champ magnétique M, le nombre de 

Reynolds Re, le nombre de Prandtl Pr et paramètre injection /aspiration F. 

D’après cette étude, on peut présenter les conclusions suivantes : 

 L'effet du paramètre magnétique M réduit le profil de vitesse et augmente les champs de 

température. 

 Le nombre de Reynolds diminue la vitesse et augmente la température. 

 Le nombre de Prandtl Pr réduit la vitesse et  les champs de température. 

 L’effet du  paramètre injection/aspiration F augmente la vitesse et la température. 

Il serait également intéressant d’étudier les autres effets qui sont  rencontrés dans les milieux poreux 

lors de l’écoulement de fluide en présence de la convection massique. 
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