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L'équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire
qui apparait dans divers domaines de la physique et des mathématiques appliquées,
tels que la dynamique des fluides et la théorie des ondes de choc. Les solutions a
cette équation peuvent étre traitées de différentes maniéres, notamment en termes de
solutions classiques et de solutions distributionnelles (ou faibles).

L'équation de Burgers en une dimension est donnée par :

U+ UL, = VU,

Une solution classique de ’équation de Burgers est une fonction u(x, t) qui est
continiment différentiable en x et ¢ et qui satisfait I'’équation en chaque point du
domaine considéré. Cela signifie que u doit posséder des dérivées partielles continues
d’ordre suffisant pour que tous les termes de I’équation aient un sens.

Une solution faible de I'’équation de Burgers est une fonction u(x, t) qui satisfait
I’équation en un sens intégral. C’est-a-dire que pour toute fonction test ¢ (x, ¢) qui est

suffisamment régulieére et a support compact.

1ii



The Burgers’ equation is a nonlinear partial differential equation (PDE) that appears
in various fields of physics and applied mathematics, such as fluid dynamics and
shock wave theory. Solutions to this equation can be approached in different ways,
particularly in terms of classical solutions and distributional (or weak) solutions.

The one-dimensional Burgers’ equation is given by :

U+ Ul = VU,

A classical solution to the Burgers’ equation is a function u(x, t) that is continuously
differentiable in x and ¢ and that satisfies the equation at every point in the considered
domain. This means that u must possess continuous partial derivatives of sufficient
order for all the terms in the equation to make sense.

A weak solution to the Burgers’ equation is a function u(x, t) that satisfies the equa-
tion in an integral sense. That is, for any test function ¢(x, t) that is sufficiently regular

and has compact support.
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L'équation de Burgers, une équation aux dérivées partielles, occupe une place
prépondérante dans plusieurs branches de la physique appliquée, notamment la mé-
canique des fluides, la théorie des ondes et la dynamique des gaz. Son origine remonte

au début du 20 siecle.

La premiére formulation de I’équation de Burgers est attribuée au mathématicien
britannique Harry Bateman en 1915. Il 'a développée comme un cas spécifique de
I’équation de la chaleur non linéaire, en introduisant une certaine non-linéarité dans

I’équation.

Le physicien néerlandais Johannes Martinus Burgers a approfondi I’étude de cette
équation en 1948. Il a proposé une version plus généralisée décrivant le mouvement
d’un fluide visqueux incompressible, désormais connue sous le nom d’équation de

Burgers.

Depuis les travaux de Bateman et Burgers, I’équation de Burgers a fait 'objet d'une
analyse approfondie de la part des mathématiciens et des physiciens. Elle est devenue
un outil essentiel pour appréhender les phénomenes non linéaires dans les milieux
fluides, les ondes et les gaz, ainsi qu'un modéle fondamental pour étudier des phéno-

menes complexes tels que la formation de chocs et la turbulence.

Aujourd’hui, I'équation de Burgers est largement utilisée dans divers domaines,
allant de la météorologie a I'ingénierie aérospatiale en passant par la modélisation
des écoulements sanguins. Elle trouve également des applications en mathématiques
appliquées, en particulier dans le domaine des équations aux dérivées partielles non

linéaires.

En résumé, I'’équation de Burgers possede une histoire riche et variée, et demeure

un sujet de recherche actif dans de nombreux domaines de la science et de I'ingénierie.
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Lobjectif de ce mémoire est d’étudier les solutions distributionnelles de 'équation

de Burgers alors :

L'équation de Burgers est une équation aux dérivées partielles (EDP) non linéaire
qui apparait dans divers domaines de la physique, comme la mécanique des fluides,
l'acoustique non linéaire et la théorie des ondes de choc. Elle est souvent utilisée
comme modele simplifié pour étudier les phénomenes de turbulence et de formation

de chocs. L'équation de Burgers est donnée par :

U, +Uly, = VU,

u(t, x) estla fonction inconnue de temps ¢ et de I'espace x, et v est le coefficient de
viscosité.

eSolutions Distributionnelles :

Les solutions distributionnelles ou solutions faibles d'une EDP sont des solutions
définies dans le cadre des distributions (ou des fonctions généralisées), ce qui permet
d’étendre la notion de solution a des fonctions qui ne sont pas nécessairement dif-
férentiables au sens classique. Pour I’équation de Burgers, cela permet de traiter des
solutions qui peuvent contenir des discontinuités, comme les ondes de choc.

eCas de Viscosité Nulle :

Dans le cas particulier ol la viscosité v est nulle, I’équation de Burgers devient :

u,+uu,=0

Ceci est une forme simplifiée et est connue sous le nom d’équation de Burgers
inviscide. Dans ce cas, les solutions faibles peuvent développer des discontinuités
méme si les conditions initiales sont lisses. Une telle solution est souvent décrite a
I'aide de la méthode des caractéristiques ou de la théorie des ondes de choc, ol les
chocs sont traités comme des discontinuités dans la solution faible.

Le premier chapitre, nous parlons de certaines applications de I’équation de Bur-
gers.

Dans le deuxieme chapitre, présente des préliminaires des rappels sur les distribu-
tions et sur la transformation de Fourier.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions la solution classique de I'équation de

Burgers




Dans le quatrieme chapitre, nous étudions les solution distributionnelle (solution

faible) de I’équation de Burgers.




Chapitre

Equations de Burgers
est ses applications

Sommaire
1.1 Unmodele de trafic: 5
1.2 Equations de coagulation : 10

L'équation de Burgers a des applications comprennent une variété de domaines,
parmi lesquels :

1.1 Un modele de trafic:

Il existe diverses situations ou le flux de la circulation est un sujet de discussion.
Les cas les plus simples impliquent le déplacement d'une entité le long d'un seul axe.
Cette entité peut étre une entité macroscopique, ou des entités microscopiques ou
submicroscopiques, telles que des cellules sanguines ou des molécules .

Malgré les différences de physique sous-jacente entre ces situations, elles partagent
toutes en commun le mouvement le long d'un seul axe. Cette simplicité est délibé-
rément exploitée lors de I’élaboration d’'un modele mathématique pour décrire le
mouvement de ces entités. Dans la suite, nous nous pencherons sur le cas du flux de
la circulation des voitures dans une rue a une seule voie, mais ces concepts peuvent
également s’appliquer a d’autres systemes, tels que le déplacement unidimensionnel
des cellules sanguines et des molécules.

Pour passer d'une situation de la vie réelle, a un modele mathématique, plusieurs
hypothéses générales de modélisation sont nécessaires. Dans cette section, nous sup-
posons que les entités sont suffisamment nombreuses pour ne pas nécessiter un suivi
individuel, et nous pouvons donc utiliser une valeur moyenne.

1.1.1 Densité:

Dans le modele que nous présenterons, la densité de trafic p(x, t) est une variable
cruciale, définissant le nombre de véhicules par unité de longueur a la position x et
au temps t. Pour évaluer cette densité a un moment précis ¢ = t, et a une position
donnée x = x; le long de 'autoroute, nous optons pour un petit intervalle spatial de
longueur 2Ax centré autour de cette position, ou x,—Ax < x < x, + Ax, puis nous
procédons au comptage des véhicules présents dans cet intervalle. Lorsque Ax est
suffisamment réduit pour que seules les voitures immédiatement voisines de x, soient

5



Chapitre 1. Equations de Burgers est ses applications

prises en compte dans le calcul de la densité a ce point, nous obtenons:

Le nombre de voitures de xy—AXx a xy+Ax a t=1t,.

p(XOr tO)N ZAX (1]-)

Cependant, il est important de souligner que Ax ne peut pas étre tellement réduit que
sataille soit del’ordre delalongueur des voitures individuelles (et de'espacement entre
elles), sinon la moyenne calculée ci-dessus n‘aurait aucun sens. Dans la perspective du
continuum, les voitures sont uniformément réparties le long de 'axe des x, et la valeur
de p(x,; t,) représente la limite de la partie droite de I’équation (1.1) lorsque Ax tend
vers 0.

Pour illustrer la détermination de la densité, prenons le cas simple ol toutes les
voitures ont une longueur ¢ > 0 et sont espacées d’'une distance constante d > 0 les
unes des autres.

Supposons unintervalle 2A x le long de I'autoroute, alors le nombre de voitures dans
cet intervalle est, approximativement,2Ax /(¢ + d). En insérant cela dans I'équation
(1.1), nous obtenons :

_ 1
P=iva
Une conclusion tirée de cette formule est 'existence d’'une densité maximale : étant
donné que la distance entre les voitures est non négative et finie,0 < d < oo; alors
1 1
{+d>letdonc:p=——<-=pM

(+d ¢
Il est a noter quep M a une interprétation naturelle et simple : c’est la densité qui

correspond a toutes les voitures étant alignées sans aucun espace entre elles (une
situation qui, naturellement, en termes pratiques, ne peut se produire que siles voitures
ne bougent pas).

1.1.2 Leflux

Pour évaluer le flux J(x;t) en x = x, et t = ¢, nous prenons un court intervalle de
temps t,—At < t < t,+ At et comptons le nombre net de voitures passant par x = x,
durant cette période. Nous adoptons la régle selon laquelle les voitures se déplacant
vers la droite sont comptées comme +1, tandis que celles se déplacant vers la gauche
sont comptées comme —1. Lassomption sous-jacente est que At est suffisamment petit
pour que seules les voitures passant par x; a, ou pres de, ¢ = t, soient prises en compte
pour évaluer le flux a ¢,. Cependant, d'un point de vue expérimental, At ne peut pas
étre si petit que aucun véhicule ne puisse passer cet endroit pendant cet intervalle de
temps. Ainsi, dans ces conditions, le flux J répond aux exigences mentionnées.

Lenombrenetde voitures qui passent a xyDe t=ty,—Atat=ty+At
2At

](xO’ tO) R

(1.2)

Comme mentionné précédemment, dans une perspective continue, les véhicules sont
répartis de maniere uniforme le long de I'axe temporel, etla valeur de J(x,; t,) représente
la limite de la partie droite de I'’équation (1.2) lorsque At — 0. Revenons maintenant
au cas simple évoqué précédemment, celui de véhicules également espacés sur une
autoroute. Sil'on suppose que tous les véhicules se déplacent avec une vitesse positive

6



1.1. Un modéele de trafic:

constante v, alors les véhicules qui démarrent a une distance de 2vAt de x, passeront
par x, dans l'intervalle de temps de f,— At a t,+ At. Le nombre de véhicules corres-
pondant est approximativement égal a 2vAt¢/(l + d). En substituant cette expression
dans I’équation (1.2), on obtient

v

“U+d) (1.3)
:pl}

J

Cette relation entre la densité, la vitesse et le flux constitue un aspect fondamental du
modele, comme nous le verrons par la suite.

1.1.3 Laloide bilan

Pour établir une équation pour la densité de voitures, nous allons utiliser 'argument
du volume de controle, une méthode déja employée auparavant. La loi de bilan pour
les voitures dans I'intervalle de I'autoroute I :=[x,—Ax, x, + Ax] est

{Le nombrede voituresdansIat=t,+At}
—{Le nombrede voituresdansIat=t,—At}
={Le nombrede voitures qui traversent X,
—Axdansl'intervalle de temps [ty—At, ty+ At]}
—{Le nombre de voitures qui traversent x,
+Axdansl'intervalle de temps [ty—At, ty+ Atl}.

En réécrivant cette relation en utilisant les équations (1.1) et (1.2), nous obtenons :

AX(P(XO, fo+At)—p(xo, to_At)):Af(](xo_Ax» to)—J(xo+ Ax, 1))

En supposant que les fonctions sont suffisamment régulieres, nous pouvons déve-
lopper en utilisant le théoréme de Taylor. Cela donne :

AX(P+p AL+ 30 (AP + 50 (AP 4. —p+p AL =30, (AP +§p . (AL +..)

=At(J—JAx+ 3 (AP =2 e (AXP+ . — T — JAX =3 T (AXP — 2 T o (AxP +..)

En rassemblant les termes de I’équation précédente, ol p et ] sont évalués a (x,; t,),
nous obtenons:

p:+O((AtY)=—], + O((Ax))
En prenant la limite lorsque Ax — 0 et At — 0, nous déduisons que p, =—J,0u
op 0]
ot T ox

Cette équation (1.4) représente notre loi de bilan. En utilisant la relation entre la
vélocité et le flux p v établie dans la sous-section précédente, nous pouvons reformuler
(1.4) comme

0 (1.4)

0
—+—x(l}p)=0 (1.5)




Chapitre 1. Equations de Burgers est ses applications

Il est évident que pour étudier cette équation, il est nécessaire de supposer que la
densité initiale est connue

p(x,0)= f(x) (1.6)

ou fest donné (éventuellement connu par 'observation ou par les archives histo-
riques). Notons cependant que (1.5) possede deux inconnues : la densité p et la vitesse
v. Afin d’étudier le modele mathématique (1.5) ;(1.6), nous devons savoir comment ces
deux les quantités sont liées. Une relation du typev = v(p) est appelée une loi constitu-
tive et n'est pas une relation qui peut étre obtenue a partir des seules mathématiques :
c’est une relation qui exprime le probléme réel considéré et doit étre obtenu, selon les
cas, soit a partir de mesures d'observation, d’expériences ou de données plus fonda-
mentales (physiques) théories. Dans le cas de voitures roulant sur une autoroute, la loi
de comportement v = v(p) a été étudiée par plusieurs auteurs et quelques données
expérimentales sont présentés .

Remarquez qu’il y a fondamentalement deux scénarios distincts : lorsque la densité
est basse, la vitesse reste constante, équivalente a la vitesse maximale permise par la
loi. En revanche, a mesure que la densité augmente, la vitesse diminue de maniere mo-
notone, suivant presque une progression linéaire, pour finalement sembler atteindre
une vitesse nulle autour d’'une densité d’environ 220 voitures/kilometre. Nous allons
maintenant examiner brievement ces deux scénarios.

1.1.4 Le modele de vitesse constante :

L'équation (1.4) nous amene a la conclusion que la supposition la plus simple
et valable pour les faibles densités de voitures est que la vitesse v est constante en
fonction de sa dépendance de la densité p, c’est-a-dire v = a. Cette hypothése conduit
al’équation d’advection :

op op

9P, LoP 1.
ot %ax (1.7

Il s’agit d'un exemple d’'une équation aux dérivées partielles linéaire du premier
ordre qui peut étre entierement résolue en utilisant la méthode des caractéristiques.
Actuellement, il n'y a rien de plus vraiment intéressant a ajouter sur ce modele.

1.1.5 Le modele de Greenshields:

Une phase beaucoup plus intéressante est celle de la densité élevée mentionnée
précédemment. L'une des lois constitutives les plus utilisées dans les études sur le flux
de trafic tente de saisir ce comportement de la maniere la plus simple possible. C’est le
modele de Greenshields, exprimé par

v(p)= UM(l—pi) (1.8)

M

ot vy et p,, représentent respectivement la vitesse maximale et la densité maxi-
male.

Il s’avere que pour prendre en compte le fait que les conducteurs réduisent leur
vitesse pour faire face a une densité croissante devant eux, nous devrions supposer
que] est également une fonction du gradient de densité :




1.1. Un modéele de trafic:

ap
=pv—D— 1.9
J=pv P (1.9)
ol D est une constante. En substituant les équations (1.8) et (1.9) dans (1.4), nous

obtenons ceci

op 9P Vu o%p
4 | = — =D
atvté,x[pM(pM p)p] 32
ou )
op op o°p
—= ~—=D 1.1
o1 TP =P {10
ou )
o,
a(p)=v (1——)
P M Our

La fonction a(p) est appelée vitesse d’'onde et I’équation (1.10) est une équation
de conservation non linéaire pourp. Dans le cas ou a(p) = p, alors I'’équation (1.10)
devient I’équation de Burgers visqueuse, qui peut étre résolue par la transformation de
Cole-Hopf.

1.1.6 Une application pour une situation de circulation
dense:

Dans la section précédente, nous avons considéré que la vitesse est constante et
dans cette section, nous allons considérons la situation ou la vitesse vest une fonction
qui dépend de la densité p, en supposant que

v=F(p) (1.11)
D’apres (1.4), la formule générale du flux est

] =pv
=pF(p).

En supposant que F est une fonction lisse de p, en utilisant la regle de la chaine, il
s’ensuit que
ap _
Frin J(p)
en remplacement de (1.4), on a
op op

FTRALrT;

ou a(p)=J'(p) oude maniere équivalente

ap
dx

0 (1.12)

a(p)=F(p)+pF'(p) (1.13)
L'équation ci-dessus ressemble a la version avec une vitesse constante en (1.7). Ce-
pendant, une différence significative réside dansla possibilité pour la vitesse d'onde,a(p),
de dépendre du parametre inconnu p. Dans de tels cas, I'’équation (1.12) devient non
linéaire. En général, résoudre des équations aux dérivées partielles non linéaires est
difficile. Cependant, lorsque la vitesse est exprimée comme a(p) = p, nous rencontrons
I’équation de Burgers (1.12), qui offre des avenues de solution en utilisant la méthode
des caractéristiques.




Chapitre 1. Equations de Burgers est ses applications

1.2 Equations de coagulation :

Dans ce paragraphe, nous examinons une équation de coagulation dans un grand
récipient contenant un nombre trés élevé de particules de tailles indexées par la va-
riable réelle positive x. Les particules peuvent subir des réactions de coagulation ou
une particule de taille x et une particule de taille y se combinent pour former une
particule de taille x + y. La densité des particules de taille x au temps ¢, notée c(x, t), est
modélisée par une version continue des équations de coagulation de Smoluchowski :

o0

C(x t)= ;f a(x—y,y)c(x—y,t)c(y,t)dy—c(x,t)f a(y,t)c(y,t)dy, x eR", t eR"
0

0

o

(1.14)

ou a(x, y) estle taux de réaction, supposé symétrique et non négatif. Cette équation
est complétée par une condition initiale

c(x,0) = co(x)

En multipliant cette équation par une fonction test lisse et a support compact ¢
et en intégrant par rapportaxde 0 a 1, on obtient une version faible de I'’équation de
coagulation :

fqb c(x,t)d f f [p(x+y)—o(x)—¢(y)]la(x,y)c(x,t)c(y,t)dxdy (1.15)

Cette version faible permet d’étudier des classes de solutions plus larges. Dans la
section suivante, nous examinerons des coefficients de réaction solvables a(x, y)=1,
a(x,y)=x+yeta(x,y)= xy, etnous montrerons que, dans deux de ces cas, on aboutit
a une équation de Burgers.
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Préliminaires

Sommaire
2.1 Rappels sur Distributions 11
2.2 Rappel sur la transformation de Fourier : 15

En ce chapitre,nous parlons des rappels sur distributions et sur la transformation
de Fourier :

2.1 Rappels sur Distributions

2.1.1 Définition des distributions

Définition 2.1

SoitQun ouvertde R”. Une distribution T sur Q est une application linéaire 6,°(£2)
dans C telle que :
pour tout compact Kde Q il existe C, > 0 et k € N tels que

(T, 0)| < C > supla“e(x) @.1)

lal<k xek

pour tout ¢ € 6,°(K).

Remarque 2.1. Compte tenu de la topologie des espaces 6,°(Q2) et 6,°(K) il est facile
d’interpréter la définition (1.1). En effet on a équivalence entre les quatre propriétés
suivantes :

1. Testune distribution sur .

2. T estune forme linéaire sur 6;°(9) telle que pour tout compact K de (, la restric-
tionde T a 6;°(K) est continue.

3. T estune forme linéaire continue sur 6,;°(%Q) .

4. Pour toute suite (¢;) de 6,°() telle que
ell existe K compact de Q tel que suppy; CK,VjeN
¢ (p;)— 0dans 6;°(Q),
alors lim (T, g0j> =0

Jj—+0o0
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Chapitre 2. Préliminaires

Définition 2.2

Les formes linéaires continues sur 2(f2) sont appelées distributions sur I'ouvert Q.
Lespace vectoriel de toutes les distributions sur €2 sera noté 2’(Q2).

e Lespace 2'(Q) est le dual topologique de I'espace fonctionnel 6 >°(€).

2.1.2 Laconvergence dans 2'(12):

Définition 2.3

Soit (T;) une suite de distributions, et soit T' € 2'(1).
On dit que (T;) converge vers T dans 2'(2) si

Vo € 2(@),(T;, ) = (T, )

On écrit(]})& T.

Theorem 2.1. Soit f; € L'(R") une suite vérifiant :
1. suppf;cB(0,¢;) avec ¢; — 0.
2. VjeN: [, filx)dx=1.
3. VjeN:f;=0.
Alors :

2@
J

Theorem 2.2. Soit fe L], _(Q)et T; € 2'().
Alors,les deux problemes suivantes sont équivalentes :

1. T; =0 (C'est-a-dire,Yp € 2(Q),(T;, ¢) = [, f o =0).
2. f=0 p.p sur Q.

Lemme 2.1. Soit (f;) une suite de fonctionsde L,
p-p
1. fi—f.

2. EIgeLloc R™): [ fi(x) <
Alors

(R").Supposons que:

T]'c _f] f Llac

Remarque 2.2.
P> L, — 7.
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2.1. Rappels sur Distributions

2.1.3 Ladérivation dans 2'(Q):

Définition 2.4

Soit T € 2’(2) nous avons :

Vo e2(Q):(0,T,¢)=—(T,8,p)

Theorem 2.3. Soit T € 2'(2) que se soit (T;) une suite de 2'(Q) nous avons :

T, 2% T = 9T, — 9°T,Ya eN"

Theorem 2.4. (Théoréme du saut) :

Soit f dépendant de classe 6! (R\U” ) oiL ay,...,a, point deR.
i=1
supposons que lim f(x)et lim f(x)il existent et sont finis a chaque (a;);-,,., -

x—)ai

Onmeto; = lim+f(x)— lim f(x)alors

x—a; x—a;

p
(LY =Tp+ Y 064,
i=1

o f’ estla dérivée de f.
Appelée o; une saut f on a;.

Remarque 2.3. Nous remarquons que les conditions de la théoreme sont suffisantes
et non nécessaires.Cela signifie que les conditions de la théoréme peuvent ne pas étre
remplies tant que son résultat est correct. En revanche,la constitution des sauts n'est
pas correcte dans tous les cas.

2.1.4 Support d’'une distribution:

Définition 2.5

Soit T € 2’(Q) et wun ouvert contenu dans €.
On dit que T est nulle dans w si (T, ) =0 pour tout ¢ € 6°(w).
On a alors le résultat suivant.

Lemme 2.2. Soit (w;);q une famille d'ouverts de Q et w = Ulwi. Si T € 2(Q) estnulle
le
dans chaque w;; alors T est nulle dans Q.
Définition 2.6

Pour T € 2'(Q), le support de T, que l'on note supp T, est le complémentaire du
plus grand ouvert ou T est nulle.

13



Chapitre 2. Préliminaires

Remarquons que supp T est un fermé.

Theorem 2.5. Soit T € 2’(Q) et x, € Q. Supposons que supp T = x,.
II existe alors un entier k et des nombres complexes a, pour |a| < k, tels que

<T» ‘P> = Z a“0”p(x)

la|<k
pour tout ¢ € 6;°().
Proposition 2.1
Soit T€ 2'(Q), ¢ € 6,° () telsque suppT Nsuppyp =0.
Alors (T, gp) =0
Proposition 2.2

Soit k € N. Soit T € 2'M(Q) et ¢ € 6F(Q2) telles que
0% (x)=0pour xesuppT et|a|<k.
Alors (T, ¢)=0.

2.1.5 Distributions a support compact:

Définition 2.7
On notee’(Q2) I'espace vectoriel sur C des distributions a support compact.

Theorem 2.6. Il existe une application linéaire bijective ¢ de ¢'(Q2) dans le dual de

/

€ *°(22) qui permet d’identifier £/(Q) a (€ *°(2)) .

Proposition 2.3

SoitTee'(Q)etKy=suppT.

Il existe une unique application linéaire T de 6 °°(2) dans C telle que

o (T,0)=(T,¢)sipe 6.

o(T,p)=0sipe6=Q), supppnK,=0

e ]l existe k € N, un compact K c Q (voisinage arbitraire de K;) et C > 0 tels que

|<T,<,0>|SCZsup|8“g0|, Y EC(N). (2.2)

lal<k

On note ¢ l'application T — T.
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2.2. Rappel sur la transformation de Fourier :

‘ Proposition 2.4

Soit T € (6°°(Q)) .
Larestriction de T a 6,°(2) est une distribution a support compact.

2.2 Rappel sur la transformation de Fourier :

Définition 2.8

La transformation de Fourier & est une opération qui transforme une fonction
intégrable sur R en une autre fonction, décrivant le spectre fréquentiel de cette
derniere. Si f est une fonction intégrable sur R, sa transformée de Fourier est la
fonction Z(f)= f donnée par la formule :

5’7(f)I§Hf(§)=J f(x)e ™ dx.
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Chapitre

Solution classique

Sommaire
3.1 Casl:(v=0) 16
3.2 Cas2:(v#0) 18

En ce chapitre, nous étudions la solution classique de I’équation de Burgers. :

U+ UL, = Vg,

3.1 Casl:(v=0)

Trouver la solution classique de cette équation,peut étre faire par la méthode de
caractéristique :

Soit u, € C'(R,R), on suppose u, et u, bornées.

Il existe alors T >0et u:]— T, T[xR — R de classe C' qui soit solution du probléme

(9):{u[+uux=0

u(0,.)=u, surR

Etape 1 :courbes caractéristique

Soit u une solution de (2?), x € R. On considere la courbe caractéristique :

(C:(t,y()/y' (t)=u(t,y(1),y(0)=x
sur (C,),ona
d
E[u(t, yN =lult, y()], + y' (Ol ulx, y(2))],

alors,
= (uy + w)t, y(£) = 0.

Donc
u est constante sur (C,),on déduit y’ est constante, alors

y(6)=y(0)+1y'(0)=x +tc(x).

16



3.1. Cas1:(v=0)

Etape 2 :détermination de T

En dérivant ¢, ¢’ = u;. u’ o uy, on:
uy est bornée et u’ est continue donc u’ o u, est bornée, u, est bornée.

Remarque 3.1. u’o u,inclus dans un compact.

On pose alors :

M :=sup|c’| < +o00

et
__JH+oo si M =0
B 1/M sinon

Etape 3 :inversion

On considere f:]— T, T[xR— R,
(t,x)—(t,y = x+tc(x)).
On aalors:

1 0
Jpt, x)= (c(x) 1+ tc’(x))

de déterminons 1+ ¢-c¢’(x)#0car |t-c/(x)| <|t]-M <1sur]—T, T[xR.

De plus, si f(t;, x,) = f (12, x,),

tlz t2: ret x1+tC(x1)=x2+tC(x2),

donc |x, — x,| =] U c’(x)dx‘ < M-|t]|x,— x| < |, — x| L€ x, = x,.

Donc f est injective.

Soita t fixé, ¢, : x — x + ¢ - ¢(x).On veut montrer que y,(R) =R, (pour montrer que
f estsurjective) on a:

—+0Q (e

lp’t(x):1+tc’(x)>0,l/)t(x)x—>+oo et Y, (x)=—>>—00, 1, continue.

Donc y,(R)=R et f est surjective.

Ainsi, par la théoréeme d’inversion globale, f est un C! difféomorphisme de
|—T,T[xR, g:= f~L

Or; uo f(t,x)=uy(x) donc  u(t,x)= Uy, x)-

Remarque 3.2. gestdelaforme (z, (¢, y)) pour une fonction ¢ € C*.

Ona:
(0, (0, x))=g(0,x)=g(f(0,x))=(0, x)

et
u(x,t)=u(fog(t,x))=ul(f(t,p(t,x)) = uylp(t, x)).
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Chapitre 3. Solution classique

Etape 4 : Existence et unicité

La fonction ¢ ne dépend que de u et de u,, donc u = u, o ¢ montre I'unicité d'une
éventuelle équation.

Vérifione que u ainsi est bien définie équation :

onay(f(t,x)=¢(t,x+tc(x))=xdou:

[p(f (2, X)) + C)@(f (£, )] = [o(£, Y)]; + c(o(t, ¥))-[p(t, y)] =0

donc:
U+ uu, =(uyop)p, +up,)=(ujo)e,+(cop) p,)=0

3.2 Cas2:(v#0)

Trouver la solution classique de I'équation de Burgers :

U+ UU, = VU,

):{u(x,mz (%)

se fait, généralement en appliquent la transformation de Hopf-Cole :
la transformation de Hopf-Cole est définie comme suit :

u(x,t)=—2vIng(x,t)).
En substituant cette transformation dans I’équation de Burgers,on obtient une

équation pour ¢(x, ).
Calculons d’abord les dérivées nécessaires.Posons u =—2v(In ¢),.Alors,

1/Terme de dérivée temporelle :

u,=—=29(Ing),),

(%)

:_ZV(quqb;qumt)
1 <P

—2(gon- )

(%),
:_ZV(quxqb—mm)
(

¢2




3.2. Cas2:(v#0)

3/Terme non linéaire :

(—29(In ¢} —2(In b)), =4v2%(%¢”—(%¢x)2)

ﬂd%%%—(am)g)

[a—

4/Terme de diffusion :

VU, = v(—Zv(%)x)
e (Gea(ze])
Substituons ces dans I’équation :
O R A ) B R )

Résolution de I'’équation de la chaleur :

D= VP

Peut étre résolue en utilisant des méthodes classiques comme la transformée de Fou-

rier: -~ ,
plx, 1) = — J exp(—(x_” )f(y)dy

vanvt 4yt

Cette formule représente la solution exacte de I'équation de la chaleur en fonction du
temps t et de la position x, ou v est la diffusivité thermique
¢ Transformée de Fourier de I’équation de la chaleur :
) Appliquonsla t}ransformée de Foqrier. @ (k, t)al'équation dela chaleur. Soit Z[¢(x, t)] =
¢(k’ t) etg[gbt] = ¢t! <g.[gbxx] :_(k2)¢

En appliquant la transformée de Fourier, I’équation de la chaleur devient :
‘ﬁ r=—vk 2‘.5

eRésolution de I'équation différentielle :
Cette équation différentielle est une équation de type premier ordre homogene. Sa
solution est de la forme :
Pk, t)=@(k,0)exp(—vk?t).

La condition initiale ¢(x,0) = f(x) nous donne ¢(k,0)= f(k) ol f(k) est la transfor-
mée de Fourier de f(x). Donc,

Pk, t)= f(k)exp(—vk>t).

eTransformée de Fourier inverse :
Pour obtenir ¢(x, t), nous appliquons la transformée de Fourier inverse :

o(x,t)=F ' p(k, 1)) = F [ f(k)exp(—vk?1)].
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Chapitre 3. Solution classique

La transformée de Fourier inverse est donnée par :

qb(x,t):%J f(k)exp(—vk®t)exp(ikx)dk.

eUtilisation de la propriété de convolution :
La solution de la forme ci-dessus est équivalente a la convolution de f(x) avec le
noyau gaussien. Le noyau gaussien est :

1 x?
G(x’t):ﬁrcvt exp i |

Donc, ¢(x, t) peut étre écrit comme :

(e9)

P(x, t)=(G*f)(X)=J Glx—y,t)f(y)dy.

—0Q

eSolution finale :
En substituant le noyau gaussien G(x — y, t), nous obtenons :

1 (" (x—y)
— d
JAnvt f_ooexp( 4vt 1)
Ainsi, la solution exacte de’équation de la chaleur avecla condition initiale ¢(x,0) =

f(x)est:
1 = —y)
olx, 1) = ﬂwf exp(—(x4vf) )f(y)d

Cette formule décrit comment la température ¢(x, t) évolue au fil du temps en
fonction de la position x et de la condition initiale f(x).

¢(xr t):
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En ce chapitre, nous étudions la solution faible de I’équation de Burgers. :

U+ UL, = VU, (4.1)

Ceci représente un modele mathématique efficace, bien qu'’il soit simplifié, décri-
vant le mouvement d'un gaz visqueux compressible, ol1 :

e u =lavitesse du gaz,

* y =la viscosité cinématique,

* x = la coordonnée spatiale,

e t =le temps.

4.1 Lasolution del’équation de Burgers avec une visco-
sité non nulle

Nous cherchons une solution de I’équation (4.1) sous la forme d'une onde voya-
geante.
u(x, t)=w((x—x)—sr)=w(y)

Alors u; = —sw’, u, = w’, et u,, = w”. En insérant ceci dans I'’équation (4.1), nous
obtenons:

—sw'+ww'=vw”

2 /
—s w’(T) =yw”
2
—sw+5=yw'+C

Nous imposons également des conditions aux points £00 : w(—o0) = u;, w(0Q) = ug

olt u; > ug, et w(xoo)=0.Ensuite, nous avons
2 2
uR

—su—L+—L=C=—sup+—=.
2 2
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Chapitre 4. Solutions distributionnelles (solution faible)

Par conséquent, s’avere étre (u; + uy)/2. Par conséquent, la vitesse de choc reste
identique a celle du cas de viscosité nulle. Donc,C =—u; x up /2. Nous pouvons alors

poursuivre avec
2

, W* up+ug UpUpg

yw'=—— w+
2 2 2
dy dw
2v  w2—(up+ ug)w+ u; ug
dy _ dw
29 w2 —(uy + ug)w + BEE G
L R 4 1

dy dw

2v B (LU _ UL;MR )2 _ (ML;uR)Z

Intégration des deux parties en utilisant

dw 1 w—a—Db
(w—a)2—b2 2b w—a+b

on obtient e
1 w— Ytlr M Up
%}+C:u — log uLiuR uLEuR
L UR W—="95"+""5"
1 w—ur
= log
Up— Upg w—up
1 Uup—uw
= log
Up— Upg w—upg

Dans la derniére égalité, nous avons utilisé le fait que u; > w > uy. Ainsi

ur—w ylup—ug)
=exp o ¢

w—ug
u,—w=wexp'—ugzexp?, ot A=y(u,—ug)/2v)+C
w(exp” +1) = (u; + ugp exp?)
_up+ugexpt u,—up 2

w Ug
expA+1 2 expi+l

Multiplier et diviser par exp(—A/2) et utiliser I'identité

—A/2

2exp exp?/? —exp /2 A
=1— =1—tanh —
exp4/2 +exp—4/2 exp4/2+exp—4/2 2

ona ( )

Up+u; U,—u u,—u
w(y)=——=~_ -t Rtanh(—y LK +C)
2 2 4y
Ainsi,

u(x, t)= UptUp Up—Ug tanh(([x—xo]—St)(uL—uR)) 4.2)

2 4y

Les courbes de w(y) pour différentes valeurs de v sont affichées dans la Figure 1. A
mesure que»— 0, u(x, t) converge vers une fonction escalier de 'argumentx —s¢.

Figure 1. Les profils de la solution de I'’équation de Burgers visqueuse pouru; =0,

u; =1,x, =0, et v égal a0.25,0.1e10.02. Remarquez que w(y) tend vers une fonction
escalier lorsque y— 0
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4.2. Vitesse du choc

4.2 Vitesse du choc

Si la viscosité =0, ou est négligée, I'équation (4.1) peut étre récrite comme suit :

u,+[%u2]x=0 (4.3)

L'équation (4.3) est plus abordable tant du point de vue théorique que numérique
que I’équation (4.1). A partir de maintenant, sauf mention contraire, nous utiliserons
le terme "équation de Burgers" pour désigner ’équation (4.3). Cette derniére admet
une solution exprimée sous la forme d’'une onde se déplacant.

u(x,t)=V(x—x,—st) (4.4)
"ou V(y) est une fonction en escalier

u, y<o
Viy)= 4.5
(¥) { Uy >0 (4.5)

Lorsque u; > uy, cela engendre ce que I'on nomme une onde de choc. La vitesse
de propagation de cette onde, représentée par s, peut étre déterminée en suivant
le raisonnement suivant : en prenant M comme un nombre arbitrairement grand,
considérons l'intégrale.

M
J u(x,t)dx.
-M

Alors
d M M
—f u(x,t)dx:j —uu,dx
dr J ,, Y
__u_le
== 1"
_up_ Up
2 2

D’autre part
M
—f u(x,t)dx=M+st)u; +(M —st)ug
Donc,
d M
ar J_M u(x,t)dx=s(u;—ug)

La vitesse de propagation de I'onde est donc

u?  u? U, +u
S(?L_TR)/(HL_uR): L2 8 (4.6)

Remarque 4.1. Largument ci-dessus est valable pour une équation plus générale de
la forme
u +[f(u)l,=0 (4.7)
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Chapitre 4. Solutions distributionnelles (solution faible)

Equations sont appelées lois de conservation hyperboliques. La vitesse de 'onde de
choc est donnée par :

_ flup)—f(ug)

O u —uy

_jump dans f(u) (4.8)

jump dans u

Cette équation est appelée la condition de Rankine-Hugoniot.

4.3 Caractéristiques de I’équation de Burgers

Les caractéristiques de I’équation (4.3) sont données par :

dx

T =u(x,t) (4.9)

Montrons que u est constant le long des caractéristiques. Soit (x(¢); t) une caracté-
ristique. Alors

d du dudx

EM(X([), I)ZE-FEE
=u,+uu,
=0.

Par conséquent, la solution de I'équation. (4.9) est donné par :

x(t)=u(x(0),0)t + xy = ug(xy)t + x, ot xy=x(0), uy(x)=u(x,0) (4.10)

L'équation (4.10) révele plusieurs caractéristiques uniques :

el es caractéristiques se présentent sous forme de droites.

eElles ont la possibilité de s’entrecroiser.

eElles ne sont pas obligées de recouvrir entierement I'espace (x; t).

Ceci constitue un phénomene distinct par rapport aux équations linéaires du pre-
mier ordre telles que u, + a(x; t)u, =0. Dans le cas des équations linéaires du premier
ordre, chaque point de I'espace (x; t) est traversé par une seule caractéristique. Ainsi,
ces caractéristiques ne se croisent jamais et couvrent tout I'espace.

En outre, méme avec une distribution initiale de vitesse lisse uy(x), la solution
de I'équation de Burgers peut devenir discontinue dans un laps de temps fini. Ce
phénomene se manifeste lorsque u;(x) est négatif en certains points. Cela conduit a
I'intersection des caractéristiques, ce qui équivaut a la rupture de I'onde. Pour détermi-
ner le moment de cette rupture, il est nécessaire de considérer deux caractéristiques
x(t) = up(x,)t + x; et x(t) = uy(x,)t + x,.Ensuite, nous équations

x(2) = uo(x1)t + X1 = up(x,) 1 + X,

Alors, le moment ou ils se croisent est




4.4. solution faible

Par conséquent, le temps de pause est

Iy = x?}CZER (_W)
1
. (uo(xz)_ uo(xl))

mlnxl,xze]R
Xo— Xy
1
min #fxz u)(x)dx
X1, 0ER\ x—x; Jx, 70
1

-
min, g Uy(x)

4.4 solution faible

Nous avons vu dans cet partie précédente qu’'une solution de I'équation de Burgers
peut devenir discontinue méme siles données initiales sont lisses. Ensuite, la disconti-
nuité se déplace avec une certaine vitesse, la vitesse du choc s, donnée par I'équation
(4.6). Dans la partie 2 (Vitesse du choc), nous avons déterminé s en utilisant la loi de
conservation intégrale sous-jacente. Cependant, a ce stade, nous ne pouvons considé-
rer la fonction en escalier définie par les équations (4.4), (4.5) et (4.6) que comme une
solution de la loi de conservation intégrale, plutét que comme la solution de I’équa-
tion (4.3). Afin de valider les solutions discontinues des équations différentielles, le
concept de solutions faibles a été introduit. Cette extension du concept de solution
doit satisfaire les exigences suivantes :

eune fonction lisse est une solution faible si et seulement si elle est une solution
réguliere,

eune fonction discontinue peut étre une solution faible,

e seulesles fonctions discontinues qui satisfont]’équation intégrale associée peuvent
étre des solutions faibles.

Motivation :

Soit ¢(x, t) une fonction infiniment lisse avec un support compact, c’est-a-dire
gu’elle est différente de zéro uniquement dans un certain sous-ensemble compact
de l'espace (x, t) = R[0,+00[. Soit (u, t) une solution lisse d'une loi de conservation
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Chapitre 4. Solutions distributionnelles (solution faible)

hyperbolique donnée par I'Equation (4.7).Alors,on a :

(%) () [ ()
J J ut+[f(u)]x¢dxdt=J J up+[f(u)l.pdxdt
0 —00 0 —

dx-i—J U [f(u)l, ¢ dx] dt

r‘OO o
= u,Qdt
—00 0

_ ugbtdx—f [u¢]:°dx+J flwe,dt

J—OO (e.°]

—f [f(we]”., dt

:_f [u¢]g°dx+f J ugp,+fu)p,.dxdt.

[

Donc,

ozf J ut—i-[f(u)]xq)dxdt:—f [u¢]‘0’°dx+J f up,+ fu)p . dxdt.

(4.11)

Définition 4.1

u(x, t) est une solution faible de la loi de conservation u, + f(u), =0 si pour toute
fonction ¢ (x, t) infiniment différentiable avec un support compact.

Ona

_f [u¢]§odx+f f ug,+ fu)p,dxdt =0

o0

f [u¢]§°dx:J f ug,+ f(we,dxdt

—0oQ0

alors

est comme u, +[f(u)], +0 alors

f f u¢t+f(u)¢xdxdt:—f ¢(x,0)u(x,0)dx (4.12)
—00J0 —00
Une telle fonction ¢(x, t) est appelée une fonction test.

le probléeme de Rieman :

Dans cette partie, nous considérons le probléeme de valeur initiale suivant pour
I’équation de Burgers :
u, x>0

u(x,O):{

up x<0

Ce probleme est appelé le probleme de Riemann. Nous examinons deux cas :
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4.4. solution faible

Casl:

u; > ug.Dans ce cas, les caractéristiques couvrent 'ensemble de 'espace (x, t) mais
se croisent également. Ainsi, la construction de la solution en utilisant uniquement
les caractéristiques devient ambigué. Montrons que, dans ce cas, il existe une unique
solution faible définie par

fup ox<st
u(x,t)= (4.13)
Up XxX>St

Preuve:

Soit ¢(x, t) une fonction de test. Supposons d’abord que le support U soit entiere-
ment contenu dans I'un des ensembles x < st ou x > st.

Puisque u(x, t) est constant dans chacun de ces ensembles, il satisfait I'équation de
Burgers sur le support de ¢.

En utilisant I'’équation (4.11), nous concluons que I'’équation (4.12) est vérifiée.

Maintenant, supposons que le support U de ¢ soit divisé par laligne x = st en deux
ensembles U} et Uy. Alors, nous avons :

J f ¢tu+¢Xf(u)dxdt=fJ ¢tu+qbe(u)dxdt+ff Q. u+¢xflu)dxdt

En appliquant I'identité de Green :

f Pdt+de:Jf(Px—Qt)dxdt (4.14)
oD D

En observant que u est constant a I'intérieur de U; et de Uy, nous avons donc (¢ u), =

¢ uet(pf(u).=o.f(u).

En utilisant cette observation, poursuivons :

( ¢(uidt d )+J ¢(u§dt d )
= - _uL X - _uR X
Jau, 2s oUg 2s

2 2 0 o)
= (‘ q)(ﬁ—uL)dx—f q)(ﬁ—uR)dx—J (/)ude—f Qupdx
J x=st 2s x=st 2s —00 0

(‘ us —us «
— ( P _(uL—uR))(pdx— @(x,0)u(x,0)dx
Jx=st —o

La premiere intégrale dans la derniére égalité est nulle pour toute fonction de test ¢ si
et seulement si s = (u; + ug)/2.

Ainsi, la solution donnée par I’équation (4.13) est I'unique solution faible pour le
probleme de Riemann dans le cas ol u; > uy.

La discussion dans la partie 1 indique que la solution donnée I'’équation (4.13) par
la solution de viscosité nulle, c’est-a-dire la limite des solutions de I’équation (4.1)
lorsque v— 0.
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Chapitre 4. Solutions distributionnelles (solution faible)

Cas2:

u; < ug. Alors, les caractéristiques ne se croisent pas mais ne couvrent pas tout
I'espace (x, t). Il existe de nombreuses solutions faibles.

Deux d’entre, appelée le ventilateur de raréfaction ou la rareté transsonique, est
donnée par :

ur, x<upt
u(x,t)=+4 x/t, upt<x<ugt (4.15)
Ug, Upt

Une autre solution, est appelée le choc de raréfaction. Bien qu'il existe de nombreuses
solutions faibles, une seule d’entre elles est physique, c’est-a-dire la solution avec
viscosité nulle.

C’est la solution du ventilateur de raréfaction. On peut rejeter toutes les solutions
faibles non physiques en analysant I’équation (4.1). Cependant, 'analyse de I'’équation
avec une viscosité non nulle est plus difficile que celle avec une viscosité nulle.

Une condition supplémentaire, plus simple a vérifier, appelée condition d’entro-
pie, a donc été introduite pour éliminer les solutions faibles non physiques. Il existe
plusieurs variations de la condition d’entropie. Nous n’énoncerons que la plus simple.

Définition 4.2

Une discontinuité se propageant a la vitesse s, donnée par I'équation (4.8), satis-
faitla condition d’entropie si f'(u;)> s > f'(ug).

Pour I'équation de Burgers, cette condition d’entropie se réduit a I'exigence que
si une discontinuité se propage a la vitesse s, alors : u; > uj.
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Les solutions distributionnelles del’équation de Burgers jouent un role crucial dans
la compréhension des phénomenes non linéaires ot les solutions classiques échouent
a décrire des réalités physiques comme les chocs et les discontinuités.

Elles permettent de modéliser des comportements réalistes dans divers contextes
scientifiques et d'ingénierie, en fournissant un outil robuste pour analyser et prédire

les dynamiques complexes des systemes non linéaires.
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