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RÉSUMÉ

Dans cette thèse, nous nous intéressons essentiellement à la notion de b-coloration dans

les graphes.

Soit G = (V,E) un graphe. Une b-coloration des sommets (resp., d’arêtes) est une colora-

tion propre de sommets (resp., arêtes) de G telle que chaque classe de couleur possède au

moins un sommet (resp. une arête) adjacent(e) à au moins un sommet (resp., une arête)

dans chaque classe de couleur autre que la sienne. Le nombre b-chromatique (resp., l’in-

dice b-chromatique), noté b (G) (resp., b′ (G)) est le nombre maximum de couleurs pour

lequel le graphe G admet une b-coloration des sommets (resp., arêtes).

Dans la première partie de cette thèse, nous nous intéressons à la b-coloration des som-

mets d’un graphe. Tout d’abord, nous caractérisons tous les graphes dont la suppression

d’une arête quelconque fait diminuer le nombre b-chromatique, un tel graphe est dit arête

b-critique. Ensuite, nous donnons une caractérisation des arbres dits be -critiques, c’est-

à-dire les arbres dont la contraction d’une arête quelconque fait diminuer leur nombre

b-chromatique. Enfin, nous déterminons la valeur exacte du nombre b-chromatique du

prisme complémentaire de certains graphes, ainsi nous donnons une borne supérieure de

ce paramètre et une caractérisation du prisme complémentaire des graphes sans triangle

dont cette borne est atteinte.

Dans la deuxième partie, nous nous intéressons à la b-coloration des arêtes, où nous don-

nons la valeur exacte de l’indice b-chromatique de certains graphes particuliers.



ABSTRACT

In this thesis, we are mainly interested in the notion of b-coloring in graphs.

Let G = (V,E) be a graph. A b-vertex (resp., b-edge) coloring of a graph G is a proper vertex

(resp., edge) coloring of G such that each color class contains a vertex (resp., edge) that has at

least one neighbor in every other color classes. The b-chromatic number (resp., b-chromatic

index), denoted b (G) (resp., b′ (G)) of a graph G is the largest integer k for which G has a b-

vertex (resp., b-edge) coloring with b (G) (resp., b′ (G)) colors.

In the first part of this thesis, we are interested of b-vertex coloring of a graph. At first, we

characterize the family of graphs whose the removal of any edge decreases the b-chromatic

number, such graph is called edge b-critical. Then, we give a characterization of be -critical

trees, that is, the trees whose b-chromatic number decreased by contracting any edge. Fi-

nally, we determine the exact value of the b-chromatic number of some complementary

prism of some graphs, moreover we give an upper bound of this parameter and a characte-

rization of the complementary prism of triangle-free graphs reaches this bound.

In the second part, we are interested in the b-edges coloring of graph, from where we give

the exact value of the b-chromatic index of some particular graphs.
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INTRODUCTION

Souvent, le schématisme d’un problème concret est nécessaire pour l’éclairer et simpli-

fier la compréhension, et en conséquence obtenir des solutions efficaces. Donc, parfois

“Un bon dessin vaut mieux qu’un long discours”

Napoléon Bonaparte

Ce schéma représente les différents objets du problème sous forme de points et les relations

existantes entre eux sous forme de lignes (peuvent être orientées). Ce schéma est appelé

graphe et les points et les lignes sont appelés sommets et arêtes (arcs si les lignes sont orien-

tées) respectivement. Alors, un graphe est une manière de pensé qui permet la modélisation

d’une grande variété de problèmes en se ramenant à l’étude des sommets et des arêtes.

Ce type de problèmes fait le but d’un très vaste domaine qui s’appelle “la théorie de graphes”.

Ce domaine s’est développé dans des divers disciplines comme la chimie, la biologie, la

sociologie, l’économie . . . Cela explique pourquoi la théorie des graphes devient le domaine

le plus populaire des mathématiques discrètes malgré son jeune âge.

Historiquement, la théorie des graphes a été commencée depuis 18ème siècle, et trouve

son origine dans l’étude du problème des sept ponts de la ville russe de Königsberg, posé

par le mathématicien suisse Leonhard Euler, lorsqu’il a pensé à la possibilité de traverser

chacun des ponts, une et une seule fois et de revenir à son point de départ.

Actuellement, la théorie des graphes comprend plusieurs domaines les uns aussi inté-

ressant que les autres, à titre d’exemple la coloration, la domination, la stabilité, le couplage,

etc.. . .

Le problème de coloration des sommets d’un graphe est l’une des origines de la théorie

des graphes. Il remonte au 19ème siècle, lorsque le problème des quatre couleurs est posé
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pour la première fois par Francis Guthrie, quand il a observé que tous les comtés de l’An-

gleterre peuvent se colorer avec seulement quatre couleurs, sous la condition que tous deux

comtés voisins sont colorés différemment, ce qui l’a incité à réfléchir à la possibilité de co-

lorer n’importe quelle carte géographique qu’avec quatre couleurs, de manière à éviter que

deux pays voisins aient la même couleur. La solution de ce problème, n’a été donnée qu’en

1976, où deux chercheurs américains, K. Appel et W. Haken [2, 3] ont pu le résoudre. Et de-

puis, les problèmes de coloration sont au cœurs de la théorie des graphes et font l’objectif

de plusieurs recherches. Ils apparaissent dans plusieurs domaines pour modéliser de nom-

breux problèmes pratiques, nous citons par exemple les problèmes d’ordonnancement, de

planning de la vie de tous les jours, et dans le domaine des réseaux/télécom, etc.. . . Il existe

plusieurs types de coloration, comme la coloration des sommets, la coloration des arêtes, la

coloration totale, etc. A ceci peuvent s’ajouter des différentes contraintes pour obtenir ainsi

de nouveaux paramètres de coloration ; parmi ces paramètres nous trouvons le nombre

chromatique. Ce paramètre peut être obtenu à partir d’une affectation d’un nombre mi-

nimum de couleurs aux sommets d’un graphe de telle sorte que deux sommets adjacents

ne peuvent pas avoir la même couleur. Lorsque les couleurs de sommets adjacents sont dif-

férents, la coloration est dite propre. Une classe de couleur i est un ensemble de sommets

stable colorés avec la même couleur i . Le problème de décision lié à ce paramètre est NP-

complet. Pour cette raison, plusieurs travaux ont été menés pour borner ce paramètre en

fonction d’autres paramètres de graphe.

Le nombre chromatique a permis d’introduire de nombreux paramètres de coloration.

La plupart de ces derniers cherchent à minimiser le nombre de couleurs nécessaires à la

coloration d’un graphe. Cependant, il existe d’autres paramètres qui ont pour objet l’utilisa-

tion du plus grand nombre possible de couleurs, on cite par exemple le nombre b-chromatique

qui fait l’un des objets de notre étude dans cette thèse.

Une b-coloration des sommets d’un graphe G est une coloration propre telle que toute

classe de couleur i contient au moins un sommet qui possède au moins un voisin dans

chaque classe de couleur j 6= i . Un tel sommet est appelé b-sommet. Le nombre b-chromatique,

noté b(G), est le nombre maximum de classes de couleurs dans une b-coloration. Ce para-

mètre a été introduit, en 1999, par les chercheurs Irving et Manlove [53, 74].
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Le problème de coloration des arêtes a été posé en relation avec la conjecture des quatre

couleurs, en 1880. Le premier article traitant le problème de coloration des arêtes a été écrit

par Tait en 1880, où il a prouvé que le problème des quatre couleurs est équivalent au pro-

blème de coloration d’arêtes des graphes planaires cubiques avec trois couleurs [81]. Ce

type de coloration consiste à affecter des couleurs aux arêtes d’un graphe à condition que

chaque pair d’arêtes ayant une extrémité commune ne peuvent pas avoir la même cou-

leur. Cette coloration est, donc, propre. L’indice chromatique est le plus petit entier k tel

que G admet une coloration d’arêtes avec k couleurs. Beaucoup de paramètres sont déri-

vés de l’indice chromatique, la plupart de ces paramètres cherchent à minimiser le nombre

de couleurs dans une coloration des arêtes d’un graphe, et d’autres cherchent à maximi-

ser le nombre de couleurs. Parmi ces derniers, nous citons l’indice b-chromatique, qui fait

l’objet de notre étude dans le dernier chapitre de cette thèse. Une b-coloration des arêtes

d’un graphe est une coloration propre de ses arêtes de telle sorte que pour toute couleur i

il existe au moins une arête, de cette couleur, adjacente à au moins une arête de toutes les

autres couleurs différentes de i . Une telle arête est dite b-arête. L’indice b-chromatique d’un

graphe est le nombre maximum de couleur pour lequel le graphe admet une b-coloration

des arêtes. L’étude de ce paramètre n’a été commencée que dans les dix derniers années.

Il convient de mentionner que toutes les colorations considérées dans ce manuscrit

sont propres, même si ce n’est pas toujours précisé.

Dans cette thèse nous nous intéressons principalement à la b-coloration des sommets

et la b-coloration des arêtes.

Cette thèse comporte cinq chapitres dont voici une description.

Chapitre 1 : Définitions et notations basiques.

Nous rappelons les principales définitions nécessaires à la compréhension du contenu

de cette thèse, et nous exposons un aperçu de la coloration classique, la a-coloration et la

b-coloration.

Chapitre 2 : Quelques résultats existants sur la b-coloration.

Nous donnons un recueil des principaux résultats existants sur la b-coloration des som-

mets d’un graphe, bornes et valeurs exactes du nombre b-chromatique pour certaines classe

de graphes. En outre, nous définissons quelques notions liées à la b-coloration, comme la



Table des figures 14

b-continuité, la b-perfection, la b-monotonie, les graphes arête (resp., sommet) b-critiques

et nous introduisons aussi une nouvelle notion lié à la b-coloration, à savoir les graphes

be -critiques.

Chapitre 3 : Caractérisation des graphes arête b-critiques et des arbres be -critiques.

Dans la première partie de ce chapitre, nous étudions les graphes dont la suppres-

sion d’une arête quelconque fait diminuer leur nombre b-chromatique, un tel graphe est

dit arête b-critique. Nous présentons, d’abord, un résultat fondamental caractérisant les

graphes arête b-critiques établi par Ikhlef Eschouf [54], ensuite, en se basant sur ce résultat,

nous caractérisons toute la famille des graphes arête b-critiques. La deuxième partie

de ce chapitre est consacré à l’étude des arbres dont la contraction d’une arête quelconque

fait diminuer son nombre b-chromatique, un tel arbre est dit be -critique. En effet, nous

caractérisons la famille des arbres be -critiques après avoir donné quelques propriétés fon-

damentales de ces arbres.

Chapitre 4 : b-coloration du prisme complémentaire de certains graphes particuliers.

On s’intéresse, dans ce chapitre, à la détermination de la valeur exacte du nombre b-

chromatique du prisme complémentaire de certains graphes particuliers, comme le cycle,

la chaîne et le graphe biparti complet. Nous donnons, également, une borne supérieure du

nombre b-chromatique du prisme complémentaire d’un graphe quelconque en fonction

de son ordre. Enfin, nous caractérisons le prisme complémentaire des graphes sans triangle

d’ordre n ayant pour nombre b-chromatique égal à n.

Chapitre 5 : Indice b-chromatique de certains graphes.

Ce chapitre est consacré à la b-coloration des arêtes de certains graphes particuliers.

Nous donnons la valeur exacte de l’indice b-chromatique de certains graphes, comme la

chaîne, le cycle, la roue, la double étoile, le graphe milieu d’une chaîne et d’un cycle, ainsi

que le graphe total d’une chaîne et d’un cycle.

La thèse s’achève par une conclusion sur l’ensemble des travaux réalisés et sur les pers-

pectives futures dans ce domaine.



Chapitre 1

Définitions et notations basiques

Dans ce chapitre, nous donnons la terminologie utilisée dans cette thèse. Nous commen-

çons par introduire quelques concepts de base de la théorie des graphes, ainsi que les no-

tations nécessaires à la bonne compréhension de ce document. Ensuite, nous présentons

quelques opérations sur les graphes qui nous seront utiles dans la suite. Enfin, nous expo-

sons un aperçu de la coloration classique, la a-coloration et la b-coloration.

1.1 Définitions et notations

Dans cette section, nous rappelons les principales notions nécessaires à la compréhension

du contenu de cette thèse.

1.1.1 Terminologie

— Un graphe fini G est un couple (V,E) composé d’un ensemble fini et non vide de

points V dits sommets, et d’un ensemble E de lignes reliant certains de ces sommets

dites arêtes.

— Si u et v sont deux sommets reliés par une arête e, alors u et v sont dits adjacents ou

voisins, et e est dite incidente à u et v , de plus u et v sont appelés les extrémités de e,

on écrit donc e = uv ou e = vu.

— Un sommet u est dit isolé s’il n’existe aucune arête dans E incidente à u.
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— Une arête reliant le même sommet est dite boucle. Un ensemble d’arêtes est dits mul-

tiples s’ils ont les mêmes extrémités.

— Un graphe simple est un graphe sans boucles et sans arêtes multiples.

— Le nombre de sommets et d’arêtes d’un graphe G sont appelés l’ordre de G, noté n, et

la taille de G, notée m, respectivement.

— Deux graphes G = (V,E) et G′ = (
V′,E′). G et G′ sont dits isomorphes s’il existe une

bijection f de V vers V′ telle que pour tous u, v ∈ V, on a uv ∈ E si et seulement si

f (u) f (v) ∈ E′.

Notons que tous les graphes considérés dans cette thèse sont non-orientés, finis, simples et

sans sommets isolés.

1.1.2 Voisinages et degrés

— Le voisinage ouvert d’un sommet v d’un graphe G = (V,E) est défini par l’ensemble

suivant NG (v) = {u ∈ V : uv ∈ E}.

— Le voisinage fermé d’un sommet v d’un graphe G = (V,E), noté NG [v], est NG [v] =
NG (v)∪ {v}.

— Le nombre de voisins d’un sommet v d’un graphe G est appelé degré de v , noté dG (v)

(ie. dG (v) = |NG (v)|).

— Le degré d’une arête uv d’un graphe G = (V,E), noté dG(uv), est défini comme suit

dG (uv) = |N(u)|+ |N(v)|−2.

— Les sommets isolés sont de degré nul.

— Un sommet de degré 1 est dit sommet pendant, et tout sommet adjacent à un sommet

pendant est appelé support.

— Le degré minimum et le degré maximum d’un graphe G sont notés par δ (G) et ∆ (G)

respectivement.

1.1.3 Chaînes et cycles

— Une chaîne d’ordre k (avec k ≥ 2), notée Pk , est une suite finie d’arêtes vi vi+1, avec i ∈
{1, ...,k −1}. Les sommets v1 et vk sont les extrémités de Pk . La longueur de la chaîne

Pk est le nombre de ses arêtes, donc c’est k −1. Une chaîne passant une et une seule
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fois par chacune de ses arêtes est dite simple. Une chaîne passant une et une seule

fois par chacun de ses sommets est dite élémentaire. Une arête reliant deux sommets

non succéssifs dans une chaîne est dite une corde.

— La distance entre deux sommets u et v d’un graphe G, notée d (u, v), est la longueur

de la plus petite chaîne les reliant. L’excentricité de v , noté exc(v), est définie par

exc(v) = max{d(v, w) : w ∈ V}. Le diamètre de G est di am(G) = max{exc(v) : v ∈ V}.

Le rayon de G est r (G) = min{exc(v) : v ∈ V}. Un sommet de G ayant une excentricité

minimale est appelé centre.

— Un cycle d’ordre k (avec k ≥ 3), noté Ck , est une chaîne dont les deux extrémités sont

confondues. Un cycle élémentaire Cn induit par n sommets est un cycle dont les som-

mets sont distincts. Le nombre d’arêtes d’un cycle représente sa longueur.

— La longueur du plus petit cycle d’un graphe G est appelée maille de G, notée g (G).

1.1.4 Sous-graphes et graphes partiels

— H = (
V′,E′) est un sous-graphe de G = (V,E) si V′ ⊆ V et E′ ⊆ E. En outre, si E′ ={

uv ∈ E : u, v ∈ V′}, alors H est dit sous-graphe induit (ou engendré) par V′, dans ce

cas H est noté par G
[
V′].

— H = (
V′,E′) est un graphe partiel d’un graphe G = (V,E) si V′ = V et E′ ⊆ E.

1.1.5 Ensemble maximal (resp., minimal) / maximum (resp., minimum)

Soit G = (V,E) un graphe.

— Un sous-ensemble A de V est dit minimal (resp., maximal) par rapport à une pro-

priété P s’il n’existe pas d’ensemble B ⊆ A (resp., A ⊆ B) tel que G[B] vérifie P .

— Un sous-ensemble A de V est dit minimum ou de taille minimale (resp., maximum ou

de taille maximale) par rapport à une propriété P s’il n’existe pas d’ensemble B ⊆ V

tel que G[B] vérifie P et |A| ≥ |B| (resp., |A| ≤ |B|).

1.1.6 Graphes particuliers

— Un graphe G = (V,E) est dit connexe si pour toute paire de sommets, il existe une

chaîne les reliant. Une composante connexe de G est un sous-graphe de G qui est
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maximal pour la propriété d’être connexe. Un graphe qui n’est pas connexe est dit

non connexe.

— Un arbre est un graphe connexe sans cycle. Tout arbre à n sommets contient exacte-

ment n −1 arêtes. Et, tout sommet de degré 1 dans un arbre est appelé une feuille.

— Une forêt est un graphe non connexe où chaque composante connexe est un arbre.

— Une chenille, notée C (t1, t2, ..., tn), est un arbre dont la suppression des sommets pen-

dants adjacents aux sommets t1, t2, ..., tn produira une chaîne t1-t2-...-tn (Voir Figure

1.1). Si n = 2, alors C (t1, t2) est dite double étoile, et on la note par Sk,l .

t1 t2 t3 t4 t5

FIGURE 1.1 – Une chenille C(t1, t2, t3, t4, t5).

— Graphe complet d’ordre n, noté Kn , est un graphe dont tous ses sommets sont deux à

deux adjacents.

— Graphe complémentaire d’un graphe G = (V,E), noté G, est un graphe d’ensemble de

sommets V et ensemble d’arêtes E
(
G

)
= {uv : u, v ∈ V et uv ∉ E (G)}.

— Un graphe G = (V,E) est dit d-régulier (resp., d-arête régulier) si tous ses sommets

(resp., arêtes) sont de degré d . Si d = 3, alors G est dit cubique.

— Un graphe G = (V,E) est dit biparti si l’ensemble de ses sommets V peut être parti-

tionné en deux sous-ensembles disjoints V1 et V2 de sorte que deux sommets de Vi ne

soient jamais adjacents pour tout i ∈ {1,2}. Si tous les sommets de V1 sont adjacents

à tous les sommets de V2, alors G est dit biparti complet, noté Km,n avec m = |V1| et

n = |V2|. Le graphe K1,n est dit étoile.

— Un graphe est dit sans griffe s’il ne contient pas K1,3 comme sous-graphe induit.

— Le graphe adjoint (ou graphe adjoint) d’un graphe G est le graphe obtenu en asso-

ciant un sommet à chaque arête de G et en reliant deux sommets par une arête si les

arêtes de G correspondant à ces deux sommets sont adjacentes (Voir Figure 1.2).
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e f

Une chenille C(t1, t2, t3).

e f

Graphe adjoint de C(t1, t2, t3).

FIGURE 1.2 – Une chenille et son graphe adjoint.

1.1.7 Cliques, stables et couplages

Nous définissons ci-après quelques invariants de graphes intervenant dans cette thèse.

Soit G = (V,E) un graphe.

— Une clique de G est un sous-ensemble de sommets de G deux à deux adjacents. La

taille d’une clique est le nombre de ses sommets. On note par ω (G) la taille de la

clique maximum dans G.

— Un stable de G est un sous-ensemble de sommets de G deux à deux non adjacents. Le

nombre de sommets d’un stable maximum dans G est appelé nombre de stabilité et

noté par α (G).

— Un couplage M dans un graphe G est un sous-ensemble d’arêtes deux à deux non

adjacentes. Un sommet x de G est dit saturé par M, s’il existe une arête de M incidente

à x. Un couplage est dit parfait, s’il sature tous les sommets de G. On note par β (G) la

taille du couplage maximum dans G.

1.2 Quelques opérations sur les graphes

Nous donnons, ci-après, les différentes opérations de base sur les graphes.

— Soient v ∈ V et S ⊆ V. Le graphe G�{v} est le graphe obtenu à partir de G en suppri-

mant le sommet v et toutes les arêtes incidentes à v (Voir Figure 1.3). Le graphe G�S

est le sous-graphe engendré par V�S.
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v

Graphe G Graphe G�{v}

FIGURE 1.3 – Exemple de la suppression d’un sommet v d’un graphe.

— Soit e = uv une arête de G. Le graphe G�{e} est le graphe obtenu à partir de G en

supprimant l’arête e (les extrémités de e ne sont pas supprimées) (Voir Figure 1.4).

u

v

Graphe G
u

v

Graphe G�{uv}

FIGURE 1.4 – Exemple de la suppression d’une arête uv d’un graphe .

— La subdivision d’une arête uv d’un graphe G = (V,E) consiste à supprimer l’arête uv

et rajouter un sommet w et deux arêtes uw et w v (Voir Figure 1.5).

u

v

Graphe G
u

v

w

Graphe G après la subdivision de uv .

FIGURE 1.5 – Exemple de la subdivision d’une arête uv d’un graphe .

— La contraction d’une arête uv d’un graphe G = (V,E) consiste à supprimer l’arête uv

et à fusionner les extrémités de l’arête uv . Le sommet résultant est adjacents à tous
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les voisins de u et de v . Le graphe obtenu à partir de la contraction de uv est noté par

Guv (Voir Figure 1.6).

u

v

Graphe G

uv

Graphe Guv

FIGURE 1.6 – Exemple de la contraction d’une arête uv d’un graphe .

— L’union de deux graphes G1 = (V1,E1) et G2 = (V2,E2), notée G1 +G2, est le graphe

ayant pour ensemble de sommets V1 ∪V2 et ensemble d’arêtes E1 ∪E2. On note par

kG l’union de k ≥ 1 copies de G.

— Le joint de deux graphes G1 = (V1,E1) et G2 = (V2,E2), noté G1∨G2 est le graphe ayant

pour ensemble de sommets V1∪V2 et ensemble d’arêtes (E1 ∪E2)∪{uv : u ∈ V1 et v ∈ V2}.

Autrement dit, G1 ∨G2 est le graphe obtenu à partir de G1 +G2 en ajoutant toutes les

arêtes entre tous les sommets de G1 et G2.

— Le produit cartésien (ou somme cartésienne) de deux graphes G1 = (V1,E1) et G2 =
(V2,E2), noté G1�G2, est le graphe ayant pour ensemble de sommets

{(u, v) : u ∈ V1 et v ∈ V2}. Deux sommets (u1, v1) et (u2, v2) sont adjacents si u1 = u2 et

v1v1 ∈ E2 ou v1 = v2 et u1u2 ∈ E1.

Ces définitions peuvent être retrouvées avec plus de détails dans [10].

1.3 Complexité algorithmique

La théorie de la compléxité s’intéresse à l’étude formelle de la difficulté des problèmes en

informatique et plus précisément à leur résolution de façon éfficace, en tenant compte le

temps de calcul et les données stoquées en mémoire.
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1.3.1 Problème de décision

Chaque problème informatique peut se réduire à un problème de décision, c’est-à-dire un

problème formulé comme une question dont la réponse est Oui ou Non. Un problème qui

n’est pas formulé de cette manière peut être très simplement transformé en un problème de

décision équivalent. Le problème du voyageur de commerce qui cherche, dans un graphe, à

trouver la taille du cycle le plus court passant une fois par chaque sommet, peut s’énoncer

en un problème de décision ainsi : Existe-t-il un cycle passant une et une seule fois par

chaque sommet tel que la somme des coûts des arcs utilisés soit inférieure à k, avec k ∈N.

Ce problème est équivalent au problème du voyageur de commerce au sens où si l’on sait

résoudre efficacement l’un, on sait aussi résoudre efficacement l’autre.

1.3.2 Classes de complexité

La théorie de la complexité repose sur la définition de classes de complexité qui permettent

de classer les problèmes en fonction de la complexité des algorithmes qui existent pour les

résoudre.

Classe P

Un problème p est dit Polynomial (ie. p ∈P), s’il peut être résolu par un algorithme détermi-

niste en un temps polynomial.

Prenons par exemple le problème de la connexité dans un graphe. Étant donné un graphe

à n sommets, il s’agit de savoir si toutes les paires de sommets sont reliées par une chaîne.

Pour le résoudre, on dispose de l’algorithme de parcours en profondeur qui va construire

un arbre couvrant du graphe à partir d’un sommet. Si cet arbre contient tous les sommets

du graphe, alors le graphe est connexe. Le temps nécessaire pour construire cet arbre est au

plus n2, donc le problème est bien dans la classe P.

Les problèmes dans P correspondent en fait à tous les problèmes facilement solubles.
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Classe NP

Un problème p est NP, s’il est résoluble par un algorithme Non déterministe en un temps

polynomial par rapport à la taille de l’instance.

De façon équivalente, c’est la classe des problèmes qui admettent un algorithme dans P qui,

étant donné une solution du problème NP, est capable de répondre oui ou non.

Intuitivement, les problèmes dans NP sont tous les problèmes qui peuvent être résolus en

énumérant l’ensemble des solutions possibles et en les testant avec un algorithme polyno-

mial.

Par exemple, la recherche de cycle hamiltonien dans un graphe peut se faire avec deux al-

gorithmes :

— le premier génère l’ensemble des cycles (ce qui est exponentiel) ;

— le second teste les solutions (en temps polynomial).

On constate, immédiatement, que P⊂NP.

Problème NP-Complet

Un problème est NP-difficile si ce problème est au moins aussi dur que tous les problèmes

dans NP. Formellement, on définit une notion de réduction : Soient p et p ′ deux problèmes.

Une réduction de p
′
à p est un algorithme transformant toute instance de p

′
en une instance

de p. Ainsi, si l’on a un algorithme pour résoudre p, on sait aussi résoudre p
′
. p est donc au

moins aussi difficile à résoudre que p
′
. Les problèmes les plus étudiés sont les problèmes

NP -complets, parce qu’on ne sait pas les résoudre éfficacement à cause de leur indéter-

minisme. Il est clair que P∈NP, puisqu’un algorithme déterministe est un algorithme non

déterministe particulier.

p est alors NP-difficile si pour tout problème p
′

de NP, p
′

se réduit à p. Quand on parle de

problèmes NP-difficiles on s’autorise uniquement des réductions dans P, c’est-à-dire que

l’algorithme qui calcule le passage d’une instance de p
′

à une instance de p est polynomial.
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Classe NP-complet :

Le problème étant dans NP et NP-difficile, il est NP-complet ; en d’autres termes, les pro-

blèmes NP-complets sont les plus difficiles de la classe NP.

1.4 Coloration des sommets d’un graphe

Dans cette section, nous nous intéressons uniquement à la coloration des sommets d’un

graphe. Tout d’abord, nous donnons un aperçu sur l’un des problèmes les plus étudié dans

la théorie des graphes et qui a suscité l’intérêt de plusieurs chercheurs à savoir “la coloration

de graphes”. Tout d’abord, nous présentons brièvement l’historique de la coloration dans les

graphes, ensuite nous donnons sa définition ainsi que le paramètre lié à cette notion. Puis,

nous définissons la χ-coloration, la a-coloration et la b-coloration avec leurs paramètres qui

sont dérivées de la coloration classique.

1.4.1 Coloration propre et nombre chromatique

La notion de la coloration des graphes est apparue en 1852, quand le problème des quatre

couleurs a été posé pour la première fois par Francis Guthrie, lorsqu’il s’est demandé s’il est

toujours possible de colorer n’importe quelle carte géographique en n’utilisant que quatre

couleurs, de manière à éviter que deux pays voisins aient la même couleur. C’est qu’en 1976,

que deux chercheurs américains, K. Appel et W. Haken [2, 3] ont pu répondre affirmative-

ment à cette question.

Définition 1.4.1 Une coloration propre de sommets d’un graphe G = (V,E) consiste à affecter

une couleur à chaque sommet de V de telle manière que deux sommets adjacents ne reçoivent

pas la même couleur. Une classe de couleur est un sous-ensemble stable de sommets de V qui

sont de même couleur.

Dans le domaine de la coloration, de nombreux paramètres ont été définis ; parmi les para-

mètres fondamentaux nous trouvons le nombre chromatique.
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Définition 1.4.2 Le nombre chromatique de G, noté χ(G), est le nombre minimum de classes

de couleur qui partitionnent l’ensemble de sommets V.

Le calcul du nombre chromatique est NP-complet dans le cas général [41]. De ce fait, beau-

coup de travaux ont été consacrés à la recherche des bornes du nombre chromatique en

fonction d’autres paramètres de graphe. Un des vieux résultats établi sur le nombre chro-

matique est celui R. Brooks [17].

Théorème 1.4.1 [17] Pour tout graphe G de degré maximum ∆(G),

χ (G) ≤∆ (G)+1.

Avec égalité si et seulement si on est dans l’un des deux cas suivants :

1. soit ∆ (G) 6= 2 et G admet K∆(G)+1 comme composante connexe ;

2. soit ∆ (G) = 2, et G admet un cycle d’ordre impair comme composante connexe.

Il est bien connu aussi que, tout graphe G admet une coloration avec au moins ω (G) cou-

leurs, et donc χ (G) ≥ω (G).

Le résultat suivant a été établi par C. Berge [10].

Théorème 1.4.2 [10] Soit G un graphe d’ordre n. Alors,

χ(G)α(G) ≥ n et χ(G)+α(G) ≤ n +1.

Gaddum et Nordhaus [75] ont prouvé le résultat suivant.

Théorème 1.4.3 [75] Soit G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors

χ(G)+χ(G) ≤ n +1.
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1.4.2 a-coloration et nombre a-chromatique

En 1967, et dans le but d’obtenir une bonne coloration d’un graphe, Harary, Hedetniemi

et Prins [45] ont parvenu à trouver une technique qui consiste à partir d’une coloration

propre arbitraire de réduire le nombre de couleurs utilisées par la coloration initiale en uni-

fiant des classes de couleurs différentes. S’il existe une arête entre deux classes de couleurs

quelconques, la stratégie précitée n’est pas possible à appliquer. D’où l’introduction de la

a-coloration.

Définition 1.4.3 Une a-coloration d’un graphe G (également dite coloration complète) est

une coloration propre de sommets de G, telle que pour toute paire de couleurs différentes i

et j , le sous-graphe engendré par les deux classes de couleur i et j n’est pas un stable. Le

nombre a-chromatique, noté ψ(G), est le nombre maximum de classes de couleur dans une

a-coloration.

Le problème de décider si ψ(G) ≥ k pour un graphe G et un entier k donné est NP-complet

en général [42]. Un état de l’art sur le nombre a-chromatique a été présenté dans [52].

Il est à noter que la a-coloration et le nombre a-chromatique ne font pas le but de cette

thèse.

1.4.3 b-coloration et nombre b-chromatique

En 1999, Irving et Manlove [53, 74] ont défini une autre technique qui cherche à améliorer la

coloration d’un graphe. Cette dernière consiste à partir d’une coloration propre donnée du

graphe, de réduire le nombre de couleurs en transférant les sommets d’une certaine classe

de couleur vers d’autres classes de couleur. Si chaque classe de couleur possède un sommet

qui a un voisin dans toutes les autres classes de couleurs, il est impossible d’appliquer cette

technique. D’où, la définition de la b-coloration.

Définition 1.4.4 Une b-coloration, dite aussi coloration b-dominante, est une coloration propre

de sommets d’un graphe G, telle que toute classe de couleur possède au moins un sommet

qui a un voisin dans toutes les autres classes de couleurs. Un tel sommet est dit sommet b-

dominant de couleur (ou en bref b-sommet). Le nombre b-chromatique est le nombre maxi-

mum de classes de couleur dans une b-coloration.
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Toute χ-coloration est une b-coloration, et cette dernière satisfait la définition de la a-coloration,

par conséquent le résultat suivant est immédiat.

χ(G) ≤ b(G) ≤ψ(G).

Exemples

2

1 2

1

2

12

1

χ(C8) = 2

1

2 3

4

1

34

2

ψ(C8) = 4

1

2 3

1

2

31

3

b(C8) = 3, les b-sommets en gras

FIGURE 1.7 – χ(C8) < b(C8) <ψ(C8)



Chapitre 2

Quelques résultats existants sur la

b-coloration

Dans la première section de ce chapitre, nous présentons quelques résultats obtenus sur la

b-coloration, bornes et valeurs exactes du nombre b-chromatique pour certaines classes de

graphes. Dans la deuxième section, nous exposons brièvement quelques applications de la

b-coloration de graphes. Dans la troisième section, nous donnons la définition de quelques

notions liées à la b-coloration et qui sont largement étudiées, comme la b-continuité, la

b-perfection, la b-monotonie, les graphes arête (resp., sommet) b-critiques et graphes be -

critiques.

2.1 Encadrement et valeurs exactes du nombre b-chromatique

de quelques classes de graphes

Un b-sommet v d’une b-coloration d’un graphe G, doit avoir au moins un voisin dans cha-

cune des autres classes de couleurs, différentes à sa propre couleur, ce qui implique que

dG (v) ≥ b (G)−1, et comme dG (v) ≤∆ (G), il en découle, donc, que b (G) ≤∆ (G)+1.

En outre, pour qu’un graphe G admette une b-coloration avec k couleurs, il doit avoir né-

cessairement au moins k sommets de degré au moins k −1. De cette observation, Irving et

Manlove [53] ont défini le m-degré d’un graphe G, noté m (G), comme le plus grand entier
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m tel que G a au moins m sommets de degré au moins m−1. Les sommets de G de degré au

moins m −1 sont dits sommets denses.

Évidemment, la définition du m-degré d’un graphe G implique que m (G) est un majorant de

b (G), c’est-à-dire b (G) ≤ m (G) [53]. Cette borne peut être atteinte pour certains graphes, ci-

tons à titre d’exemple, le graphe complet Kn et le graphe biparti complet moins un couplage

parfait, noté K∗
n,n . Néanmoins, la différence entre le m-degré et le nombre b-chromatique

peut être large. En effet, Irving et Manlove ont remarqué que le m-degré d’un graphe biparti

complet est m
(
Kn,n

)= n +1, tandis que son nombre b-chromatique vaut 2 [53].

L’un des premiers résultats impliquant le m-degré est celui de Kratochvil et al. [69], ils ont

montré que la décision que si b (G) = m (G) est un problème NP-complet, même si G est un

graphe biparti connexe avec m (G) = ∆ (G)+1. Cependant, dans [53, 74], Irving et Manlove

ont montré que le nombre b-chromatique d’un arbre T est toujours compris entre m (T) et

m (T)−1.

Du point de vue de complexité, Irving et Manlove [53] ont prouvé que le problème de dé-

cision lié au nombre b-chromatique est NP-complet en général, tandis qu’il est polynomial

pour les arbres. Ce problème reste NP-complet même si on se restreint aux graphes bipartis

[69].

En présence de ces résultats de NP-complétude, beaucoup de travaux ont été menés pour

définir des bornes pour le nombre b-chromatique d’un graphe arbitraire ou bien pour dé-

terminer sa valeur exacte pour certaines classes de graphes. Dans un premier temps, Irving

et Manlove [53, 74] ont prouvé que toute coloration minimale de G avec χ (G) couleurs est

une b-coloration de G, et le voisinage de tout sommet de degré ∆ (G) possède au plus ∆ (G)

couleurs et prend pour lui la couleur ∆ (G)+1.

Proposition 2.1.1 [53, 74] Soit χ (G) le nombre chromatique d’un graphe G. Alors,

χ (G) ≤ b (G) ≤∆ (G)+1.

Ces résultats ont été un point de départ de plusieurs recherches intéressant au nombre b-

chromatique qui a été étudié pour plusieurs classes de graphes, avec des valeurs exactes ob-

tenues pour certaines classes et des bornes pour d’autres. À titre d’exemple, et dans un pre-

mier temps, Kouider et Mahéo [67] ont déterminé la valeur exacte du nombre b-chromatique
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pour des graphes simples : pour le graphe stable b (Sn) = 1, pour le graphe complet b (Kn) =
n, pour la chaîne et le cycle d’ordre au moins 5, b (Pn) = b (Cn) = 3 et pour le graphe biparti

complet b
(
Kn,p

)= 2.

D’autres résultats ont été obtenus de type Nordhaus-Gaddhum [67].

Théorème 2.1.1 [67] Soient G un graphe d’ordre n et G son complémentaire. Alors,

b (G)+b
(
G

)
≤ n +1 et b (G)b

(
G

)
≤ n.

Dans [36], El Sahili et Kouider se sont intéressés aux graphes pour lesquels b (G) =∆ (G)+1.

Théorème 2.1.2 [36] Soit G un graphe d-régulier sans cycle d’ordre 6 et de maille au moins

5. Alors, b (G) = d +1.

Les mêmes auteurs de [36] ont conjecturé que tout graphe d-régulier de maille au moins 5

satisfait b (G) = d +1. Dans [14], Blidia et al. ont réfuté cette conjecture, tel qu’ils ont pris le

graphe de Petersen comme un contre exemple, et ils ont la reformulé de la façon suivante :

Conjecture 1 [14] Soit G un graphe d-régulier de maille au moins cinq différent du graphe

de Petersen. Alors le nombre b-chromatique de G est d +1.

Ils ont également montré que la conjecture présentée dans [14] est vraie pour les petites

valeurs de d (d ≤ 6). Plusieurs résultats ont été obtenus pour les graphes réguliers [69, 36,

14, 18], aussi des valeurs exactes ont été données pour les hypercubes [67], et les graphes

cubiques [57].

Un autre résultat concernant les graphes pour lesquels b (G) =∆ (G)+1 a été établi par Kra-

tochvíl et al. [69], ils ont prouvé que pour tout graphe G admettant un ensemble de sommets

de cardinalité∆ (G)+1 et de degré∆ (G), tel que la distance entre deux sommets quelconques

de cet ensemble est au moins quatre, a pour nombre b-chromatique ∆ (G)+ 1. Effantin et

Kheddouci [29, 26, 28] ont porté leur travail sur les graphes de puissance. Cette étude a per-

mis de constater l’évolution du nombre b-chromatique selon la puissance du graphe.

Dans [67, 72, 62, 38], les auteurs fournissent des bornes et des valeurs exactes pour le produit

cartésien de graphes, et pour d’autres produits dans [58]. Dans [47], Kouider et Mahéo ont

déterminé la valeur exacte du nombre b-chromatique du joint de deux graphes.
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Théorème 2.1.3 [47] Soient G1, G2 deux graphes de sommets disjoints et G = G1 ∨G2 le joint

de G1 et G2. Alors,

b (G) = b (G1)+b (G2) .

Dans [67], Kouider et Mahéo ont borné le nombre b-chromatique d’un graphe en fonction

de son nombre de stabilité.

Proposition 2.1.2 [67] Soient G un graphe connexe d’ordre n et α (G) son nombre de stabilité.

Alors,

b (G) ≤ n +1−α (G) .

Les mêmes auteurs de [67] ont fourni d’autres bornes pour le nombre b-chromatique.

Proposition 2.1.3 [67] Soient G un graphe de taille m et α(G) son nombre de stabilité. Alors,

n

α (G)
≤ b (G) ≤ 1

2

√
2m + 1

4
.

Proposition 2.1.4 [67] Soient G un graphe non connexe et C1, C2,..., Cp ses composantes

connexes, avec p ≥ 2. Alors,

b (G) ≥ max
{
b (Ci ) , 1 ≤ i ≤ p

}
.

Alkhateeb et Kohl [1] ont donné une borne du nombre b-chromatique d’un graphe G en

fonction de son ordre, son degré maximum et son degré minimum.

Théorème 2.1.4 [1] Soit G un graphe d’ordre n, de degré maximum ∆ (G) et de degré mini-

mum δ (G). Alors,

b (G) ≤
⌊

2n −∆ (G)−δ (G)−3

3n −2∆ (G)−δ (G)−4
n

⌋
.

Une autre borne supérieure du nombre b-chromatique a été établie par Blidia et al. [12],

mais cette fois dans le cas d’un graphe différent du graphe complet.

Théorème 2.1.5 [12] Soient G un graphe d’ordre n différent du graphe complet et ω (G) la

taille de sa clique maximum. Alors

b (G) ≤
⌊

n +ω (G)−1

2

⌋
.
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Kouider et Zaker ont borné ce paramètre, pour le graphe complémentaire d’un graphe bi-

parti [68].

Théorème 2.1.6 [68] Si G est le complémentaire d’un graphe biparti et ω (G) est la taille de

sa clique maximum, alors

b (G) ≤ 4ω (G)

3
.

Dans [68], Kouider et Zaker ont borné le nombre b-chromatique d’un graphe sans griffe

(sans K1,t ).

Théorème 2.1.7 [68] Si G est un graphe sans K1,t , alors

b (G) ≤ (t −1)
(
χ (G)−1

)+1.

D’autres travaux intéressants au nombre b-chromatique ont été réalisés dans des classes de

graphes généralisant les cographes (graphes sans P4) [61, 43]. En outre, dans [16], Bonomo

et al. ont donné un algorithme en temps polynomial qui calcule le nombre b-chromatique

des cographes et des graphes P4-sparses. Également, d’autres études ont été réalisées pour

les graphes cactus [19, 77], les graphes planaires extérieurs [77, 79], et les produits cartésiens

des arbres et autres classes de graphes [72, 77].

D’autres chercheurs ont porté leur travail sur l’aspect algorithmique et les bornes de diffé-

rentes classes de graphe présentés dans [11, 20, 46, 63, 68, 71, 39].

Pour plus d’informations sur les résultats liés à la b-coloration, le lecteur est invité à lire

l’article de Jakovac et Peterin [60].

2.2 Quelques applications de la b-coloration

Depuis plusieurs décennies, la coloration de graphes est un domaine très attractif de la

théorie des graphes par ses nombreuses applications. En effet, de nombreux problèmes

réels peuvent être modélisés comme des problème de coloration de graphes. Nous pou-

vons citer par exemple les problèmes d’ordonnancement et de planning de la vie de tous les

jours.
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La b-coloration a été injectée dans les problèmes de Clustering. Un tel problème consiste

à regrouper les éléments d’un ensemble de données en classes (ou clusters) de façon que

chaque classe comporte des éléments qui sont le plus similaires possible, et chaque deux

éléments de chaque deux classes disjointes sont le plus dissemblables possible.

L’un des premiers résultats impliquant la b-coloration est celui de Effantin et Kheddouci [27]

qui ont donné un algorithme distribué pour calculer le nombre b-chromatique d’un graphe,

et afin d’illustrer leur algorithme, ils ont proposé une application au problème de routage

dans les réseaux. El Ghazel et al. [32] ont également proposé une méthode de clustering avec

une application dans le domaine médical. La b-coloration a été appliquée dans certains

problèmes de classification des documents [40] et des services web [22]. D’autres travaux

récents s’intéressant à cette approche sont présentés dans [23, 30, 33, 34, 35, 76, 31].

2.3 Notions liées à la b-coloration

Dans cette section, nous donnons brièvement un aperçu sur les travaux existants à propos

des notions liées à la b-coloration comme les graphes b-continus, les graphes b-parfaits,

les graphes b-monotone et les graphes b-critiques. En outre, et dans le dernier paragraphe,

nous allons introduire une nouvelle notion liée à la b-coloration, les graphes be -critiques.

2.3.1 Graphes b-continus

Un graphe G est dit b-continu si et seulement si pour tout entier k, avec χ (G) ≤ k ≤ b (G),

G admet une b-coloration avec k couleurs. L’intervalle
[
χ (G),b (G)

]
est dit le b-spectre du

graphe G. Il est à noter qu’il existe des graphes qui ne sont pas b-continu, on donne par

exemple le graphe de la Figure 2.1 qui admet une b-coloration avec 2 couleurs et avec 4

couleurs mais il est non b-colorable avec 3 couleurs.

Le problème de décision lié à la b-continuité d’un graphe G est NP-complet en général,

même si χ (G) et b (G) sont connus, et même si G est biparti [38, 4]. Dans [1], Alkhateeb et

Kohl ont étudié les graphes non connexes b-continus et la relation entre la b-continuité et

les trois paramètres ω (G), α (G) et δ (G). Parmi les classes de graphes b-continus on cite les
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FIGURE 2.1 – Un graphe non b-continu.

graphes triangulés [65, 38, 37], les graphes P4-tidy, les cographes et les graphes P4-sparses

[11, 16] et certains graphes planaires [65], et d’autres classes de graphes [38].

2.3.2 Graphes b-monotones

Dans [16], Bonomo et al. ont appelé tout graphe G vérifiant b (H1) ≥ b (H2), pour tout sous-

graphe H1 induit de G et tout sous-graphe H2 de H1, un graphe b-monotone. Et, ils ont mon-

tré que les cographes et les graphes P4-sparses sont b-monotones. Il est à noter qu’il existe

des graphes qui ne sont pas b-monotone (Voir Figure 2.2).

1

2

1

3
2

1

2 3

1
b(G) = 3

4

1

3

2

1

3 4

2
b(2D) = 4 (D = K4 −e)

FIGURE 2.2 – Un graphe non b-monotone, avec b(G) = 3 tandis que b(2D) = 4 (D = K4 −e).

2.3.3 Graphes b-parfaits

Tout graphe G vérifiant b (H) = χ (H), pour tout sous-graphe induit H de G, est dit b-parfait.

Ce concept a été introduit par Hoang et Kouider, dans [47], où ils ont caractérisé les graphes

bipartis qui sont b-parfaits. D’autres résultats ont été obtenus, à propos cette notions dans

[73, 48] pour des classes particulières de graphes. Puis, un résultat plus général a été obtenu

dans [50, 49] par C.T. Hoàng et al., où ils ont prouvé qu’un graphe est b-parfait si et seule-
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ment s’il ne contient pas un membre d’une certaine liste de vingt-deux graphes comme

sous-graphe induit.

2.3.4 Graphes b-critiques

Lorsqu’on modifie un graphe (réseau) par certaines opérations telles que la suppression

ou l’ajout des sommets ou d’arêtes, il convient de regarder l’effet de ces modifications sur

les différents invariants ou paramètres du graphe. Ce problème classique de la théorie des

graphes a été largement étudié dans la littérature sous différents aspects. En pratique, l’étude

de ce concept peut répondre aux problèmes de la vulnérabilité, la robustesse et la stabilité

des systèmes quand certaines anomalies surgissent et sont détecter au niveau de leurs com-

posantes.

Lorsque certaines modifications sont effectuées sur un système et celui-ci change par rap-

port à un aspect étudié, on dit qu’il est critique sinon on dit qu’il est stable ; d’où la notion

de criticité dans les graphes.

En 1951, Dirac a étudié l’effet de la suppression d’un sommet quelconque d’un graphe G sur

son nombre chromatique χ (G), d’où la notion d’un graphe critique [24, 25].

On appelle un sommet (resp., arête) critique d’un graphe G, un sommet (resp., l’arête) dont

sa suppression fait diminuer le nombre chromatique de G. La suppression d’un sommet ou

d’une arête de G fait diminuer le nombre chromatique par au plus un.

Le graphe dont tous ses sommets (resp., arêtes) sont critiques est dit un graphe sommet

(resp., arête ) critique. De plus, il est dit sommet (resp., arête) k-critique s’il est sommet

(resp., arête) critique et son nombre chromatique est égal à k.

Évidemment, un graphe arête k-critique est, aussi, sommet k-critique. En effet, soit e = uv

une arête d’un graphe arête k-critique G, comme χ (G−e) = k −1, donc χ (G−u) = k −1 et

χ (G− v) = k − 1. Pour plus de détails sur les graphes k-critiques, le lecteur est invité à lire

[64].

Il est naturel, donc, de penser à étudier l’effet de la suppression d’un sommet ou d’une arête

quelconque sur le nombre b-chromatique d’un graphe.

Contrairement au nombre chromatique, la suppression d’un sommet ou d’une arête d’un
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graphe peut faire diminuer ou augmenter son nombre b-chromatique, comme il peut res-

ter inchangé. Par conséquent, les graphes critiques par rapport au nombre b-chromatique

peuvent se partitionnés en six classes. Soit G = (V,E) un graphe simple.

La classe des graphes sommet b=-critiques : ∀v ∈ V (G), b (G− v) = b (G).

La classe des graphes arête b=-critiques : ∀e ∈ V (G), b (G−e) = b (G).

La classe des graphes sommet b+-critiques : ∀v ∈ V (G), b (G− v) > b (G).

La classe des graphes arête b+-critiques : ∀e ∈ V (G), b (G−e) > b (G).

La classe des graphes sommet b−-critiques : ∀v ∈ V (G), b (G− v) < b (G).

La classe des graphes arête b−-critiques : ∀e ∈ V (G), b (G−e) < b (G).

Exemples

* Les chaînes Pn d’ordre n ≥ 8 et les cycles Cm d’ordre m ≥ 6 sont des graphes sommet b=-

critiques et si n ≤ 7 et m ≤ 5, alors ils sont arête b=-critiques.

* Le graphe C3�C3 et le graphe de Petersen P sont des graphes sommet b+-critiques, de plus

C3�C3 est arête b+-critique.

* Les graphes complets sont des graphes sommet b−-critiques et arête b−-critiques.

Dans [13], Blidia et al. ont caractérisé les arbres sommets b−-critiques. Dans [55], Ikhlef

Eschouf et al. ont étudié les graphes sommet b+-critiques.

Dans cette thèse, on s’intéresse principalement à la classe des graphes arête b−-critiques,

qui fera l’objet du troisième chapitre, de ce fait et pour des raisons de simplicité nous al-

lons appeler, dorénavant, la classe des graphes arête b−-critiques par les graphes arête b-

critiques.

Dans [38], Faik a prouvé que la suppression d’une arête quelconque peut faire diminuer le

nombre b-chromatique par au plus un. Autrement dit, si e est une arête d’un graphe G, alors

b (G−e) ≥ b (G)−1. De ce fait, la définition d’un graphe arête b-critique peut se reformuler

comme suit.

Définition 2.3.1 [54] Un graphe G = (V,E) est dit arête b-critique si b (G−e) = b (G)−1, pour

toute arête e ∈ E.
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L’étude des graphes arête b-critiques a été débutée en 2010 par Ikhlef Eschouf [54], où il a

donné des propriétés d’un tel graphe, ainsi qu’une caractérisation des graphes P4-sparses

arête b-critiques et les graphes quasi-adjoints arête b-critiques. Ensuite, dans [56], les au-

teurs ont caractérisé la classe des graphes sans P5, les graphes d-réguliers et les arbres qui

sont arête b-critiques, en outre, ils ont prouvé que le problème de savoir si un graphe est

arête b-critique est NP-complet en général.

2.3.5 Graphes be-critiques

Dans cette section, nous allons introduire une nouvelle notion liée à la b-coloration, c’est

les graphes be -critiques qui font l’objet du quatrième chapitre.

Définition 2.3.2 Soient G = (V,E) un graphe avec une b-coloration de G avec b (G) couleurs.

Le graphe G est dit be -critique, si la contraction d’une arête quelconque e ∈ E fait changer son

nombre b-chromatique.

D’après la définition ci-dessus, on peut classer les graphes be -critique comme suit. Soient

G = (V,E) un graphe et Ge le graphe obtenu à partir de G en contractant une arête e ∈ E.

Alors,

La classe des graphes b=
e -critiques : ∀e ∈ E, b (Ge ) = b (G).

La classe des graphes b+
e -critiques : ∀e ∈ E, b (Ge ) > b (G).

La classe des graphes b−
e -critiques : ∀e ∈ E, b (Ge ) < b (G).

Exemple

* La chaîne Pn pour n ∉ {2,5} et le cycle Cn pour n ∉ {3,5} sont des graphes b=
e -critiques.

* Le graphe C3�C3 et le graphe de Petersen P sont des graphes b+
e -critiques.

* Le graphe dans la Figure 2.3 est b−
e -critique.
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FIGURE 2.3 – Un graphe be -critique avec b(G) = 4 et b(Ge ) = 3.

Il convient de souligner que dans cette thèse, nous nous intéressons uniquement à l’étude

de la classe des graphes b−
e -critiques, et plus précisément la classe des arbres b−

e -critiques.

Alors, pour des raisons de simplicité, nous proposons d’appeler la classe des graphes b−
e -

critiques les graphes be -critiques.



Chapitre 3

Caractérisation des graphes arête

b-critiques et des arbres be-critiques

Dans la première partie de ce chapitre, nous étudions les graphes arête b-critiques. Nous

présentons, d’abord, un résultat fondamental caractérisant les graphes arête b-critiques

établi par Ikhlef Eschouf [54], ensuite, en se basant sur ce résultat, nous caractérisons toute

la famille des graphes arête b-critiques. La deuxième partie est consacrée à l’étude des

arbres be -critique. En effet, nous caractérisons la famille des arbres be -critiques après avoir

donné quelques propriétés fondamentales de ces arbres.

3.1 Graphes arête b-critiques

Dans cette section, nous caractérisons tous les graphes arête b-critiques.

Il est à noter que le contenu de cette section a été publié dans la revue Discrete Applied

Mathematics [6].

3.1.1 Résultats préliminaires

Dans [54], Ikhlef Eschouf a prouvé le théorème fournissant des propriétés d’un graphe arête

b-critique.
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Théorème 3.1.1 [54] Soit G = (V,E) un graphe arête b-critique, et soient c une b-coloration

de G avec b (G) couleurs et B l’ensemble de tous les b-sommets de c. Alors,

(i ) il n’existe pas deux b-sommets de c de même couleurs. Alors |B| = b (G) ;

(i i ) V�B est un ensemble stable ;

(i i i ) tout sommet x ∈ V�B satisfait dG (x) ≤ |B|−2 ;

(i v) b (G) =∆ (G)+1 ;

(v) Si G n’est pas un graphe complet, alors B n’est pas une clique.

En se basant sur le théorème ci-dessus, nous sommes parvenus à caractériser toute la fa-

mille des graphes arête b-critiques.

3.1.2 Caractérisation des graphes arête b-critiques

Afin de caractériser les graphes arête b-critiques, nous définissons une famille de graphes

Gk comme suit.

Définition 3.1.1 (classe Gk ) Un graphe G est dans la classe Gk , s’il existe un entier k ≥ 2

tel que G peut être obtenu à partir d’un graphe simple Hk d’ensemble de sommet V (Hk ) =
{v1, v2, ..., vk }, en ajoutant k ensembles de sommets disjoints supplémentaires A1, A2,...,Ak

avec les propriétés suivantes :

1. ∪k
i=1Ai est un ensemble stable ;

2. pour i = 1, ...,k, |Ai | ≤ dHk (vi )− 1 ; en particulier, |Ai | = 0 lorsque dHk (vi ) = k − 1, et

|Ai | ≥ 2 quand dHk (vi ) = 0, sinon |Ai | ≥ 1 ;

3. pour i = 1, ...,k, si vi n’est pas adjacent à v j , j 6= i , alors vi a exactement un voisin dans

A j , sinon vi n’est adjacent à aucun sommet de A j .

4. tout sommet vi n’a aucun voisin dans Ai pour i ∈ {1,2, ...,k} ;

5. pour i = 1, ...,k, tout sommet de Ai a un voisin et un non-voisin dans V (Hk )� {vi }.

Remarquons que, par construction, G est sans sommets isolés et comporte exactement k

sommets de degré exactement k−1. En outre, si Hk est un graphe complet, alors ∪k
i=1Ai =;

et par conséquent G = Hk .
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L’observation suivante est immédiate.

Observation 1 Soit G un graphe. Si b (G) = 2, alors le seul graphe qui est arête b-critique est

le graphe complet d’ordre deux.

Notre résultat majeur dans cette section est le suivant.

Théorème 3.1.2 Soit G un graphe avec b (G) ≥ 3. Alors, G est arête b-critique si et seulement

si G ∈G∆(G)+1.

Preuve. Soit G un membre de G∆(G)+1, avec les mêmes notations ci-dessus. Au vu de la défi-

nition de G, on peut facilement vérifier que∆ (G) = k−1, tout sommet de ∪k
i=1Ai est de degré

au plus k −2 dans G, et tout sommet de
{

v1, v2,..., vk
}

a un degré égal à k −1 dans G. Afin de

montrer que b (G) = ∆ (G)+1, il suffit d’exhiber une b-coloration de G avec ∆ (G)+1. Pour

cela on colore les sommets de G comme suit. Pour tout i ∈ {1,2, ...,k}, affectons la couleur i

à tous les sommets de Ai ∪{vi }. Il est facile de vérifier que cela donne une b-coloration de G,

de telle sorte que les b-sommets sont v1, v2,..., vk . En conséquence b (G) =∆ (G)+1. Comme

G a exactement ∆ (G) + 1 sommets de degré exactement ∆ (G) (les sommets v1, v2,..., vk ),

et chaque sommet est adjacent à au moins un sommet dans
{

v1, v2,..., vk
}
, il s’ensuit que

m (G) = ∆ (G)+1 et m
(
G�e

) ≤ m (G)−1 pour toute arête e, donc b
(
G�e

) < b (G). D’où, G

est arête b-critique.

Montrons maintenant la condition nécessaire. Soit G un graphe arête b-critique. Soit k =
b (G), et considérons une b-coloration c de G avec k couleurs. Soient B l’ensemble de tous

les b-sommets de c et Hk le sous graphe induit par les sommets de B. D’après le Théorème

3.1.1 (i ), il existe un unique b-sommet vi de couleur i pour tout i ∈ {1,2, ...,k}, et donc B ={
v1, v2,..., vk

}
. Théorème 3.1.1 (i v) implique que k = ∆ (G)+ 1. Pour i = 1,2, ...,k, soit Ai ⊆

V (G)�B l’ensemble des sommets de couleurs i . Il est facile de voir que pour tout j 6= i ,

Ai ∩A j = ; et A1 ∪A2 ∪ ...∪Ak = V (G)�B. Alors, par le Théorème 3.1.1 (i i ), ∪k
i=1Ai est un

ensemble stable, et donc la propriété (1) de la Définition 3.1.1 est vérifiée. La propriété (4)

de la Définition 3.1.1 est aussi vérifiée, car les sommets de l’ensemble Ai ∪ {vi } ont la même

couleur i . Remarquons que tout sommet u ∈ Ai a un non-voisin dans B� {vi }, il en résulte,

donc, que la propriété (5) de la Définition 3.1.1 est vérifiée. Définition 3.1.1 (5) est vérifiée



Chapitre 3. Caractérisation des graphes arête b-critiques et des arbres
be -critiques 42

car sinonu sera un b-sommet de même couleur que celle de vi , ce qui contredit le Théorème

3.1.1 (i ). Comme vi a besoin de k −1 couleurs dans son voisinage, alors il doit être adjacent

à au moins un sommet de A j ∪
{

v j
}
, pour tout j 6= i . Si vi est adjacent à v j

(
j 6= i

)
et à un

autre sommet u ∈ A j , alors on peut supprimer l’arête vi u sans changer la valeur de b (G),

ce qui contredit le fait que G est arête b-critique. Avec un argument similaire, on montre

que si vi n’est pas adjacent à v j , alors vi a exactement un seul voisin dans A j . Il s’ensuit

de cet argument que chaque sommet vi a exactement un voisin dans A j ∪
{

v j
}
, j 6= i , et

donc la propriété (3) de la Définition 3.1.1 est vérifiée. Cela signifie aussi que tout sommet

vi a besoin d’au plus une couleur dans A j
(

j 6= i
)
, ce qui implique que |Ai | ≤ k −dHk (vi )−1,

pour tout i ∈ {1,2, ...,k}. En particulier, si vi est adjacent a tous les sommets de B� {vi }, alors

Ai =;. Si vi est isolé dans B, alors |Ai | ≥ 2, sinon l’unique sommet u ∈ Ai doit être adjacent

à tous les sommets de B� {vi }, mais dans ce cas u sera un b-sommet, contradiction. Cela

implique que la propriété (2) de la Définition 3.1.1 est aussi vérifiée.

Par conséquent, nous avons établi que G est un membre de G∆(G)+1.

Notons que si G ∈Gd+1 est un graphe d-régulier, alors ∪k
i=1Ai =;, puisque par la définition

de G, chaque sommet Ai a un degré inférieur à d et tout sommet de {v1, v2, ..., vk } est de

degré d . Donc, les sommets v1, v2, ..., vk induisent un sous-graphe complet de G et par la

Remarque 1 on peut obtenir le corollaire suivant, qui a été déjà prouvé par Ikhlef Eschouf

[54].

Corollaire 3.1.1 [54] Un graphe d-régulier est arête b-critique si et seulement s’il est un graphe

complet.

Il est clair que la caractérisation des graphes arêtes b-critiques donnée dans le Théorème

3.1.2 ne fournit pas une reconnaissance des graphes arêtes b-critiques, même si le graphe

est l’union de deux graphes scindés.

Théorème 3.1.3 [56] Décider si un graphe est arête b-critique est NP-difficile, même dans la

classe des graphes qui sont union de deux graphes scindés.
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3.2 Arbres be-critiques

Notre but au sein de cette section est de caractériser la classe des arbres be -critiques. Tout

d’abord, nous étudions quelques propriétés des arbres be -critiques. À l’aide de ces pro-

priétés et d’un résultat établi par Irving et Manlove [53], nous caractérisons les arbres be -

critiques.

Le contenu de cette section a été publié dans la revue Comptes Rendus Mathématique [7].

3.2.1 Résultats préliminaires sur les arbres be-critiques

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et résultats qui nous seront utiles

dans la caractérisation des arbres be -critiques.

Dans [53, 74], Irving et Manlove ont introduit la notion d’un graphe pivoté, dans ce qui suit

on fait rappel d’un tel arbre.

Définition 3.2.1 [53, 74] Un arbre T est dit pivoté si T a exactement m (T) sommets denses et

T contient un sommet spécial et unique v, dit pivot, tel que :

— v n’est pas dense ;

— tout sommet dense de T est adjacent à v ou à un sommet dense adjacent à v ;

— tout sommet dense de T adjacent à v et à un autre sommet dense est de degré m (T)−1.

D’après la définition d’un arbre pivoté, nous pouvons établir l’observation suivante.

Observation 2 Tout sommet non-dense d’un arbre pivoté T, à l’exception du pivot, peut être

adjacent à au plus un sommet dense de T.

Dans [53], Irving et Manlove ont prouvé que le nombre b-chromatique d’un arbre T est

toujours compris entre m (T) et m (T)−1.

Théorème 3.2.1 [53] Si T est un arbre pivoté, alors b (T) = m (T)−1 ; sinon b (T) = m (T).

Nous allons commencer notre étude par l’observation suivante.
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Observation 3 Soit e une arête d’un arbre be -critique T, et soit Te l’arbre obtenu à partir de

T en contractant l’arête e. Alors,

(i ) m (Te ) ≤ m (T), avec égalité si e est une arête non-pendante telle que l’une de ses exté-

mités est un sommet non-dense.

(i i ) Si Te n’est pas un arbre pivoté, alors m (Te ) ≤ m (T)−1.

Preuve. (i ) Si la première partie n’est pas vraie, alors le Théorème 3.2.1 implique que b (Te ) ≥
m (Te )−1 ≥ m (T) ≥ b (T), contradiction. La seconde partie est immédiate car la contraction

d’une telle arête ne fait pas diminuer le m-degré de T.

(i i ) En utilisant Théorème 3.2.1, on obtient m (Te ) = b (Te ) ≤ b (T)−1 = m (T)−1.

Dans la suite, on note par D et L l’ensemble des sommets denses et l’ensemble des feuilles

dans T respectivement. Et, on note par De et Le l’ensemble des sommets denses et l’en-

semble des feuilles dans Te respectivement.

Théorème 3.2.2 Soient T = (V,E) un arbre be -critique, B l’ensemble de tous les b-sommets

d’une b-coloration c de T avec b (T) couleur, S l’ensemble des supports de T et D l’ensemble

des sommets denses de T. Alors :

(i ) T n’est pas un arbre pivoté ;

(i i ) S ⊆ B. De plus, il n’existe pas deux voisins d’un sommet support de même couleur de

telle sorte que l’un des deux est une feuille ;

(i i i ) il n’existe pas deux b-sommets de même couleur. |B| = b (T) ;

(i v) b (T) =∆ (T)+1 ;

(v) D = B.

Preuve. Posons b (T) = k. Si k = 2, alors il est facile de voir que T = P2 et le théorème est vé-

rifié. Donc, supposons que k ≥ 3. Soit e une arête quelconque de T, et soit Te l’arbre obtenu

à partir de T en contractant l’arête e en un nouveau sommet noté ve .

(i ) Supposons, au contraire, que T est un arbre pivoté avec un pivot v . Alors, le Théorème

3.2.1 implique que b (T) = m (T)−1. Soit u un sommet dense adjacent à v . Posons e = uv .

D’après l’Observation 3 (i ), nous avons m (Te ) = m (T). Donc, le Théorème 3.2.1 implique

que b (Te ) ≥ m (Te )−1 ≥ m (T)−1 = b (T), contradiction.
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(i i ) Si une partie de (i i ) n’est pas vérifiée, alors la contraction de certaine arête pendante

incidente à un sommet support ne fait pas diminuer le nombre b-chromatique.

(i i i ) Soient x et y deux b-sommets de c tels que c (x) = c
(
y
)
. x et y ne sont pas des som-

mets supports, car sinon, la contraction d’une arête pendante incidente à x ou à y ne fait

pas diminuer le nombre b-chromatique. Enracinons T en x. Soient u1, u2,..., uh les voisins

de x. Comme x est un b-sommet, alors h ≥ k −1. Pour tout i ∈ {1,2, ...,h}, soit Ti une com-

posante de T� {x} qui contient ui . Puisque x n’est pas un sommet support, alors Ti a un

sommet support zi pour tout i ∈ {1,2, ...,h}. La première partie de (i i ) implique que zi est

un b-sommet de c. De ce fait, zi est le seul b-sommet de c de couleur c (zi ) dans Ti (en parti-

culier, c (zi ) 6= c (x)), sinon la contraction d’une arête pendante incidente à zi ne fait pas di-

minuer le nombre b-chromatique. Par conséquent, T contient exactement k−1 b-sommets

supports z1, z2,..., zh de couleurs distinctes. Alors, h = k − 1 et pour tout i ∈ {1,2, ...,k −1},

Ti contient exactement un seul sommet support zi . Soit u un sommet quelconque de

V (T)� {x, z1, z2, ..., zk−1}. Supposons que u ∈ Ti pour certain entier i ∈ {1,2, ...,k −1}. Le de-

gré de u est au plus 2, car sinon Ti contient deux sommets supports de T, contradiction.

Donc, dT (u) ≤ 2 ; en particulier, on a aussi dT
(
y
) ≤ 2. Ceci implique que k = 3 et dT (u) =

dT
(
y
) = dT (x) = 2. De plus, d’après la seconde partie de (i i ), on a dT (z1) = dT (z2) = 2. Il en

découle alors que T est une chaîne. Puisque T contient au moins 4 b-sommets dont deux

entre eux (x et y) ne sont pas des sommets supports de même couleur, il s’ensuit, alors, que

T est une chaîne contenant au moins 7 sommets. Mais dans ce cas, T n’est pas be -critique,

contradiction.

(i v) La borne supérieure est vérifiée pour tout graphe, donc il reste à prouver la borne infé-

rieure. Pour cela, montrons que tout sommet x ∈ V (T) avec dT (x) ≥ 3 satisfait le fait suivant :

si dT (x) ≥ 3, alors chaque deux voisins de x sont de couleurs distinctes. (3.1)

Supposons, au contraire, que x a deux voisins de même couleur. Soient u1, u2,..., up
(
p ≥ 3

)
les voisins de x. Supposons, sans perte de généralité, que u1 et u2 sont de même couleur

t , et que u3 est de couleur l . Enracinons T en x. Soient Ti une composante de T� {x} qui

contient ui pour tout i ∈ {
1, ..., p

}
. Alors, deux cas sont à distinguer ; dans chaque cas, notre

but est de modifier la b-coloration c et l’étendre à une b-coloration de Te avec k couleurs.

Pour cela, dans un premier temps, on fait un échange de deux couleurs de c dans certaines
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composantes de T. Ceci peut rendre c une coloration impropre. Dans ce cas, si deux som-

mets adjacents x et y ont la même couleur, l’arête x y est dite une arête conflictuelle.

Cas 1 : x n’est pas un b-sommet.

On distingue deux sous-cas.

Cas 1.1 : l = t .

Alors, l’un de T1, T2, T3, disons T1, ne contient pas un b-sommet de couleur c (x) ou t . Dans

ce cas, on échange les couleurs t et c (x) dans la composante T1, tous les autres sommets de

T conservent leurs couleurs. On obtient une coloration impropre c ′ de T avec k couleurs,

dont e = u1x est l’unique arête conflictuelle (car u1 et x ont la même couleur). Soit ce la

restriction de c ′ à T� {u1, x}. Comme T� {u1, x} est un sous-graphe induit de Te , alors ce

peut être étendue à une coloration propre de Te en affectant la couleur c (x) à ve . Il est facile

de vérifier que ce est une b-coloration de Te avec k couleurs, contradiction.

Cas 1.2 : l 6= t .

Si l’un de T1 ou T2 n’a pas de b-sommets de couleur c (x) et t , alors on a la même contradic-

tion du Cas 1.1. Donc, supposons que T1 contient le b-sommet de couleur c (x). Par suite,

le b-sommet de couleur t appartient à T2. Si T3 n’a aucun b-sommet de couleur l , alors on

échange les couleurs l et c (x) dans T3 ; sinon on échange les couleurs l et c (x) dans T1∪T3.

Dans chaque cas, on obtient une coloration impropre de T avec k couleurs tel que u3 et x

ont la même couleur c (x). Par un raisonnement similaire à celui utilisé ci-dessus dans Cas

1.1 en prenant e = u3x, on obtient une contradiction.

Cas 2 : x est un b-sommet.

Notons que, par la seconde partie de (i i ), u1 et u2 ne sont pas des feuilles dans T. Par consé-

quent, par (i i i ), l’un de T1 ou T2, disons T1, ne contient pas de b-sommets de couleur c (x)

et t . Dans ce cas, on peut faire un échange de couleurs entre t et c (x) dans T1 et tous les

autres sommets de T conservent leurs couleurs. On obtient une coloration impropre de T

avec k couleurs dont les sommets u1 et x ont la même couleur. En prenant e = u1x et par

un raisonnement similaire à celui utilisé dans le Cas 1.1, on obtient une contradiction.

Dans chaque cas, on a une contradiction ; d’où la preuve du Fait 3.1 est achevée. Par consé-

quent, chaque sommet dans T a au plus k −1 voisins, car sinon x a deux voisins de même
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couleur avec dT (x) ≥ k ≥ 3, ce qui contredit le Fait 3.1. Donc, dT (x) ≤ k−1 pour tout sommet

x dans T, et en particulier, on a ∆ (T) ≤ k −1.

(v) Il est trivial que B ⊂ D. Soit x ∈ D. Puisque, par (i ) et (vi ), m (T) = ∆ (T)+ 1, il s’ensuit

que dT (x) =∆ (T) = k −1. Si k = 3, alors T = P5 et donc (v) est prouvé. Supposons, alors, que

dT (x) = k −1 ≥ 3. Alors, par le Fait 3.1, tous les voisins de x sont de couleurs différentes. Ce

qui signifie que x ∈ B. Il en résulte donc que D = B. Ceci achève la preuve.

Dans le reste de cette section, on note par D = V (T)�D l’ensemble des sommets non-

denses dans T, et par De = V (Te )�De l’ensemble des sommets non-dense dans Te .

Dans le but de caractériser les arbres be -critique, nous allons établir les deux lemmes sui-

vants.

Lemme 3.2.1 Soient T un arbre be -critique et v ∈ D. Alors v n’est pas un sommet support, de

plus il a au moins un voisin dans D.

Preuve. Considérons une b-coloration c de T avec k couleurs. Tout d’abord, notons que si

v est une feuille, alors, d’après le Théorème 3.2.2 (i i ) et (v), v est adjacent à un sommet

support qui appartient à D. Donc, on peut supposer que v n’est pas une feuille. En outre, le

Théorème 3.2.2 (v) implique que v n’est pas un b-sommet de c. Alors, par le Théorème 3.2.2

(i i ), v n’est pas un sommet support dans T. Supposons que v n’a pas de voisins dans D.

Enracinons T en v . Soient v1 et v2 deux voisins de v , et soit Ti (i = 1,2) une composante de

T� {v} qui contient le sommet vi . Comme v n’est pas un sommet support, alors dT (vi ) ≥ 2.

Ceci signifie que chaque composante Ti a au moins un sommet support zi . Donc, par le

Théorème 3.2.2 (i i ) et (v), zi est un sommet dense dans T. Soit Te l’arbre obtenu à partir de

T en contractant de l’arête e = v v1 en un nouveau sommet ve . Il est clair que le sommet zi

reste un sommet support dans Te . Alors, par l’Observation 3 (i ) et (i i ), on a m (Te ) = m (T),

et Te est un arbre pivoté. Soit w l’unique pivot de Te . Donc, w = ve ou v2, sinon w sera

un pivot de T, ce qui contredit le Théorème 3.2.2 (i ). Dans ce cas, l’un de z1, z2 n’est pas

adjacent à w , ceci contredit la Définition 3.2.1. Donc, Te n’est pas un arbre pivoté, et c’est

une contradiction aussi.
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Lemme 3.2.2 Soit T un arbre be -critique avec b (T) = k ≥ 3. Alors D�L est soit un ensemble

vide ou bien a exactement deux sommets non-supports de degré 2, et à distance au plus 2, et

k ≥ 4.

Preuve. Considérons une b-coloration c de T avec k couleurs. Supposons, tout d’abord, que

D�L est un ensemble vide. Alors, chaque sommet de V (T) est soit un sommet dense ou une

feuille. Il est clair que la contraction d’une arête quelconque de T fait diminuer le m-degré

de T, et donc son nombre b-chromatique. Par conséquent, un tel arbre existe. Supposons

maintenant que D�L un ensemble non vide. Si k = 3, le Théorème 3.2.2 (i v) implique que

tout sommet de D est de degré 2. Donc, tout sommet de D∪
(
D�L

)
est un sommet dense,

contradiction. Par conséquent, k ≥ 4. Soit v1 ∈ D�L. Au vu du Lemme 3.2.1, v1 n’est pas un

sommet support, et il a un voisin u ∈ D. Soit e une arête quelconque de T et soit Te l’arbre

obtenu à partir de T en contractant l’arête e en un nouveau sommet ve . Posons e = uv1. Il

est clair que ve ∈ De et Le = L. Comme e n’est pas une arête pendante dans T, l’Observation

3 (i ) et (i i ) impliquent que

m (Te ) = m (T) et Te est un arbre pivoté. (3.2)

Puisque ve ∈ De et tout sommet dense dans T différent de u reste un sommet dense dans Te ,

il s’ensuit, alors, que De = (D∪ {ve })�u et De = D�v1. Si v1 est l’unique sommet de D�L,

alors De�Le = ; (tout sommet non-dense dans Te est une feuille). Ceci implique, par la

Définition 3.2.1, que Te n’est pas un arbre pivoté, ce qui contredit 3.2. D’où∣∣∣D�L
∣∣∣≥ 2. (3.3)

Soit v1 6= v2 un sommet de D�L. Alors v2 ∈ De�Le . Supposons, sans perte de généralité,

que v2 est le pivot de Te . Alors, ve est adjacent à v2 ou à un sommet dense adjacent à v2.

Notons par D1 l’ensemble des sommets denses dans Te qui sont adjacent à v2, et par D2 le

reste des sommets denses dans Te . Donc D1 ∪D2 = De . Comme Te est un arbre pivoté, la

Définition 3.2.1 implique que Di (i = 1,2) est ensemble stable. De plus, tout sommet de D2

est adjacent à exactement un seul sommet dans D1 et non à v2. Supposons que
∣∣∣D�L

∣∣∣≥ 3.

Soit v3 6= v1, v2 un sommet de D�L. Donc, v3 ∈ De�Le . Par le Lemme 3.2.1 et l’Observation

3, le sommet v3 a exactement un seul voisin, disons x1, dans D, et donc dans De . Comme v3

n’est pas une feuille dans T (et dans Te ), il a un voisin v4 dans De�Le . Alors, et encore par
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le Lemme 3.2.1 et l’Observation 3, v4 a exactement un seul voisin, disons x2, dans D et par

suite dans De . On a clairement x2 6= x1. Les sommets x1 et x2 ne peuvent pas être ensemble

dans D1, car sinon les sommets v3, v4, x2, v2, x1 induisent un cycle de longueur 5 dans Te .

De même, x1, x2 ne peuvent pas être ensemble dans D2. En effet, si x1 et x2 ont un voisin

commun y dans D1, alors les sommets v3, v4, x2, y , x1 induisent un cycle de longueur 5

dans Te ; sinon, x1, v3, v4, x2 avec v2 et deux voisins de x1, x2 dans D1 induisent un cycle de

longueur 7 dans Te . Si xi (i = 1,2) appartient à Di , alors x1, v3, v4, v2 avec x2 et ses voisins

dans D1 induisent un cycle de longueur 6 dans Te , contradiction. Donc
∣∣∣D�L

∣∣∣ ≤ 2. Ceci

signifie, par (3.3), que D�L contient exactement deux sommets non-supports v1 et v2.

Maintenant, nous allons voir que les sommets v1 et v2 sont de degré 2. Comme v1 n’est pas

une feuille dans T (et dans Te ), alors il a un voisin u′ 6= u. De ce fait, u′ doit être adjacent à ve

dans Te . Supposons que u′ ∈ De�ve . Dans ce cas, ve et u′ ne peuvent pas être les deux dans

Di (i = 1,2), car c’est un ensemble stable. Cela implique que soit u′ = v2 ou bien exactement

l’un de ve , u′, disons u′, appartient à D1. Dans chaque cas, v1 ne peut pas avoir un autre

voisin dans D, car
∣∣∣D�L

∣∣∣ = 2, sinon, considérons le troisième voisin de v1 dans D, disons

u′′. Dans le premier, on a ve ∈ D1 et u′′ ∈ D2, donc ve est adjacent au pivot et à u′′, mais

dTe (ve ) ≥ m (Te ), ce qui contredit la Définition 3.2.1. Dans le dernier cas, ve ∈ D2, comme Di

est un ensemble stable (pour i = 1,2) u′′ ∈ D1, alors ve a deux voisins dans D1, contradiction

avec le fait que tout sommet de D2 est adjacent à exactement un seul sommet dans D1.

Alors, v1 est de degré 2 dans T. De même, v2 a un degré égal à 2 dans T. Par un raisonnement

similaire ci-dessus on conclut que dT (v2) = 2 dans T.

Finalement, il reste de prouver que dT (v1, v2) ≤ 2. Si ceci n’est pas vrai, alors ve (sommet

dense dans Te ) n’est pas adjacent au pivot v2 de Te , ou bien à un sommet dense adjacent à

v2, ce qui contredit (3.2). Alors, dT (v1, v2) ≤ 2.

3.2.2 Caractérisation des arbres be-critiques

Cette section a pour objet la caractérisation de tous les arbres dont la contraction d’une

arête quelconque fait diminuer leur nombre b-chromatique. Pour cela, nous définissons

deux familles d’arbres T k
1 , T k

2 et un arbre spécial Tk
0 comme suit.

Soit k un entier positive. Un arbre T est dans la famille T k
1 (avec k ≥ 3) s’il possède k som-
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mets de degré k −1, et les autres sommets sont des feuilles.

Un arbre T est dans la famille T k
2 , (avec k ≥ 4) s’il peut être obtenu à partir d’une double

étoile Sk−2,k−2 avec des sommets centre w1 et w2, en subdivisant l’arête w1w2 deux fois par

l’insertion de deux nouveaux sommets z1 et z2 (i.e. en ajoutant deux nouveaux sommets z1,

z2 et des arêtes w1z1, z1z2 et z2w2 dans G−w1w2) et en attachant k −2 nouveaux sommets

avec tous les k −2 feuilles de Sk−2,k−2.

L’arbre Tk
0 (avec k ≥ 4) est obtenu à partir de k−1 étoiles disjointes avec des sommets centres

w1, w2,...,wk−1, chacune d’elles est d’ordre k −1, en ajoutant un nouveau sommet z et en

l’attachant avec wi , pour tout i ∈ {1, ...,k −1}, ensuite pour tout i ∈ {1,2} en subdivisant

l’arête zwi une seule fois par l’insertion d’un nouveau sommet zi .

Notons que tout arbre T dans
{
T k

1 , k ≥ 3
}∪{

T k
2 ∪{

Tk
0

}
, k ≥ 4

}
a exactement k sommets de

degré k −1, mais aucun sommet de T est un pivot. Cela signifie que |D| = k et T n’est pas

pivoté. Alors, le Théorème 3.2.1 implique que b (T) = k.

Posons T = {
T k

1 , k ≥ 3
}∪{

T k
2 ∪{

Tk
0

}
, k ≥ 4

}
avec k = b (T). Notons que le seul arbre appar-

tenant à T avec k = 3 est P5.

Dans les figures suivantes, nous donnons des exemples d’arbres appartenant à T 4
1 , T 4

1 et{
T4

0

}
.
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FIGURE 3.1 – Exemples d’un arbre qui appartient à T 4
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FIGURE 3.2 – Exemples d’un arbre qui appartientà T 4
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FIGURE 3.3 – L’arbre T4
0

Théorème 3.2.3 Un arbre T est be -critique si et seulement si T est un P2 ou T ∈T .

Preuve. En premier lieu, nous prouvons la condition suffisante. Soit T un membre de T ,

avec les mêmes notations ci-dessus. Il est clair que P2 est be -critique, donc on peut supposer

que T 6= P2. Par la remarque avant le Théorème, b (T) = m (T) = k ≥ 3. Soit Te l’arbre obtenu

à partir de T par la contraction de l’arête e de T. Si T ∈ T k
1 , alors la contraction de e fait

diminuer le m-degré de T par une unité. Par conséquent, m (Te ) = k − 1, ce qui implique
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que b (Te ) ≤ k −1 < k = b (T). Supposons, maintenant, que k ≥ 4 et T ∈ T k
2 ∪ {

Tk
0

}
. Si l’une

des extrémités de e est z1 ou z2, alors la contraction de e ne fait pas diminuer le m-degré

de T, et Te est un arbre pivoté. Donc, m (Te ) = k , ce qui signifie, par le Théorème 3.2.1, que

b (Te ) = k −1 < k = b (T). Si les extrémités de e sont des sommets denses ou bien l’une des

deux est une feuille, alors la contraction de e fait diminuer le m-degré de T par une unité.

Par conséquent, m (Te ) = k −1 et b (Te ) ≤ k −1 < k = b (T). D’où, T est un arbre be -critique.

Considérons un arbre T be -critique avec k = b (T). Considérons une b-coloration c de T avec

k couleurs. Soient B et D l’ensemble des b-sommets de c et l’ensemble de tous les sommets

denses de T respectivement. Selon le Théorème 3.2.2 (i i i ) et (i v), on a |B| = k =∆ (T)+1, et

tout sommet de B est de degré k −1. Si k ∈ {2,3}, alors ∆ (T) ∈ {1,2}, dans ce cas il est facile

de vérifier que T = P2 ou T = P5 ∈ T 3
1 . Donc, supposons que k ≥ 4. Le Théorème 3.2.2 (v)

implique que D = B. Soient D = {x1, x2, ..., xk } et D = V�D. Au vu du Lemme 3.2.2, soit D�L

est vide, ce qui signifie que tout sommet de T est une feuille ou bien il est de degré k−1, donc

T ∈ T k
1 ; ou bien D�L a deux sommets non-supports v1 et v2, et les deux sont de degré 2.

Dans ce cas, V = D∪L∪ {v1, v2}, et d’après le Lemme 3.2.2, on a deux cas à considérer.

Cas 1 : dT (v1, v2) = 2.

Comme v1 et v2 sont des sommets non-supports, alors leurs voisins sont dans D. De ce

fait, comme dT (v1, v2) = 2, alors on peut supposer, sans perte de généralité, que NT (v1)∩
NT (v2) = {x3} et pour i = 1,2, vi ∈ NT (xi ). Montrons que pour tout t ∈ {4, ...,k}, xt n’a pas

de voisins dans {x1, x2}. Supposons, au contraire, que xt est adjacent à x1. Posons e = v1x3.

Soit Te l’arbre obtenu à partir de T en contractant l’arête e. Observons que tout sommet de

Te est soit une feuille ou un sommet dense. Comme e n’est pas une arête pendante dans

T, l’Observation 3 (i ) et (i i ) implique que m (Te ) = m (T) et Te est un arbre pivoté dont le

pivot est v2 (puisque v2 est l’unique sommet non-dense qui n’est pas une feuille dans Te ).

Mais dans ce cas, xt n’est pas adjacent à v2 ou à un sommet dense adjacent à v2, ce qui

conduit à une contradiction avec le fait que Te est un arbre pivoté. Par conséquent, x1 n’est

pas adjacent à xt dans Te , et donc dans T. De même x2 n’est pas adjacent à xt dans T. Dans

ce cas, la Définition 3.2.1 implique que xt doit être adjacent à x3 dans Te , et par conséquent

dans T. Alors, T est isomorphe à Tk
0 .

Cas 2 : dT (v1, v2) = 1.

Pour i = 1,2, soit xi l’unique sommet dense adjacent à vi dans T. Posons e = v1v2, et soit Te



Chapitre 3. Caractérisation des graphes arête b-critiques et des arbres
be -critiques 53

l’arbre obtenu à partir de T en contractant l’arête e en un nouveau sommet ve . En utilisant

un argument similire à celui du Cas 1, on conclut que Te est un arbre pivoté de pivot ve (car

tout autre sommet dans Te est soit un sommet dense ou une feuille). Par conséquent, tout

sommet dense de Te (et même dans T) différent à x1 et x2 est adjacent à x1 ou à x2. Alors,

T ∈T k
2 .

Il est clair que le Théorème 3.2.3 fournit une reconnaissance en temps polynomial des

arbres be -critiques, ceci est dû au fait que la description de la famille des arbres T donne

une famille d’arbres reconnaissables en temps polynomial.



Chapitre 4

La b-coloration du prisme

complémentaire de certains graphes

particuliers

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la détermination du nombre b-chromatique du

prisme complémentaire de certains graphes particuliers, comme celui du cycle, de la chaîne,

du graphe complet et du graphe biparti complet. Ainsi nous donnons une borne supérieure

à ce paramètre et nous caractérisons les prismes complémentaire des graphes sans triangles

dont cette borne est atteinte.

Il est à noter que le contenu de ce chapitre été accepté à la publication dans la revue dans la

revue RAIRO - Operations Research [8].

4.1 Définition du prisme complémentaire d’un graphe

Définition 4.1.1 Soit G un graphe. On appelle prisme complémentaire de G le graphe formé à

partir de l’union disjointe de G et son complémentaire G en ajoutant les arêtes d’un couplage

parfait entre les sommets correspondants de G et G.

Exemple 4.1.1 Le prisme complémentaire du cycle C5 est le graphe de Petersen P (Voir Figure

4.1)
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FIGURE 4.1 – Prisme complémentaire d’un cycle d’ordre 5.

Il est bien connu que le nombre b-chromatique d’un graphe quelconque G est minoré par

ω (G), la taille de la clique maximum de G, et est majoré par le m-degré de G, m (G).

ω(G) ≤ b(G) ≤ m(G). (4.1)

Notons que, dans la suite de ce chapitre, tous les sommets dessinés en gras représentent les

b-sommets.

4.2 Nombre b-chromatique du prisme complémentaire de

certains graphes

Dans cette section, nous donnons les valeurs exactes du nombre b-chromatique du prisme

complémentaire de certains graphes classiques, comme le cycle, la chaîne, le graphe biparti

complet et le graphe complet.

Dans [14], Blidia et al. ont prouvé que le nombre b-chromatique du graphe de Petersen

C5C5 est égal à 3. Dans le théorème suivant, nous déterminons le nombre b-chromatique

de CnCn pour n ≥ 3 (n 6= 5).

Théorème 4.2.1 Soit Cn un cycle d’ordre n ≥ 3. Alors,

b
(
CnCn

)
=

 n si n = 3,4 ;

n −⌈n
4

⌉
sinon.

.
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Preuve. Soit Cn un cycle d’ordre n ≥ 3 d’ensemble de sommets V (Cn) = {u1,u2, ...,un} et

d’ensemble d’arêtes E (Cn) =∪n−1
i=1 {ui ui+1}, et soit Cn le complémentaire de Cn d’ensemble

de sommets V
(
Cn

)
= {v1, v2, ..., vn} et d’ensemble d’arêtes E(Cn) = {vi v j : 1 ≤ i < j ≤ n et

ui u j ∉ E(Cn)}. Soit Gn = CnCn le prisme complémentaire de Cn d’ensemble de sommets

V (Gn) = V (Cn)∪V
(
Cn

)
et d’ensemble d’arêtes E (Gn) = E (Cn)∪E

(
Cn

)
∪ (∪n

i=1 {ui vi }
)
. Com-

mençons par prouver que l’assertion est vraie pour n ∈ {3,4}. Alors, quand n ∈ {3,4}, il n’est

pas difficile de voir que le m-degré de Gn est égal à n, ce qui implique que b (Gn) ≤ n. Alors,

pour prouver l’égalité, nous donnons une b-coloration de Gn utilisant n couleurs, comme

suit. Pour n = 3, nous affectons la couleur i au sommet ui pour i = 1,2,3 et nous affec-

tons les couleurs 2,1,1 aux sommets v1, v2, v3 respectivement. Pour n = 4, nous assignons

la couleur i au sommet ui pour i = 1,2,3,4 et nous assignons les couleurs 3,4,1,2 aux som-

mets v1, v2, v3, v4 respectivement. Dans chaque cas, nous obtenons une b-coloration de Gn

avec n couleurs. Par conséquent, b (Gn) = n pour n = 3,4. En outre, l’assertion est vraie pour

n = 5 comme il est prouvé dans [14]. Supposons alors que n ≥ 6, et posons k = b (Gn). Dans

un premier temps, nous allons prouver que k ≥ n−⌈n
4

⌉
. Pour cela, soit B un sous-ensemble

de V
(
Cn

)
défini comme suit

B =
{

v j ∈ V
(
Cn

)
: j = 1+4m,m ∈N

}
. (4.2)

Il est clair que |B| = ⌈n
4

⌉
.

Soient A = V
(
Cn

)
�B et t = |A|. Alors, t = n − ⌈n

4

⌉
. Donc, afin de montrer que k ≥ n − ⌈n

4

⌉
pour n ≥ 6, il suffit de donner une b-coloration c à Gn avec t couleurs. Nous commençons

par la coloration des sommets de V
(
Cn

)
comme suit. Colorons chaque sommet de A avec

une couleur différente, et donnons la couleur c (vi+1) à tout sommet vi de B� {vn}. Si vn ∈ B,

alors nous le colorons avec la couleur c (vn−1). D’où, nous obtenons une coloration partielle

de Gn avec t couleurs. Maintenant, nous colorons les sommets de V (Cn) de telle sorte que

tous les sommets de A deviennent des b-sommets de c de couleurs distinctes. Alors, pour

tout sommet v j ∈ A� {vn}, colorons son voisin u j dans V (Cn) comme suit. Si j = 2+4m ou

j = 3+4m, (m ∈N), alors nous colorons u j par la couleur c
(
v j+1

)
et si j = 4+4m, (m ∈N),

nous le colorons par c
(
v j−1

)
. Lorsque n = 4+ 4m, nous affectons la couleur c (vn−1) à un

(voisin de vn). Il est facile de voir que cette coloration est une b-coloration partielle avec

t couleurs qui peut être facilement étendue à une b-coloration de Gn , cette extension est

possible car le nombre de couleurs utilisé est au moins 4 est le degré des sommets non
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colorés restants est au plus 3. Par conséquent,

k ≥ n −
⌈n

4

⌉
pour n ≥ 6. (4.3)

v1(1)

u1(6)

v2(1)

u2(2)

v3(2)
u3(3)

v4(3)
u4(2)

v5(4)

u5(3)

v6(4)

u6(5)

v7(5)
u7(6)

v8(6)
u8(5)

FIGURE 4.2 – Exemple d’un prisme complémentaire de C8 avec b(G8) = 6 où l’entier entre

parenthèses représente la couleur du sommet.

Maintenant, considérons une b-coloration c de Gn avec k couleurs, et soit D l’ensemble des

sommets denses de Gn . Il facile de vérifier que D = V
(
Cn

)
. Alors, toutes les couleurs de c

apparaissent dans Cn . Notons que, la structure de Gn implique que

tout sommet de V
(
Cn

)
a exactement deux non-voisins dans V

(
Cn

)
. (4.4)

De plus, nous avons

V
(
Cn

)
= (N

[
v j

]∪N
[
v j+1

]
)�

{
u j ,u j+1

}
for j ∈ {1, ...,n −1} (4.5)

= (N[v1]∪N[vn])� {u1,un} .

Au vu de (4.4) et (4.5), chaque couleur de c peut se répéter au plus deux fois dans V
(
Cn

)
, car

sinon c ne sera plus une coloration propre. Soit T (resp., S) l’ensemble de tous les sommets

de V
(
Cn

)
dont leur couleur apparaît deux fois (resp., une seule fois) dans V

(
Cn

)
. Donc,

|T| est pair et |T|+ |S| = n. (4.6)

En outre, il est facile de voir que

k = |S|+ |T|
2

. (4.7)



Chapitre 4. La b-coloration du prisme complémentaire de certains graphes
particuliers 58

En comparant la seconde partie de (4.6) avec (4.7), on obtient

k = n − |T|
2

. (4.8)

En utilisant (4.3) et (4.8), nous aurons |T| ≤ 2
⌈n

4

⌉
.

Montrons que |T| = 2
⌈n

4

⌉
. Supposons le contraire. Alors, comme |T| est pair, il en découle

que |T| ≤ 2
⌈n

4

⌉−2. Ceci avec la seconde partie de (4.6) impliquent que

|S| ≥ n −2
⌈n

4

⌉
+2. (4.9)

Prouvons qu’il existe un sommet dans S adjacent à tous les sommets de T. Supposons le

contraire. Alors, chaque sommet de S a un non-voisin dans T. Comme tout sommet t ∈ T a

un non-voisin dans T, alors t a au plus un non-voisin dans S. Cela signifie que |T| ≥ |S|. En

comparant ceci avec (4.6) et (4.9), on obtient facilement

n ≥ 2 |S| ≥ 2n −4
⌈n

4

⌉
+4. (4.10)

Comme
⌈n

4

⌉− 1 < n
4 , il en découle d’après (4.10) que n > n, ce qui est implossible. Cette

contradiction achève la preuve de l’assertion.

Par conséquent, il existe un sommet s ∈ S adjacent à tous les sommets de T. Rappelons

qu’un tel sommet a exactement un voisin dans V (Cn), et il a besoin de toutes les couleurs

de c dans son voisinage (sauf la sienne). Alors, au vu de (4.4), s a deux non voisins dans

S de différentes couleurs, disons j , l et qui apparaissent une seule fois dans V
(
Cn

)
, l’une

des deux est une couleur manquante dans N(s), ce qui est impossible. Cette contradiction

achève la preuve du fait.

Par conséquent, |T| = 2
⌈n

4

⌉
, et donc ,d’après (4.8), il en découle que k = n−⌈n

4

⌉
. Cela achève

la preuve du théorème.

Dans ce qui suit, nous déterminons la valeur exacte de b
(
PnPn

)
en utilisant les mêmes

étapes du Théorème 4.2.1.

Théorème 4.2.2 Soit Pn une chaîne d’ordre n ≥ 2. Alors,

b
(
PnPn

)
=

 n si n = 2,3 ;

n −⌊n+1
4

⌋
sinon.

.
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Preuve. Soit Pn une chaîne d’ordre n ≥ 2 d’ensemble de sommets V (Pn) = {u1,u2, ...,un} et

d’ensemble d’arêtes E (Pn) = ∪n−1
i=1 {ui ui+1}, et soit Pn le complémentaire de Pn d’ensemble

de sommets V
(
Pn

)
= {v1, v2, ..., vn} et d’ensemble d’arêtes E

(
Pn

)
= {

vi vi+1 : 1 ≤ i ≤ n et ui u j ∉ E (Pn)
}
.

Soit Gn = PnPn le prisme complémentaire de Pn d’ensemble de sommets V (Gn) = V (Pn)∪
V

(
Pn

)
et d’ensemble d’arêtes E (Gn) = E (Pn)∪E

(
Pn

)
∪ (∪n

i=1 {ui vi }
)
.

Tout d’abord, nous allons montrer que l’assertion est vraie pour i ∈ {2,3,4,5}. Donc, pour

n ∈ {2,3}, on peut, aisément, voir que Gn est une chaîne P4 ou C5 + e, où e est une arête

pendante incidente à un seul sommet de C5. Dans de tels cas, l’assertion est clairement

vérifiée. Pour n = 4, on a m (G4) = 4 avec un ensemble de sommets denses D = {u2,u3, v1, v4},

ce qui signifie que b (G4) ≤ 4. Montrons que b (G4) ≤ 3. Supposons au contraire que b (G4) = 4

et soit c une b-coloration de G4 avec 4 couleurs. On doit souligner ici que chaque sommet de

D est un b-sommet de c. Alors, on peut supposer, sans perte de généralité que v1, v4,u2,u3

sont colorés par 1,2,3 et 4, respectivement. Comme v1 a besoin de toutes les couleurs dans

son voisinage (à l’exception de sa propre couleur), u1 doit être coloré par la couleur 4. Mais

dans ce cas, u2 aura une couleur manquante dans son voisinage, ce qui contredit le fait

que u2 est un b-sommet de c. Donc b (G4) ≤ 3. Pour prouver l’égalité, nous donnons une b-

coloration à G4 avec 3 couleurs, comme suit. Assignons la couleur 1 à u1,u4, v3, la couleur 2

à u2, v4, et la couleur 3 à v1, v2,u3. Donc b (G4) = 3. Pour n = 5, nous avons m (G5) = 4, ce qui

signifie que b (G5) ≤ 4. Afin de prouver que b (G5) = 4 nous donnons une b-coloration de G5

en utilisant 4 couleurs comme suit. Affectons la couleur 1 à v5,u4, la couleur 2 à v1,u2,u5,

la couleur 3 à u1,u3, v2 et la couleur 4 à v3, v4. Alors, b (G5) = 4. Supposons, maintenant,

que n ≥ 6 et soit k = b (Gn). Comme dans le Théorème 4.2.1, nous allons commencer par

montrer que k ≥ n −⌊n+1
4

⌋
. Pour cela, on distingue deux cas selon la valeur de n.

Cas 1 : n 6= 4m +3 (m ≥ 1).

Dans ce cas
⌊n+1

4

⌋= ⌊n
4

⌋
. Soit B un sous-ensemble de V

(
Pn

)
, défini comme suit

B =
{

v j ∈ V
(
Pn

)
: j = 4+4m,m ∈N

}
. (4.11)

Il est clair que |B| = ⌊n
4

⌋
. Soit A = V

(
Pn

)
�B et t = |B|, donc t = n − ⌊n+1

4

⌋
. Pour prouver

que k ≥ n − ⌊n+1
4

⌋
, nous donnons une b-coloration de Gn avec t couleurs. Pour cela, nous

commençons, comme dans le Théorème 4.2.1, par colorer chaque sommet de A avec une

couleur différente, et assignons la couleur c (vi−1) à vi ∈ B. Alors, nous obtenons une colora-
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tion partielle de Gn avec t couleurs. Maintenant, nous colorons le reste des sommets de Gn

de telle sorte que chaque sommet de A sera un b-sommet de c de couleur distincte. Alors,

pour tout sommet v j ∈ A� {vn}, nous colorons son voisin u j dans V (Pn) comme suit. Si

j = 2+4m ou j = 3+4m, (m ∈N), alors nous colorons le sommet u j avec la couleur c
(
v j−1

)
et si j = 1+4m, (m ∈N), alors nous le colorons avec la couleur c

(
v j+1

)
. Dans le cas où vn ∈ A

avec n = 2+4m ou n = 3+4m, (m ∈N), nous colorons un avec la couleur c (vn−1). Notons

que si n = 1+4m, alors toutes les couleurs apparaissent dans le voisinage de vn . Il n’est pas

difficile de vérifier que cette coloration est une b-coloration partielle de Gn avec t couleurs

qui peut être facilement étendue à une b-coloration de Gn . Alors, k ≥ n −⌈n
4

⌉
.

Cas 2 : n = 4m +3 (m ≥ 1).

Dans ce cas,
⌊n+1

4

⌋ = ⌈n
4

⌉
. Soit CnCn le prisme complémentaire de Cn avec V (Cn) = V (Pn)

et V
(
Cn

)
= V

(
Pn

)
. Constatons que, dans CnCn , u1un ∈ E

(
CnCn

)
et v1vn ∉ E

(
CnCn

)
, il en

découle, donc, que Gn peut être obtenu à partir de CnCn en ajoutant l’arête v1vn et en sup-

primant l’arête u1un . En conséquence, toute b-coloration de CnCn est une b-coloration de

Gn , ce qui implique que k ≥ b
(
CnCn

)
≥ n −⌈n

4

⌉= n −⌊n+1
4

⌋
.

Alors dans chaque cas, nous avons

k ≥ n −
⌊

n +1

4

⌋
. (4.12)

Considérons une b-coloration de Gn avec k couleurs et soient S et T deux sous-ensembles

de sommets disjoints de V
(
Pn

)
définis comme dans le Théorème 4.2.1 pour Cn . Nous pro-

cédons de la même manière que dans le Théorème 4.2.1, on peut montrer que les clauses

(4.5) - (4.8) restent vraies ici. Alors, d’après (4.8) et (4.12), on obtient |T| ≤ 2
⌊n+1

4

⌋
.

Montrons que |T| = 2
⌊n+1

4

⌋
. Supposons le contraire. Puisque |T| est pair, |T| ≤ 2

⌊n+1
4

⌋− 2.

Ceci avec la second partie de (4.6) impliquent que

|S| ≥ n −2

⌊
n +1

4

⌋
+2. (4.13)

Comme dans le Théorème 4.2.1, nous montrons qu’il existe un sommet dans S ayant deux

non-voisin dans S. Supposons le contraire. En utilisant la même preuve comme celle du

Théorème 4.2.1, on peut montrer que |T| ≥ |S|. Ceci avec (4.6) et (4.13) impliquent que

n ≥ 2 |S| ≥ 2n −4

⌊
n +1

4

⌋
+4.



Chapitre 4. La b-coloration du prisme complémentaire de certains graphes
particuliers 61

Comme
⌊n+1

4

⌋ ≤ n+1
4 , alors n ≥ n + 3, ce qui est impossible. Cette contradiction achève la

preuve de l’assertion.

En suivant les mêmes arguments que dans le Théorème 4.2.1 (nous omettons les détails), on

peut montrer que S possède un sommet avec une couleur manquante dans son voisinage,

ce qui conduit à une contradiction. Cette contradiction achève la preuve du fait.

En conséquence, |T| = 2
⌊n+1

4

⌋
, et donc par la seconde partie de (4.6), on obtient k = n −⌊n+1

4

⌋
. Cela achève la preuve du théorème.

Maintenant, nous allons déterminer le nombre b-chromatique du prisme complémentaire

du graphe biparti complet Kp,q
(
p ≥ q ≥ 1

)
.

Théorème 4.2.3 Soit Kp,q un graphe biparti complet avec p ≥ q ≥ 1. Alors,

b
(
Kp,q Kp,q

)


4 si p = q = 2.

p si p ≥ q +2.

p +1 sinon.

Preuve. Il est facile de voir que l’assertion est vraie pour p = 1. Supposons que p ≥ 2, soit

Gp,q = Kp,q Kp,q
(
p ≥ q

)
le prisme complémentaire de Kp,q avec un ensemble de sommets

V
(
Gp,q

)
et ensemble d’arêtes E

(
Gp,q

)
. Commençons par une description de la structure de

Gp,q . Alors, V
(
Gp,q

)
peut être partitonné en quatre sous-ensembles disjoints X = {

x1, x2, ..., xp
}
,

Y = {
y1, y2, ..., yq

}
, Z = {

z1, z2, ..., zp
}

et T = {
t1, t2, ..., tq

}
tels que X et Y sont des stables, Z et T

sont des cliques, X∪Y induit un graphe biparti complet avec une bipartition (X,Y) et

E(Gp,q ) = E(G[X∪Y])∪E(G[Z])∪E(G[T])∪ (∪p
i=1{xi zi })∪ (∪q

i=1{yi ti }).

Soient k = b
(
Gp,q

)
et D l’ensemble des sommets denses dans Gp,q . Nous distingons trois

cas.

Cas 1 : p = q .

Si p = q = 2, alors G2,2 = C4C4 et donc, d’après le Théorème 4.2.1 b
(
C4C4

)
= 4. Supposons

que p ≥ 3, alors il immédiat de voir que D = X∪Y et m
(
Gp,p

) = p +2. Nous allons montrer

que b
(
Gp,p

) = p +1. Supposons le contraire. Alors, (4.1) implique que b
(
Gp,p

) = p +2. Soit

c une b-coloration de Gp,p utilisant p +2 couleurs. Par symétrie et sans perte de généralité,
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supposons que x1 est un b-sommet de couleur 1. Alors, il est clair que tous les sommets

de Y ∪ {z1} sont colorés différemment. Supposons que c (z1) = p + 2. Observons que, dans

chaque coloration de G[X∪Y], aucune couleur ne peut appaître à la fois dans X et Y. Par

conséquent, chaque sommet de X� {x1} est coloré avec la couleur 1 ou p+2. Ceci conduit à

une contradiction , car il n’y aura plus de b-sommet de c de couleur i ∈ {
2,3, ..., p +1

}
. Main-

tenant, nous allons montrer que k = p +1. Pour cela, il suffit de donner une b-coloration de

Gp,p avec p +1 couleurs. Nous colorons, d’abord, les sommets de X avec la couleur 1 et tous

les sommets de Y avec la couleur p+1. Ensuite, pour i ∈ {
1, ..., p

}
, colorons zi avec la couleur

i +1 et colorons ti avec la couleur i . Il est facile de voir que cela donne une b-coloration de

Gp,p avec p+1 couleurs, où Z∪{t1} sont les b-sommets de cette coloration. Il en résulte donc

que b
(
Gp,p

)= p +1. Ceci achève la preuve du Cas 1.

Observons que si p > q , alors ω
(
Gp,q

)= p et m
(
Gp,q

)= p +1. Alors, selon (4.1), nous avons

p ≤ k ≤ p +1. (4.14)

Cas 2 : p = q +1.

Nous allons montrer que k = p + 1. Pour cela, il suffit, au vue de (4.14), de donner une b-

coloration de Gp,q avec k couleurs. Nous faisons ça comme suit. Dans un premier temps,

nous colorons tous les sommets de X avec la couleur p +1, et pour i ∈ {
1,2, ..., p

}
, colorons

zi par la couleur i . Ensuite, pour i ∈ {
1, ..., q

}
, colorons yi par la couleur i + 1, et ti par la

couleur i . Il est facile de voir que cela donne une b-coloration de Gp,q avec k couleurs, où

Z∪ {x1} sont les b-sommets de cette coloration. Il en résulte donc que k = p +1.

Cas 3 : p ≥ q +2.

Montrons que k = p. Supposons le contraire. Alors, par (4.14) nous avons k = p +1. Soit c

une b-coloration de Gp,q avec k couleurs. Il est facile de voir que D = Y ∪Z. Comme Z est

une clique, alors tous ses sommets sont colorés différemment. Alors, supposons, sans perte

de généralité, que pour i ∈ {
1,2, ..., p

}
, zi est coloré avec i . Comme |Y| = q ≤ p −2 < k, alors

Z doit comporter au moins un b-sommet de c, disons sans perte de généralité z1 est un tel

sommet. Comme z1 a besoin de toutes les couleurs dans son voisinage, x1 doit être coloré

par p + 1 et donc aucun sommet de Y ∪Z est coloré par cette couleur, contradiction. Par

conséquent, k = p. Ceci achève la preuve du Théorème.
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Dans le cas spécial où G ou G est un graphe complet, le nombre b-chromatique de GG est

égale à n. Cela découle de (4.1), comme ω
(
GG

)
= m

(
GG

)
= n.

Proposition 4.2.1 Si G ou G est un graphe complet, alors b
(
GG

)
= n.

4.3 Graphes sans triangle avec b
(
GG

)
= |V (G)|

Dans cette section, nous montrons que tout graphe G d’ordre n ≥ 2, satisfait b
(
GG

)
≤ n, et

nous caractérisons les graphes sans triangle atteignant cette borne. Notons qu’un graphe

est dit sans triangle s’il ne possède pas de cycle d’ordre 3 comme sous-graphe induit.

Il est facile de voir que tout sommet de GG a pour degré au plus n, donc ∆
(
GG

)
≤ n. En

outre, GG a n sommets de degré au moins n, et il n’a pas n +1 sommets de degré au moins

n. Cela signifie que m
(
GG

)
≤ n, et donc le résultat suivant est immédiat.

Observation 4 Pour tout graphe G d’ordre n ≥ 2, b
(
GG

)
≤ n.

Lorsque G est un graphe trivial, il est clair que b
(
GG

)
= 2. Comme chaque graphe G satisfait

b (G) ≤∆ (G)+1, alors∆
(
GG

)
= max

{
∆ (G),∆

(
G

)}
+1. Il s’ensuit que b

(
GG

)
≤ max

{
∆ (G),∆

(
G

)}
+

2.

Théorème 4.3.1 Soient G un graphe sans triangle d’ordre n ≥ 2 et GG le prisme complémen-

taire de G. Alors b
(
GG

)
= n si et seulement si G ou G est isomorphe à P2, P3 ou C4.

Preuve. La condition suffisante est simple à vérifier, montrons alors la nécessité.

Comme max
{
∆ (G),∆

(
G

)}
≤ n − 1, alors n = b

(
GG

)
≤ max

{
∆ (G),∆

(
G

)}
+ 2 ≤ n + 1. Nous

distingons deux cas.

Cas 1 : max
{
∆ (G),∆

(
G

)}
= n −1.

Supposons, sans perte de généralité, que ∆ (G) ≤ ∆
(
G

)
= n − 1. Soit x un sommet de G tel

que dG (x) =∆ (G). Comme G est sans triangle, alors le sous-graphe G−x ne contient aucune

arête, ce qui signifie que G = K1,n−1. Selon le Théorème 4.2.3, b
(
GG

)
= n si et seulement si

n = 2 ou 3. D’où G ou G est isomorphe à P2 ou P3.
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Cas 2 : max
{
∆ (G),∆

(
G

)}
= n −2.

Supposons, sans perte de généralité, que ∆ (G) ≤ ∆
(
G

)
= n −2. Alors, il est clair que ni G ni

G contient un sommet isolé. Soient V (G) = {x1, ..., xn} et V
(
G

)
= {

y1, ..., yn
}
. Alors, V

(
GG

)
=

V (G)∪V
(
G

)
et E

(
GG

)
= E (G)∪E

(
G

)
∪ (∪n

i=1

{
xi yi

})
. Supposons que dG (xn) = n −2 et que

xn−1 est l’unique non-voisin de xn dans G. Soient X1 = {xn , xn−1}, X2 = V (G) − X1, Y1 ={
yn , yn−1

}
et Y2 = V

(
G

)
−Y1. Si n = 3, alors X1 = {x2, x3} et X2 = {x1}. Dans ce cas, soit x2

est un sommet isolé ou bien x1 est de degré n −1 dans G, ce qui est impossible et donc ce

cas ne peut pas se produire. Si n = 4, alors X1 = {x3, x4} et X2 = {x1, x2}, et par suite G est un

cycle C4 (x1 −x3 −x2 −x4 −x1), ou bien une chaîne P4 (x1 −x3 −x2 −x4). Rappelons que se-

lon les Théorèmes 4.2.1 et 4.2.2, b
(
C4C4

)
= 4 et b

(
P4P4

)
= 3 6= n. Donc, G ou G est isomorphe

au cycle C4. Supposons, maintenant, que n ≥ 5, et soit p le nombre de voisins de xn−1 dans

X. Alors 1 ≤ p ≤ n −2. Si p = n −2, alors G = K2,n−2. Selon le Théorème 4.2.3, b
(
GG

)
= n si

et seulement si n = 4, ce contredit le fait que n ≥ 5. Supposons, maintenant, que p ≤ n −3

et supposons sans perte de généralité que x1, ..., xp sont les voisins de xn−1 dans X. Soit D

l’ensemble des sommets denses de GG. Rappelons que |D| ≥ m
(
GG

)
≥ b

(
GG

)
= n. Si p ≥ 2,

alors D = {
xn , yp+1, ..., yn−1

}
et lorsque n = 1, D = {

xn , y2, ..., yn−2, yn−1
}
. Dans chaque cas,

nous avons |D| < n, ce qui est impossible. De ce fait, ce cas ne peut pas se produire.

Nous allons conclure ce chapitre par le problème suivant.

Problème 1 Chercher la valeur exacte du nombre b-chromatique du prisme complémentaire

de la roue et des graphes réguliers.



Chapitre 5

b-coloration des arêtes

Notre étude dans ce chapitre porte sur la b-coloration des arêtes. Nous donnons la valeur

exacte de l’indice b-chromatique de certains graphes, comme la chaîne, le cycle, la roue, la

double étoile, le graphe milieu et le graphe total d’une chaîne et d’un cycle.

Il est à noter que le contenu de ce chapitre est soumis au colloque COSI’2018 [9].

5.1 État de l’art

Le problème de coloration des arêtes d’un graphe est l’un des problèmes fondamentaux

dans la théorie des graphes. Une coloration propre d’arêtes consiste à attribuer à chaque

arête d’un graphe G = (V,E) une couleur de sorte que deux arêtes de E ayant une extrémité

commune ne reçoivent pas la même couleur. Un ensemble d’arêtes qui ne sont pas ad-

jacentes s’appelle un couplage. Puisque chaque ensemble d’arêtes colorées avec la même

couleur est un couplage, une coloration des arêtes d’un graphe est en effet une partition

de E en couplages. L’indice chromatique, noté χ′ (G), est le plus petit entier k pour lequel le

graphe G admet une coloration propre d’arêtes de G avec k couleurs. L’indice chromatique

d’un graphe G est le nombre chromatique de son graphe adjoint, autrement dit si L (G) est

le graphe adjoint de G, alors χ′ (G) = χ (L (G)).

La Figure 5.1 illustre une coloration des arêtes d’un graphe avec six couleurs.
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FIGURE 5.1 – Un graphe avec χ′(G) = 6.

Historiquement, le problème de la coloration des arêtes a été posé en relation avec la conjec-

ture des quatre couleurs, en 1880. Le premier article traitant le problème de la coloration

des arêtes a été écrit par Tait en 1889, où il a prouvé que le problème des quatre couleurs est

équivalent au problème de coloration des arêtes des graphes planaires cubiques avec trois

couleurs [81].

Vizing [80] a montré que la coloration des arêtes d’un graphe G peut s’effectuer à l’aide d’au

plus ∆ (G)+1 couleurs. Et, donc

∆ (G) ≤ χ′ (G) ≤∆ (G)+1.

Si χ′ (G) =∆ (G), alors G est dit de classe 1, sinon il est dit de classe 2. Un problème de classifi-

cation est un problème de décider si un graphe est de la classe 1 ou de la classe 2. Du point

de vue de la compléxité, Holyer [51] a prouvé que le problème de décision correspondant à

l’appartenance d’un graphe simple à l’une des deux classes est NP-complet.

Il est assez naturel de refléchir à la version arête de la b-coloration d’un graphe. C’est ce que

nous allons présenter dans la suite.

Définition 5.1.1 Une b-coloration des arêtes d’un graphe G est une coloration propre des

arêtes de G de telle sorte que chaque classe de couleur possède au moins une arête adjacente à
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au moins une arête dans chacune des autres classes de couleur. Une telle arête est dite b-arête.

L’indice b-chromatique, noté b′ (G), est le nombre maximum de couleurs pour lequel G admet

une b-coloration d’arêtes avec b′ (G) couleurs.

Soit e = uv une arête d’un graphe G = (V,E). Si dG (u) = dG (v) = ∆ (G), alors il facile de voir

que l’arête e peut avoir au plus 2∆ (G)−2 couleurs dans son voisinage (∆ (G)−1 de chaque

extrémité u et v). De plus, il évident que e peut prendre une couleur différente de celles qui

apparaîssent dans son voisinage. D’où, il est immédiat de voir que 2∆ (G)−1 est une borne

supérieure de b′ (G).

Pour un graphe G, le paramètre m′(G) est défini comme le plus grand entier m′ tel que G a

au moins m′ arêtes de degré au moins m′(G)−1. Cela signifie que m′(G) est un majorant de

b′(G). En effet, pour que G admette une b-coloration avec k couleurs, il doit avoir nécessai-

rement au moins k arêtes de degré au moins k −1. D’où b′ (G) ≤ m′ (G). Une arête de degré

au moins m′ (G)−1 est dite arête dense.

En outre, toute coloration propre d’arêtes d’un graphe G utilisant χ′ (G) couleurs est une

b-coloration d’arêtes de G. Donc,

∆ (G) ≤ χ′ (G) ≤ b′ (G) ≤ m′ (G) ≤ 2∆ (G)−1. (5.1)

Dans [70], Lima et al. ont prouvé que le problème de décider si m′ (G) = b′ (G) est NP-

complet. Tandis que Jakovac et Peterin [59] ont prouvé que le problème est résoluble en

temps polynomial dans le cas d’un arbre. En effet, ils ont montré que l’indice b-chromatique

d’un arbre est égal à m′ (T) ou bien à m′ (T)−1. En revanche, Silva a trouvé un contre exemple,

où la valeur de m′ (T) − b′ (T) peut être large [78]. Également, dans [21], Campos et Silva

ont montré que cette différence peut être arbitrairement large dans le cas des graphes en

blocs sans griffe qui sont des graphes de ligne des arbres. Cependant, pour certaines classes

d’arbres la différence entre m′ (G) et b′ (G) peut prendre des petites valeurs.

Dans [70], les auteurs ont parvenu à établir le résultat suivant.

Théorème 5.1.1 [70] Soit G un graphe adjoint d’une chenille. Alors, b (G) est égal à m (G) ou

à m (G)−1. De plus, la valeur de b (G) peut être déterminée en temps polynomial.
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Également, les mêmes auteurs de [70] ont montré que si G est un graphe adjoint d’une che-

nille, alors une b-coloration des sommets de G avec m (G)− 1 couleurs existe et peut être

trouvé en temps polynomial.

Jakovac et Peterin ont établi le résultat suivant.

Théorème 5.1.2 [59] Soit G un graphe cubique et connexe. Alors b′ (G) = 5 si et seulement si

G n’est pas l’un des graphes suivant : K4, K3�K2, K3,3, ou Q3. En outre, b′ (K4) = b′ (K3,3
)= 3 et

b′ (K3�K2) = b′ (Q3) = 4.

Les mêmes auteurs ont montré que b′ (Kn) < m′ (Kn) pour tout n ≥ 4 et b′ (Kp,q
)= m′ (Kp,q

)
pour q ≥ p ≥ 3 [59]. Dans le même papier, ils ont prouvé aussi que si G est un graphe 3-

régulier contenant un cycle C5 ou bien une chaîne P6 comme un sous-graphe induit, alors

b′ (G) = 5.

Le résultat suivant a été établi par Jakovac et Peterin.

Théorème 5.1.3 [59] Si G est un graphe d-arête régulier avec un degré minimum δ(G) ≥ 4 et

b′(G) = d +1, alors au plus deux arêtes de tout cycle d’ordre 4 de G et au plus deux arêtes de

tout triangle de G qui peuvent être des b-arêtes dans une b-coloration d’arêtes de G avec d +1

couleurs.

Un autre papier s’intéressant à l’indice b-chromatique d’un graphe a été écrit par Koch et

Peterin [66], où ils ont donné des bornes pour ce paramètre dans le cas du produit direct de

deux graphes et ils ont fournis des résultats généraux pour de nombreux produits directs de

graphes réguliers. Ainsi, ils ont introduit un modèle de programmation linéaire associé au

problème de la b-coloration des arêtes, où il est utilisé pour calculer des valeurs exactes de

l’indice b-chromatique du produit direct de certaines classes de graphes spéciaux comme

le produit direct de deux chaînes et de deux cycles.

Notons que, dans la suite de ce chapitre, toutes les arêtes dessinées en lignes pointillées

représentent les b-arêtes.
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5.2 L’indice b-chromatique de certains graphes classiques

Dans cette section, nous déterminons la valeur exacte de l’indice b-chromatique dans le cas

d’un cycle et d’une chaîne.

Théorème 5.2.1 Soit Pn une chaîne à n sommets. Alors,

b′ (Pn) =


1 si n = 2 ;

2 si n ∈ {3,4,5} ;

3 si n ≥ 6.

Preuve. Il est facile de vérifier que le graphe adjoint d’une chaîne d’ordre n est une chaîne

d’ordre (n −1). Ainsi, vu que b′ (Pn) = b (L (Pn)) = b (Pn−1), il s’ensuit alors que b′ (P2) =
b (P1) = 1, b′ (Pn) = b (Pn−1) = 2 pour n ∈ {3,4,5}, et b′ (Pn) = b (Pn−1) = 3 pour n ≥ 6.

Théorème 5.2.2 Soit Cn un cycle d’ordre n. Alors,

b′ (Cn) =
 2 si n = 4 ;

3 si n = 3 ou n ≥ 5.

Preuve. Puisque le graphe adjoint de Cn est un cycle à n sommets, alors b′ (Cn) = b (Cn) . De

ce fait b′ (Cn) = 2 si n = 4 et b′ (Cn) = 3 sinon.

Maintenant, nous allons déterminer la valeur exacte de l’indice b-chromatique de la roue

Wn (Wn = Cn ∨K1).

Théorème 5.2.3 Soit Wn une roue d’ordre n +1 ≥ 5. Alors,

b′ (Wn) =
 5 si n = 4 ;

n si n ≥ 5.

Preuve. Pour n = 4, il est facile de vérifier que m′ (Wn) = 5. En utilisant (5.1), on constate que

b′ (Wn) ≤ 5, et l’égalité est obtenue en exhibant une b-coloration d’arêtes de W4 utilisant 5

couleurs (Voir Figure 5.2).
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FIGURE 5.2 – Une b-coloration des arêtes de W4 avec 5 couleurs.

Pour n ≥ 5, on a m′ (Wn) =∆ (Wn) = n ; par conséquent (5.1) donne b′ (Wn) = n.

Théorème 5.2.4 Soit Sl ,k une double étoile avec l ≥ k ≥ 1. Alors b′ (Sl ,k
)= l +1.

Preuve. Le résultat est immédiat d’après (5.1) puisque m′ (Sl ,k
)=∆(

Sl ,k
)= l +1.

5.3 L’indice b-chromatique du graphe milieu et total d’une

chaîne et d’un cycle

Dans cette section, nous donnons les valeurs exactes de l’indice b-chromatiques du graphe

milieu et du graphe total d’une chaîne Pn et d’un cycle Cn .

Dans un premier lieu, nous définissons le graphe milieu et le graphe total d’un graphe.

Définition 5.3.1 (Hamada et Yoshimura)[44] Soit G = (V,E) un graphe simple. Le graphe mi-

lieu de G, noté M(G) est défini comme suit : L’ensemble des sommets de M(G) est V(G) ∪ E(G),

et deux sommets x, y de M(G) sont adjacents si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

— x, y ∈ E(G) et x est adjacent à y dans G.

— x ∈ V(G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.

Définition 5.3.2 (Behzad)[5] Le graphe total d’un graphe G = (V,E), noté T(G), est défini

comme suit. L’ensemble des sommets de T(G) est V(G) ∪ E(G), et deux sommets x, y de T(G)

sont adjacents si l’une des conditions suivantes est vérifiée :

— x, y ∈ V(G) et x, y sont adjacents dans G.
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— x, y ∈ E(G) et x est adjacent à y dans G.

— x ∈ V(G), y ∈ E(G) et x est incident à y dans G.

Exemples

v1 v2 v3 v4

e1 e2 e3

P4

v1 v2 v3 v4

e1 e2 e3

M(P4)

v1 v2 v3 v4

e1 e2 e3

T(P4)

FIGURE 5.3 – Exemple d’un graphe milieu et d’un graphe total d’une chaîne.

Théorème 5.3.1 Soit Pn une chaîne d’ordre n. Alors,

i ) b′ (M(Pn)) =



n si n ∈ {2,3,4} ;

5 si n ∈ {5,6,7} ;

6 si n ∈ {8,9,10} ;

7 si n ≥ 11.

, i i ) b′ (T (Pn)) =



3 si n = 2 ;

4 si n = 3 ;

5 si n =4 ;

6 si n = 5 ;

6 ou 7si n ∈ {6,7} ;

7 si n ≥ 8.

.

Preuve. Posons V (Pn) = {v1, ..., vn} et E (Pn) = {e1, ...,en−1} tel que e j = v j v j+1 pour tout

j , 1 ≤ j ≤ n − 1. Soit M(Pn) (resp., T(Pn)) le graphe milieu (resp., total) de Pn d’ensemble

de sommets V (M(Pn)) = V (Pn)∪E (Pn) (resp., V (T(Pn)) = V (M(Pn)) et d’ensemble d’arêtes

E(M(Pn)) = {ei ei+1,e j v j ,e j v j+1 : 1 ≤ i ≤ n −2 et 1 ≤ j ≤ n −1} (resp., E(T(Pn)) = E(M(Pn))∪
{v j v j+1 : 1 ≤ j ≤ n − 1}). i ) Soit c une b-coloration d’arêtes de M(Pn) (resp., T(Pn)) avec k

couleurs.

Pour n = 2, il est facile de voir que M(P2) est isomorphe à P3, donc d’après le Théorème 5.2.1

b′ (M(P2)) = 2.

Pour n ∈ {3,4}, il n’est pas difficile de voir que m′ (M(Pn)) = n et que ∆ (M(Pn)) = n. Donc,

d’après (5.1), il en résulte que b′ (M(Pn)) = n.

Les trois graphes illustrés dans la Figure 5.4 montrent que b′ (M(Pn)) ≥ 5 pour n ∈ {5,6,7}. Vu

que m′ (M(Pn)) = 5, alors b′ (M(Pn)) = 5.
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b′(M(P5)) ≥ 5
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b′(M(P6)) ≥ 5
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2 1 2

b′(M(P7)) ≥ 5

FIGURE 5.4 – Une b-coloration des arêtes de M(Pn) pour n ∈ {5,6,7}.

Pour n ∈ {8,9,10}. Montrons que b′ (M(Pn)) ≥ 6. Pour cela, il suffit de donner une b-coloration

d’arêtes de M(Pn) avec 6 couleurs (Voir Figure 5.5). De plus, il est facile de voir que m′ (M(Pn)) =
6, alors b′ (M(Pn)) = 6.

1 2 3 4 5 6

3 4 5 6 4 5 1 6 2 1 3 1 2 4

b′(M(P8)) ≥ 6

1 2 3 4 5 6 1

3 4 5 6 4 5 1 6 2 1 3 1 2 4 3 2

b′(M(P9)) ≥ 6

1 2 3 4 5 6 1 5

3 4 5 6 4 5 1 6 2 1 3 1 2 4 3 2 4 1

b′(M(P10)) ≥ 6

FIGURE 5.5 – Une b-coloration des arêtes de M(Pn) pour n ∈ {8,9,10}.

Pour n ≥ 11. Il est facile de voir que m′ (M(P11)) = 7, alors (5.1) implique que b′ (M(P11)) ≤
7. D’autre part, la Figure 5.6 présente une b-coloration des arêtes de M(P11) avec 7 cou-

leurs. Par conséquent, b′ (M(P11) = 7. Soit H = M(P11) un sous-graphe de M(Pn) pour n ≥ 12

et considérons une b-coloration c d’arêtes de H avec 7 couleurs (coloration partielle de
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M(Pn)). Comme pour n ≥ 11, le degré maximum des arêtes est 2∆(G)−2 = 6 et M(Pn) ad-

met une b-coloration des arêtes avec 2∆(M(Pn))−1 couleurs, alors c peut s’étendre à M(Pn).

Donc, b′ (M(Pn)) = 7.

3 1 2 3 4 5 6 7 1

5 2 7 5 6 4 5 7 6 1 7 2 1 3 2 4 5 3 2 3

FIGURE 5.6 – Une b-coloration des arêtes de M(P11).

i i ) Pour n = 2, T(P2) est isomorphe à C3, et donc d’après le Théorème 5.2.2, b′ (T(P2)) = 3.

Pour n = 3, on a m′ (T(P3)) =∆ (T(P3)) = 4, et d’après (5.1), on obtient b′ (T(P3)) = 4.

1

3 2 3 4

4 1

FIGURE 5.7 – Une b-coloration des arêtes de T(P3).

Pour n = 4, montrons d’abord que b′ (T(P4)) ≥ 5. Pour cela, il suffit de donner une b-coloration

d’arêtes de T(P4) avec 5 couleurs (Voir Figure 5.8). Il reste de montrer que b′ (T(Pn)) ≤ 5. Sup-

posons au contraire que b′ (T(P4)) ≥ 6. Vu que m′ (T(P4)) = 6, alors (5.1) donne b′ (T(P4)) =
6. Comme T(P4) comporte 7 arêtes denses parmi |E (T(P4))| = 11 arêtes, alors il existe au

moins une classe de couleur qui possède exactement une seule arête, disons e. Ceci signifie

que e est une b-arête de couleur non répétée. Donc, toutes les autres b-arêtes, de couleur

différentes à celle de e, sont adjacentes à e. Montrons que e ∈ {e2v2,e2v3}. Supposons le

contraire. Alors, soit e = v2v3 ou bien e ∈ {e1v2,e3v3,e1e2,e2e3}. Si e = v2v3 ou {e1e2,e2e3}

(resp., e ∈ {e1v2,e2v3}), alors il existe deux (resp., trois) arêtes denses non adjacentes à e.

Comme b′ (T(P4)) = 6, alors au moins l’une de ces arêtes est une b-arête, ce qui contredit

le fait que toutes les b-arêtes sont adjacentes à e. Par conséquent, e ∈ {e2v2,e2v3}. Par sy-

métrie et sans perte de généralité, supposons que e = e2v2 est une b-arête de couleur 1 et

c (e1v2) = 2, c (e1e2) = 3, c (e2e3) = 4, c (e2v3) = 5 et c (v2v3) = 6. Vu que les arêtes denses ad-

jacentes à e sont des b-arêtes, alors e1v2 et e1e2 sont des b-arêtes de couleurs 2 et 3 respec-

tivement. Alors, les arêtes e1v1 et v1v2 peuvent prendre les couleurs 4 et 5 respectivement,
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mais dans ce cas e1e2 aura une couleur manquante dans son voisinage, contradiction. En

conséquence, b′ (T(P4)) = 5.

v1 v2 v3 v4

e1 e2 e31 2

2 5 3 4 5
3

4 1 2

FIGURE 5.8 – Une b-coloration des arêtes de T(P4).

Pour n = 5, la Figure 5.9 présente une b-coloration d’arêtes de T(P5) avec 6 couleurs. De ce

fait b′ (T(P5)) ≥ 6.

5 1 6

1 3 4 2 3 5 2 4

2 6 4 1

FIGURE 5.9 – Une b-coloration des arêtes de T(P5) avec 6 couleurs.

Il reste de prouver que b′(T(P5)) ≤ 6. Il est facile de voir que m′ (T(P5)) = 7, car T(P5) a exac-

tement 7 arêtes de degré 6, mais il n’a pas 8 arêtes de degré 7. Puisque T(P5) possède une

b-coloration d’arêtes avec 6 couleurs, alors 6 ≤ b′(T(P5)) ≤ 7. Supposons que b′(T(P5)) = 7.

Alors, dans ce cas T(P5) possède exactement 7 b-arêtes. Ces arêtes (dessinées en gras dans

la Figure 5.10) sont colorées différemment.

v1 v2 v3 v4 v5

e1 e2 e3 e45

1 2 3 4

6 7

FIGURE 5.10 – Une b-coloration des arêtes de T(P5).

L’arête v3v4 doit avoir dans son voisinage la couleur 5, mais dans ce cas l’art̂e e3v4 aura dans

son voisinage deux arêtes colorées avec la même couleir 5, donc l’arête e3v4 ne peut pas être

une b-arête, contradiction. D’où, b′(T(P5)) = 7.

Pour n ∈ {6,7}, la Figure 5.11 présente une b-coloration d’arêtes de T(Pn) avec 6 couleurs.

De ce fait b′ (T(P7)) ≥ 6.



Chapitre 5. b-coloration des arêtes 75

5 1 6

1 3 4 2 3 5 2 4

2 6 4 1 2

1

3

5

b′(T(P6)) ≥ 6

5 1 6

1 3 4 2 3 5 2 4

2 6 4 1 2

1

3

5

2

3

45

b′(T(P7)) ≥ 6

FIGURE 5.11 – Une b-coloration des arêtes de T(Pn) avec 6 couleurs pour n ∈ {6,7}.

Pour n = 8, on a m′ (T(P8)) = 7, et d’après (5.1), on constate que b′ (T(P8)) ≤ 7. D’autre part, la

Figure 5.12 présente une b-coloration des arêtes de T(P8) avec 7 couleurs. Par conséquent,

b′ (T(P8) = 7. Supposons maintenant que n ≥ 9 et soit H = T(P8) un sous-graphe de T(Pn).

Considérons une b-coloration c des arêtes de H avec 7 couleurs (coloration partielle de

T(Pn)). Comme le degré maximum des arêtes de T(Pn) est 2∆(T(Pn))− 2 = 6, alors c peut

s’étendre à T(Pn) avec 7 couleurs. D’où, b′ (T(Pn)) = 7.

3 1 4 6 5 2

2 6 5 4 7 6 5 1 7 2 6 1 3 4

3 1 2 3 4 5 7

FIGURE 5.12 – Une b-coloration des arêtes de T(P8).

Théorème 5.3.2 Soit Cn un cycle d’ordre n. Alors,

i ) b′ (M(Cn)) =


5 si n ∈ {3,4,5} ;

6 si n = 6;

7 si n ≥ 7.

, i i ) b′ (T (Cn)) =
 6 si n ∈ {3,4} ;

7 si n ≥ 5.
.

Preuve. Posons V (Cn) = {v1, ..., vn} et E (Cn) = {e1, ...,en} tel que e j = v j v j+1 pour tout j , ≤ j ≤
n −1. Soit M(Cn) (resp., T(Cn)) le graphe milieu (resp., total) de Cn d’ensemble de sommets

V (M(Cn)) = V (Cn)∪E (Cn) (resp., V (T(Cn)) = V (M(Cn)) et d’ensemble d’arêtes E(M(Cn)) =
{ei ei+1,ei vi ,ei vi+1 : 1 ≤ i ≤ n−1}∪{e1en ,en v1} (resp., E(T(Cn)) = E(M(Cn))∪{vi vi+1 : 1 ≤ j ≤
n −1}∪ {v1vn}).

i ) Soit c une b-coloration d’arêtes de M(Cn) (resp., T(Cn)) avec k couleurs.
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Pour n ∈ {3,4,5}. Pour montrer que b′ (M(Cn)) ≥ 5, il suffit de donner une b-coloration d’arêtes

de M(Cn) en utilisant 5 couleurs (Voir Figure 5.13). Il reste à montrer que b′ (M(Cn)) ≤ 5. En

effet, vu que m′ (M(Cn)) = 5, (5.1) donne b′ (M(Cn)) ≤ 5, et par conséquent b′ (M(Cn)) = 5.

5 3

5

42
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FIGURE 5.13 – Une b-coloration des arêtes avec 5 couleurs de M(Cn) pour n ∈ {3,4,5}.

Pour n = 6, en exhibant une b-coloration d’arêtes de M(Cn) avec 6 couleurs (Voir Figure

5.14), on constate que b′ (M(Cn)) ≥ 6. D’autre part, puisque m′ (M(Cn)) = 6, on conclut que

b′ (M(Cn)) = 6.
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FIGURE 5.14 – Une b-coloration des arêtes de M(C6).

Pour n ∈ {7,8}. Pour prouver que b′ (M(Cn)) ≥ 7, nous donnons une b-coloration d’arêtes de

M(Cn) avec 7 couleurs (Voir Figure 5.15 pour n ∈ {7,8}).
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b′(M(C7)) ≥ 6
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FIGURE 5.15 – Une b-coloration des arêtes de M(Cn) pour n ∈ {7,8}.

Pour n ≥ 9, on commence d’abord par une coloration partielle d’arêtes de M(Cn) avec 7

couleurs ensuite on étend cette coloration à toutes les arêtes de M(Cn) ; cette extension est

possible puisque le degré maximum des arêtes de M(Cn) est égal à 6. Pour cela, considérons

le sous-graphe H de M(Cn) engendré par l’ensemble A = {ei , v j : 1 ≤ i ≤ 8, 1 ≤ j ≤ 9}. Nous

colorons les arêtes de H comme suit. On affecte la couleur i aux arêtes ei ei+1 pour tout i ∈
{1,2,3,4,5,6,7}, et les autres arêtes sont colorées comme suit. c (e4v4) = c (e6v6) = c (e8v8) =
1, c (e5v5) = c (e7v8) = c (v1en) = 2, c (e1en) = c (e6v7) = c (e8v9) = 3, c (e2v3) = c (e7v7) = 4,

c (e1v2) = c (e3v3) = c (e8e9) = 5, c (e2v2) = c (e4v5) = 6, c (e1v1) = c (e3v4) = c (e5v6) = 7. No-

tons que les b-arêtes de c sont {ei ei+1 : i ∈ {1,2,3,4,5,6,7}}. En conséquence, b′ (M(Cn)) ≥ 7.

Vu que m′ (M(Cn)) = 7, alors b′ (M(Cn)) = 7.

i i ) Pour n = 3, la Figure 5.16 présente une b-coloration d’arêtes de T(C3) avec 6 couleurs.

Alors, b′ (T(Cn)) ≥ 6.

1

23

5 4

6

54

6 3

1

2

FIGURE 5.16 – b-coloration d’arêtes de T(C3) avec 6 couleurs.

Montrons maintenant que b′ (T(C3)) ≤ 6. Supposons, au contraire, que pour b′ (T(C3)) ≥ 7.

Comme m′ (T(C3)) = 7, alors d’après (5.1), on a b′ (T(C3)) = 7. Soit c une b-coloration de



Chapitre 5. b-coloration des arêtes 78

T(C3) avec 7 couleurs, et soit Ci une classe de couleur i , pour i ∈ {1,2,3,4,5,6,7}. Puisque

T(C3) possède 12 arêtes, alors il existe au moins deux classes de couleur, disons C1 de cou-

leur 1 et C2 de couleur 2, telles que |C1| = |C2| = 1. Clairement les arêtes de C1 et de C2 sont

des b-arêtes de couleurs non répétées 1 et 2 respectivement, donc elle sont adjacentes. De

plus, toutes les autres b-arêtes de couleurs 3,4,5,6 et 7 sont adjacentes à ses deux arêtes. Par

conséquent, les 7 b-arêtes de couleurs distinctes ont une extrémité commune de degré 7,

contradiction car ∆(T(C3)) = 4. Alors, b′ (T(C3)) = 6.

Pour n = 4, la Figure 5.17 présente une b-coloration d’arêtes de T(C4) avec 6 couleurs. Par

concéquent, b′ (T(C4)) ≥ 6.
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FIGURE 5.17 – b-coloration d’arêtes de T(C4) avec 6 couleurs.

D’autre part, il est clair que b′ (T(C4)) ≤ m′ (T(C4)) = 7. Nous allons montrer que b′ (T(C4)) =
6. Supposons au contraire que b′ (T(C4)) = 7. De ce fait, puisque T(C4) est un graphe 6-arête-

régulier, alors

toutes les arêtes adjacentes à une b-arête sont colorées différemment. (5.2)

Soit c une b-coloration des arêtes de T(C4) avec 7 couleurs. Alors c partitionne l’ensemble

des arêtes de T(C4) en couplages où chaque couplage est une classe de couleur. On peut

voir facilement que chaque classe de couleur (couplage) contient au moins deux arêtes car

sinon on aura une b-arête qui contient dans son voisinage deux arêtes colorées avec a même

couleur, ce qui contredit (5.2). Vu que β(T(C4)) = 4 (couplage maximum de T(C4)), alors

toute classe contient au plus 4 arêtes. De ce fait, puisque le nombre des arêtes de T(C4) est

égal à 16, alors il y a au moins 5 classes de couleur qui contiennent exactement 2 arêtes.

Soit ni le nombre des arêtes de couleur i pour i ∈ {1,2,3,4,5,6,7}. Il y a deux cas qui se

présentent. Sans perte de généralité, soit n1 = 4 et ni = 2 pour i ∈ {2,3,4,5,6,7} ou bien
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n1 = n2 = 3 et ni = 2 pour i ∈ {3,4,5,6,7}. Dans le premier cas, toute arête de couleur j va être

adjacente à deux arêtes de même couleur i 6= j . Dans ce cas, c ne peut pas avoir des b-arêtes

de couleur j en vertu de (5.2), contradiction. D’où le premier cas est à éliminer. Il ne reste

que le deuxième cas. Posons V(T(C4)) = {a,b,c,d ,e, f , g ,h} et soient C1 et C2 deux classes de

couleurs 1 et 2 respectivement telles que C1 = {A1, A′
1, A′′

1} C2 = {A2, A′
2, A′′

2}. Supposons que

A1 et A2 sont des b-arêtes.

Cas 1 : A1 est adjacente à A2.

Sans perte de généralité, posons A1 = ab et A2 = bc. Alors (5.2) implique qu’aucune arête de

C2�A2 est adjacente à A1 et aucune arêtes de C1�A1 est adjacente à A2. Soit H = (V′,E′) un

sous-graphe partiel de T(C4) tel que V′ = V(T(C4))�{a,b,c} et E′ = {A′
1, A′′

1, A′
2, A′′

2}. Puisque

|V(T(C4))| = 8, alors il est facile de voir que H est une chaîne alternée ou bien un cycle alterné

de couleurs 1 et 2.

Si H = P5, alors sans perte de généralité, supposons que A′
1 = de, A′

2 = e f , A′′
1 = f g et A′′

2 = g h

(Voir Figure 5.18). Dans ce cas, (5.2) implique que les arêtes qui peuvent être des b-arêtes

de c sont ac, cd , dh et ah (les arêtes candidates sont dessinées en gras dans la Figure 5.18).

Par conséquent, il n’existe pas une b-arête pour la septième couleur de c, ce qui contredit le

fait que b′ (T(C4)) = 7.

a

b

c

d
e f g

h

A1 A2

A′
1 A′

2 A′′
1

A′′
2

FIGURE 5.18 – b-coloration d’arêtes de T(C4) avec 7 couleurs.

Si H = C4, alors sans perte de généralité, supposons que A′
1 = de, A′

2 = e f , A′′
1 = f g et A′′

2 =
g d . Dans ce cas, les seules arêtes candidates d’être des b-arêtes de c sont ac et les quatre

arêtes incidentes au sommet h. Les sommets a, b et c induisent un triangle, et comme A1 =
ab et A2 = bc sont des b-arêtes, alors le Théorème 5.1.3 implique que ac ne peut pas être

une b-arête. Alors, il n’existe que les quatre arêtes incidentes à h qui peuvent être des b-

arêtes (les arêtes candidates sont dessinées en gras dans la Figure 5.19). Par conséquent, il

n’existe pas une b-arête pour la septième couleur de c, contradiction.
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FIGURE 5.19 – b-coloration d’arêtes de T(C4) avec 7 couleurs.

Cas 2 : A1 n’est pas adjacente à A2.

Comme A1 et A2 sont deux b-arêtes de couleurs 1 et 2, alors chacune d’elles a besoin de la

couleur de l’autre, alors sans perte de généralité supposons que A1 est adjacente à A′
2 et A2

est adjacente à A′
1. On distingue deux sous-cas selon l’adjacence entre les arêtes A′′

1 et A′′
2.

Cas 2.1 : Si A′′
1 n’est pas adjacent à A′′

2.

Comme |V(T(C4))| = 8, alors il est clair que l’arête A′′
1 est adjacente à A′

2 et l’arête A′′
2 est adja-

cente à A′
1. Dans ce cas, (5.2) implique qu’il n’existe que quatre arêtes qui peuvent être des

b-arêtes de c (Voir Figure 5.20 les arêtes sont dessinées en gras). Par conséquent, il n’existe

pas une b-arête pour la septième couleur de c, ce qui contredit le fait que b′ (T(C4)) = 7.
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h

A1

A′
2

A′′
1

A2

A′
1

A′′
2

FIGURE 5.20 – b-coloration d’arêtes de T(C4) avec 7 couleurs.

Cas 2.2 : Si A′′
1 est adjacente à A′′

2.

Si les arêtes A′′
1 et A′′

2 ne sont pas adjacentes à A′
2 et A′

1 respectivement, alors (5.2) implique

qu’il n’existe que quatre arêtes qui peuvent être des b-arêtes de c (Voir Figure 5.21 où les

arêtes candidates sont dessinées en gras). Il en résulte donc qu’il n’existe pas une b-arête
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pour la septième couleur de c, contradiction avec le fait que b′(T(C4)) = 7.

A1

A′
2

A′
1

A′′
2

A′′
1

A2

FIGURE 5.21 – b-coloration d’arêtes de T(C4) avec 7 couleurs.

Supposons maintenant et sans perte de généralité que A′′
1 est adjacente à A′

2 et A′′
2 n’est pas

adjacente à A′
1. Alors, (5.2) implique qu’il n’existe que quatre arêtes qui peuvent être des

b-arêtes de c (Voir Figure 5.22 les arêtes sont dessinées en gras). Alors il n’existe pas une

b-arête pour la septième couleur de c, ce qui contredit le fait que b′(T(C4)) = 7.

A1

A′
2

A′′
1

A2

A′
1

A′′
2

FIGURE 5.22 – b-coloration d’arêtes de T(C4) avec 7 couleurs.

Supposons maintenant et sans perte de généralité que A′′
1 est adjacente à A′

2 et A′′
2 est adja-

cente à A′
1 et que A1 = ab, A′

2 = bc, A′′
1 = cd , A′′

2 = de, A′
1 = e f et A2 = f g . Puisque |V(T(C4))| =

8, alors h n’est incident à aucune arêtes de C1 ∪C2. Donc, (5.2) implique qu’il existe cinq

arêtes qui peuvent être des b-arêtes de c tel que le sommet h est incident à quatre parmi

elles et l’autre arête c’est ag . Sans perte de généralité, supposons que l’arête ag est une b-

arête de couleur 3. Comme n3 = 2 et dT(C4)(h) = 4, alors la couleur 3 n’apparait pas dans

le voisinage de toutes les arêtes incidentes à h, contradiction car ces dernières sont des b-

arêtes.

Dans chaque cas, nous avons obtenu une contradiction, donc b′(T(C4)) = 6.
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Pour n ≥ 5. Afin de prouver que b′ (T(Cn)) ≥ 7, nous donnons une b-coloration de T(Cn) avec

7 couleurs.

Pour n ∈ {5,6}, voir Figure 5.23.
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b′(T(C6)) ≥ 7

FIGURE 5.23 – Une b-coloration des arêtes de T(C5) et T(C6).

Pour n ≥ 7, on a V(M(Cn)) = V(T(Cn)) et T(Cn) peut être obtenu à partir de M(Cn) en ajoutant

les arêtes ∪n−1
i=1 {vi vi+1}∪ {v1vn}. Soit π une b-coloration d’arêtes de M(Cn) avec 7 couleurs.

Clairement π est une coloration partielle de T(Cn). Puisque le degré maximum de T(Cn) est

égal à 6, alors on peut étendre π aux autres arêtes de T(Cn). D’où b′ (T(Cn)) ≥ 7. Sachant que

m′ (T(Cn)) = 7, on conclut que b′ (T(Cn)) ≤ 7, et par conséquent, b′ (T(Cn)) = 7.



Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés en particulier à la b-coloration dans les

graphes.

Nous avons structuré notre travail en deux parties. Dans la première partie, nous nous

sommes intéressés à la b-coloration des sommets d’un graphe. Dans un premier temps,

nous avons caractérisé la famille des graphes dite arête b-critiques, c’est-à-dire les graphes

dont la suppression d’une arête quelconque fait diminuer leur nombre b-chromatique. En-

suite, nous avons caractérisé la famille des arbres dite be -critiques, c’est-à-dire les arbres

dont la contraction d’une arête quelconque fait diminuer leur nombre b-chromatique. En-

fin, nous avons déterminé la valeur exacte du nombre b-chromatique du prisme complé-

mentaire de certains graphes particuliers comme celui du cycle, de la chaîne et du graphe

biparti complet. En outre, nous avons montrer que tout graphe G = (V,E) satisfait b(GG)6

|V(G)|, et nous avons caractérisé les graphes sans triangules pour lesquels cette borne est at-

teinte. Dans la deuxième partie, nous nous sommes focalisés sur la b-coloration des arêtes

d’un graphe. Dans cette partie, nous avons déterminé la valeur exacte de l’indice b-chromatique

de certains graphes comme la chaîne, le cycle, la roue, double étoile, et le graphe milieu et

le graphe total d’une chaîne et d’un cycle.

Nos différents travaux de recherche dans cette thèse, que ce soit la b-coloration des

sommets ou bien la b-coloration des arêtes, nous ont amené à envisager de nombreuses

perspectives de recherche qui nous semblent intéressantes pour chaque type de problème

étudié. Nous citons quelques unes de ces perspectives dans ce qui suit. Concernant les

arbres be -critiques, il serait intéressant de poursuivre l’étude de ce problème sur d’autres

classes de graphes. En ce qui concerne l’indice b-chromatique, il serait intéressant aussi de

déterminer la valeur exacte ou bien des bornes de ce paramètre pour d’autres graphes no-

tamment le graphe milieu et le graphe total d’une étoile et d’un graphe complet, etc. Aussi, il
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est intéressant d’étudier les graphes critique par rapport l’indice b-chromatique en utilisant

l’une des opérations sur les sommets ou les arêtes que nous les avons défini dans le premier

chapitre.
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