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Résumé

Dans ce mémoire, on étudiera quelque problèmes elliptiques avec un terme d’ordre zéro

et un potentiel de Hardy.

Mots-clés : Problèmes elliptiques, potentiel de Hardy, régularité, solutions faibles, so-

lutions au sens des distributions.
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Abstract

In this memoir, we will study an elliptic problem with the zero-order term involving a

Hardy potential.

Key word : Elliptic problems, Hardy potential, regularity, weak solutions, distributional

solutions.
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Notation

RN : espace ecludien de dimension N ,N un nombre naturel non nul.

Ω : un ouvert borné de RN .

∂Ω : frontière topologique de Ω.

x = (x1, · · · , xN) : point générique de RN .

dx = dx1dx2 · · · dxN : mesure de Lebesgue sur Ω.

div =
N∑
i=1

∂
∂xi

: la divergence.

∆f =
N∑
i=1

∂2f
∂x2i

: le laplacien.

⇀ : la convergence faible .

p.p. : presque partout.

V : un espace de Banach.

H : un espace de Hilbert.

V ′ : le dual topologique de V .

〈., .〉V ′×V : le crochet de dualité entre l’espace V et son dual topologique V ′.

‖.‖ : la norme sur l’espace de Banach V .

(., .) : le produit scalaire sur l’espace de Hilbert H.

|.| : la norme sur l’espace de Hilbert H.

∇v = ( ∂v
∂x1
, ∂v
∂x2
, · · · , ∂v

∂xN
) : gradient de v : Ω −→ R. ∇u = (∇u1,∇u2, · · · ,∇um) ∈Mm×N

: matrice, où u : Q −→ Rm.

C0(R) : l’espace des fonctions continues.

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R mesurable,

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}

: espace de Lebesgue

L∞(Ω) : = {u : Ω→ Rmesurable,∃M > 0tel que|u(x)| ≤Mp.p.} .
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D(Ω) = C∞0 (Ω) : espace des fonctions différentiables et à support compact dans Ω .

D(Q) = C∞0 (Q) : espace des fonctions différentiables et à support compact dans Q .

Ck(Ω), Ck(Q) : espace des fonctions k-fois continûment différentiables dans Ω, Q.

D′(Ω) = (D(Ω))′ : l’espace des distributions .

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); ∇u ∈ Lp(Ω)} : un espace de Sobolev, 1 ≤ p ≤ ∞.

W 1,p
0 (Ω) : la fermeture de C∞0 (Ω) dans W 1,p(Ω), 1 ≤ p <∞.

W−1,p′(Ω) : le dual topologique de l’espace W 1,p
0 (Ω) (

1

p
+

1

p′
= 1).

H1(Ω) = W 1,2(Ω) : un espace de Sobolev.

µ(E) : ou mes(E) mesure de Lebesgue d’un ensemble d’un ensemble E.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est l’étude d’un problèmes elliptique avec le terme d’ordre zéro

impliquant un potentiel de Hardy, plus précisément, on étudiera le problème suivant :

(P)


−div (M(x)∇u) = λ

u

|x|2
+ f in Ω,

u = 0 on ∂Ω.

Où Ω est un ouvert borné de RN N > 2 contenant l’origine O, et M est une matrice

elliptique bornée ; c-à-d., il existe α > 0 et β tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ · ξ, |M(x)| ≤ β, (0.0.1)

pour tout ξ ∈ Rn et x ∈ Ω presque partout. De plus, on suppose que

0 < λ < α

(
N − 2

2

)2

, (0.0.2)

et

f ∈ Lm(Ω), 1 < m <
N

2
. (0.0.3)

Ce type de potentiel singulier apparaît, par exemple, dans le contexte de la théorie de

la combustion (voir [13, 15]), ainsi dans la mécanique quantique (voir [4, 36, 15]).

Les approches classiques telles que le théorème du point fixe de Schauder 1.5.1 ou le théo-

rème de surjectivité de Leray-Lions 1.7.3, ne peuvent pas être directement appliquées au

problème (P) à cause du terme λu
|x|2 . Pour surmonter cette difficulté, on va raisonner par

approximation, en régularisant le problème (P) par une suite de problèmes réguliers qui

peuvent se traiter par l’une des approches citées ci-dessus. Ensuite, on va montrer des esti-

mations à priori sur les solutions d’approximation. Enfin, on va prouver la convergence de

solutions d’approximation à une fonction qui résout le problème (P).
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Ce mémoire est organisé en trois chapitres. Le premier chapitre contient un rappel sur

certaines notions utilisées tout au long de ce mémoire (les espaces de Lebesgue et de Sobolev

...) , et on va citer quelques théorèmes principaux pour l’existence et quelques méthodes de

résolution pour aborder la suite de mémoire.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude de l’existence et de la régularité de solutions

pour le problème (P) sous la condition λ = 0. On discutera la régularité selon la sommabilité

de la fonction f .

Dans le troisième chapitre, on étudiera l’existence et la régularité de la solutions pour

le problème P .



Chapitre 1

Préliménaires

1.1 Espaces de Lebesgue

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 Soit Ω un ouvert de RN et p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ , on définit l’espace de

Lebesgue par

Lp(Ω) =

{
f : Ω −→ R mesurable,tel que :

∫
Ω

|f(x)|pdx <∞
}
.

on not

‖f‖Lp(Ω) =

[∫
Ω

|f(x)|p dx
] 1
p

.

Définition 1.1.2 On pose

L∞(Ω) = {f : Ω −→ R ;mesurable et ixiste une constante C telle que |f(x)| ≤ Cp.p. sur Ω} .

On note

‖f‖L∞(Ω) = inf {C; |f(x)| ≤ Cp.p. sur Ω} .

1.1.2 Séparabilité, réflexivité et dual de Lp(Ω)

Théorème 1.1.1 Lp(Ω) est un espace de Banach pour tous p ∈ R, réflexif pour tous 1 <

p <∞ et séparable pour tout 1 ≤ p <∞ .

Preuve. Voir [10]
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Théorème 1.1.2 Soit Ω un ouvert de RN et p ∈ R avec 1 ≤ p <∞ ,le dual topologique de

Lp(Ω) est noté par Lp
′
(Ω) ou p′ est le nombre conjugué de p,ce qui signifie :

1

p
+

1

p′
= 1

.

Preuve. Voir [10]

1.1.3 Inégalité de Young

Théorème 1.1.3 Soit a, b ≥ 0, p > 1 et q <∞ deux exposants cojuqués.Alors

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Preuve. Voir [10]

1.1.4 Inégalité de Hölder

Théorème 1.1.4 Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lp
′
(Ω) avec .Alors f.g ∈ L1(Ω) et

∫
Ω

fg dx ≤
[∫

Ω

|f |p dx
] 1
p
[∫

Ω

|g|p
′

dx

] 1

p
′

.

Preuve. Voir [10]

1.1.5 Convergence forte, convergence faible dans Lp(Ω)

Définition 1.1.3 (Convergence forte ) .

Soient p ∈ R avec 1 ≤ p <∞,et fn une suite de Lp(Ω). On dit que fn converge fortement

vers f dans Lp(Ω) et on note fn → f dans Lp(Ω) si

lim
n→+∞

‖fn − f‖Lp(Ω) = 0.

Définition 1.1.4 (Convergence faible ) Soient p ∈ R avec 1 ≤ p < ∞,et fn une suite

de Lp(Ω). On dit que fn converge faiblement vers f dans Lp(Ω) et on note fn ⇀ f dans

Lp(Ω) si

lim
n→+∞

∫
Ω

(fn − f)g dx = 0, ∀g ∈ Lp
′

(Ω).



1.1.6 Lemme de Fatou

Théorème 1.1.5 Soit (E,Ω, µ) un espace métrique, Ω un ouvert de RN et fn une suite

dans E alors ∫
Ω

(lim inf
n→+∞

fn) dµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
Ω

fn dµ.

Preuve. Voir [10]

1.1.7 Théorème de convergence dominée

Théorème 1.1.6 Soient p ∈ [1,+∞[ , fn une suite de fonctions mesurables tel que :

(1) fn(x) −→ f(x) pour presque partout dans (Ω) ,

(2) Il existe une fonction g dans Lp(Ω,m) telle que :f(x) ≤ g(x) p.p. x ∈ (Ω).

Alors f(x) est dans Lp(Ω) et on a

‖fn(x)− f(x)‖Lp(Ω) → 0 quand, n→∞.

Preuve. Voir [12]

1.1.8 Théorème de Vitali

Définition 1.1.5 (Equi-intégrabilité) Soit (Xi)i∈I est dit equi-intégrable si et seulement

si 
∀ε > 0,∃α > 0,∀A′ ∈ A etP (A′) < α⇒ ∀i ∈ I

∫
A′
|Xi| dP ≤ ε.

∃M > 0 tel que ∀i ∈ I on a ‖Xi‖1 ≤M.

Théorème 1.1.7 Soient (Xn) ∈ L1(Ω, k)N et X ∈ L0(Ω, k) on a

Xn → X et Xn est Equi-intégrable ⇔ X ∈ L1(Ω, k) et

‖X −Xn‖1 = 0.

Preuve. Voir [8, Theorem B.101, page 674]

1.1.9 Fonction de Carathéodory

Définition 1.1.6 Soit Ω un borélien de RN et f : Ω.R −→ R une fonction telle que f(., x) : est mesurable sur A pour tousx ∈ R,

f(u, .) :est continu surRpour tout u ∈ Ω.



Alors f est de Carathéodory.

1.1.10 Opérateur de Nemytskii

Définition 1.1.7 Soit Ω un ouvert de RN et f : Ω ∗R −→ R une fonction satisfaisante les

condition de carathèodory .

Soit u ∈ Lp(Ω) on peut définire une autre fonction par composition

F (u)(x) = f(s, u(x)).

L’opérateur de composition F est appelé l’opérateur de Nemytskii engendré par R .

1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels et ses éléments sont des fonctions,qui

sont intégrables au sens de Lebesgue.

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 Soient Ω un ouvert de RN , m ≥ 0 et p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞ , l’espace

Sobolev est noté Wm,p(Ω) est constitué des fonctions de Lp(Ω) dont les dérivées partielles

jusqu’à l’ordre m au sens des distributions identifient à des fonctions de Lp(Ω) .

La définition précédente est s’écrite donc :

Wm,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω),∀α ∈ NN avec |α| ≤ m : Dαu ∈ Lp(Ω)

}
,

Tel que Dαu la dérivée au sens de distribution. Cet espace est munit de la norme

‖u‖Wm,p(Ω) :=

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

.

Définition 1.2.2 Soit Ω un ouvert de RN on pose

H1(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω) : ∇u ∈ L2(Ω)

}
.

Définition 1.2.3 Soit Ω un ouvert de RN .On note Wm,p
0 (Ω) l’adhérence de l’espace D(Ω)

dans Wm,p(Ω) au sens de la norme ‖.‖m,p.



Proposition 1.2.1 L’espace D(Ω) est dense dans Wm,p
0 (Ω) ,donc Wm,p

0 (Ω) = Wm,p
0 (Ω).

Lemme 1.2.1 Soient u, v ∈ Wm,p(Ω) et |α| ≤ m .Alors

(1) Dαu ∈ Wm−|α|,p(Ω) ,

(2) Dβ(Dαu) = Dα(Dβu) pour tout multi-indice α, β tel que |β|+ |α| ≤ m,

(3) Pour tout λ, µ ∈ R ,alors λu+ µv ∈ Wm,p(Ω) et Dα(λu+ µv) = λDαu+ µDαv.

Proposition 1.2.2 Pour toute m ≥ 0 et 1 ≤ p ≤ ∞ ,Wm,p(Ω)est un espace de Banach et

séparable si 1 ≤ p <∞ et réflexive uniformément convexe si 1 < p <∞.

Proposition 1.2.3 Pour toute m ≥ 0 et p = 2,Hm(Ω) = Wm,2(Ω) est un espace de Hilbert

séparable qui est définit par :

Hm(Ω) =
{
u ∈ L2(Ω),∀α ∈ NN avec |α| ≤ m : Dαu ∈ L2(Ω)

}
,

On le munit de la norme naturelle :

‖u‖Hm(Ω) :=

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu| dx

 1
2

.

Proposition 1.2.4 soient Ω un ouvert bornée de RN et 1 ≤ p ≤ ∞ ,par conséquent

(1) si 1 ≤ p < N, alors W 1,p(Ω) 	 Lp
∗
(Ω) ou

1

p∗
=

1

p
− 1

N
,

(2) si p = N, W 1,p(Ω) 	 Lq(Ω),∀q ∈ [p,∞[,

(3) si p > N, alors W 1,p(Ω) 	 L∞(Ω).

1.2.2 Convergence faible, convergence forte dans W 1,p(Ω)

Soient p ∈ R avec 1 ≤ p <∞, et fn une suite de W 1,p(Ω).

Définition 1.2.4 (Convergence forte ) On dit que fn converge fortement vers f dans

W 1,p(Ω) et on note fn → f dans Lp(Ω) si fn → f dans Lp(Ω) et ∇fn → ∇f dans Lp(Ω) .

Définition 1.2.5 (Convergence faible ) On dit que fn converge faiblement vers f dans

W 1,p(Ω) et on note fn ⇀ f dans W 1,p(Ω) si fn ⇀ f dans Lp(Ω) et ∇fn ⇀ ∇f dans Lp(Ω)

.



1.2.3 Dual topologique de W 1,p(Ω)

Théorème 1.2.1 Soit p > 1 on dit que T est un élément de (W 1,p(Ω))
′ s’il existe F ∈

(Lp(Ω))N tel que

〈T, u 〉 =

∫
Ω

F · ∇u dx,∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Le dual W 1,p(Ω) de est noté W−1,p
′
(Ω) ,et le dual de H1

0 (Ω) est H−1(Ω) .

Preuve. Voir [40]

1.2.4 Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov

Théorème 1.2.2 Soit Ω un ouvert borné de RNà frontière lipcshiziénne.On a l’injection

compact de W 1,p(Ω) dans Lp(Ω) relativement à la topologie forte. Autrement toute suite

bornée dans Lp(Ω) admit une sous suite convergente fortement dans Lp(Ω).

Preuve. Voir [40]

1.2.5 Inégalité de Poincaré

Théorème 1.2.3 Soit Ω un ouvert borné de RN et N ≥ 1 alors il existe C(Ω) ne dépendant

que de (Ω) tel que :[∫
Ω

|u|p dx
] 1
p

≤
[
C(Ω)

∫
Ω

|∇u|p dx
] 1
p

, ∀u ∈ W 1,p(Ω). (1.2.1)

Preuve. Voir [40]

1.2.6 Inégalité de Sobolev

Théorème 1.2.4 Soit u une fonction de H1
0 (Ω), alors u ∈ L2∗(Ω), où 2∗ = 2N

N−2
. De plus,

on a [∫
Ω

|u|2∗ dx
] 1

2∗

≤ S2

[∫
Ω

|∇u|2 dx
] 1

2

, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω). (1.2.2)

où S est une constante positive dépend de N .

Preuve. Voir [40]



1.2.7 Théorème de composition

Théorème 1.2.5 (Produit de deux fonctions appartenant à un espace de Sobolev)

Soit u, ϕ ∈ Wm,p(Ω) ∩ L∞(Ω) alors le produit uϕ ∈ Wm,p(Ω) ∩ L∞(Ω) et

∇(uϕ)(x) = ∇u(x)ϕ(x) +∇ϕ(x)u(x).

Preuve. Voir [27, Theorem 4], [8, Exercise 11.51, page 339]

1.2.8 Théorème de Stampacchia

Théorème 1.2.6 (Dérivée d’un produit de composition) Soit f : R → R fonction

continue lipschizienne et u ∈ Wm,p(Ω) ,alors

∇(f ∗ u)(x) = ∇u(x)f
′
(u(x)).

Preuve. D’aprés le théorème (1.18) il existe une suite de fonctions

ui ∈ C∞(Ω) ∩W 1,p(Ω), i = 1, 2, · · · , tel que ui → u dans W 1,p(Ω) comme i → ∞. Laisser

ϕ ∈ C∞0 (Ω).

Claim :
∫

Ω

(f ◦ u)Djϕdx = lim
i→∞

∫
Ω

f(ui)Djϕdx.

Raison. 1 < p <∞ En utilisant l’inégalité de Hölder ,on trouve∣∣∣∣∫
Ω

(f ◦ u)Djϕdx−
∫

Ω

f(ui)Djϕdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|f(u)− f(ui)||Dϕ|dx

≤
(∫

Ω

|f(u)− f(ui)|pdx
) 1

p
(∫

Ω

|Dϕ|p
′

dx

) 1

p
′

≤‖ f ′ ‖∞
(∫

Ω

|u− ui|pdx
) 1

p
(∫

Ω

|Dϕ|p
′

dx

) 1

p
′

→ 0.

Sur la dernière ligne, nous avons utilisé le fait que

|f(u)− f(ui)| =
∣∣∣∣∫ u

ui

f
′
(t)dt

∣∣∣∣ ≤‖ f ′ ‖∞ |u− ui|.
Enfin, la convergence vers zéro suit, car le premier et le dernier terme sont bornés et ui → u

dans Lp(Ω).

p = 1, p =∞

Ensuite, nous utilisons la revendication ci-dessus, intégration par pièces pour des fonctions



fluides et la règle de la chaîne pour obtenir des fonctions lisses∫
Ω

(f ◦ u)Djϕdx = lim
i→∞

∫
Ω

f(ui)Djϕdx

= − lim
i→∞

∫
Ω

Dj(f(ui))ϕdx

= − lim
i→∞

∫
Ω

f
′
(ui)Djuiϕdx

= −
∫

Ω

f
′
(u)Djuϕdx

= −
∫

Ω

(f
′ ◦ u)Djuϕdx, j = 1, · · · , n

ou chaque ϕ ∈ C∞0 (Ω). Nous la laissons comme un exercice pour montrer la quatrième

inégalité de l’affichage ci-dessus. Enfin, nous devons montrer que f(u) et f ′(u) ∂u
∂xj

sont dans

Lp(Ω). Puisque

| f(u) |=| f(u)− f(0) |=
∣∣∣∣∫ u

0

f
′
(t)dt

∣∣∣∣ ≤‖ f ′ ‖∞ |u|.
on a (∫

Ω

|f(u)|pdx
) 1

p

≤‖ f ′ ‖∞
(∫

Ω

|u|pdx
) 1

p

<∞,

et de même, (∫
Ω

|f(u)Dju|pdx
) 1

p

≤‖ f ′ ‖∞
(∫

Ω

|Du|pdx
) 1

p

<∞.

1.2.9 Truncations du Functions dans W 1,p(Ω)

Définition 1.2.6 (Fonction de troncature) Soit Tk : R −→ R tell que :

Tk(s) =


k si |s| ≤ −k,

s si |s| ≤ k,

k si |s| ≥ k.

Et on définit aussi la fonction Gk tel que :

Gk(s) = s− Tk(s)

.



1.3 Inégalité de Hardy

Théorème 1.3.1 Soit (Ω) un ouvert borné de RN et u ∈ H1
0 (Ω) alors

AN,2

∫
Ω

u2

|x|2
dx ≤

∫
Ω

|∇u|2 dx ,∀ u ∈ C∞0 (Ω), (1.3.1)

où AN,2 =
(
N−2

2

)2 .

Preuve. Voir [?]

1.4 Intégrabilité de la fonction 1
|x|s

Théorème 1.4.1 Soit B(0, R) la boule de centre 0 et de Rayon R alors pour tout 0 < s <

N , la fonction 1
|x|s est intégrable au sens de Lebsgue, et de plus on a :∫

B(0,R)

1

|x|s
dx =

ωN−1

s−N
RN−s,

où ωN−1 = 2πN/2

Γ(N
2

)
.

Preuve. Voir [17]

1.5 Théorème du point fixe de Schauder

Théorème 1.5.1 soit E un espace de Banach ,C un convexe fermé de E et T une applica-

tion continue de C dans C tel que T (C) soit relativement compact.Alors T admet un point

fixe.

Preuve. Voir [19]

1.6 Théorème de Lax-Milgram

Théorème 1.6.1 Soit H un espace de Hilbert réel et A une forme bilinéaire sur H continue

et coercive c’est-à-dire tel qu’il existe C, α > 0 tel que ∀x, y ∈ H

|A(x, y)| ≤ C‖x‖‖y‖ et A(x, x) ≥ α‖x‖2.



Alors pour tout forme linéaire continue L de H il existe un unique u ∈ H tel que ∀x ∈ H

A(x, y) = L(x).

Preuve. Voir [19]

1.7 0pérateurs monotones

Dans ce qui suit, V est un espace de Banach réflexif et séparable, A est un opérateur de

V dans V ′ (en général non linéaire).

Définition 1.7.1 (Opérateur borné) On dit que l’opérateur A est borné, s’il transforme

les bornés de V en bornés de V ′.

Définition 1.7.2 (Opérateur monotone) On dit que l’opérateur A est monotone si

∀u, v ∈ V, 〈A(u)− A(v), u− v〉 ≥ 0. (1.7.1)

On dit que A est strictement monotone si de plus 〈A(u)−A(v), u− v〉 = 0 implique u = v.

Définition 1.7.3 (Opérateur hémicontinu) On dit que l’opérateur A est hémicontinu

si

∀u, v, w ∈ V , l’application t 7→ 〈A(u+ tv), w〉 est continue de R dans R.

Définition 1.7.4 (Opérateur fortement continu) On dit que l’opérateur A est forte-

ment continu (ou totalement continu) si A est continu de V faible dans V ′, c-à-d., si un ⇀ u

faiblement dans V , alors A(un) −→ A(u) fortement dans V ′.

Théorème 1.7.1 Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu

de V fort dans V ′ faible.

Preuve. Voir [16]

Définition 1.7.5 (Opérateur coercitif) On dit que l’opérateur A est coercitif si

∃ζ : R+ −→ R+ : lim
s−→+∞

ζ(s) = +∞ et 〈A(u), u〉 ≥ ζ (‖u‖) ‖u‖. (1.7.2)

En d’autres termes, A est coercitif si :

lim
‖u‖→+∞

〈A(u), u〉
‖u‖

= +∞. (1.7.3)



Théorème 1.7.2 Soit A : V −→ V ′ un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coerci-

tif. Alors A est surjectif.

Preuve. Voir [16]

Définition 1.7.6 (Opérateur pseudo-monotone) On dit que l’opérateur A est pseudo-

monotone si :

(1) A est borné,

(2) lorsque un ⇀ u dans V faiblement et lim sup
n→+∞

〈A(un), un − u〉 ≤ 0 alors

lim inf
n→+∞

〈A(un), un − v〉 ≥ 〈A(u), u− v〉 ∀v ∈ V. (1.7.4)

La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

Proposition 1.7.1 Soit A : V −→ V ′. l’opérateur A est pseudo-monotone si et seulement

si A est borné et satisfait la condition suivante :

si un ⇀ u faiblement dans V

et lim sup
n→+∞

〈A(un), un − u〉 ≤ 0

 alors


A(un) ⇀ A(u) faiblement dans V ′

et lim
n→+∞

〈A(un), un − u〉 = 0.

(1.7.5)

Preuve. Voir [16]

Proposition 1.7.2 Si A : V −→ V ′ est un opérateur pseudo-monotone, alors les propriétés

suivantes sont satisfaites :

(i) Si un ⇀ u faiblement dans V et A(un) ⇀ ψ faiblement dans V ′ avec

lim sup
n→+∞

〈A(un), un〉 ≤ 〈ψ, u〉,

alors ψ = A(u).

(ii) Si un ⇀ u faiblement dans V , alors A(un) ⇀ A(u) faiblement dans V ′.

Proposition 1.7.3 Soit A, B : V −→ V ′ deux opérateurs. Les assertions suivantes sont

vraies

1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone.

2. Si A et B sont pseudo-monotones, alors A+B est pseudo-monotone.



3. Si A est pseudo-monotone et B est fortement continu, alors A + B est pseudo-

monotone.

Preuve. Voir [16]

Théorème 1.7.3 (Leray-Lions) Tout opérateur A pseudo-monotone et coercitif est sur-

jectif ; cela signifie, pour tout f ∈ V ′, il y a au moins une solution à l’équation

A(u) = f. (1.7.6)

Preuve. Voir [16]

1.7.1 Opérateurs du calcul des variations

Définition 1.7.7 Soit V un espace de Banach réflexif séparable. Un opérateur A : V −→

V ′ est dite du type "calcul des variations" s’il est borné et si on peut le représenter par

(H1) : A(v) = A(v, v), ∀v ∈ V,

où A : V × V −→ V ′ est un opérateur satisfait les hypothèses suivantes :

(H2) :

∀u ∈ V, v 7−→ A(u, v) est un opérateur borné et hemi-continu de V

dans V ′, et 〈A(u, u)−A(u, v), u− v 〉 ≥ 0.

(1.7.7)

(H3) :

∀v ∈ V, u 7−→ A(u, v) est un opérateur borné et hemi-continu de V

dans V ′.
(1.7.8)

(H4) :

si un −→ u faiblement dans V et 〈A(un, un)−A(un, u), un − u 〉 −→ 0

alors, ∀v ∈ V, A(un, v) −→ A(u, v) faiblement dans V ′.
(1.7.9)



(H5) :

si un −→ u faiblement dans V et A(un, v) −→ ψ faiblement dans V ′

alors 〈A(un, v), un 〉 −→ 〈ψ,w 〉.
(1.7.10)

Remarque 1.7.1 Les hypothèses (H1)–(H2) entraînent que A est hémicontinu.

Proposition 1.7.4 Si A est un opérateur du calcul des variations, alors A est pseudo-

monotone.

Preuve. Voir [16, Proposition 2.6, page 181]



Chapitre 2

Quelques résultats d’existence et

régularité pour un problème elliptique

linéaire de type Dirichlet

2.1 Position du problème

On considère le problème suivant : −div (M(x)∇u) = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(2.1.1)

où Ω est un ouvert borné de RN , N > 2, et M est une matrice elliptique bornée ; c-à-d., il

existe α > 0 et β > 0 tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ · ξ, |M(x)| ≤ β, (2.1.2)

pour tout ξ ∈ RN et presque partout x ∈ Ω. De plus, on suppose que f est une fonction de

L
2N
N+2 (Ω).

Définition 2.1.1 On dit que u ∈ H1(Ω) est une sur-solution faible du problème (2.1.1), si

pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω) avec ϕ ≥ 0 dans Ω, on a :∫

Ω

M(x)∇u∇ϕdx ≥
∫

Ω

fϕ dx.
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Remarque 2.1.1 l’intégrale
∫

Ω

fu dx est bien définit pour tout f ∈ L
2N
N+2 (Ω) .

Preuve. Comme on a f ∈ L
2N
N+2 (Ω) dans ce cas on a

2∗ =
2N

N − 2

et comme

(2∗)′ =
2∗

2∗ − 1
=

2N
N−2

2N
N−2
− 1

=
2N

N + 2
.

Et on a ϕ ∈ H1
0 (Ω) .Alors gras l’injection de Sobolev H1

0 (Ω) 	 L2∗(Ω),et par conséquant

d’inégalité de Hölder ∫
Ω

fϕ dx ≤
[∫

Ω

|f |2∗
′

dx

] 1

2∗′
[∫

Ω

|ϕ|2∗ dx
] 1

2∗

.

Donc l’intégral est bien définie .

Définition 2.1.2 On dit que u ∈ H1(Ω) est une sous-solution faible du problème (2.1.1),

si pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω) avec ϕ ≥ 0 dans Ω, on a :∫

Ω

M(x)∇u∇ϕdx ≤
∫

Ω

fϕ dx.

Définition 2.1.3 On dit que u ∈ H1
0 (Ω) est une solution faible du problème (2.1.1), si∫

Ω

M(x)∇u∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

2.2 Existence de solutions faibles

Théorème 2.2.1 On suppose que l’hypothèse (2.1.2) est satisfaite, et que f ∈ L
2N
N+2 (Ω).

Alors le problème (2.1.1) admet une unique solution faible.

Preuve. Tout d’abord, on va commencer par l’existence. Pour cela on va utiliser deux

méthodes : la première en utilisant le théorème de Lax-Milgram (représentation de Riesz),

et la deuxième est dite méthode de monotonie (théorème de surjectivité de Leray-Lions ),

qui est basée sur la théorie des opérateurs monotones.



2.2.1 Existence via le théorème de Lax-Milgram :

On Considère le problème linéaire (2.1.1) , On définit les opérateurs A,L par

A,L : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) , tel que

L(v) =

∫
Ω

f · v dx,

A(w, v) = 〈S(w), v 〉,

où S : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) est l’opérateur défini par :

S(w) = −div (M(x)∇w) .

Pour montrer que le problème (2.1.1) admet une solution faible il suffit de montrer que A

et L(ϕ) satisfait les conditions de théorème (1.6.1) .

(a) La coercivité du l’opérateur A.

soit u ∈ H1
0 (Ω) on a :

A(u, u) = 〈S(u), u 〉

En utilisant l’hypothèse (2.1.2),

A(u, u) = 〈−div (M(x)∇u) , u〉,

=

∫
Ω

M(x)∇u · ∇u dx,

≥ α‖u‖2
H1

0 (Ω).

(2.2.1)

(b) La continuité du l’opérateur A .

soit u, v ∈ H1
0 (Ω) ,gras au l’hypothèse (2.1.2),et l’inégalité de Hölder

|A(u, v)| = |〈S(u), v 〉|,

=
∣∣ ∫

Ω

M(x)∇u · ∇v dx
∣∣,

≤
∫

Ω

|M(x)||∇w||∇v| dx,

≤ β‖u‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω).

Donc l’opérateur A est continu.



(c) La bilinéarité du l’opérateur A .

Il est claire que A est une forme bilinéarité (gras à la linéarité de l’intégral et de

gradient)et la linéarité de S.

(d) La linéarité du l’opérateur L .

Il est claire,gras à la linéarité de l’intégrale.

(e) La continuité du l’opérateur L.

Soit w ∈ H1
0 (Ω). en utilisant la remarque (2.3.4) , on en déduit que∣∣L(v)

∣∣ =
∣∣ ∫

Ω

fv dx
∣∣,

≤
[∫

Ω

|f |2∗
′

dx

] 1

2∗′
[∫

Ω

|ϕ|2∗ dx
] 1

2∗

,

≤ ‖f‖L2∗′ (Ω)‖ϕ‖L2∗(Ω).

≤ C‖v‖H1
0 (Ω).

Ce qui prouve bien que L est continu.

Alors ,les hypothèse du théorème de Lax-Milgram sont satisfaites .Donc le problème (2.1.1)

admit une unique solution u ∈ H1
0 (Ω).

2.2.2 Existence via la méthode de monotonie

On Considère l’opérateur A défini par :

A : V = H1
0 (Ω) −→ V ′ = H−1(Ω).

u 7→ A(u),

avec :

〈A(u), ϕ 〉 =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

— Montrant que A est coercive .

On a

〈A(u), u 〉 =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇u dx, ∀u ∈ H1
0 (Ω).

D’après (2.1.2) on a :

〈A(u), u 〉 ≥ α

∫
Ω

|∇u|2 dx ≥ α‖u‖2
H1

0 (Ω).



— Prouvons que A est pseudo-monotone :

En utilisant la proposition (1.7.3) pour montrer que A est pseudo-monotone il suffit

de prouver que il est borné ,monotone et hemi continu . (1)La bornitude de A :

soit u ∈ H1
0 (Ω) on a :

〈A(u), u〉 =

∫
Ω

M(x)∇u · ∇u dx.

En utilisant l’hypothèse (2.1.2) on a :

〈A(u), u〉 ≤ β

∫
Ω

∇u · ∇u dx,

≤ β

∫
Ω

|∇u|2 dx,

≤ β‖u‖2
H1

0 (Ω).

Donc Aest bornée.

(2)La monotonie de A :

soit u, ϕ ∈ H1
0 (Ω) On a :

〈A(u)− A(ϕ), u− ϕ〉 = 〈−div(M(x)∇u) + div(M(x)∇ϕ), u− ϕ〉,

Gras au la condition (2.1.2) ,la linéarité de l’intégrale et celle de produit scalaire

〈A(u)− A(ϕ), u− ϕ〉 = 〈−div(M(x)∇u), , u− ϕ〉 − 〈−div(M(x)∇ϕ), u− ϕ〉,

= 〈M(x)∇u,∇(u− ϕ)〉 − 〈M(x)∇ϕ,∇(u− ϕ)〉,

= 〈M(x)∇(u− ϕ),∇(u− ϕ)〉,

=

∫
Ω

M(x)|∇(u− ϕ)|2 dx,

≥ α

∫
Ω

M(x)|∇(u− ϕ)|2 dx,

≥ α‖u− ϕ‖2
H1

0 (Ω).

d’où le résultat.

(3)La hémi-continu de A : soient u, v et w ∈ H1
0 (Ω) et t ∈ R on a :

〈A(u+ tv), w〉 = 〈−div(M(x)∇(u+ tv), ω〉



En utilisant, la linéarité de gradient et la condition (2.1.2) ,

〈−div(M(x)∇(u+ tv), w〉 = 〈−div(M(x)(∇u+ t∇v),∇v〉,

≤
∫

Ω

M(x)∇u · ∇w dx+ t

∫
Ω

M(x)∇v · ∇w dx,

≤ β‖u‖2
H1

0 (Ω)‖w‖
2
H1

0 (Ω) + t‖v‖2
H1

0 (Ω)‖w‖
2
H1

0 (Ω),

Alors,A est hémi-continu.

Comme l’opérateur A est borné, monotone et hémi-continue alors il est pseudo-

monotone. De plus A est coercive, donc gras au théorème de Leray-Lions , A est

surjectif. Ce que signifie qu’il existe au moins une fonction u ∈ H1
0 (Ω) telle que

A(u) = f.

Par conséquent u est une solution du problème (2.1.1).

— Démonstration de l’unicité.

Pour montrer que le problème (2.1.1) admet une unique solution faible on va supposer

que il admet deux solutions u1 et u2 dansH1
0 (Ω),et par absurde on conclure le résultat.

Dans ce cas on utilise (u1 − u2) comme fonction test.

Alors :

on pose :ϕ ∈ H1
0 (Ω) telle que : ϕ = u1 − u2

on a : ∫
Ω

M(x)∇u1 · ∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx,∫
Ω

M(x)∇u2 · ∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx,

Donc d’après (2.1.2) on a :

α

∫
Ω

∇u1 · ∇ϕdx ≤
∫

Ω

fϕ dx,

α

∫
Ω

∇u2 · ∇ϕdx ≤
∫

Ω

fϕ dx,

Puisque l’intégral est linéaire, on obtient

α

∫
Ω

∇(u1 − u2) · ∇ϕdx ≤ 0.



Donc,

α

∫
Ω

|∇(u1 − u2)|2 dx ≤ 0.

En fin,

α‖u1 − u2‖2
H1

0 (Ω) ≤ 0.

Comme on a α est strictement positif.Il faut remarquer que u1 = u2,qui implique que

le problème admet une unique solution faible dans H1
0 (Ω).

2.3 Régularités de solutions faibles du problème (2.1.1)

Avant d’énoncer les résultats de régularité, on va rappeler un lemme d’analyse, dû à G.

Stampacchia [9].

Lemme 2.3.1 (Lemme de Stampacchia.) Soit ψ : R+ → R+ une fonction tel que

ψ(h) ≤ Mψ(k)δ

(h− k)γ
,∀h > k > 0.

Si M > 0, δ > 1etγ > 0. Alors :ψ(d) = 0.

Preuve. Soit n ∈ N et on définit dn = d(1− 2−n),on va prouver que

ψ(dn) ≤ ψ(0)2
−nγ
δ−1 , (2.3.1)

On a (2.3.1) est vrai si n = 0 et on suppose que est vrai pour tout n ,alors

ψ(dn+1) ≤ Mψ(dn)δ

(dn+1 − dn)γ
≤Mψ(0)δ2

−nγδ
δ−1 2(n+1)γd−γ = ψ(0)2

−(n+1)γ
δ−1 , (2.3.2)

Pour n+ 1 , (2.3.1) revient

0 ≤ ψ(d) ≤ lim inf
n→+∞

ψ(dn) ≤ lim
n→+∞

ψ(0)δ−12
−nγ
δ−1 = 0.

Théorème 2.3.1 On suppose que l’hypothèse (2.1.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec

m > N
2
. Alors la solution u du problème (2.1.1) appartient à l’espace L∞(Ω).



Preuve. Soit u ∈ H1
0 (Ω),dans cette démonstration on utilise la fonction Gk(u) comme

fonction de test.

On considère le problème (2.1.1),on obtient :

∫
Ω

M(x)∇u∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω). (2.3.3)

On remplace ϕ = Gk(u) dans (2.3.3) ,alors∫
Ω

M(x)∇u∇Gk(u) dx =

∫
Ω

fGk(u) dx, (2.3.4)

On définit l’ensemble AK une partie de Ω tel que :

Ak = {x ∈ Ω : |u| ≥ k} . (2.3.5)

Elle est claire que , ∀x ∈ Ak on a : ∇u = ∇Gk(u) .

Alors (2.3.4) revient∫
Ak

M(x)|∇Gk(u)|2 dx ≤
∫

Ω

fGk(u) dx =

∫
Ak

fGk(u) dx. (2.3.6)

D’après l’hypothèse (2.1.2) dans (2.3.6), on obtient

α

∫
Ak

|∇Gk(u)|2 dx ≤
∫
Ak

fGk(u) dx. (2.3.7)

Si on met en jeu l’inégalité de Sobolev à gauche et celle Hölder à droit de (2.3.7) ,on trouve

α

S2

[∫
Ak

|Gk(u)|2∗ dx
] 2

2∗

≤
[∫

Ak

|Gk(u)|2∗ dx
] 1

2∗

.

[∫
Ak

|f |2∗ dx
] 1

2∗
(2.3.8)

Alors,par conséquant ,

α

S2

[∫
Ak

|Gk(u)|2∗ dx
] 1

2∗

≤
[∫

Ak

|f |2∗ dx
] 1

2∗
(2.3.9)

Dans la suite ,on pose θ = m
2∗

qui est facile à prouver que θ > 1,donc en utilisant l’inégalité

de Hölder , (2.3.9) revient[∫
Ak

|f |2∗ dx
] 1

2∗
≤
[∫

Ak

|f |m dx
] 1
θ.2∗

.

[∫
Ak

|1|θ′ dx
] 1
θ′.2∗

(2.3.10)

On peut voir que

θ′ =
1

2∗
− 1

m
, et

1

m
=

1

θ.2∗
. (2.3.11)



Si on remplace (2.3.12) dans (2.3.10) ,alors[∫
Ak

|Gk(u)|2∗ dx
] 1

2∗
≤ S2

α

[∫
Ak

|f |m dx
] 1
m

.

[∫
Ak

|1|θ′ dx
] 1
θ′.2∗

(2.3.12)

Donc :

∫
Ak

|Gk(u)|2∗ dx ≤
(
S2

α
‖f‖Lm(Ω)

)2∗

.

[∫
Ak

|1|θ′ dx
] 2∗
θ′.2∗

, (2.3.13)

Elle est claire que
2∗

θ′.2∗
=

2∗

2∗
− 2∗

m
,

Donc (2.3.13) revient∫
Ak

|Gk(u)|2∗ dx ≤
(
S2

α
‖f‖Lm(Ω)

)2∗

. [mes(Ak)]
2∗
2∗
− 2∗
m , (2.3.14)

Si on prend h > k elle est claire que Ah ⊆ Ak et Gk(u) ≥ h− k sur Ah .Alors :

(h− k)2∗ .mes(Ak) ≤
(
S2

α
‖f‖Lm(Ω)

)2∗

. [mes(Ak)]
2∗
2∗
− 2∗
m , (2.3.15)

Alors

mes(Ak) ≤
(
S2

α
‖f‖Lm(Ω)

)2∗ [mes(Ak)]
2∗
2∗
− 2∗
m

(h− k)2∗
, (2.3.16)

On définit

ψ(k) = mes(Ak)

alors (2.3.16) revient

ψ(h) ≤ Mψ(k)δ

(h− k)γ
,

Tels que

M =

(
S2

α
‖f‖Lm(Ω)

)2∗

, δ =
2∗

2∗
− 2∗

m
et γ = 2∗.

Comme on a m > N
2

qui implique que δ > 1 .Alors on utilise lemme de stampachia ,on

obtient que ψ(d) = 0 , si

ψ(k) = C(Ω, N,m)M.

Si mes(Ad) = 0, alors |u| ≤ d qui implique que

‖u‖L∞(Ω) ≤ C (Ω, N,m, α) ‖f‖Lm(Ω)

Ce qui montre que la solution u est dans L∞(Ω).



Théorème 2.3.2 On suppose que l’hypothèse (2.1.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec
2N
N+2
≤ m < N

2
. Alors la solution u du problème (2.1.1) appartient à l’espace Lm∗∗(Ω) où

m∗∗ = Nm
N−2m

.

Preuve. Avant de faire cette démonstration on va prouver que si m = 2∗ alors m∗∗ = 2∗.

On a

m∗∗ =
Nm

N − 2m
=

2∗N

N − 2.2∗
=

2N2

N2 + 2N − 2N2

Donc

m∗∗ =
2N

N − 2
= 2∗

. Soient k > 0 fixé , θ > 1 et u ∈ H1
0(Ω) .Gras au théorème (1.2.7)(Produit de deux fonctions

appartenant à un espace de Sobolev) on utilise v comme une fonction test telle que

v = |Tk(u)|2θ−2Tk(u)

On va d’abord appliquer v dans le problème (2.1.1) ,on obtient

(2θ − 1)

∫
Ω

M(x)∇u∇(|Tk(u)|2θ−2Tk(u)) dx =

∫
Ω

f |Tk(u)|2θ−2Tk(u) dx

Alors

(2θ − 1)

∫
Ω

M(x)∇u∇Tk(u)|Tk(u)|2θ−2 dx =

∫
Ω

f |Tk(u)|2θ−2Tk(u) dx (2.3.17)

Il est claire que ∇u = ∇Tk(u) si Tk(u) 6= 0.Alors (2.3.17) revient

(2θ − 1)

∫
Ω

M(x)|∇Tk(u)|2|Tk(u)|2θ−2 dx =

∫
Ω

f |Tk(u)|2θ−2Tk(u) dx (2.3.18)

En utilisant l’hypothèse (2.1.2) à gauche de (2.3.18) on voit que

α(2θ − 1)

∫
Ω

|∇Tk(u)|2|Tk(u)|2θ−2 dx ≤
∫

Ω

f |Tk(u)|2θ−1 dx (2.3.19)

Il est facile de montrer que :

|∇Tk(u)|2|Tk(u)|2θ−2 =
1

θ2
|∇|Tk(u)|2θ|2

Alors (2.3.19) revient

α(2θ − 1)

θ2

∫
Ω

|∇|Tk(u)|θ|2, dx ≤
∫

Ω

f |Tk(u)|2θ−1 dx (2.3.20)



Par conséquence d’utilisation de l’inégalité de Sobolev au couté gauche de (2.3.20) et celle

de Hölder à droite ,on obtient

α(2θ − 1)

θ2S2

[∫
Ω

|Tk(u)|θ2∗ dx
] 2

2∗

≤ ‖f‖Lm(Ω)

[∫
Ω

|Tk(u)|(2θ−1)m
′

dx

] 1

m
′

(2.3.21)

On prend θ telle que :

θ2∗ = (2θ − 1)m
′
,

Alors :

θ
2N

N − 2
= (2θ − 1)

m

m− 1
,

donc

θ =
m∗∗

2∗
=

2∗
2∗
> 1,

Alors [∫
Ω

|Tk(u)|m∗∗ dx
] 2

2∗−
1

m
′

≤ S2θ2

α(2θ − 1)
‖f‖Lm(Ω), (2.3.22)

Et on a aussi que
2

2∗
− 1

m′
=

2
2N
N−2

− 1 +
1

m
=
N − 2m

Nm
= m∗∗.

Par conséquent (2.3.22) revient

‖Tk(u)‖Lp∗∗ (Ω) ≤
S2θ2

α(2θ − 1)
‖f‖Lm(Ω), (2.3.23)

Si k tend vers l’infini ,alors si on utilise lemme de Fatou∫
Ω

(lim inf
k→+∞

|Tk(u)|m∗∗) dx ≤ lim inf
k→+∞

∫
Ω

|Tk(u)|m∗∗ dx.

Alors

‖u‖Lm∗∗ (Ω) ≤
S2θ2

α(2θ − 1)
‖f‖Lm(Ω).

Donc ,on peut dire que la solution appartient à l’espace Lm∗∗(Ω) .

2.4 Propriétés qualitatives de solutions faibles du pro-

blème (2.1.1)

2.4.1 Principe maximum faible

Théorème 2.4.1 Soit u une solution du problème (2.1.1). Les assertions suivantes sont

vraies :



1. Si f ≥ 0, alors u ≥ 0.

2. Si f ≤ 0, alors u ≤ 0.

3. Si f = 0, alors u = 0.

Preuve. Voir [18, Theorem 4.12, page 32]

2.4.2 Inégalité de Harnack faible

Théorème 2.4.2 (Inégalité de Harnack faible) Soit u une sur-solution du problème (2.1.1)

avec f ≥ 0 dans Ω, et u ≥ 0 dans la boule B4R(x0) ⊂ RN . Alors, pour tout 1 ≤ p < N
N−2

,

on a :

R−n/p
(∫

B2R(x0)

up dx

) 1
p

≤ C inf
BR(x0)

u, (2.4.1)

où C = C
(
N, β

α
, R, p

)
.

Preuve. Voir [5, Theorem 8.18. ], et [14, Theorem 14.1.2.].

2.4.3 Principe de maximum fort

Théorème 2.4.3 Soit u une solution faible du problème (2.1.1), avec f ≥ 0 dans Ω. Alors

soit u = 0 dans Ω ou u > 0 dans Ω.

Preuve. Voir [33, Theorem 11.1, page 60].

Dans cette section, On va traiter le problème (2.1.1) où le deuxième membre f n’appar-

tient plus à l’espace dual de H1
0 (Ω) .

2.5 Problèmes de Dirichlet dans les espaces de Sobolev

plus grand que H1
0(Ω)

Dans cette section, on considère le problème (2.1.1) avec f ∈ Lm(Ω) où 1 < m < 2N
N+2

au lieu de f ∈ L
2N
N+2 . Dans ce cas, la définition (2.1.3) n’a aucun sens. Donc, on a besoin

d’introduire une autre notion de solution.



Définition 2.5.1 On dit que u ∈ W 1,δ
0 (Ω) avec 1 < δ < 2, est une solution distributionnelle

(au sens de distribution) du problème (2.1.1), si∫
Ω

M(x)∇u∇ϕdx =

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ C1
0(Ω). (2.5.1)

Remarque 2.5.1 les intégrales de la définition ci-dessus sont bien définis.

Remarque 2.5.2 Comme f ∈ Lm(Ω) avec 1 < m < 2N
N+2

,alors 1 < m∗ < 2 qui implique

que H1
0 (Ω) ⊂ W 1,m∗(Ω) .

Preuve. Comme on a 1 < m < 2N
N+2

, et par définition m∗ = Nm
N−m ,alors :

N < Nm <
2N2

N + 2
.

Donc
−2N

N + 2
< −m < −1.

On fait des calculs

N − −2N

N + 2
< N −m < N − 1,

N(N + 2)− 2N

N + 2
< m∗ <

2N2

N + 2

1

N − 1
,

1 <
N2

N + 2
< m∗ <

N2

N2 +N − 2
,

N2

N2 +N − 2
< 2,

Alors on conclu que

1 < m∗ < 2.

On obtient H1
0 (Ω) ⊂ W 1,m∗(Ω) .

Théorème 2.5.1 On suppose que l’hypothèse (2.1.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec

1 < m < 2N
N+2

. Alors le problème (2.1.1) admet une solution distributionnelle u ∈ W 1,m∗(Ω)

où m∗ = Nm
N−m .

Preuve. Pour montrer ce théorème il faut approcher le problème (2.1.1) . Soit fn = Tn(f)

,et soit un ∈ H1
0 (Ω) solution du problème approché suivant −div (M(x)∇un) = fn dans Ω,

un = 0 sur ∂Ω,
(2.5.2)



Pour h > 0 ,on définit v = T1 (Gk(un)) comme fonction test dans le problème (2.5.2) ,alors

α

∫
Ω

∇un∇v dx =

∫
Ω

fv dx ≤
∫

Ω

f dx. (2.5.3)

On définit les deux ensemble Ah et Bh tels que

Ah = {x ∈ Ω : |u| ≥ h} , Bh = {x ∈ Ω :≤ |u| ≤ h+ 1} , (2.5.4)

Il est claire que : ∇u = ∇v .Alors (2.5.5) revient

α

∫
Ω

∇un∇v, dx =

∫
Ω

fv dx ≤
∫

Ω

f dx. (2.5.5)

Soit 0 < θ < 1 ,alors on peut écrire∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)θ
dx ≤

+∞∑
h=0

∫
Bh

|un|2

(1 + |un|)θ
dx,

≤
+∞∑
h=0

1

(1 + h)θ

∫
Bh

|∇un|2 dx,

≤
+∞∑
h=0

1

α(1 + h)θ

∫
Ah

|f | dx,

≤
+∞∑
h=0

1

α(1 + h)θ

+∞∑
k=h

∫
Bh

|f | dx,

Si on met en jeu la linéarité de l’intégrale ,on obtient∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)θ
dx ≤

+∞∑
k=0

∫
Bk

|f |
k∑

h=0

1

α(1 + h)θ
dx,

≤
+∞∑
k=0

∫
Bk

|f |(1 + k)1−θ dx,

≤ C

∫
Ω

|f |(1 + |un|)1−θ dx,

En utilisant l’inégalité de Hölder ,on trouve∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)θ
dx ≤ C‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

(1 + |un|)(1−θ)m′ dx

) 1

m
′

. (2.5.6)

Soit maintenant q > 1 fixé ,en utilisant l’inégalité de Sobolev et celle de Hölder ,alors

1

Sq

(∫
Ω

|∇un|q
∗
dx

) q
q∗

≤
∫

Ω

|∇un|q dx ≤
∫

Ω

|∇un|q

(1 + |un|)
qθ
2

(
(1 + |un|)

qθ
2

)
dx,

≤

(∫
Ω

|∇un|2

(1 + |un|)θ
dx

) q
2 (∫

Ω

(
(1 + |un|)

qθ
2−q

)
dx

)1− q
2

.



Gras au (2.5.6),donc

∫
Ω

|∇un|q dx ≤

(
C‖f‖Lm(Ω)

(∫
Ω

(1 + |un|)(1−θ)m′ dx

) 1

m
′
) q

2 (∫
Ω

(
(1 + |un|)

qθ
2−q

)
dx

)1− q
2

,

Dans ce cas on choisi θ tel que

(1− θ)m′ = q∗ =
θq

2− q
,

Il est facile de montrer que

θ =
N(2− q)
N − q

, q = m∗ =
Nm

N −m
. (2.5.7)

En utilisant la remarque (2.5.2) ,il est facile de montrer que 0 < θ < 1 ,alors gras au (2.5.7)

,donc on obtient(∫
Ω

|∇un|q
∗
dx

) q
q∗

≤ C

∫
Ω

|∇un|q dx ≤
(
C‖f‖Lm(Ω)

) q
2

(∫
Ω

(1 + |un|)q
∗
dx

)1− q
2m

.

Et comme on a m < N
2
,alors

q

q∗
> 1− q

2m
.

Alors on peut conclure que un est bornée dansW 1,m∗(Ω) Maintenant on a montré que la suite

(un) est uniformément bornée dans W 1,m∗(Ω), alors il existe une fonction u dans W 1,m∗(Ω)

telle que

un −→ u fortement dans H1
0 (Ω), (2.5.8)

En utilisant (2.5.8), il est facile de prouver que∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕdx −→
∫

Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx.

Comme la suite fn converge fortement vers f dans L1(Ω), alors∫
Ω

fnϕdx −→
∫

Ω

fϕ dx.

Alors on a montré que u est une solution dans W 1,m∗(Ω) .



Chapitre 3

Résultats d’existence et de régularité des

solutions de problèmes elliptiques

impliquant un potentiel de Hardy

Ce chapitre est basé essentiellement sur l’article [23]

3.1 Position du problème

Dans ce chapitre on va étudier le problème suivant
−div (M(x)∇u) = λ

u

|x|2
+ f in Ω,

u = 0 on ∂Ω.
(3.1.1)

Où Ω est un ouvert borné de RN N > 2 contenant l’origine O, et M est une matrice

elliptique bornée ; c-à-d., il existe α > 0 et β tels que

α|ξ|2 ≤M(x)ξ · ξ, |M(x)| ≤ β, (3.1.2)

pour tout ξ ∈ Rn et x ∈ Ω presque partout. De plus, on suppose que

0 < λ < α

(
N − 2

2

)2

, (3.1.3)

et

f ∈ Lm(Ω), 1 < m <
N

2
. (3.1.4)

Université de Médéa 2016-2017 M. BARKI



3.2 Existence des solutions faibles

Théorème 3.2.1 On suppose que l’hypothèse (3.1.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec

m vérifie
2N

N + 2
≤ m <

N

2
, (3.2.1)

et λ satisfait

0 < λ < α
N(m− 1)(N − 2m)

m2
= αλm. (3.2.2)

Alors le problème (3.1.1) admet au moins une solution u ∈ H1
0 (Ω)∩Lm∗∗(Ω) où m∗∗ = Nm

N−2m
,

au sens faible suivant :∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

uϕ

|x|2
dx+

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). (3.2.3)

Remarque 3.2.1 On note que la deuxième intégrale du côté droit de (3.2.3) est bien définie.

En fait, comme 2m∗∗

m∗∗−1
< N (puisque m > 1), alors, par le théorème (1.4.1), la fonction

1
|x|2 ∈ L

m∗∗
m∗∗−1 (Ω). En utilisant le fait que u ∈ Lm∗∗(Ω), alors par l’inégalité de Hölder, on a :

∣∣ ∫
Ω

u

|x|2
dx
∣∣ ≤ [∫

Ω

|u|m∗∗ dx
] 1
m∗∗
[

1

|x|
2m∗∗
m∗∗−1

]m∗∗−1
m∗∗

.

Par conséquent la fonction u
|x|2 appartient à L1(Ω), ce qui donne un sens à l’intégrale∫

Ω

uϕ

|x|2
dx, pour ϕ ∈ L∞(Ω).

Remarque 3.2.2 La condition (3.2.2) est optimale comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3.2.1 On considère le problème (3.1.1),et on pose Ω = B1(0),M(x) = I et f(x) =

1
|x|ν tel que ν = N

m
.Alors passant à des coordonnées radiales

−u′′(r)− N − 1

r
u
′
(r)− λu(r)

r2
=

1

rν
, u(1) = 0, 0 < λ ≤

(
N − 2

2

)2

.

tel que

α = −
(
N − 2

2

)2

+

((
N − 2

2

)2

− λ

) 1
2

.

Par intégration d’élément ,nous trouvons une famille de solution tel que

u(r) = Arα+ +Brα− + Cr2−ν , u(1) = 0, A+B + C = 0,



C =
1

(2− ν)(1− ν) + (N − 1)(2− ν) + λ
[rα+ − r2−ν ].

Si ν = N
m

,alors

1

(2− N
m

)(1− N
m

) + (N − 1)(2− N
m

) + λ
=

1

(2− r)(1− r) + (N − 1)(2− r) + λ
.

Si on a λ > αN(m−1)(N−2m)
m2 ,alors 2− ν > α+.De sorte de summability de rα+ ,et rα+ ne se

rattache pas à Lm∗∗(Ω) .

Remarque 3.2.3 Dans le cas au f ∈ Lm(Ω) tel que 2N
N+2
≤ m < N

2
,, si on pose λ = 0 alors

le problème (3.1.1) revient un problème elliptique linéaire de type Dirichlet et on remarque

que la régularété est la méme dans le théorème 3.2.1 et cela de 2.3.2 . Alors λ n’infléuence

pas à la régularité .

La démonstration du théorème 3.2.1 sera divisée en plusieurs étapes. Tout d’abord, on va

approcher le problème (3.1.1) par une suite de problèmes réguliers (Pn)n≥1. Ensuite, on va

démontrer que le problème approché Pn admet au moins une solution bornée notée un. Puis,

on va prouver que la suite (un)n≥1 est uniformément bornée dans l’espace H1
0 (Ω)∩Lm∗∗(Ω).

Enfin, on va passer à la limite dans le problème régularisé Pn.

3.2.1 Approximation

Pour n ≥ 1, on considère le problème approché suivant :

(Pn) :


−div (M(x)∇un) = λ

un
|x|2 + 1

n

+ fn in Ω,

un = 0 on ∂Ω,

(3.2.4)

où fn = Tn(f). Maintenant, on va montrer que le problème approché admet au moins une

solution dans l’espace H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). Ceci est l’objet du lemme suivant.

Lemme 3.2.1 On suppose que l’hypothèse (3.1.2) est satisfaite, f ∈ Lm(Ω) avec m > 1 ,

et λ satisfait la condition (3.1.3). Alors le problème approché (3.2.4) admet au moins une

solution un ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω).

Preuve. Pour démontrer ce lemme, on procédé par deux étapes.



1. Étape 1 : L’existence dans l’espace H1
0 (Ω). On va faire la démonstration de

l’existence des solutions faibles on utilise le théorème 1.6.1(Lax-Milgram). On définit

les opérateurs A : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R, et L : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) par :

L(v) =

∫
Ω

fnv dx,

A(w, v) = 〈S(w), v 〉,

où S : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) est l’opérateur défini par :

S(w) = −div (M(x)∇w)− λ w

|x|2 + 1
n

.

Méthode du Lax-Milgram.

On va démontrer que les opérateurs A et L satisfont toutes les hypothèses du théo-

rème 1.6.1(Lax-Milgram).

(a) La coercivité du l’opérateur A.

Soit w ∈ H = H1
0 (Ω). En utilisant la condition (3.1.2), et l’inégalité de Hardy

(1.3.1), on obtient

A(w,w) = 〈S(w), w 〉

= 〈−div (M(x)∇w)− λ w

|x|2 + 1
n

, w〉

=

∫
Ω

M(x)∇w · ∇w dx− λ
∫

Ω

w2

|x|2 + 1
n

dx

≥ (αH2 − λ)‖w‖2
H1

0 (Ω).

(3.2.5)

Comme λ satisfait la condition (3.1.3), alors l’inégalité ci-dessus montre bien que

l’opérateur A est coercif.

(b) bilinéarite de A.

Comme l’opérateur S est linéaire (gras à la linéarité de l’intégrale et de gradient),

il est clair que l’opérateur A est bilinéaire.

(c) Continuité de A.

Soient w, v ∈ H1
0 (Ω). En utilisant (3.1.2), l’inégalité de Hölder et celle de Poincaré,



il vient
|A(w, v)| = |〈S(w), v 〉|

=
∣∣ ∫

Ω

M(x)∇w · ∇v dx− λ
∫

Ω

wv

|x|2 + 1
n

dx
∣∣

≤
∫

Ω

|M(x)||∇w||∇v| dx+ λ

∫
Ω

|w||v|
|x|2 + 1

n

dx

≤ β‖w‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω) + nλ‖w‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ C‖w‖H1
0 (Ω)‖v‖H1

0 (Ω).

Donc l’opérateur A est continu.

(d) L est une forme linéaire continue.

La linéarité de L découle directement de celle de l’intégrale, il reste à prouver

seulement que L est continu. Soit w ∈ H1
0 (Ω). Par l’inégalité de Hölder et celle

de Poincaré, on en déduit que∣∣L(v)
∣∣ =

∣∣ ∫
Ω

fnv dx
∣∣

≤ n

∫
Ω

|v| dx

≤ n|Ω|
1
2‖v‖L2(Ω)

≤ C‖v‖H1
0 (Ω).

Ce qui prouve bien que L est continu.

Finalement les hypothèses du théorème de Lax-Milgram sont satisfaites, donc le

problème (3.2.4) admet une solution faible un ∈ H1
0 (Ω).

Méthode de monotonie.

On va prouver que l’opérateur S a vérifié les hypothése des théorème de Leray-Lions

où S : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) est l’opérateur défini par :

S(w) = −div (M(x)∇w)− λ w

|x|2 + 1
n

.

On peut voir que

S(w) = A(w) +B(w).

où

A(w) = −div (M(x)∇w) , B(w) = −λ w

|x|2 + 1
n

.



Tel que A est psodo monotone gras au chapitre précédant et on a déja montrer que S

est coercive alors pour appliquer le théorème de Leray-Lions et gras à la proposition

(1.7.3) il reste à montrer que B est totalement continu .

Soit vn une suite bornée de H1
0 (Ω),alors on peut extrainer une saus suite vn tel que

vn ⇀ v dans H1
0 ,quand n→∞.

alors d’aprés Rellich on a

vn → v dans L2(Ω). (3.2.6)

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω). Par l’inégalité de Hölder ,la condition (3.2.6) et la linéarité de

l’intégral , on en déduit que

|〈B(vn − v), ϕ 〉 = λ
∣∣ ∫

Ω

(vn − v)ϕ

|x|2 + 1
n

dx
∣∣

≤ λn

∫
Ω

|vn − v||ϕ| dx

≤ λn

(∫
Ω

|vn − v|2 dx
)
‖ϕ‖L2(Ω).

En utiliisant théorème de convergence forte dans Lp(Ω) on trouve le résultat. Ce

qui prouve que B totalement continué. Finalement les hypothèses du théorème de

Leray-Lions sont satisfait ,alors S est surjictive, donc le problème (3.2.4) admet une

solution faible un ∈ H1
0 (Ω).

2. Étape 2 : L’estimation dans l’espace L∞(Ω).Voir [18, Theorem 8.11., page 72].

3.2.2 Estimations a priori

Lemme 3.2.2 On suppose que l’hypothèse (3.1.2) est satisfaite, f ∈ Lm(Ω) avec m vérifie

la condition (3.2.1), et λ satisfait la condition (3.2.2). Alors la suite (un) est uniformément

bornée dans l’espace H1
0 (Ω) ∩ Lm∗∗(Ω).

Preuve. Pour n ≥ 1 fixé,soit la fonction un appartient à l’espace H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). On

pose la fonction v = |un|σ−2un avec σ = m(N−2)
N−2m

, avant d’utiliser v comme fonction test

il faut montrer qu’elle est dans H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) . En utilisant le théorème (1.2.7) il reste

à prouver que |un|σ−2 ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) qui est facile gras à la condition (3.2.1) on peut



déduire que σ > 2. Par conséquent, il est légitime de l’utiliser comme fonction test dans le

problème approché (3.2.4), pour obtenir :

(σ − 1)

∫
Ω

M(x)∇un · ∇un|un|σ−2 dx = λ

∫
Ω

|un|σ

|x|2 + 1
n

dx+

∫
Ω

fn|un|σ−2un.

En utilisant la condition (3.1.2) dans l’égalité ci-dessus, on obtient

α(σ − 1)

∫
Ω

|∇un|2|un|σ−2 dx ≤ λ

∫
Ω

|un|σ

|x|2 + 1
n

dx+

∫
Ω

|f ||un|σ−1 dx. (3.2.7)

Puisque σ ≥ 2 (étant m ≥ 2N
N+2

), l’inégalité (3.2.7) devient :

4α(σ − 1)

σ2

∫
Ω

|∇|un|
σ
2 |2 dx ≤ λ

∫
Ω

(
|un|

σ
2

)2

|x|2
dx+

∫
Ω

|f ||un|σ−1. (3.2.8)

En utilisant l’inégalité de Hardy sur le premier terme du côté droit de (3.2.8), il vient[
4α(σ − 1)

σ2
− λ

H2

] ∫
Ω

|∇|un|
σ
2 |2 dx ≤

∫
Ω

|f ||un|σ−2. (3.2.9)

L’inégalité de Hölder sur le côté droit de (3.2.9), implique que[
4α(σ − 1)

σ2
− λ

H2

] ∫
Ω

|∇|un|
σ
2 |2 dx ≤ ‖f‖Lm(Ω)

[∫
Ω

|un|m
′
(σ−1) dx

] 1

m
′

. (3.2.10)

L’inégalité (3.2.10) est utile seulement lorsque

4α(σ − 1)

σ2
>

λ

H2
= λ

(
2

N − 2

)2

, (3.2.11)

c’est-à-dire

α(σ − 1)(N − 2)2 > λσ2.

Cela est vrai, en tenant compte de la définition de σ, si

λ < α
N(m− 1)(N − 2m)

m2
= αλm,

c’est à dire la condition (3.2.2). De la définition de σ, il découle

σ2∗

2
= m

′
(σ − 1) = m∗∗.

Par suite, en utilisant l’inégalité de Sobolev, il vient

S2

[
4α(σ − 1)

σ2
− λ

H2

] [∫
Ω

|un|m
∗∗
dx

] 2
2∗

≤ ‖f‖Lm(Ω)

[∫
Ω

|un|
m∗∗

dx

] 1

m
′

. (3.2.12)



Par l’inégalité de Young dans le côté droit de (3.2.12), on obtient

S2

[
4α(σ − 1)

σ2
− λ

H2

] [∫
Ω

|un|m
∗∗
dx

] 2
2∗−

1

m
′

≤ ‖f‖Lm(Ω). (3.2.13)

Maintenant, on souligne que 2
2∗
> 1

m′
, puisque m < N

2
. Par conséquent, à partir de (3.2.13),

il suit la bornitude de la suite (un) dans l’espace Lm∗∗(Ω). Ceci conclut la preuve de la

première partie du lemme 3.2.2. Pour prouver la deuxième partie, on choisit σ = 2 dans

(3.2.9). On obtient ainsi (
α− λ

H2

)∫
Ω

|∇un|2 dx ≤
∫

Ω

|f ||un| dx. (3.2.14)

Comme f ∈ L
2N
N+2 (Ω), alors, by l’inégalité de Hölder sur le côté droit de (3.2.14), on obtient(

α− λ

H2

)∫
Ω

|∇un|2 dx ≤ ‖f‖
L

2N
N+2 (Ω)

[∫
Ω

|un|2
∗
dx

] 1
2∗

. (3.2.15)

Par l’inégalité de Sobolev sur le côté droit de (3.2.15), il vient(
α− λ

H2

)∫
Ω

|∇un|2 dx ≤
‖f‖

L
2N
N+2 (Ω)

S

[∫
Ω

|∇un|2 dx
] 1

2

. (3.2.16)

En utilisant l’inégalité de Young sur le sur le côté droit de (3.2.16), on obtient∫
Ω

|∇un|2 dx ≤ C, (3.2.17)

où C est une constante positive ne dépend pas de n. De (3.2.17), on en déduit que la suite

(un) est uniformément bornée dans l’espace H1
0 (Ω). Ceci termine la preuve du lemme 3.2.2.

3.2.3 Passage à la limite

On a démontré que le problème approché (3.2.4), admet une solution un ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω)

au sens faible suivant∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

unϕ

|x|2 + 1
n

dx+

∫
Ω

fnϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). (3.2.18)

De plus, on a prouvé dans le lemme 3.2.2 une estimation uniforme sur la suite de solutions

approchées (un) dans l’espace H1
0 (Ω)∩Lm∗∗(Ω). Maintenant on a tous les outils nécessaires



pour démontrer le théorème 3.2.1. Tout d’abord, comme la suite (un) est uniformément

bornée dans H1
0 (Ω) ∩ Lm∗∗(Ω), alors il existe une fonction u ∈ H1

0 (Ω) ∩ Lm∗∗(Ω) telle que

un −→ u fortement dans H1
0 (Ω), (3.2.19)

et

un −→ u p.p.,dans Ω. (3.2.20)

En utilisant (3.2.19), il est facile de prouver que∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕdx −→
∫

Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx.

Comme la suite fn converge fortement vers f dans L1(Ω), alors∫
Ω

fnϕdx −→
∫

Ω

fϕ dx.

Il reste à prouver que ∫
Ω

unϕ

|x|2 + 1
n

dx −→
∫

Ω

uϕ

|x|2
dx. (3.2.21)

Comme la suite (un) est uniformément bornée dans l’espace Lm∗∗(Ω), on peut procéder

comme dans la remarque 3.2.1, pour montrer que

la suite
(

un
|x|2 + 1

n

)
n≥1

est uniformément bornée dans L1(Ω). (3.2.22)

En utilisant (3.2.20), on a

un
|x|2 + 1

n

−→ u

|x|2
p.p., dans Ω. (3.2.23)

De (3.2.22) et (3.2.23), on peut conclure par le théorème de Vitali que

un
|x|2 + 1

n

−→ u

|x|2
fortement dans L1(Ω). (3.2.24)

Enfin, on obtient (3.2.21), en utilisant (3.3.21), et le théorème de convergence dominée.∫
Ω

unϕ

|x|2 + 1
n

dx −→
∫

Ω

uϕ

|x|2
dx.



3.3 Existence des solutions distributionnelles

Théorème 3.3.1 On suppose que l’hypothèse (3.1.2) est satisfaite, et que f ∈ Lm(Ω) avec

m vérifie

1 < m <
2N

N + 2
. (3.3.1)

et λ satisfait la condition (3.2.2). Alors le problème (3.1.1) admet au moins une solution

u ∈ W 1,m∗

0 (Ω) où m∗ = Nm
N−m au sens faible suivant :∫

Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

uϕ

|x|2
dx+

∫
Ω

fϕ dx, ∀ϕ ∈ C1
0(Ω). (3.3.2)

Remarque 3.3.1 Comme u ∈ W 1,m∗

0 (Ω), alors, par l’injection de Sobolev, u ∈ Lm
∗∗

(Ω),

donc par la remarque 3.2.1, le deuxième intégral du côté droit de (3.3.2) a un sens.

Remarque 3.3.2 Comme u ∈ W 1,m∗

0 (Ω), alors par l’injection de Sobolev, u ∈ Lm∗(Ω) ,et

on obtient l’injection de C1
0(Ω) dans L(m∗)

′
(Ω).Alors en utilisant Hölder et l’hypothèse (3.1.2)

sur le côté gauche de (3.3.2) ,alors∫
Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx ≤ β

[∫
Ω

|∇u|m∗ dx
] 1
m∗
[∫

Ω

|∇ϕ|(m∗)
′

dx

] 1

(m∗)′

.

Ce qui donne un sens à l’intégral.

Remarque 3.3.3 Comme on a f ∈ Lm(Ω) avec 1 < m < 2N
N+2

,alors si on pose que λ = 0

donc gras à théorème 2.5.1 on peut voir que on a la méme régularité comme le théorème

3.3.1 .Alors λ n’infléuence pas à la régularité .

Afin de démontrer le théorème 3.3.1, on va reprendre les étapes de la démonstration du

théorème 2.5.1. Tout d’abord, on considère à nouveau le problème approché (3.2.4), et on

démontre le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 On suppose que l’hypothèse (3.1.2) est satisfaite, f ∈ Lm(Ω) avec m vérifie

la condition (3.3.1), et λ satisfait la condition (3.2.2). Alors la suite un est bornée dans

l’espace W 1,m∗(Ω).

Preuve.

Pour N ≥ 1 fixé ,soient ε > 0 et un appartient à l’espace H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) .On pose

vε = sgn
(
un
) [(

ε+ un
)]σ−1 avec σ = (N−2)m

N−2m
,on utilise la condition (3.3.1), on peut montrer



que σ > 1,alors vε est un produit de deux fonctions appartient à H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) .Gras au

théorème (1.2.7) on peut utiliser vε comme fonction test dans le problème approché (3.2.4)

,alors ∫
Ω

M(x)∇un∇vε dx = λ

∫
Ω

unvε
|x|2 + 1

n

dx+

∫
Ω

fnvε dx. (3.3.3)

En remplaçant vε par sa valeur dans (3.3.3) on obtient

α
(
σ − 1

) ∫
Ω

|∇un|2

(ε+ |un|)2−σ dx = λ

∫
Ω

unvε
|x|2 + 1

n

dx+

∫
Ω

fnvε dx. (3.3.4)

Il est facile de montrer que

α
(
σ − 1

) ∫
Ω

|∇un|2

(ε+ |un|)2−σ dx =
4α
(
σ − 1

)
σ2

∫
Ω

(
∇
(
ε+ |un|

)σ
2 − ε

σ
2

)2
dx. (3.3.5)

Alors (3.3.4),revient

4α
(
σ − 1

)
σ2

∫
Ω

(∇(ε+ |un|)
σ
2 − ε

σ
2 )2 dx ≤ λ

∫
Ω

[
1

|x|
(
ε+ |un|

)σ
2 − ε

σ
2 ]2 dx+

∫
Ω

fnvε dx

+ λ

∫
Ω

1

|x|2
[unvε −

((
ε+ |un|

)σ
2 − ε

σ
2

)2
] dx.

(3.3.6)

On utilise l’inégalité de Hardy :

λ

∫
Ω

[
1

|x|
(
ε+ |un|

)σ
2 − ε

σ
2 ]2 dx ≤ λ

H2

∫
Ω

[∇
((
ε+ |un|

)σ
2 − ε

σ
2 )]2 dx.

Dans la suite on note :wε = (ε+ |un|)
σ
2 − εσ2 . Alors :

[
4α
(
σ − 1

)
σ2

− λ

H2

]∫
Ω

(∇(wε)
2 dx ≤ +λ

∫
Ω

1

|x|2
[unvε − (wε)

2] dx+

∫
Ω

fnvε dx. (3.3.7)

En utilisant l’inégalité de Sobolev (3.3.7) revient

S2

[
4α
(
σ − 1

)
σ2

− λ

H2

] [∫
Ω

|wε|2
∗
dx

] 2
2∗

≤ λ

∫
Ω

1

|x|2
[unvε − (wε)

2] dx+

∫
Ω

fnvε dx. (3.3.8)

On fixe n et on suppose que ε −→ 0 .Alors : vε −→ sgn(un)
(
un
)σ−1

.

wε −→ |un|
σ
2 .

Donc ,gras à la convergence forte on obtient∫
Ω

1

|x|2
[unvε − (wε)

2] dx −→ 0.



Alors (3.3.8) revient

S2

[
4α(σ − 1)

σ2
− λ

H2

] [∫
Ω

|un|
σ2∗
2 dx

] 2
2∗

≤
∫

Ω

fn|un|σ−1 dx. (3.3.9)

Gras à l’inégalité de Hölder à droit de (3.3.9) ,alors

S2

[
4α(σ − 1)

σ2
− λ

H2

] [∫
Ω

|un|
σ2∗
2 dx

] 2
2∗

≤ ‖f‖Lm(Ω)

[∫
Ω

|un|(σ−1)m
′

dx

] 1

m
′

. (3.3.10)

Avant de compléter les calcules ,d’autre part on a :

σ =
(N − 2)m

N − 2m
et 2∗ =

2N

N − 2
.

Alors il est facile de montrer que

σ2∗

2
= (σ − 1)m

′
= m∗∗. (3.3.11)

Et on a aussi :
2

2∗
=

σ

m∗∗
et

1

m′
=
σ − 1

m∗∗
.

Donc ,il est trivial de voir que
2

2∗
− 1

m′
=

1

m∗∗
. (3.3.12)

Alors gras au (3.3.11) et (3.3.12) ,l’inégalité (3.3.10) devient

S2

[
4α(σ − 1)

σ2
− λ

H2

]
‖un‖Lm∗∗ (Ω) ≤ ‖fn‖Lm(Ω).

Ainsi que

‖un‖Lm∗∗ (Ω) ≤
‖fn‖Lm(Ω)

S2
[

4α(σ−1)
σ2 − λ

H2

] .
D’autre part on fixe ε = R et en remplaçant dans (3.3.5) ,on obtient∫

Ω

|∇un|2

(R + |un|)2−σ dx ≤ C(σ,m,N, α, S,R) = M. (3.3.13)

En utilisant l’inégalité de Hölder avec exposant 2
m∗

et 2
2−m∗ , on trouve∫

Ω

|∇un|m
∗
dx ≤

∫
Ω

|∇un|m
∗

(R + |un|)
(2−σ)m∗

2

(R + |un|)
(2−σ)m∗

2 dx. (3.3.14)

Alors ∫
Ω

|∇un|m
∗
dx ≤M

m∗
2

(∫
Ω

(R + |un|)
(2−σ)m∗
2−m∗

) 2−m∗
2

dx.



Ainsi,on déduire que∫
Ω

|∇un|m
∗
dx ≤M

m∗
2

(∫
Ω

(R + |un|)m
∗∗
) 2−m∗

2

dx.

Donc on a prouvé que un est uniformement bornée dans W 1,m∗(Ω)

3.3.1 Passage à la limite

On a démontré que le problème approché (3.2.4), admet une solution un ∈ H1
0 (Ω)∩L∞(Ω)

au sens faible suivant∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕdx = λ

∫
Ω

unϕ

|x|2 + 1
n

dx+

∫
Ω

fnϕdx, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω). (3.3.15)

De plus, on a prouvé dans le lemme (3.3.1) une estimation uniforme sur la suite de solutions

approchées (un) dans l’espace W 1,m∗(Ω). Maintenant on a tous les outils nécessaires pour

démontrer le théorème ??. Tout d’abord, comme la suite (un) est uniformément bornée dans

W 1,m∗(Ω), alors il existe une fonction u dans W 1,m∗(Ω) telle que

un −→ u fortement dans Lm
∗
(Ω), (3.3.16)

et

un −→ u p.p.,dans Ω. (3.3.17)

En utilisant (3.3.16), il est facile de prouver que∫
Ω

M(x)∇un · ∇ϕdx −→
∫

Ω

M(x)∇u · ∇ϕdx.

Comme la suite fn converge fortement vers f dans L1(Ω), alors∫
Ω

fnϕdx −→
∫

Ω

fϕ dx.

Il reste à prouver que ∫
Ω

unϕ

|x|2 + 1
n

dx −→
∫

Ω

uϕ

|x|2
dx. (3.3.18)

Comme la suite (un) est uniformément bornée dans l’espace W 1,m∗(Ω), on peut procéder

comme dans la remarque 3.2.1, pour montrer que

la suite
(

un
|x|2 + 1

n

)
n≥1

est uniformément bornée dans L1(Ω). (3.3.19)



En utilisant (3.3.17), on a

un
|x|2 + 1

n

−→ u

|x|2
p.p., dans Ω. (3.3.20)

De (3.3.19) et (3.3.20), on peut conclure par le théorème de Vitali que

un
|x|2 + 1

n

−→ u

|x|2
fortement dans L1(Ω). (3.3.21)

Enfin, on obtient (3.3.18), en utilisant (3.3.21), et le théorème de convergence dominée.∫
Ω

unϕ

|x|2 + 1
n

dx −→
∫

Ω

uϕ

|x|2
dx.

3.4 Non existence dans le cas où f ∈ L1(Ω)

Soit f ∈ L1(Ω) ,on dit que u ∈ L1(Ω) est une solution faible de

−div (M(x)∇u)− λ u

|x|2
= f.

Si et seulement si∫
Ω

u(−div (M(x)∇ψ)− λ ψ

|x|2
− f) dx = 0, ∀ψ ∈ C∞0 (Ω).

Et qui est vérifie que

‖u‖L1(Ω) ≤ C‖f‖L1(Ω), ∀f ∈ L1(Ω). (3.4.1)

Soit g ∈ L∞(Ω) et on suppose que ϕ ∈ H1
0 (Ω) solution de

−div (M(x)∇ϕ)− λ ϕ

|x|2
= g.

Si le problème admet une solution dans L1(Ω).Alors en utilisant (3.4.1) et l’inégalité de

Hölder, on trouve

|
∫

Ω

fϕ dx| = |
∫

Ω

gu dx| ≤ ‖g‖L∞(Ω)‖u‖L1(Ω) ≤ C‖g‖L∞(Ω)‖f‖L1(Ω).

Mais si on pose ‖f‖L1(Ω) ≤ 1 ,on a donc

‖ϕ‖L∞(Ω) ≤ C‖g‖L∞(Ω).

Qui est faux en général. Donc le problème (3.1.1) n’admet pas une solution le cas où f ∈

L1(Ω).Dans ce cas on donne le contre exemple suivante



Exemple 3.4.1 Soit Ω = B 1
2
(0) ,et soit un ∈ W 1,2

0 (Ω) solution de problème 4un = λ un
|x|2+ 1

n

+ fn dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Tel que fn ∈ L∞(Ω) une suite de fonction non négative Bornées dans L1(Ω). Comme la

solution un est non négative alors soit un ≥ zn ,tel que zn est l’unique solution dans W 1,2
0 (Ω)

de  4zn = fn dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

En utilisant principe maximum faible ,un ≥ wn ,tel que wn est l’unique solution dansW 1,2
0 (Ω)

de  4wn = λ zn
|x|2+ 1

n

+ fn dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Supposant que fn est symétrique ,alors un, zn et wn sont symétrique . Alors passant à des

coordonnées radiales ,aprés le calcul on obtient

zn =
1

N − 2

∫ 1
2

0

sN−1

max(ρ, s)N−2
fn(s) ds− 2N−2

N − 2
ωN‖f‖1,

Et on trouve aussi que

wn(ρ) =
λ

N − 2

∫ 1
2

0

sN−3

max(ρ, s)N−2

∫ 1
2

0

(
tN−1fn(t)

max(ρ, s)N−2
dt

)
ds+ C,

≥
∫ ρ

0

sN−3

max(ρ, s)N−2

∫ 1
2

0

(
tN−1fn(t)

max(ρ, s)N−2
dt

)
ds+ C,

= C +
λ

N − 2

1

ρN−2

∫ ρ

0

1

s

(∫ s

0

tN−1fn(t) dt

)
ds.

Dans ce cas on choisit f(x) = 1
|x|N (− ln(|x|))α ,tel que α ,alors f ∈ L1(Ω) ,et soit fn = Tn(f)

,comme on a fn converge vers f alors

lim
n→+∞

∫ s

0

tN−1fn(t) dt =

∫ s

0

tN−1f(t) dt =
1

(α− 1)(− ln(|s|))α−1

Pour tout |x| = ρ dans Ω ,

lim
n→+∞

wn(ρ) ≥ C +
λ

(N − 2)(α− 1)

1

ρN−2

∫ ρ

0

1

s(− ln(|s|))α−1
ds = +∞.



Alors on peut voir que la limite de un est +∞ ,alors l’estimation est fausse sauf dans L1(Ω)

.

3.5 Le cas où f ∈ Lm(Ω) avec m ≥ N
2 .

Si on prend f ∈ Lm(Ω) avec m ≥ N
2
,alors n’existe pas une solution u ∈ L1(Ω) de (3.1.1).

D’autre part si f ≥ 0 et en utilisant Principe de maximum fort on trouve que u > 0 et

− M u > 0.

Si u > η dans Br(0) ,par suite η > 0 .En fait une comparison si u > v dans Br(0) ,tel que v

la solution de problème  4v = λ η
|x|2 dans Ω,

v = 0 sur ∂Ω.

Qui est facile de montrer que n’est pas bornée .Pour plus d’explication on va donner le

contre exemple suivant ,on considère l’equation radiale

−u′′(r)− N − 1

r
u
′
(r)− λu(r)

r2
= 1.

On va voir la solution dans l’espace W 1,2
0 (Ω) tel que u(1) = 0.

Par calcul on trouve la solution

u(r) = A
(
rα+ − r2

)
,

Tel que

α+ =

(
(N − 2)

2

)
+

√(
(N − 2)

2

)2

− λ, et A =
1

2N + λ
.

On peut voir que 0 > α.

Donc on a une contradiction car on a u > 0.



Conclusion général

A travers ce modeste travail, nous avons abordé une partie de problème elliptique, tel

que on a étudié l’existence et la réqularité de solution pour un problème elliptique avec un

potentiel de Hardy on utilisant des méthodes de résolution.

Université de Médéa 2016-2017 M. BARKI
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