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Résumé

Dans ce mémoire, on étudiera quelque probléemes elliptiques avec un terme d’ordre zéro

et un potentiel de Hardy.

Mots-clés : Problémes elliptiques, potentiel de Hardy, régularité, solutions faibles, so-

lutions au sens des distributions.
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Abstract

In this memoir, we will study an elliptic problem with the zero-order term involving a
Hardy potential.
Key word : Elliptic problems, Hardy potential, regularity, weak solutions, distributional

solutions.
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Notation

RY : espace ecludien de dimension N,N un nombre naturel non nul.
Q : un ouvert borné de R".

0f) : frontiére topologique de €.

x = (r1,-+,zy) : point générique de RY.

dr = dxidxy - - - dry : mesure de Lebesgue sur €.

N
. _ 8 . .
div = 21 35, ¢ la divergence.
1=

Af = ivjl gi; : le laplacien.

— : la convergence faible .

pP-p- : presque partout.

V' . un espace de Banach.

H : un espace de Hilbert.

V' : le dual topologique de V.

(., Yvrxy : le crochet de dualité entre I'espace V' et son dual topologique V.
||.]| : la norme sur lespace de Banach V.

(.,.) : le produit scalaire sur 'espace de Hilbert H.

|.| : la norme sur 'espace de Hilbert H.

Vo = (2 20 ... 9y gradient de v : Q — R. Vu = (Vu!, Vu?,- - Vu™) € MmN

Ox1’ Oxa? ) dx N

: matrice, olt u : Q — R™.
C°(R) : I'espace des fonctions continues.

LP(Q2) = {f 1 — R mesurable, / |f(z)|Pdx < oo} : espace de Lebesgue
Q

L>(Q) : = {u: Q — Rmesurable, 3M > Otel que|u(z)| < Mp.p.}.
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D()
D(Q) =C;
(), C*(Q) : espace des fonctions k-fois continiment différentiables dans Q, Q.
D'(Q2) = (D(R2))" : 'espace des distributions .
Lr(Q) ={ue LP(Q); Vue LP(Q)} : un espace de Sobolev, 1 < p < occ.
)

Cy
COO

2) : espace des fonctions différentiables et a support compact dans € .

(
(Q) : espace des fonctions différentiables et a support compact dans @ .

Q

=

Wy (Q) : la fermeture de C$°(Q) dans WP(Q), 1 < p < oo.
/ 1 1

WP (Q) : le dual topologique de 'espace WP () (= + —=1).
p P

H'(Q) = Wh2(Q) : un espace de Sobolev.

p(E) : ou mes(E) mesure de Lebesgue d'un ensemble d’un ensemble E.



Introduction

L’objectif de ce mémoire est ’étude d’un problémes elliptique avec le terme d’ordre zéro

impliquant un potentiel de Hardy, plus précisément, on étudiera le probléme suivant :

—div (M (2)Vu) = A\ + [ in Q,
(P) ]
u=20 on 0f).
Ou Q est un ouvert borné de RN N > 2 contenant 'origine O, et M est une matrice
elliptique bornée ; c-a-d., il existe o > 0 et 3 tels que

algl* < M(x)§-¢,  [M(2)| <8, (0.0.1)

pour tout £ € R"™ et x € ) presque partout. De plus, on suppose que

N -2\?
et
N
fel™Q), 1<mc< o (0.0.3)
Ce type de potentiel singulier apparait, par exemple, dans le contexte de la théorie de
la combustion (voir |13, 15]), ainsi dans la mécanique quantique (voir |1, 36, 15]).

Les approches classiques telles que le théoréme du point fixe de Schauder 1.5.1 ou le théo-
réeme de surjectivité de Leray-Lions 1.7.3, ne peuvent pas étre directement appliquées au
probléme (P) a cause du terme |;\C—|“2 Pour surmonter cette difficulté, on va raisonner par
approximation, en régularisant le probléme (P) par une suite de problémes réguliers qui
peuvent se traiter par I'une des approches citées ci-dessus. Ensuite, on va montrer des esti-
mations & priori sur les solutions d’approximation. Enfin, on va prouver la convergence de

solutions d’approximation & une fonction qui résout le probléme (P).
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Ce mémoire est organisé en trois chapitres. Le premier chapitre contient un rappel sur
certaines notions utilisées tout au long de ce mémoire (les espaces de Lebesgue et de Sobolev
...) , et on va citer quelques théorémes principaux pour I'existence et quelques méthodes de

résolution pour aborder la suite de mémoire.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude de I'existence et de la régularité de solutions
pour le probléme (P) sous la condition A = 0. On discutera la régularité selon la sommabilité

de la fonction f.

Dans le troisiéme chapitre, on étudiera ’existence et la régularité de la solutions pour

le probléme P.



Chapitre 1

Préliménaires

1.1 Espaces de Lebesgue

1.1.1 Deéfinitions

Définition 1.1.1 Soit Q un ouvert de RN etp € R avec 1 < p < oo , on définit l’espace de

Lebesgue par
LP(Q2) = {f :Q — R mesurable,tel que : / |f(z)]Pdx < oo} .
Q

on not

1
Iflzrer = | [ 1P o)

Définition 1.1.2 On pose
L=(Q) ={f: Q — R ;mesurable et iziste une constante C telle que |f(z)| < Cp.p. sur Q}.
On note

[fllzoe (@) = nf {C5 | f(2)] < Cp.p. sur Q} .

1.1.2 Séparabilité, réflexivité et dual de L*(Q2)

Théoréme 1.1.1 LP(Q) est un espace de Banach pour tous p € R, réflexif pour tous 1 <

p < oo et séparable pour tout 1 < p < o0 .

Preuve. Voir [10] m
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Théoréme 1.1.2 Soit Q un ouvert de RN et p € R avec 1 < p < oo ,le dual topologique de

LP(Q) est noté par LPI(Q) ou p est le nombre conjugué de p,ce qui signifie :

1 1
Sy =1
p p

Preuve. Voir [10] =

1.1.3 Inégalité de Young

Théoréme 1.1.3 Soit a,b> 0, p > 1 et g < oo deux exposants cojuqués.Alors
I
ab < @ + —.
p q

Preuve. Voir [10] =

1.1.4 Inégalité de Holder

Théoréme 1.1.4 Soient f € LP(2) et g € LPI(Q) avec .Alors f.g € L*(Q) et

1
N

/Qfgde Ug|f|pdxr {/Q|g|p/dx}p .

Preuve. Voir [10] =

1.1.5 Convergence forte, convergence faible dans LP({2)

Définition 1.1.3 (Convergence forte ) .
Soientp € R avec 1 < p < 00, et f,, une suite de LP(Q2). On dit que f,, converge fortement
vers f dans LP(Q2) et on note f, — f dans LP(Q) si

ngrlloo ||fn a f”LP(Q) = 0

Définition 1.1.4 (Convergence faible ) Soient p € R avec 1 < p < oo,et f, une suite
de LP(Q). On dit que f, converge faiblement vers f dans LP(S)) et on note f, — f dans
LP(QY) si

lim | (f,— f)gde = 0,¥g € L¥ ().

n—-+o0o Q



1.1.6 Lemme de Fatou

Théoréme 1.1.5 Soit (E,Q, 1) un espace métrique, Q un ouvert de RN et f, une suite

dans E alors

/(hmlnf fn) dp < lim 1nf/ fndp.
Q

n——+oo n——+

Preuve. Voir [10] =

1.1.7 Théoréme de convergence dominée

Théoréme 1.1.6 Soient p € [1,4+00] , f, une suite de fonctions mesurables tel que :
(1) fu(x) — f(x) pour presque partout dans () ,
(2) Il existe une fonction g dans LP(Q2,m) telle que :f(x) < g(x) p.p. x € ().
Alors f(z) est dans LP(Q2) et on a

| fu(z) = f(2)]l2r) = O quand, n — oco.

Preuve. Voir [12]| =

1.1.8 Théoréme de Vitali

Définition 1.1.5 (Equi-intégrabilité) Soit (X;);c; est dit equi-intégrable si et seulement

51
V5>O,E|a>O,VA’€AetP(A’)<a:>Vi€I/ |.X;|dP < e.
A/

AM > 0 tel que Vi € I on a || X;]1 < M.

Théoréme 1.1.7 Soient (X,,) € L'(Q, k)Y et X € L°(Q, k) on a
X, — X et X,, est Equi-intégrable & X € L'(Q, k) et

| X — Xnl1 =0.

Preuve. Voir |8, Theorem B.101, page 674| m

1.1.9 Fonction de Carathéodory

Définition 1.1.6 Soit Q un borélien de RN et f: Q.R — R une fonction telle que

f(.,x) : est mesurable sur A pour tousr € R,

f(u,.)  :est continu surRpour tout u € Q.



Alors f est de Carathéodory.

1.1.10 Opérateur de Nemytskii

Définition 1.1.7 Soit Q un ouvert de RN et f: QxR — R une fonction satisfaisante les
condition de carathéodory .

Soit u € LP(QY) on peut définire une autre fonction par composition

Fu)(z) = f(s,u(z)).

L’opérateur de composition F' est appelé l'opérateur de Nemytskii engendré par R .

1.2 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels et ses éléments sont des fonctions,qui

sont intégrables au sens de Lebesgue.

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 Soient Q un ouvert de RN , m >0 et p € R avec 1 < p < oo , l'espace
Sobolev est noté W™P(Q) est constitué des fonctions de LP(Q2) dont les dérivées partielles
Jusqu’a Uordre m au sens des distributions identifient a des fonctions de LP() .

La définition précédente est s’écrite donc :
WmP(Q) = {u € LP(Q),Va € NV avec |a| <m: D*u € LP(Q)},

Tel que D*u la dérivée au sens de distribution. Cet espace est munit de la norme
P
[ullwmr() = Z HDQUHZJ(Q)

laj<m

Définition 1.2.2 Soit Q un ouvert de RY on pose
H'(Q) ={ueL*Q): Vue L*()}.

Définition 1.2.3 Soit Q un ouvert de RN .On note Wy?(Q) Uadhérence de I’espace D(2)

dans W™P(Q) au sens de la norme ||.||m.p-



Proposition 1.2.1 L’espace D(Q) est dense dans Wy""(Q2) ,donc W3 (Q) = W5"P(Q).

Lemme 1.2.1 Soient u,v € W™P(Q) et |a| < m .Alors
(1) D € Wmlelr(Q) |
(2) DP(D*u) = DY(DPu) pour tout multi-indice o, 8 tel que |5 + |a| < m,
(3) Pour tout A, € R Jalors Au+ pv € W™P(Q) et D*(Au+ pv) = ADu + pDv.

Proposition 1.2.2 Pour toute m > 0 et 1 < p < oo ,W™P(Q)est un espace de Banach et

séparable si 1 < p < 0o et réflexive uniformément convexe si 1 < p < oo.

Proposition 1.2.3 Pour toute m > 0 et p = 2,H™(Q) = W™2(Q) est un espace de Hilbert

séparable qui est définit par :
H™(Q) = {u e L*(Q),Va € NV avec |a| <m: D*u € L*(Q)},

On le munit de la norme naturelle :

2

|

H’"L(Q) = Z /Q ’Dau‘ d$

laf<m

Proposition 1.2.4 soient Q un ouvert bornée de RN et 1 < p < oo ,par conséquent

* 1
(1) si 1 <p< N, alors W'?(Q) O LP"(Q) ou — ==
p
(2) si p=N, W(Q) O L1(Q),Vq € [p, 00|,

(3) si p> N, alors WHP(Q) © L>®(Q).

1
N?

=

1.2.2 Convergence faible, convergence forte dans W1?(Q)

Soient p € R avec 1 < p < oo, et f, une suite de WP(Q).

Définition 1.2.4 (Convergence forte ) On dit que f, converge fortement vers f dans

WP(Q) et on note f, — f dans LP(Q) si f, — f dans LP(Q) et Vf, — Vf dans LP(Q) .

Définition 1.2.5 (Convergence faible ) On dit que f,, converge faiblement vers f dans

WP(Q) et on note f, — f dans WHP(Q) si f,, — f dans LP(Q2) et V f, — VYV f dans LP(S2)



1.2.3 Dual topologique de W'*(Q)

Théoréme 1.2.1 Soit p > 1 on dit que T est un élément de (W'P(Q)) s%l existe F €
(LP(Q)N tel que
(T,u) = / F - Vudz,Yu € W,P(Q).
Q

Le dual WP(Q) de est noté W*I’p,(Q) set le dual de HY(QY) est H1(Q) .

Preuve. Voir [10] =

1.2.4 Injections de Sobolev-Rellich-Kondrachov

Théoréme 1.2.2 Soit Q un ouvert borné de RN & frontiere lipcshiziénne.On a linjection
compact de WIP(Q) dans LP(Q) relativement a la topologie forte. Autrement toute suite

bornée dans LP(2) admit une sous suite convergente fortement dans LP(€2).

Preuve. Voir [10] =

1.2.5 Inégalité de Poincaré

Théoréme 1.2.3 Soit Q un ouvert borné de RN et N > 1 alors il existe C(§2) ne dépendant

que de () tel que :
[/ \u]pdxr < [0(9)/ \vu|pdxr, Yu € W(Q). (12.1)
Q Q

Preuve. Voir [10] =

1.2.6 Inégalité de Sobolev

Théoréme 1.2.4 Soit u une fonction de H} (), alors u € L* (Q), ot 2* = 2% De plus,

-

ot S est une constante positive dépend de N.

on a

o d:l:} <s? U yvuﬁdx] . Vo€ Hy(Q). (1.2.2)
Q

Preuve. Voir [10] m



1.2.7 Théoréme de composition

Théoréme 1.2.5 (Produit de deux fonctions appartenant & un espace de Sobolev)

Soit u, o € W™P(Q) N L®(Q) alors le produit up € W™P(Q) N L>®(Q) et

V(up)(z) = Vu(z)p(z) + Vo(r)u(z).

Preuve. Voir |27, Theorem 4|, |3, Exercise 11.51, page 339| m

1.2.8 Théoréme de Stampacchia

Théoréme 1.2.6 (Dérivée d’un produit de composition) Soit f : R — R fonction

continue lipschizienne et uw € W™P(Q) ,alors

V(f *u)(z) = Vu(z) f (u(x)).

Preuve. D’aprés le théoréme (1.18) il existe une suite de fonctions
u; € C®(Q) NWP(Q),i=1,2,---, tel que u; — u dans W?(Q) comme 7 — co. Laisser
w € CF(Q).
Claim : /(f ou)Djpdr = lim / f(u;)Djpd.
) 1—00 QO

Raison. 1 < p < oo En utilisant I'inégalité de Holder ,on trouve

(oD - / F(us)Dypda| < / () — f(us)|| Dldz

T
<If ([ |U—ui|pdx) ([ierae)” o

Sur la derniére ligne, nous avons utilisé le fait que

J=

F() = Flu)] = <t>dt\ < e = ]

Enfin, la convergence vers zéro suit, car le premier et le dernier terme sont bornés et u; — u
dans LP(Q).
p=1lp=o00

Ensuite, nous utilisons la revendication ci-dessus, intégration par piéces pour des fonctions



fluides et la régle de la chaine pour obtenir des fonctions lisses

/(f ou)Djpdr = lim [ f(u;)Djpdx
9] 1—00 0

=—lim [ D;(f(w))pdzx

1—=00 [0
1—00 0
= —/ f (v)Djupdz
Q
:—/(flou)Djwpdx, j=1,--.,n
Q

ou chaque ¢ € C5°(Q2). Nous la laissons comme un exercice pour montrer la quatriéme
inégalité de Daffichage ci-dessus. Enfin, nous devons montrer que f(u) et f /(u)% sont dans
LP(§2). Puisque )

1) 1 1) = 1) 1=| [ @] <1 £ ol

(/Q|f(u)|pdx); <l £ Moo (/ﬂ |U|pdzp); <0
(/Q |f(u)DjU|pd£U); <[ f o (/Q |Du,pdx)’1’ < .

on a

et de méme,

1.2.9 Truncations du Functions dans Wr(Q)

Définition 1.2.6 (Fonction de troncature) Soit T, : R — R tell que :

k si |s| < —Fk,
Ti(s) =14 s si |s| <k,

k st |s| > k.

Et on définit ausst la fonction Gy, tel que :

Gr(s) = s — Ti(s)



1.3 Inégalité de Hardy

Théoréme 1.3.1 Soit () un ouvert borné de RN et u € H3(Q) alors
ANQ/ PE d:c</ |Vul? dx Vu eGP (), (1.3.1)

oit Ava = (252)°

Preuve. Voir [?]| =

1

[

Théoréme 1.4.1 Soit B(0, R) la boule de centre 0 et de Rayon R alors pour tout 0 < s <

1.4 Intégrabilité de la fonction

N, la fonction = =g est intégrable au sens de Lebsque, et de plus on a :

1 .
/ —dp = ML RN
B

(0,R) [ s—N
o WN_1 = 2&2/)2
Preuve. Voir [17] =

1.5 Théoréme du point fixe de Schauder

Théoréme 1.5.1 soit £ un espace de Banach ,C un convexe fermé de E etT' une applica-

tion continue de C' dans C' tel que T'(C') soit relativement compact.Alors T admet un point

fize.

Preuve. Voir [19] =

1.6 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.6.1 Soit H un espace de Hilbert réel et A une forme bilinéaire sur H continue

et coercive c’est-a-dire tel qu’il existe C,a > 0 tel que Vo,y € H

[A(z,9)| < Cllllly]l et Az, z) > ofz|*.



Alors pour tout forme linéaire continue L de H il existe un unique u € H tel que Vo € H
A(z,y) = L().

Preuve. Voir [19] =

1.7 Opérateurs monotones

Dans ce qui suit, V' est un espace de Banach réflexif et séparable, A est un opérateur de

V' dans V' (en général non linéaire).

Définition 1.7.1 (Opérateur borné) On dit que l'opérateur A est borné, s’il transforme

les bornés de V' en bornés de V.

Définition 1.7.2 (Opérateur monotone) On dit que l'opérateur A est monotone si
Yu,v €V, (A(u) — A(v),u —v) > 0. (1.7.1)
On dit que A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v),u —v) = 0 implique u = v.

Définition 1.7.3 (Opérateur hémicontinu) On dit que l'opérateur A est hémicontinu
st

Yu,v,w € V, Uapplication t — (A(u + tv),w) est continue de R dans R.

Définition 1.7.4 (Opérateur fortement continu) On dit que l'opérateur A est forte-
ment continu (ou totalement continu) si A est continu de V' faible dans V', c-a-d., siu, — u

faiblement dans V', alors A(u,) — A(u) fortement dans V.

Théoréme 1.7.1 Soit A un opérateur borné, hémicontinu et monotone. Alors A est continu

de V' fort dans V' faible.

Preuve. Voir [16]| =

Définition 1.7.5 (Opérateur coercitif) On dit que l'opérateur A est coercitif si
3C:RT — R : lim ((s) = +o00 et (A(u),u) = C([lull) o]l (1.7.2)
En d’autres termes, A est coercitif si :
(A(u), u)

im = +00. 1.7.3
ful>+00  ||ul| ( )



Théoréme 1.7.2 Soit A :V — V' un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coerci-

tif. Alors A est surjectif.

Preuve. Voir [16] =

Définition 1.7.6 (Opérateur pseudo-monotone) On dit que ['opérateur A est pseudo-
monotone st :

(1) A est borné,

(2) lorsque u, — u dans V' faiblement et limsup(A(uy,),u, —u) <0 alors
n——+o0o

liminf(A(u,), u, —v) > (A(u),u — v) Yv e V. (1.7.4)

n—-+oo

La proposition suivante donne une caractérisation de la pseudo-monotonie.

Proposition 1.7.1 Soit A: V. — V'. Uopérateur A est pseudo-monotone si et seulement

si A est borné et satisfait la condition suivante :

st u, — u faiblement dans V' A(u,) — A(u) faiblement dans V'
alors (1.7.5)
et limsup(A(uy,), u, —u) <0 et lim (A(un),u, —u) =0.
n—+-00 n—+o00

Preuve. Voir [1(]| =

Proposition 1.7.2 Si A: V — V' est un opérateur pseudo-monotone, alors les propriétés

sutvantes sont satisfaites :

1) St u, — u faiblement dans V' et A(u,) — aiblement dans V' avec
(i) n [ (un) — 1 f

lim sup(A(u,), u,) < (¢, u),

n—+o0o
alors 1 = A(u).

(1i) St u, — u faiblement dans V', alors A(u,) — A(u) faiblement dans V'.

Proposition 1.7.3 Soit A, B: V. — V' deux opérateurs. Les assertions suivantes sont

vraies
1. Si A est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-monotone.

2. Si A et B sont pseudo-monotones, alors A+ B est pseudo-monotone.



3. Si A est pseudo-monotone et B est fortement continu, alors A + B est pseudo-

monotone.

Preuve. Voir [1(]| =

Théoréme 1.7.3 (Leray-Lions) Tout opérateur A pseudo-monotone et coercitif est sur-

jectif ; cela signifie, pour tout f € V', il y a au moins une solution a l’équation
Au) = f. (1.7.6)

Preuve. Voir [16]| =

1.7.1 Opérateurs du calcul des variations

Définition 1.7.7 Soit V un espace de Banach réflexif séparable. Un opérateur A : V. —

V' est dite du type "calcul des variations” s’il est borné et si on peut le représenter par

(H1): A(v) = A(v,v), YvelV,

ot A:V xV — V' est un opérateur satisfait les hypotheses suivantes :

VueV, v+ Au,v) est un opérateur borné et hemi-continu de V
(H2) : (1.7.7)

dans V', et (A(u,u) — A(u,v),u—v) > 0.

Yo eV, ur— A(u,v) est un opérateur borné et hemi-continu de V'
(H3) : (1.7.8)
dans V.

si up, —> u faiblement dans V' et ( A(uy, uy) — A(tn, w), 4y —u) — 0
(H4) : (1.7.9)
alors, Yv € V, A(up,v) — A(u,v) faiblement dans V.



si u, — u faiblement dansV et A(u,,v) — ¢ faiblement dans V'
(H5) : (1.7.10)
alors ( A(un, v), uy, ) — (Y, w).

Remarque 1.7.1 Les hypothéses (H1)—(H2) entrainent que A est hémicontinu.

Proposition 1.7.4 Si A est un opérateur du calcul des variations, alors A est pseudo-

monotone.

Preuve. Voir |16, Proposition 2.6, page 181| m



Chapitre 2

Quelques résultats d’existence et
régularité pour un probléme elliptique

linéaire de type Dirichlet

2.1 Position du probléme

On considére le probléme suivant :

{ —div (M(z)Vu) = [ dans €, (2.1.1)

u=20 sur 0f2,

ot © est un ouvert borné de RV, N > 2, et M est une matrice elliptique bornée ; c-a-d., il

existe a > 0 et § > 0 tels que

algl* < M(x)§-¢,  [M(2)| < B, (2.1.2)

pour tout & € RY et presque partout x € . De plus, on suppose que f est une fonction de

L+ (Q).

Définition 2.1.1 On dit que u € H'(Q) est une sur-solution faible du probleme (2.1.1), s

pour tout o € HY(Q) avec ¢ >0 dans 2, on a :

/Q]\/[(x)Vquode/wadx.
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Remarque 2.1.1 [l’intégrale / fudz est bien définit pour tout f € L%(Q) .
Q

2N
Preuve. Comme on a f € L~¥+2(2) dans ce cas on a

y 2N
N —2
et comme
2 A =T 2N
2*—1 %— N +2

Et on a ¢ € H}(Q2) .Alors gras l'injection de Sobolev H}(Q2) © L* (2),et par conséquant

[ reas<]| [1¥ d] 1o d}

Donc 'intégral est bien définie . m

d’inégalité de Holder

Définition 2.1.2 On dit que uw € H'(Q) est une sous-solution faible du probleme (2.1.1),

si pour tout ¢ € Hi(Q) avec p > 0 dans Q, on a :

/QM(:L’)Vquodscg/wadx.

Définition 2.1.3 On dit que u € H} () est une solution faible du probleme (2.1.1), si

/M(:U)Vqupdx:/f@dx, Vi € Hy ().
Q Q

2.2 Existence de solutions faibles

Théoréme 2.2.1 On suppose que l’hypothese (2.1.2) est satisfaite, et que f € L%(Q)

Alors le probleme (2.1.1) admet une unique solution faible.

Preuve. Tout d’abord, on va commencer par l'existence. Pour cela on va utiliser deux
méthodes : la premiére en utilisant le théoréme de Lax-Milgram (représentation de Riesz),
et la deuxiéme est dite méthode de monotonie (théoréme de surjectivité de Leray-Lions ),

qui est basée sur la théorie des opérateurs monotones.



2.2.1 Existence via le théoréme de Lax-Milgram :

On Considére le probléme linéaire (2.1.1) , On définit les opérateurs A, L par
A L: Hy(Q) — H () ,tel que

L(v) = / fvde,
Q
Alw, v) = (S(w),v),
ou S: H} () — H Q) est Popérateur défini par :

S(w) = —div (M (z)Vw) .

Pour montrer que le probléme (2.1.1) admet une solution faible il suffit de montrer que A

et L(y) satisfait les conditions de théoréme (1.6.1) .

a) La coercivité du 'opérateur A.
P

soit u € H}(2) on a :

Alu,u) = (S(u),uw)
En utilisant 'hypothése (2.1.2),
A(u,u) = (=div (M (x)Vu) , u),
_ /QM(JC)Vu Vudz, (2.2.1)
> of|ullf(q)-

(b) La continuité du 'opérateur A .

soit u,v € H}(Q) ,gras au Uhypothese (2.1.2),et I'inégalité de Holder

[A(u, )] = [(S(w),v)];

Y

:‘/M(x)Vu-Vvd:E

Q

< [ 1MG@)|Vul Ve dr
Q

< Bllull @ llvll #y(e)-

Donc 'opérateur A est continu.



(c) La bilinéarité du 'opérateur A .
Il est claire que A est une forme bilinéarité (gras a la linéarité de l'intégral et de
gradient)et la linéarité de S.

(d) La linéarité du opérateur L .
Il est claire,gras a la linéarité de I'intégrale.

(e) La continuité du l'opérateur L.

Soit w € H(£2). en utilisant la remarque (2.3.4) , on en déduit que

’L(v)‘ = }/vadx

[ [ [ 1

< A2z ol 22 (-

bl

1
9%

z dx] ,

< C||U||H3(Q)~

Ce qui prouve bien que L est continu.
Alors les hypothése du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites .Donc le probléme (2.1.1)

admit une unique solution u € HJ ().

2.2.2 Existence via la méthode de monotonie

On Considére 'opérateur A défini par :

A: V=H}Q) — V' =HYQ).
u— Au),

avec

(Aw. ) = [ M@)Vu-Vods, Vo e HY)
Q
— Montrant que A est coercive .
On a
(A(w),u) :/M(x)Vu-Vudx, Vu € HI(Q).
Q

D’aprés (2.1.2) on a :

(A(w),u) > a / Vul? dz > allully g



— Prouvons que A est pseudo-monotone :
En utilisant la proposition (1.7.3) pour montrer que A est pseudo-monotone il suffit
de prouver que il est borné ;monotone et hemi continu . (1)La bornitude de A :

soit u € H}(2) on a :
(A(u),u) = /QM(x)Vu -Vudz.
En utilisant ’hypothése (2.1.2) on a :
(A(u),u) < B/QVU-Vud:B,
<5 [ |VuPa.
Q

< 5”““?{3(9)-
Donc Aest bornée.

(2)La monotonie de A :

soit u, € HY(Q) On a :
(Au) = Alp),u = @) = (=div(M (2)Vu) + div(M (2)Vp), u = ¢),

Gras au la condition (2.1.2) ,la linéarité de I'intégrale et celle de produit scalaire

(Afw) = Alg), u— ) = (~div(M(2)Vu), ,u — @) — (~div(M(2)Ve),u — o),
— (M(2)Vu, V(u — ) — (M(2) Ve, T — 9)).
= (M) (u— ), V(u— ),
~ [ M@=
>a [ M@IV- ) dn
> allu = ¢ll3q)-
d’ou le résultat.

(3)La hémi-continu de A : soient u,v et w € H}(Q) et t € R on a:

(A(u+tv),w) = (=div(M(z)V(u + tv),w)



En utilisant, la linéarité de gradient et la condition (2.1.2) ,

(—div(M (z)V (u + tv),w) = (—div(M (z)(Vu + tVv), Vo),

§/M(a:)Vu-dem—I—t/M(m)Vv-dem,
Q Q

< 5||U||12q&(9)|‘w||%15(9) + t||“||?{3(9)||w”§{5(9)7
Alors, A est hémi-continu.
Comme l'opérateur A est borné, monotone et hémi-continue alors il est pseudo-
monotone. De plus A est coercive, donc gras au théoréme de Leray-Lions , A est

surjectif. Ce que signifie qu’il existe au moins une fonction u € H}(Q) telle que

A(u) = f.

Par conséquent u est une solution du probléme (2.1.1).

Démonstration de "unicité.

Pour montrer que le probléme (2.1.1) admet une unique solution faible on va supposer
que il admet deux solutions u; et uy dans H{ (£2),et par absurde on conclure le résultat.
Dans ce cas on utilise (u; — ug) comme fonction test.

Alors :

on pose ¢ € H}(Q) telle que : ¢ = u; — uy

on a:

/M(x)Vu1~chdx:/fg0dx,
Q Q

/M(m)Vu2~Vg0dx:/fg0dx,
Q Q

Donc d’aprés (2.1.2) on a :

a/Vul-Vgode/fgodx,
Q Q

oz/Vuz-Vgodxg/fcpdx,
Q Q

Puisque l'intégral est linéaire, on obtient

a/V(ul —uy) - Vodr <0.
0



Donc,
a/ IV (uy — up)|? dz < 0.
Q
En fin,

allur = uzl|7 ) < 0.

Comme on a « est strictement positif.Il faut remarquer que u; = uy,qui implique que

le probléme admet une unique solution faible dans Hj(f2).

2.3 Reégularités de solutions faibles du probléme (2.1.1)

Avant d’énoncer les résultats de régularité, on va rappeler un lemme d’analyse, dia a G.

Stampacchia |9].

Lemme 2.3.1 (Lemme de Stampacchia.) Soit 1) : RT — RT une fonction tel que

My (k)?
¥ )W,Vh>k>0.

Y(h) < h—hy

Si M > 0,0 > lety > 0. Alors p(d) = 0.

Preuve. Soit n € N et on définit d,, = d(1 — 27"),on va prouver que

W(d,) < P(0)251, (2.3.1)

On a (2.3.1) est vrai si n = 0 et on suppose que est vrai pour tout n ,alors

My(d,)° o ~ptn
(d f(_—; 7 < M (0)°2 S g = g (0)2 7 (2.3.2)

Pour n+1, (2.3.1) revient

¢(dn+1) S

0 < ¢(d) < liminfe(d,) < lim (0)°~12571 = 0.

n—-+0o00 n—-+00

Théoréme 2.3.1 On suppose que U’hypothése (2.1.2) est satisfaite, et que f € L™(Q)) avec

m > 2. Alors la solution u du probléme (2.1.1) appartient a Uespace L>(Q).



Preuve. Soit u € Hj(Q),dans cette démonstration on utilise la fonction Gy(u) comme
fonction de test.

On considére le probléme (2.1.1),0on obtient :

/QM(x)Vquo dr = /Qfgp dr, Vo€ Hy(S). (2.3.3)
On remplace ¢ = Gi(u) dans (2.3.3) ,alors
/QM(IE)VUVG;C(U) dr = /Qka(u) dx, (2.3.4)
On définit 'ensemble A une partie de §2 tel que :
A, ={z€Q:|u|l > k}. (2.3.5)

Elle est claire que , Vo € Ay on a: Vu = VGi(u) .
Alors (2.3.4) revient

M (@)|VG(u)|? dz < / FGrw)de = | fGu(u) da. (2.3.6)
D’aprés 'hypothése (2.1.2) dans (2.3.6), on obtient
a/ VG () de < / FGi(u) da. (2.3.7)
Ap A
Si on met en jeu I'inégalité de Sobolev a gauche et celle Holder a droit de (2.3.7) ,on trouve
2 1 1
a 7 . T 2.
<3 [ |G (u)|? dx} < [ |G (w)|? dx} . [ |fI* dx} (2.3.8)
S Ay Ay Ay
Alors,par conséquant ,
= U |G (w)|? d:ﬁ] < { | fI* d:)s] (2.3.9)

Dans la suite ,on pose # = 3* qui est facile a prouver que 6 > 1,donc en utilisant I'inégalité

de Hélder , (2.3.9) revient

AL
Ag

2 dx] < { |f]md:c} . l 1)° dx} (2.3.10)

On peut voir que

0 =— — — et—=—. (2.3.11)



Si on remplace (2.3.12) dans (2.3.10) ,alors

07 24

Lo L |
[ |G(u) > dx} < Cl [ |fI™ dx} . [ 11)? dx}
Ay, Q Ay, Ay,

Donc :

2%

52 2 , 0724
/ |Gk(u) 2. dx < <—||f||Lm(Q)) . |:/ |1|9 d(L’} ,
Ag o A

Elle est claire que

Donc (2.3.13) revient

. S? . > o
|G (w)|™ dv < E||f||Lm(Q) [mes(Ag)]> ",

Ak
Si on prend h > k elle est claire que A, C Ay et Gi(u) > h — k sur A, .Alors :

2

(= 1 ames(4e) < (S vy ) - fmest )

w‘w
*
3%

Alors

*

mes(Ak)]%f%

o 2.
mes(Ax) < (EHfHLm(Q)) |
On définit
(k) = mes(Ay)

alors (2.3.16) revient

Tels que

*

52 2 ge o *
M=(—wmmo P
o " m

N

(2.3.12)

(2.3.13)

(2.3.14)

(2.3.15)

(2.3.16)

Comme on a m > % qui implique que ¢ > 1 .Alors on utilise lemme de stampachia ,on

obtient que ¥(d) =0, si
b(k) = C(Q, N,m)M.

Si mes(Aq) = 0, alors |u| < d qui implique que
[l ooy < C (2, Ny m, @) [ fllmie

Ce qui montre que la solution u est dans L>(£2). m



Théoréme 2.3.2 On suppose que Uhypothése (2.1.2) est satisfaite, et que f € L™(Q)) avec

]\2,—]; <m < &. Alors la solution u du probleme (2.1.1) appartient a l'espace L™ () o
m** = Nm

N—-2m"~

*

Preuve. Avant de faire cette démonstration on va prouver que si m = 2, alors m** = 2*.

On a

e Npm  2,N 2N?
N—-2m N-—-22, N24+2N —2N2
Donc
2N
**:—:2*
TN 2

. Soient k > 0 fixé , § > 1 et u € Ho(Q) .Gras au théoréme (1.2.7)(Produit de deux fonctions

appartenant a un espace de Sobolev) on utilise v comme une fonction test telle que
v = |Ti(u) '~ Ty (u)
On va d’abord appliquer v dans le probléme (2.1.1) ,on obtient
(20 — 1)/9M(x)VuV(|Tk(u)\29ZTk(u))d:E = /Qf|Tk(u)\292Tk(u) dx
Alors
(20 — 1)/QM(:C)VUVTk(u)\Tk(u)]292 dx = /Qf]Tk(u)|292Tk(u) dx (2.3.17)
Il est claire que Vu = VT (u) si Ti(u) # 0.Alors (2.3.17) revient
(20 — 1)/QM(x)|VTk(u)]2\Tk(u)]292 dx = /Qf]Tk(u)|292Tk(u) dx (2.3.18)
En utilisant 'hypothése (2.1.2) a gauche de (2.3.18) on voit que
(20— 1) /Q T () 2| T ()22 ds < /Q FIT ()2 da (2.3.19)
Il est facile de montrer que :
VT (u) | T ()72 = %IVITk(U)\Q@\2
Alors (2.3.19) revient

2B [ WP < [ fiTP i (2:3.20



Par conséquence d’utilisation de I'inégalité de Sobolev au couté gauche de (2.3.20) et celle

de Holder a droite ,on obtient

2 1
*

i ’ )| 20-1m m'
L 3.
9252 U [T (u dx] < [ fllzm U | T (u)] da (2.3.21)
On prend 6 telle que :
62" = (260 — 1)m
Alors :
2N
—_— 20 -1
eN -2 (26 )m -1’
donc
m** 2*
= =1
b= =t
Alors
%_j 5262
{/Q | T (w) } < WHJCHL*”(Q (2.3.22)
Et on a aussi que
2 1 _ 2 1 _N-2m_ .
5 T 7T N — = =m"".
2r m 2 m Nm
Par conséquent (2.3.22) revient
S26?
[T ()| Lo £l m (e (2.3.23)
(20— 1)

Si k tend vers I'infini ,alors si on utilise lemme de Fatou

/Q (lim inf |T,(u)

< T
)dx_l;r_{ll&f/gﬁk(u)

Alors
5202
L™ (Q) < — ( ) ||f||Lm

[u

Donc ,on peut dire que la solution appartient a I'espace L™ (€2) . m

2.4 Propriétés qualitatives de solutions faibles du pro-

bléme (2.1.1)

2.4.1 Principe maximum faible

Théoréme 2.4.1 Soit u une solution du probleme (2.1.1). Les assertions suivantes sont

vrales :



1. Si f >0, alors u > 0.
2. 8t f <0, alors u < 0.

3.8 f=0, alors u = 0.

Preuve. Voir |18, Theorem 4.12, page 32| m

2.4.2 Inégalité de Harnack faible

Théoréme 2.4.2 (Inégalité de Harnack faible) Soit u une sur-solution du probléme (2.1.1)
avec f > 0 dans Q, et u > 0 dans la boule Byr(zo) C RY. Alors, pour tout 1 < p < %,

on a :

1
R™P (/ uP dm) ’ <C inf u, (2.4.1)
Bar(z0) Br(wo)

ouC:C’(N,g,R,p).

Preuve. Voir |5, Theorem 8.18. |, et [14, Theorem 14.1.2.|. m

2.4.3 Principe de maximum fort

Théoréme 2.4.3 Soit u une solution faible du probleme (2.1.1), avec f > 0 dans . Alors

sott u =0 dans ) ouu > 0 dans ().

Preuve. Voir |33, Theorem 11.1, page 60|. m
Dans cette section, On va traiter le probléme (2.1.1) ou le deuxiéme membre f n’appar-

tient plus a 'espace dual de H} () .

2.5 Problémes de Dirichlet dans les espaces de Sobolev
plus grand que H;()

Dans cette section, on considére le probléeme (2.1.1) avec f € L™(Q) ou 1 < m < ]3—52

au lieu de f € L~+2. Dans ce cas, la définition (2.1.3) n’a aucun sens. Donc, on a besoin

d’introduire une autre notion de solution.



Définition 2.5.1 On dit que u € WOI’CS(Q) avec 1 < 0 < 2, est une solution distributionnelle

(au sens de distribution) du probleme (2.1.1), si

/ M(z)VuVpdr = / fodz, Vo€ CLR). (2.5.1)
Q Q
Remarque 2.5.1 les intégrales de la définition ci-dessus sont bien définis.

2N

Remarque 2.5.2 Comme f € L™(Q) avec 1 < m < 35,

que H}(Q) c WE™(Q) .

alors 1 < m* < 2 qui implique

Preuve. Comme on a 1 < m < -2 et par définition m* = -2 alors :
N+27 N—m °

2N?

N <N .
SIS N

Donc
—2N

N +2

< —-m < —1.

On fait des calculs
—2N
N+ 2
N(N—|—2)—2N< o 2N? 1
m [ —
N +2 N+2N-1’
N2 N?2
< I
Nt2 ™" SNfN_2
N2
—_— <
N2+ N -2

<N—-m<N -1,

1<

2,

Alors on conclu que

1<m*<2.

On obtient H}(Q) C W™ (Q) . m

Théoréme 2.5.1 On suppose que U’hypothése (2.1.2) est satisfaite, et que f € L™(Q) avec

l<m< z\?—fz Alors le probleme (2.1.1) admet une solution distributionnelle u € WH™ (Q)
N * _ Nm
oum = Nem"

Preuve. Pour montrer ce théoréme il faut approcher le probléme (2.1.1) . Soit f,, = T,,(f)

et soit u, € Hg(2) solution du probléme approché suivant

—div (M (z)Vu,) = f, dans Q,
U, =0 sur 0,

(2.5.2)



Pour h > 0 ,on définit v = T3 (Gx(u,)) comme fonction test dans le probléme (2.5.2) ,alors

/Vuandx—/fvdx</fdx (2.5.3)

On définit les deux ensemble A;, et By tels que
Ap={xeQ:|ul|>h},By={x e Q:<|ul <h+1}, (2.5.4)
Il est claire que : Vu = Vv .Alors (2.5.5) revient

a/Vuan,d:E:/fvd:vg/fdm. (2.5.5)
Q Q Q

Soit 0 < # < 1 ,alors on peut écrire

—+o00
/ Vu,|? dx<Z/ Cul d.
o (14 |un|)? (1+ [un))?

© 1
SZW/ | f| dz,
sz 1+h92/ |f| dz,

Si on met en jeu la linéarité de 'intégrale ,on obtient

|V,
/WW|d<Z/UQ:1M
<Z yf]1+k19dx

sc/um+wmlwa
Q

En utilisant I'inégalité de Holder ,on trouve

/ Ln': dr < O fllmo (/(1 g )0 dx) - 250
o (1 4+ [unl) Q

Soit maintenant ¢ > 1 fixé ,en utilisant 1’'inégalité de Sobolev et celle de Holder ,alors

q

-+ q .
L (/ |V, |” dx) < / |Vu,|?dx < / Lﬂlqg <(1—i— |un\)7g) dz,
S \Ja Q Q (14 Jupl)=
2 % 1—%
< /LMGCZ.% (/ <(1+’un’)%) d:c) :
o (14 |unl) 0



Gras au (2.5.6),donc

/ |Vu,|?de < <C||f||Lm(Q) (/(1 + |un|)(1—e)m, dx) - )
Q Q

Dans ce cas on choisi 0 tel que

/ Oq
1—0 =q¢ =—
(1=0)m =q .
Il est facile de montrer que
N(2—q) Nm
== 7 =m'= ——. 2.5.
b=N—y TN n (25.7)

En utilisant la remarque (2.5.2) ,il est facile de montrer que 0 < # < 1 ,alors gras au (2.5.7)

,donc on obtient

a4 q

(/ |Vt | dx)q gc/\vunchzxg (Cfllome)? (/(1+|un\)q* d:zc) h
Q Q Q

Et comme on a m < % ,alors

q q
—>1—-—.
q* 2m

Alors on peut conclure que u, est bornée dans W™ (Q) Maintenant on a montré que la suite
(u,) est uniformément bornée dans W™ (Q), alors il existe une fonction u dans W™ ()
telle que

u, — u fortement dans H; (1), (2.5.8)

En utilisant (2.5.8), il est facile de prouver que
/ M(z)Vu, - Vodr — / M(z)Vu-Vedz.
Q Q

Comme la suite f,, converge fortement vers f dans L'(Q), alors

/anwd:c—>/ﬂfgpdx.

Alors on a montré que u est une solution dans W1™ (Q) . m



Chapitre 3

Résultats d’existence et de régularité des
solutions de problémes elliptiques

impliquant un potentiel de Hardy

Ce chapitre est basé essentiellement sur 'article [23]

3.1 Position du probléme

Dans ce chapitre on va étudier le probléme suivant

(3.1.1)

—div (M (z)Vu) = )\% + f in Q,
x
u=20 on 0.

O Q est un ouvert borné de RN N > 2 contenant 'origine O, et M est une matrice

elliptique bornée ; c-a-d., il existe a > 0 et [ tels que
algf < M(x)¢-¢,  [M(z)] <8, (3.1.2)

pour tout £ € R™ et x €  presque partout. De plus, on suppose que

N —2\?
0<)\<a( 5 ), (3.1.3)

et

fel™Q), 1<mc< g (3.1.4)
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3.2 Existence des solutions faibles

Théoréme 3.2.1 On suppose que I’hypothése (3.1.2) est satisfaite, et que f € L™(Q) avec

m vérifie
2N N (3.2.1)
N+2 =" -
et A satisfait
N(m—1)(N —2
0< A< (m )(2 m) = a\p. (3.2.2)
m
Alors le probléme (3.1.1) admet au moins une solutionu € Hj(Q)NL™ (Q) oum™ = 2
au sens faible suivant :
/ M(2)Vu - Vpdr = A %dw + / fodr, Vo€ HY(Q)NL¥(Q). (3.2.3)
Q QT Q

Remarque 3.2.1 On note que la deuxieme intégrale du coté droit de (3.2.3) est bien définie.

En fait, comme 22
e

: < N (puisque m > 1), alors, par le théoréme (1.4.1), la fonction

# e L1 (Q). En utilisant le fait que w € L™ (Q), alors par inégalité de Holder, on a :

m**—1

1 % %k
*k mF 1 "
‘/%dm‘ < U ™ d:v} —
o || Q || =1

Par conséquent la fonction # appartient a LY(Q?), ce qui donne un sens a lintégrale

/ u—id:ﬁ, pour @ € L>(§2).

Remarque 3.2.2 La condition (3.2.2) est optimale comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 3.2.1 On consideére le probleme (3.1.1),et on pose Q2 = B(0),M(z) = I et f(z) =

L
e

tel que v = % Alors passant a des coordonnées radiales

tel que

1
N -2\’ (V-2 2 \ :
a=—|—— - ) = _
2 2
Par intégration d’élément ,nous trouvons une famille de solution tel que

u(r) = Ar®* + Bro= + Cr* ™, u(1) =0,A+ B+ C =0,



C= g oaa Tl T

Siv= % ,alors

1 1

C-DHI-H+(N-De-H+r C-nl-nN+E-DE-r+X

St on a A > @W ,alors 2 — v > «a..De sorte de summability de r*t et r** ne se

rattache pas a L™ (Q) .

Remarque 3.2.3 Dans le cas au f € L™(Q) tel que 25 <m < ¥

iz = 5, St on pose A =0 alors

le probleme (3.1.1) revient un probleme elliptique linéaire de type Dirichlet et on remarque
que la régularété est la méme dans le théoréme 3.2.1 et cela de 2.3.2 . Alors A n’infléuence

pas a la régularité .

La démonstration du théoréeme 3.2.1 sera divisée en plusieurs étapes. Tout d’abord, on va
approcher le probléme (3.1.1) par une suite de problémes réguliers (P,),>1. Ensuite, on va
démontrer que le probléme approché P, admet au moins une solution bornée notée u,,. Puis,
on va prouver que la suite (u,),>1 est uniformément bornée dans I'espace H} ()N L™ ().

Enfin, on va passer a la limite dans le probléme régularisé P,.

3.2.1 Approximation

Pour n > 1, on considére le probléme approché suivant :

—div (M (2)Vuy,) = Am;‘ﬁ 4 f i Q)

(Pn) : (3.2.4)

u, =0 on 0f),

ou f, = T,(f). Maintenant, on va montrer que le probléme approché admet au moins une

solution dans I'espace H{(€2) N L>(Q). Ceci est I'objet du lemme suivant.

Lemme 3.2.1 On suppose que U’hypotheése (3.1.2) est satisfaite, f € L™(Q)) avec m > 1 ,

et X satisfait la condition (3.1.3). Alors le probléme approché (3.2.4) admet au moins une

solution u, € H}(Q) N L®(Q).

Preuve. Pour démontrer ce lemme, on procédé par deux étapes.



1. Etape 1 : L’existence dans I’espace H}(Q). On va faire la démonstration de
'existence des solutions faibles on utilise le théoréme 1.6.1(Lax-Milgram). On définit

les opérateurs A : Hj(Q) x H}(Q) — R, et L: Hy(Q) — H'(Q) par :

L(v) = / fnvdz,
Q
Afw,0) = (S(w)v),
ou S: H}Q) — H'(Q) est Vopérateur défini par :
w

el + 5

n

S(w) = —div (M (z)Vw) — A

Méthode du Lax-Milgram.
On va démontrer que les opérateurs A et L satisfont toutes les hypothéses du théo-
réme 1.6.1(Lax-Milgram).
(a) La coercivité du 'opérateur A.
Soit w € H = H}(Q). En utilisant la condition (3.1.2), et I'inégalité de Hardy
(1.3.1), on obtient
Alw, w) = (S(w), w)

w >
— Y, W
ol + 3

2
:/M(:L‘)Vw~dex—/\/w—1d:E
Q ozl + 5

> (aH? — )\)Hw”?qg(g)-

= (—div (M (z)Vw) — A
(3.2.5)

Comme A satisfait la condition (3.1.3), alors I'inégalité ci-dessus montre bien que
lopérateur A est coercif.

(b) bilinéarite de A.
Comme l'opérateur S est linéaire (gras a la linéarité de l'intégrale et de gradient),

il est clair que 'opérateur A est bilinéaire.

(c) Continuité de A.
Soient w, v € H} (). En utilisant (3.1.2), I'inégalité de Holder et celle de Poincaré,



il vient

[A(w, v)| = [(S(w), v)]

:|/M($)Vw-Vvdx—)\/ wvldx‘
@ Q ’23‘24—;
< [vulveidr [ LA o,

< Bllwllgyolvllm @) + nAllwllz2@) vl 2@
< Cllwll g lvll 52 @)-
Donc l'opérateur A est continu.

(d) L est une forme linéaire continue.
La linéarité de L découle directement de celle de l'intégrale, il reste a prouver
seulement que L est continu. Soit w € Hj (). Par I'inégalité de Holder et celle

de Poincaré, on en déduit que
IL(v)| = |/ fovde]
Q

Sn/|v|dm
Q

1
< n|Q|2||v]|r2(q)
< Ol gy o)-

Ce qui prouve bien que L est continu.

Finalement les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram sont satisfaites, donc le

probléme (3.2.4) admet une solution faible u,, € Hj ().

Méthode de monotonie.
On va prouver que 'opérateur S a vérifié les hypothése des théoréme de Leray-Lions
ou S: Hi(Q) — H () est Vopérateur défini par :

w

o> + 5

n

S(w) = —=div (M (z)Vw) — X

On peut voir que

ol
w
e + 5

n

A(w) = —div (M (z)Vw) , B(w) = —A



Tel que A est psodo monotone gras au chapitre précédant et on a déja montrer que S
est coercive alors pour appliquer le théoréme de Leray-Lions et gras a la proposition
(1.7.3) il reste & montrer que B est totalement continu .

Soit v, une suite bornée de H;(€2),alors on peut extrainer une saus suite v, tel que
v, — v dans H} ,quand n — oc.

alors d’aprés Rellich on a

v, — v dans L*(9). (3.2.6)

Soit ¢ € H(Q). Par l'inégalité de Holder la condition (3.2.6) et la linéarité de

Iintégral , on en déduit que
|<B(U —U) S0>:)\|/(Un—v>()0dx|
T a lz)*+ 5

< )\n/ v, — vl|p| dz
Q

< ( [ Ion = ol do) ez
Q

En utiliisant théoréme de convergence forte dans LP(2) on trouve le résultat. Ce
qui prouve que B totalement continué. Finalement les hypothéses du théoréme de
Leray-Lions sont satisfait ,alors S est surjictive, donc le probléme (3.2.4) admet une

solution faible u,, € HZ ().

2. Etape 2 : L’estimation dans I’espace L>(9).Voir |18, Theorem 8.11., page 72|.

3.2.2 Estimations a priori

Lemme 3.2.2 On suppose que I’hypothése (3.1.2) est satisfaite, f € L™(§2) avec m vérifie
la condition (3.2.1), et X satisfait la condition (3.2.2). Alors la suite (u,) est uniformément

bornée dans l’espace HE(Q) N L™ ().

Preuve. Pour n > 1 fixé,soit la fonction wu,, appartient a espace H}(Q) N L>(£2). On

m(N—2)
N—-2m >

il faut montrer qu’elle est dans Hj(Q) N L>(2) . En utilisant le théoréme (1.2.7) il reste

pose la fonction v = |u,|”%u, avec ¢ = avant d’utiliser v comme fonction test

a prouver que |u,|°"2 € H}(2) N L>(2) qui est facile gras a la condition (3.2.1) on peut



déduire que o > 2. Par conséquent, il est 1égitime de I'utiliser comme fonction test dans le

probléme approché (3.2.4), pour obtenir :

(0—1)/M(x)Vun.Vun|un|"_2dx:/\ ual” T dw +/fn| u, |7 %
Q

2P + %

En utilisant la condition (3.1.2) dans I’égalité ci-dessus, on obtient

a(a—l)/ \VunIQ\un\"deg)\/ |Z"| i d:v—i—/ | fl|un|” "t da. (3.2.7)
Q o |zl + Q

Puisque o > 2 (étant m > N%) I'inégalité (3.2.7) devient :

a2
4 —1 o nl|2
%/|V|un|z|2dxgx/Mdﬁ/wunr—l. (3.2.8)
o Q o |7 Q

En utilisant I'inégalité de Hardy sur le premier terme du coté droit de (3.2.8), il vient

] [owpas < [ il 3.29)

L’inégalité de Holder sur le coté droit de (3.2.9), implique que

1

405(0- - 1) )\ o m’ o— m/
l o2 - ﬁ} /Q|v|“n|2 ? dx < | fllzm o {/Q |y | (o=1) dx] ) (3.2.10)
L’inégalité (3.2.10) est utile seulement lorsque
dafoc—1) X 2\’
—jﬁ——>g5=A(Nj§>, (3.2.11)

c’est-a-dire

a(oc —1)(N —2)* > Ao?
Cela est vrai, en tenant compte de la définition de o, si

N(im—1)(N -2
A< a (m )<2 m) = aly,,
m

c’est a dire la condition (3.2.2). De la définition de o, il découle

o2*

=m (0 —1) =m*™.

Par suite, en utilisant I'inégalité de Sobolev, il vient

o[ 2] e

2 1

r* < | fllzm ) [/ || da:} " (3.2.12)




Par l'inégalité de Young dans le coté droit de (3.2.12), on obtient

cfe 3]

Maintenant, on souligne que 57 > ,, puisque m < &. Par conséquent, & partir de (3.2.13),

2 1
¥ !’

] "<l - (3.2.13)

il suit la bornitude de la suite (un) dans l’espace L™ (). Ceci conclut la preuve de la

premiére partie du lemme 3.2.2. Pour prouver la deuxiéme partie, on choisit ¢ = 2 dans

(3.2.9). On obtient ainsi
(a - —) / |Vu,|? de < / | fl|tn| de. (3.2.14)

Comme f € L%(Q), alors, by I'inégalité de Holder sur le coté droit de (3.2.14), on obtient

1
*

A 2 o 5 |*
T2 < 2N . . .
(o= 52) [ 19l de <151, g, | [ ol ] 3:215)

Par l'inégalité de Sobolev sur le coté droit de (3.2.15), il vient

(a——>/|Vun| dx< gN U V| dx} | (3.2.16)

En utilisant I'inégalité de Young sur le sur le coté droit de (3.2.16), on obtient
/ Vu,|?dz < C, (3.2.17)
Q

ot C' est une constante positive ne dépend pas de n. De (3.2.17), on en déduit que la suite
(u,) est uniformément bornée dans 'espace H}(€2). Ceci termine la preuve du lemme 3.2.2.

3.2.3 Passage a la limite

On a démontré que le probléme approché (3.2.4), admet une solution u,, € Hj()NL> ()

au sens faible suivant
/M )V, - Vgoda::)\/| |”90 dx+/fngodx, Vo € H(Q)NL¥(Q). (3.2.18)
Q

De plus, on a prouvé dans le lemme 3.2.2 une estimation uniforme sur la suite de solutions

approchées (u,) dans Pespace H(Q) N L™ (). Maintenant on a tous les outils nécessaires



pour démontrer le théoreme 3.2.1. Tout d’abord, comme la suite (u,) est uniformément

bornée dans H{(2) N L™ (Q2), alors il existe une fonction v € HE(Q) N L™ () telle que
u, — u fortement dans Hj(£2), (3.2.19)

et

U, — u p.p.,dans €. (3.2.20)

En utilisant (3.2.19), il est facile de prouver que

/ M(z)Vu, - Vodr — / M(z)Vu-Vedz.
Q Q

Comme la suite f,, converge fortement vers f dans L'(£2), alors

/angod:v—>/9fg0dx.

Il reste a prouver que

Un® uy
de — ——dx. 3.2.21
/Q )2 + L q |z]? ( )

Comme la suite (u,) est uniformément bornée dans l'espace L™ (), on peut procéder
comme dans la remarque 3.2.1, pour montrer que

la suite _Un est uniformément bornée dans L' (). 3.2.22
2l + 5
Z n>1

En utilisant (3.2.20), on a

Unp,

— — — p.p., d Q. 3.2.23
’x|2 + % |ZE’2 p p ? ans ( )

De (3.2.22) et (3.2.23), on peut conclure par le théoréme de Vitali que

Unp

m — W fortement dans Ll (Q) (3224)

Enfin, on obtient (3.2.21), en utilisant (3.3.21), et le théoréme de convergence dominée.

Un P up
dx—>/—d:v.
o lz)*+ o |z]?

n




3.3 Existence des solutions distributionnelles

Théoréme 3.3.1 On suppose que I’hypothése (3.1.2) est satisfaite, et que f € L™(Q) avec

m vérifie
1 . 3.3.1
SMS N2 (33.1)
et \ satisfait la condition (3.2.2). Alors le probleme (3.1.1) admet au moins une solution
we Wy™ (Q) onm* = S qu sens faible suivant :
/ M(z)Vu-Vedr =\ % dx + / fodr, Yo Ci(R). (3.3.2)
Q Q| Q

Remarque 3.3.1 Comme u € Wol’m*(Q), alors, par linjection de Sobolev, u € L™ (),

donc par la remarque 3.2.1, le deuziéme intégral du coté droit de (3.3.2) a un sens.

Remarque 3.3.2 Comme u € Wy (Q), alors par Uinjection de Sobolev, u € L™ () et
on obtient l'injection de Cy(Q) dans L) (Q).Alors en utilisant Hélder et ’hypothése (3.1.2)

sur le coté gauche de (3.3.2) ,alors

/ M(z)Vu-Veodr < f8 [/ |Vu|™ dz} " [/ |Vgp|(m*)l dm} "
Q Q Q

Ce qui donne un sens a l'intégral.

Remarque 3.3.3 Comme on a f € L™(Q) avec 1 <m < 1\27_% ,alors si on pose que A = 0
donc gras a théoréme 2.5.1 on peut voir que on a la méme régularité comme le théoréme

3.3.1 .Alors A n’infléuence pas a la régularité .

Afin de démontrer le théoréme 3.3.1, on va reprendre les étapes de la démonstration du
théoréeme 2.5.1. Tout d’abord, on considére & nouveau le probléme approché (3.2.4), et on

démontre le lemme suivant :

Lemme 3.3.1 On suppose que l’hypotheése (3.1.2) est satisfaite, f € L™(Q) avec m vérifie
la condition (3.3.1), et X\ satisfait la condition (3.2.2). Alors la suite wu,, est bornée dans

Uespace W™ (Q).

Preuve.

Pour N > 1 fixé¢ ,soient ¢ > 0 et u, appartient a l'espace H}(Q) N L°(2) .On pose

ve = sgn(u,) [(e + un)]a_l avec o = % ;on utilise la condition (3.3.1), on peut montrer



que o > 1l,alors v, est un produit de deux fonctions appartient a Hj(Q) N L>(2) .Gras au
théoréme (1.2.7) on peut utiliser v. comme fonction test dans le probléme approché (3.2.4)

,alors

/M(x)VunVUsdx:A z ’2 T dx —|—/fnvedx (3.3.3)
Q

En remplagant v, par sa valeur dans (3.3.3) on obtlent

IV, |? Up Vs /
-1 U dr = R 3.4
oo )/Q((€+ 7 dr = A S Tdr+ [ favedr. (3.34)

I1 est facile de montrer que

afoc—1) / %dm = M/Q (V(e+ |un|)% - 5%)2dx. (3.3.5)

o (& [un])?77 o’
Alors (3.3.4),revient

4 1 . . Il o
04(02 )/gl(v(gju\unnz_ £3)? d$<)\/[i‘(5+]un1)2 _52]2d95+/ﬂfnvadx

+ )\/Q W[unva — ((e+ |un])® —e2)7] dz.
(3.3.6)

o

On utilise I'inégalité de Hardy :

/[‘ ’(E‘F |Un‘)5 55]2 dr < _Q/Q[V(<€+ ‘un‘)i _55)]2 dr.

Dans la suite on note :w. = (& + |u,|)2 — &% . Alors :

—4a(02— Y — %] /Q(V(ws)2 dx < —i—)\/ﬂ #[unvg — (we)?] da —i—/anUs dr.  (3.3.7)

g

En utilisant I'inégalité de Sobolev (3.3.7) revient

da(o—1 A « >
52 [#‘ﬁ] [/Q Jwe|? da:} < A/ﬂ#[unvs—(weﬂ deJr/anUsdfl?- (3.3.8)

o
On fixe n et on suppose que ¢ — 0 .Alors :
v, — 5)1qn(un)(un)a_1

o
we — |ug|2.

Donc ,gras a la convergence forte on obtient

1
/Q W[unva — (w.)?] dx — 0.



Alors (3.3.8) revient

S? {4&(2_1 } {/ || 2 dxr* S/an|un|”_1dx.

Gras a l'inégalité de Holder a droit de (3.3.9) ,alors

e L T e A i
o

Avant de compléter les calcules ,d’autre part on a :

(N —2)m . 2N
= —F— € = /.
7T N —2m N -2
Alors il est facile de montrer que
o2*

= (0 — 1)m' =m*™.

2

Et on a aussi :

Donc ,il est trivial de voir que
2 1 1

2= m' omr
Alors gras au (3.3.11) et (3.3.12) ,Iinégalité (3.3.10) devient

dafoc—1) A
5? [T - ﬁ} [l e @) < | fall )
Ainsi que
- [ follzco
nllpm= (@) = SZ[MM)_%T

D’autre part on fixe € = R et en remplagant dans (3.3.5) ,on obtient

/de<C(UmNaSR)—M
Q(R+|un‘)2_a —_ 7 ) 7 7 ) *

, on trouve

(2— O')"L

|V, |™ dr < =(R + |un)) dz.
(2—o)m* o')m
@ 2 (R + ual)

Alors

2—m
* om 2
/ Vo, |™ do < M= (/(R—{— |un])(2 : ) dx.
Q

1

(3.3.9)

(3.3.10)

(3.3.11)

(3.3.12)

(3.3.13)

(3.3.14)



Ainsi,on déduire que

2—m*

/ |V, |™ dr < M5 (/ (R+ |un|)m> dx.
Q 0

Donc on a prouvé que u,, est uniformement bornée dans W™ ()

3.3.1 Passage a la limite

On a démontré que le probléme approché (3.2.4), admet une solution u,, € Hj(Q)NL>®(Q)

au sens faible suivant

/ M(2)Vu, - Vode =X | —" da + / fapdr, Vo€ HY(Q)NL®(Q). (3.3.15)
Q a |z[* + Q

n

De plus, on a prouvé dans le lemme (3.3.1) une estimation uniforme sur la suite de solutions
approchées (u,,) dans I'espace W™ (). Maintenant on a tous les outils nécessaires pour
démontrer le théoréme ?7. Tout d’abord, comme la suite (u,) est uniformément bornée dans

WLm™(Q), alors il existe une fonction u dans W™ (Q) telle que
u, — u fortement dans L™ (£2), (3.3.16)

et

U, — u p.p.,dans €. (3.3.17)

En utilisant (3.3.16), il est facile de prouver que
/ M(z)Vu, - Vodr — / M(z)Vu-Vedz.
Q Q

Comme la suite f,, converge fortement vers f dans L'(), alors

/angodx—>/ﬂfg0d:v.

Ungp up
dr — | —= da. 3.3.18
/Q!x\QJr% ’ /QW ' (3319

Il reste a prouver que

Comme la suite (u,) est uniformément bornée dans I'espace W™ (€2), on peut procéder

comme dans la remarque 3.2.1, pour montrer que

la suite (%) est uniformément bornée dans L' (€2). (3.3.19)
n/ n>1



En utilisant (3.3.17), on a

Unp

— — —5 Dp.p., d Q. 3.3.20

De (3.3.19) et (3.3.20), on peut conclure par le théoreme de Vitali que

Unp,

m — W fortement dans Ll (Q) (3321)

Enfin, on obtient (3.3.18), en utilisant (3.3.21), et le théoréme de convergence dominée.
UnP ue
dr — | —=dx.
/Q 22 + /ﬂ |z ?

3.4 Non existence dans le cas ou f € L'(Q)

Soit f € L'(Q) ,on dit que u € L'(€) est une solution faible de

—div (M (z)Vu) = A\—5 = f.

[

Si et seulement si

/Qu(—div (M(2) V) — )\% P de =0, Ve CR(Q).

Et qui est vérifie que
lulliey < Clifllpe, Yf € LYQ). (3.4.1)
Soit g € L>=(£2) et on suppose que ¢ € Hj(£2) solution de

—div (M(2)Vg) — A2 = g.

|z[*
Si le probléme admet une solution dans L!(Q).Alors en utilisant (3.4.1) et I'inégalité de

Holder, on trouve
|| sodsl =1 [ gudal < lgll=lullve < Cllallie |1 flo
Mais si on pose || f|z1) <1 ,on a donc
[ollLee () < Cllgllzeeo)-

Qui est faux en général. Donc le probléme (3.1.1) n’admet pas une solution le cas ou f €

L'(©2).Dans ce cas on donne le contre exemple suivante



Exemple 3.4.1 Soit Q2 = B1(0) et soit uy, € W,y*(Q) solution de probleme

Au,, = ,\legﬁ + fn dans Q,
u=20 sur 0.

Tel que f, € L>®(Q) une suite de fonction non négative Bornées dans L'(Q). Comme la
solution u,, est non négative alors soit u,, > z, ,tel que z, est l'unique solution dans W&’Q(Q)

de
Nz, = f, dans €,

u=20 sur Of).

En utilisant principe mazximum faible u,, > w, ,tel que w, est ['unique solution dans WOI’Q(Q)

de
Aw, :)\‘ b T + fn dans Q,

u =0 sur OS).
Supposant que f, est symétrique ,alors u,, z, et w, sont symétrique . Alors passant a des

coordonnées radiales ,aprés le calcul on obtient

SNfl N-2

~—5fn(8) ds — N3

I = wn|[ £l

N =2 J, max(p,s)

Et on trouve aussi que
1 1
by 5 SN_3 5 tN_lf (t)
(p) = . — "2 _dt) ds+C,
)= 55 [ st | (maxms)m ) o

1

p gN-3 3 tN_lfn(t
> s L o S
= /0 ma$(p, S)N,Q /0 (maw(p, S)Nfg dt) ds + O?

PP S 0 Wy e
_C+N—2pN2/0 S(/ot fat)d )ds.

Dans ce cas on choisit f(x) = e L = el que a Lalors f € LY () et soit fr, = T,.(f)

In(lz[))

,comme on a f, converge vers f alors

e s 1
Jim [ ) di = /0 T = S T

Pour tout |z| = p dans Q

A 1 P 1
I > ds = 400,
niToow"(P)—C+(N—Q)(a—l)pN—z/o s(—In(s))e1 =T



Alors on peut voir que la limite de u,, est +oo ,alors 'estimation est fausse sauf dans L' (Q)

3.5 Le cas ou f € L™(Q) avec m > 5 .

Si on prend f € L™(Q) avec m > I alors n’existe pas une solution u € L'(2) de (3.1.1).

D’autre part si f > 0 et en utilisant Principe de maximum fort on trouve que u > 0 et
— Au>0.

Si u > n dans B,(0) ,par suite n > 0 .En fait une comparison si u > v dans B,(0) ,tel que v

la solution de probléme
Av = )\# dans €,

v=20 sur 0f).
Qui est facile de montrer que n’est pas bornée .Pour plus d’explication on va donner le

contre exemple suivant ,on considére ’equation radiale

—u”(r) _N= 1ul(7“) — /\u(r)

r 72

On va voir la solution dans 'espace W,?(Q) tel que u(1) = 0.

Par calcul on trouve la solution

Tel que

On peut voir que 0 > a.

Donc on a une contradiction car on a u > 0.



Conclusion général

A travers ce modeste travail, nous avons abordé une partie de probléme elliptique, tel
que on a étudié 'existence et la réqularité de solution pour un probléme elliptique avec un

potentiel de Hardy on utilisant des méthodes de résolution.

UNIVERSITE DE MEDEA 2016-2017 M. BARKI
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