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In this work, we present the Ekeland variational principle which guarantees the
existence of fixed point in metric spaces and in partial metric spaces. We explain the
application of this principle to prove the Caristi fixed point theorem and the Clarke
fixed point theorem in partial metric spaces. Also we have explained its application to

Caristi’s fixed point theorem in metric spaces.

We also introduced partial metric spaces where the distance between a point and

itself can be different from zero. Then we presented the Banach contraction principle

which establishes the existence and uniqueness of a fixed point in partial metric spaces.

Keywords : Fixed point, metric space, partial metric space, Ekeland’s variational

principle, Caristi’s theorem, Clarke’s theorem, Banach’s contraction theorem.
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Dans ce travail, on a présenté le principe variationnel d’Ekeland qui garantit I'exis-
tance des points fixes dans les espaces métriques et dans les espaces métriques partiels.
On a expliqué I'application de ce principe pour prouver le théoreme du point fixe de
Caristi et le théoreme du point fixe de Clarke dans les espaces métriques partiels. Aussi
son application au théoréme de point fixe de Caristi dans les espaces métriques a été

expliquée.

On a aussi introduit les espaces métriques partiels ot la distance entre un point et
lui méme peut étre différente de zéro. Ensuite on a présenté le principe de contraction
de Banach qui établit 'existence et 'unicité d'un point fixe dans les espaces métriques

partiels.

Mots-clés : Point fixe, Espace métrique, Espace métrique partiel, Principe variation-
nel d’Ekeland, Théoreme de Caristi, Théoréme de Clarke, Théoréeme de constraction

de Banach.



Le principe variationnel d’Ekeland, est un outil puissant en analyse mathématique,
utilisé pour démontrer I'existence de points fixes pour des fonctions non nécessaire-
ment continues (semi-continue-inférieurement). Il a été introduit par Ivan Ekeland
en 1976 et a depuis trouvé de nombreuses applications dans des domaines tels que

I'optimisation, I’économie, la physique et I'informatique.

Essentiellement, le principe variationnel d’Ekeland affirme que pour une fonction
semi-continue inférieurement donnée définie sur un espace métrique complet, il existe
une suite de points qui se rapproche d'un minimum de la fonction. Ce principe a joué
un role déterminant dans la simplification et I'unification des preuves des théorémes

connus et a fait 'objet de nombreuses généralisations.

Lapplication du principe variationnel d’Ekeland a joué un réle central dans I'ana-
lyse non linéaire, et il continue de jouer un réle important dans divers contextes ma-
thématiques et appliqués en raison de sa capacité a établir 'existence de solutions
aux problemes d’optimisation et aux théoremes de point fixe, il s'applique a la fois
aux espaces métriques partiels, mais présente des nuances importantes dans chaque

contexte.

Le concept d’espace métrique partiel était introduit par Matthews en 1994, comme
une étude de la sémantique dénotationnelle des flux des données de réseaux. En fait, il
est largement reconnu que les espaces métriques partiels jouent un role important
dans la construction de modeéles dans la théorie de calcul, de la science de I'informa-

tion, de la science et de la biologie.

La topologie de tels espaces métriques partiels est un peu particuliere. Précisément,
la distance d'un point a lui méme peut ne pas étre égale a zéro. De plus, la limite d'une

suite convergente n'est pas unique.



L'étude du principe variationnel d’Ekeland dans ces espaces est donc d'un grand
intérét pour étendre son champ d’application et analyser des problemes d’optimisation

dans des problémes d’optimisation dans des contextes plus généraux.

Ce mémoire vise a explorer le principe variationnel d’Ekeland dans le cadre des
espaces métriques partiels, il sera structuré en trois chapitres, chacun abordant un

aspect spécifique du sujet.

-Dans le premier chapitre intitulé "Principe variationnel d’Ekeland dans les espaces
métriques", on a d’'abord donné des rappels des espaces métriques, et introduit les
notions de la distance, de topologie, les suites, la complétude et la continuité. Ensuite
on a présenté ce principe et expliqué comment I'utiliser pour montrer le théoreme du
Caristi dans les espaces métriques.

-Dans le deuxieme chapitre intitulé "Espaces métriques partiels", on a introduit la
définition d'un espace métrique partiel avec des exemples illustratifs, et on a présenté
et démontré le principe de contraction de Banach dans cet espace.

-Le troisieme chapitre qui traite du sujet principale intitulé "Principe variationnel d’Eke-
land dans les espaces métriques partiels", vise a introduire ce principe fondamental
et a explorer ses applications au théoreme de point fixe de Caristi et au théoréme de

point fixe de Clarke.
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Chapitre

Principe variationnel
d’Ekeland dans les
espaces métriques

Sommaire

1.1 Espace métrique 1
1.2 Quelques théorémes du point fixe

Lobjectif de ce chapitre est d’explorer et de présenter en détail le principe varia-
tionnel d’Ekeland dans les espaces métriques. Il vise a fournir une compréhension
approfondie des concepts de base des espaces métriques, des distances, et du principe
variationnel d’Ekeland, ainsi que de leurs applications au théoreme du point fixe de
Caristi, et 'équivalence qui existe entre eux dans I'espace métrique

1.1 Espace métrique

1.1.1 Rappel sur les espaces métriques

Définition 1.1: [12]

Soit X un ensemble. On appelle métrique ou distance toute application
d:XxX—>R"={xeR| x>0}

telle que, pour tout x,y,z€ X,ona:
D) d(x,y)=0&=x=y,

D,) d(x,y)=d(y,x) (symétrie),
D) d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire).

Le couple (X, d) s'appelle un espace métrique.
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Exemple 1.1
Distance usuelle sur R ou C :
d(x,y)=lx—yl.
Exemple 1.2
, , i _ )1 six#y
Soit la distance définie par : d(x,y)= { ) ey

Elle s’appelle la distance discrete sur X.

Exemple 1.3
Soit X =R",(n € N*). Pour tout x = (X;)1<i<n €t ¥ = (¥;)1<i<n de R". L'application définie
par :

d(x,y)= sup |x;—yil

1<i<n

est une distance. On peut facilement vérifier les conditions (1) et (2). Pour l'inégalité trian-
gulaire, on a pour tout x,y et z€R" :

lx; — z;| < |x; — yil + |y — 24
d’out :

sup |x; —z;| < sup (|x; — y;| +1y; — ;) < sup [x; — y;|+ sup |y; — 2l

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n

Proposition 1.1

Une distance d sur un ensemble X vérifie :
1. Pour x, ..., x, des pointsde X ona:

d(xy, x,) < d(xy, %)+ +d(x,_1, X,)
2. Pourtout x,y etzdans X ona:
d(x,y)=d(y,z)|<d(x, z)
3. Pourx,y,zetteX,ona:

ld(x,y)—d(z,t) <d(x,t)+d(y,t)
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Démonstration
1. On démontre cette propriété par récurrence sur n.
2. Nous avons par l'inégalité triangulaire :

d(x,y)<d(x,z)+d(z,y)

ce qui donne
d(x,y)—d(z,y)<d(x,z)

En permutant x et z, on a de la méme manieére :
d(z,y)—d(y,x)<d(x,z)

donc
—d(x,z)<d(x,y)—d(y,z)<d(x,z)

C'est a dire
ld(x,y)—d(y,z)|<d(x,z)

3. Soient x,y,zett e E ,alors:

d(x,y)<d(x,z)+d(z,t)+d(t,y)
d'our:
d(x,y)—d(z,t)<d(x,z)+d(t,y)

en permutant les couples (x, y) et (z, t) on obtient :

d(z,t)—d(x,y)<d(z,x)+d(t,y)

Distances équivalentes

Définition 1.2

Soient d, et d, deux distances sur I'ensemble X. On dit que d, et d, sont équiva-
lentes s'’il existe deux constances strictement positives k et k’ tel que :

Vx;yGerl(x;y)Sde(x)y) et dz(ny/)Sk/dl(x»y)

1.1.2 Topologie des espaces métriques

Boules et sphere

Définition 1.3

Si (X, d) est un espace métrique, on appelle
boule ouverte de centre a € X et de rayon r >0 l'ensemble :

B(a,r)={xeX,d(x,a)<r},
boule fermée de centre a € X et de rayon r > 0 'ensemble :
B(a,r)={xeX,d(x,a)<r},
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sphere de centre a € X et de rayon r > 01'ensemble :

S(a,r)={xeX,d(x,a)=r}.

Définition 1.4

Si Ac X et x € X on appelle distance de x a A et on note d(x, A), le réel

d(x,A)=inf{d(x,a);a € A}.

Définition 1.5

Soit (X, d) un espace métrique et A une partie de X. On dit que A est un ouvert de
(X,d)sipour tout a € Ail existe r >0 tel que B(a, r) c A. On dit que A est un fermé
de (X, d) si son complémentaire A° est un ouvert de (X, d). En particulier # est a la
fois un ouvert et un fermé de (X, d), de méme que X.

Suites dans les espaces métriques

Définition 1.6
Soit (X, d) un espace métrique.
Une suite (u,) de (X, d) est dite convergente vers [ € X si

Ve>0,ANeN,Yn>N,d(u,,l)<e.

On dit qu’une suite (u,) de (X, d) est bornée s’il existe une boule ouverte (ou
fermée) qui contient tout les termes de la suite, c’est a dire s’il existe be X et r >0
tels que

u,€B(b,r),YneN

Remarque 1.1. Une suite qui n’est convergente vers aucun [ € X est dite divergente.

Theorem 1.1. Si (u,) est une suite convergente vers [ et vers [, alors [ = I’. On
appelle cet élément de X la limite de la suite (u,,).

Démonstration
Supposons par contradiction que [ # I'.
Soite=d(l,1")>0.
D’apres la définition de la convergence, il existe un rang N, tel que pour tout n > N;, on
a: .
dlu,l)< >

De méme, il existe un rang N, tel que pour tout n > N,,ona:

, £
1)< 5




1.1. Espace métrique

En prenant N = max(N;, N,), on a pour tout n> N :
€ €
d(un, l) < E et d(un, l,) < 5
En appliquant la propriété du triangle a ces deux inégalités, on obtient :

Al 1) =d(u, D+ d(u, 1)< 5+ =

Ce qui est une contradiction avec I'hypothese d(l,’) > €. Par conséquent, notre suppo-
sition initiale selon laquelle [ # [’est fausse.
On a donc démontré que si (u,,)est une suite convergente vers [ et vers [’ alors [ =1’.

Suite de Cauchy

Définition 1.7

Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu'une suite (x, ),y d’éléments de X est
une suite de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe n, e N tel que :

m,n>ny=d(x,,x,)< &

Proposition 1.2

Dans un espace métrique (X, d)
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est une suite bornée.

Démonstration

1. Comme (x,),«y €st une suite convergente, alorson a:

Ve>0,IN,eN telque n>N=d(x,a)<e
et donc

e ¢
n,m> Ng = d(xnrxm) < d(xnr a)+ d(d, xm) < 5 + 5 =E€.

Ce qui donne la suite de Cauchy.

2. Soit (x,),ey une suite de Cauchy. Pour tout ¢ > 0, il existe n, e N tel que :

m,n>ny=d(x,,Xx,)<¢&

Onposee=1letm=nyona:

VYn>ny=d(x,, x,)<1

Alors, la suite est bornée.
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Espace métrique complet

Définition 1.8

Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy de X converge
dans X.

Remarque 1.2. Lintérét des espaces complets est qu’'on peut garantir I'existence de la
limite d'une suite sans nécessairement exhiber cette limite : il suffit de vérifier que la
suite est de Cauchy.

Suites extraites

Définition 1.9

Soit (x,),ey Une suite d’éléments d'un espace métrique (X, d) .
On appelle sous-suite ou ( suite extraite) de la suite (x,, ),y toute suite de la forme
(Xo(n))nen, OU @ est une application strictement croissante de N dans N.

1.1.3 Continuité dans les espaces métriques

Limites et continuité

Définition 1.10

Soient (X;,d) et (X,, d) deux espaces métriques, f : X; — X, est une fonction.
Soit a € X, on dit que f admet une limite en a s’il existe [ € X, tel que

Ve>0,da>0,VxeX,d(x,a)<a=d(f(x)l)<e.

Remarque 1.3. Si f admet une limite en a, cette limite est nécessairement unique.

‘ Proposition 1.3

f admet pour limite / on a si et seulement si pour toute suite (x,,) de X qui converge
vers a, alors (f(x,)) converge vers /.

Remarque 1.4. Ondit que f est continue en a € X si f admet une limite en a (néces-
sairement égale a f(a)).

On dit que f est continue sur X si elle est continue en chaque point de X.

Theorem 1.2. Soit f une fonction tel que f : X; — X,, on dit que f est continue en
a € X si et seulement si, pour toute suite (x,) de X qui tend vers a, alors (f(x,)) tend
vers f(a).
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Définition 1.11: (Fonction uniformément continue)

Soient (X, d) et (X’,d’) deux espaces métriques, et soienta € X et f : X — X’. Alors
f est uniformément continue si et seulement si :

Ve>0,3a>0,Y(x,y)eX x X :d(x,y)<a=d (f(x), f(y)) <e.

1.1.4 Espaces vectoriels normés, Espace de Banach

Définition 1.12: [12]

On appelle norme sur E toute application p : E — R, telle que pour tout x,y € E
etAcRona:

N,) p(x)=0& x =0, (condition de séparation),

N,;) p(Ax)=|A|p(x), (condition d’homogénéité),

N;) p(x+y)<p(x)+p(y) (inégalité triangulaire).

Notation : On note p(x)=||x|| ou encore p(x)=|x||z. p(x) sSappelle norme de x.

(E, p) s'appelle espace vectoriel normé (e.v.n).

Propriétés 1. [12]
D llp(x)=p)li<p(x—y).

2) Si E #{0}, alors p est non bornée.

Définition 1.13: [12]

On appelle espace de Banach, un espace vectoriel normé complet.

Theorem 1.3. [4] Tout espace vectoriel de dimension finie est un espace de Banach.

1.2 Quelques théoremes du point fixe

1.2.1 Théoréeme de Banach

Le théoreme de Banach, énoncé en 1922 par Banach, est un résultat fondamental
en théorie des points fixes. Il garantit '’existence et I'unicité d'un point fixe pour une
contraction définie sur un espace métrique complet. Une contraction est une fonction
qui contracte les distances entre les points de I'espace. Ce théoréme a de nombreuses

7
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applications en mathématiques, notamment en analyse numérique, en théorie des
fractales et en théorie des équations différentielles.

Définition 1.14: (Fonction lipschitzienne)

Une fonction f : X; — X, ou X, et X, sont des espaces métriques est dite lipschit-
zienne s’il existe k e R, tel que:

d(f(x), f(y)) < kdi(x,y)

pour tout x, y € X;.

Remarque 1.5. 1) Laplus petite valeur k satisfaisant cette propriété pour la fonction
f est appelée la constante de Lipschitz.

2) Si cette constante k est plus petite que 1, la fonction f est appelée une contraction
avec constante de contraction k.

Remarque 1.6. Toute application lipschitzienne est uniformément continue. Toute
application uniformément continue est continue. Les réciproques sont fausses.

Le théoreme de point fixe le plus élémentaire et certainement le plus utilisé est le
principe de contraction de Banach.

Theorem 1.4. [8] (Principe de contraction de Banach)
Soient (X, d) un espace métrique complet et f : X — X une contraction. Alors, f aun
unique point fixe.

Démonstration
1) Existence du point fixe :
Soit f une contraction, c’est a dire qu’il existe k €[0, 1[ tel que pour tout x,y € X :

d(f(x), f(y)) < kd(x,y)
Soit x, € X, définissons la suite (x,) par récurrence :
X1 = f(x,),Vn =0
En appliquant la propriété de contraction a x,, et x,;, on obtient :
A(Xp41) Xni2) S kd(Xp, Xpi1)
En réarrangeant les termes et en appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient :
A(Xp41) Xni2) S kd(Xp, Xpi1) < kzd(xn—l’ X,)
En itérant cette inégalité, on obtient :

d(xn+1’ xn+2) S knd(xo» xl)
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Or, k €[0,1[, donc lim . Par conséquent, la suite (x,) est de Cauchy.

Comme (X, d) est un espace métrique complet, toute suite de Cauchy dans cet espace
converge. Dongc, il existe un élément £ € X tel que:

lim x, =&

n—oQ

En passant a la limite dans I'égalité x,., = f(x,) on obtient :

f(&)= lim f(x,)= lim x,., = xi

n—oo

Donc & est un point fixe de f.

2) Unicité du point fixe :

Supposons qu’il existe un autre point fixe n # &.

En appliquant la propriété de contraction a £ et n, on obtient :

d(f(€), f(n) < kd(E,n)
Comme ()= et f(n)=nona:
d&,n<kd&,n)
Sid(&,n)#0, on divise les deux parties par d(£,n) et on obtient :
1<k

Ce qui est une contradiction, car k €0, 1.
Donc, d(&,n) =0, ce qui implique que & =1).
Lapplication contractante f possede un unique point fixe & € X.

1.2.2 Théoréme de Caristi

En 1976, Caristi a établi un théoréme de point fixe qui ne nécessite pas que la fonc-
tion soit une contraction. Ce théoréme permet de garantir I'existence d'un point fixe
pour une fonction quelconque sous certaines conditions. Plus précisément, si une
fonction vérifie une certaine inégalité par rapport a une fonction semi-continue infé-
rieurement bornée, alors elle admet un point fixe.

Définition 1.15: [8]

Une fonction ¢ : X — R est dite semi-continue inférieurement si, pour tout x € X,
liminf¢(y) > ¢(x) ou, de facon équivalente, si 'ensemble {x € X : ¢(x) < a} est
y—x

fermé pour tout a € R. Elle est semi-continue supérieurement si —¢ est semi-
continue inférieurement.

Theorem 1.5. [8](Caristi)
Soient (X, d) un espace métriques complet et ¢ : X — R une fonction semi-continue
inférieurement minorée. Soit f : X — X une fonction quelconque telle que pour tout
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xeX:
d(x, f(x)) < ¢(x)—@(f(x))
Alors f admet un point fixe.

Une preuve plus simple utilisant un résultat de Bishop et Phelps a par la suite été
faite. Avant d’énoncer ce lemme, voici le théoréme d’intersection de Cantor qui nous
sera nécessaire pour faire la preuve du lemme de Bishop-Phelps.

Theorem 1.6. [8](Intersection de Cantor)
Soit {A,},cy une suite de sous-ensembles non-vides fermés de X tels que A; > A, D
A; D+, ettelsque lim diamA, =0 Alors, 'ensemble ﬂ A, est constitué d'un unique

n—oo
neN

point.

Lemme 1.1. [8](Bishop-Phelps)
Soient (X, d) un espace métriques complet, ¢ : X — R une fonction semi-continue
inférieurement minorée et A une constante positive. Alors, pour tout x, € X il existe
x*e X, tel que

Ad(xy, x*) < @ (x0) — p(x™)

et
Ad(x,x7)> ¢(x")—P(x)

pour tout x € X tel que x # x*.

Démonstration
Pour tout z € X, soit T(z) = {y € X : ¢(y)+ Ad(z, y) < ¢(z)} . Puisque la fonction ¢ est
(s.c.i), T(z) est fermé pour tout z € X.

Soit x, € X. Choisissons d’abord x; € T(x,) tel que
¢ (x,) < 1+inf[@(T(x,))].
Choisissons ensuite inductivement x, € T(x,_,) tel que
|
¢ (x,) < —+inf[(T(x,1)].

Il est clair queT(x,) > T(x;) D> T(x,) D ---. Estimons le diameétre de T (x,,) pour un n donné.
Soit w € T(x,) c T(x,_;). Nous avons que

P(w) 2 it p(T (5] 95—
Puisque w € T(x,), nous avons que
A,y w) < 905~ plw) <

Donc, diamT(x,) < f—n pour tout n € N. Par le théoreme d’intersection de Cantor, il

o
existe un unique x* € ﬂ T(x,).
n=0

10
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Et puisque x* € T(x,),
Ad(xo, x*) < P (x0) — P (x7).

De plus, si Ad(x, x*) < ¢(x*)—¢(x), alors x € ﬁ T(x,), puisque pour tout n € N
n=0

Ad(x,, x*)+ Ad(x* x)

¢(x,)—p(x*)+ P(x *) ¢(x)

¢(xn)_¢ x)

Ad(xy, x)

(IR VANRVAN

et par unicité x = x*.

Voici une démonstration du théoréme de Caristi utilisant le lemme de Bishop-
Phelps.

Démonstration
Posons A =1 et choisissons x, € X Par le Lemme (1.1) il existe x* € X tel que, si x # x*

d(x, x*)> p(x*)— P(x) (1.1)

Par hypothese,
d(x*, f(x) < @ (x%)— @ (f(x7)) (1.2)
De (1.1) et de (1.2) on déduit que x* = f(x*)

1.2.3 Principe variationnel d’Ekeland

Le principe variationnel d’Ekeland, est un résultat important en analyse fonction-
nelle. Ce principe permet de trouver un point qui minimise une fonction propre semi-
continue inférieurement bornée inférieurement, sous certaines conditions. Il fournit
une méthode pour trouver des points proches des points ot une fonction atteint son
minimum, tout en respectant des contraintes sur la fonction et les distances entre les
points. Ce principe est étroitement lié aux théoremes de point fixe et a des implications
importantes en optimisation et en analyse non linéaire . Il s’avére que ce principe est
équivalent au théoreme de point fixe de Caristi.

Theorem 1.7. [8] (Principe variationnel d’Ekeland)

Soient X, d un espace métriques complet et ¢ : X — R une fonction semi-continue
inférieurement bornée inférieurement. Pour chaque ¢ > 0 et chaque u € X tel que
¢(u)< )16161}1;(/)(x)+e, il existe v € X tel que:

(1) p(v) < (u),

(2)d(u,v)<1,

(3) p(v)< @(x)+ed(x,v). pout tout x € X tel que x # v.

Démonstration
Soient ¢ >0 et u € X tels que ¢(u) < in}gqb(x) +&. Posons
xe

X' ={xeX:¢p(x)+ed(u,x)< p(u)}.

11



Chapitre 1. Principe variationnel d’Ekeland dans les
espaces métriques

X’ n'est pas vide puisque u € X’. De plus, par la semi-continuité inférieure de ¢, X’ est
fermé et est donc un espace métrique complet.
Remarquons que la fonction ¢ restreinte au domaine X’ est a valeurs réelles et qu’elle
est aussi semi-continue inférieurement et bornée inférieurement.
Pour tout x € X’, posons

S(x)={y e X\{x}: ¢(y)+ed(x,y) < p(x)}
et définissons

f(x):{x si S(x)=0

y si S(x)#0 ou y estun élément quelconque de S(x)

Alors, f estune fonction de X’ dans X’. En effet, pour tout x € X’ tel que S(x) =0, f(x
x € X’ D’autre part, pour tout x € X’ tel que S(x)#0, f(x)=y €S(x )etalors
o(y)+ed(u,y)<o(y)+ed(x,y)+ed(u,x)
<@(x)+ed(u,x)
<¢(u

et donc y € X’. Nous avons aussi que pour tout x € X’ puisque f(x)=x ou f(x)e S(x)

A, f () £ pL)— B )

Le théoreme (1.5) implique que f a un point fixe v € X’. Il s’ensuit que S(v) =0 c’est-a-
dire que
o(x)>¢(v)—ed(x,v)

pour tout x € X tel que x # v.
De plus, puisque v € X’, nous avons que :

p(v)<Pp(u)—ed(u,v)< p(u)

Enfin, nous avons :
ed(u,v)<o(u)—¢(v)
<o(u)— 1n§¢

<e

et donc d(u,v) < 1. Ainsi, le v trouvé répond aux trois criteres.

Maintenant, voici une démonstration du théoréme de Caristi grace au principe
variationnel d’Ekeland :

Démonstration

Choisissons u € X tel que

§(x) < Inf@(x)+1
Par le Théoreme (1.7) il existe v € X tel que:
d(x,v)>¢(v)—¢(x) (1.3)
pour tout x € X tel que x # v Or, par hypothése
d(v, f(v)) < @(v)=(f(v) (1.4)

De (1.3) et (1.4) nous déduisons que : f(v)=

12



Chapitre

Espaces métriques par-
tiels

Sommaire

2.1 Espace métrique partiel 13
2.2 Principe de contraction de Banach dans un espace métrique partiel 19

Lobjectif principal de ce chapitre est d’'introduire les espaces métriques partiels
qui sont une généralisation des espaces métriques classique ot la distance entre un
point et lui mémé n'est pas nécessairement égale a zéro, et de présenter le principe de
constraction de Banach dans ces espaces.

2.1 Espace métrique partiel

Un espace métrique partiel est un ensemble muni d'une relation de distance qui
ne vérifie pas toutes les propriétés d'une distance classique. En particulier, la distance
d'un point a lui-méme peut étre non nulle.

Définition 2.1: [3]

Soit R, 'ensemble de tous les nombres réels positifs et soit X un ensemble non
vide.

On dit que la fonction p : X x X — R, est une métrique partielle sur X si les
conditions suivantes sont satisfaites, pour tous x, y,z € X :

p) p(x,y)=p(y, x) (symétrie),

p) x=y e plx,x)=p(x,y)=p(y,y) (égalité),

p3) p(x,x)<p(x,y) (petite distance de soi),

ps) p(x,2)<p(x,y)+p(y,z)—p(y,y) (inégalité triangulaire).
Alors (X, p) est dit un espace métrique partiel.

On utilise I'abréviation EMP pour 'espace métrique partiel (X, p).

Remarque 2.1. Un espace métrique partiel est une généralisation d'un espace mé-
trique.

c'est a dire que : tout espace métrique est un espace métrique partiel.

Il est clair que, si p(x,y)=0, alorsde p;) et p,)ona: x=y.

Mais si x =y, p(x, y) peut étre différente de 0.

13



Chapitre 2. Espaces métriques partiels

2.1.1 Ladistance partielle associée a la métrique
partielle p

Theorem 2.1. [3] Pour une métrique partielle p sur X, la fonction d,, : X x X — R*
donnée par:

dy(x,y)=2p(x,y)—p(x,x)—p(y,y)
Est une distance sur X. Elle exprime la distance entre deux points x et y dans 'espace
métrique partiel (X, p) en termes de la métrique partielle p.

Démonstration
La fonction d, : X x X — R* vérifie les quatres conditions d'une métrique classique, en
effet:

1) d,(x,y)=2p(x,y)—p(x,x)—ply,y)=d,(y, x), car: p(x, y)= p(y, x) (Symétrie)

2) On peut voir que si x = y, alors d,(x,y) =0, car p(x,x) = p(x,y) = p(y,y). Etsi
d,(x,y)=0,alors 2p(x, y)—p(x,x)—p(y,y)=0, ce qui implique que

(p(x,y)—p(x,x)+(plx,y)—p(y,y))=0,

de la condition p;) on trouve p(x, y)—p(x,x)=0et p(x,y)—p(y,y)=0.
Alors p(x,y)=p(x,x)=p(y,y)etdonc x =y.

3)Onad,(x,x)=0etonad,(x,y)est toujours supérieur ou égal a 0, car p(x, x) <
p(x,y)doncd,(x,x)<d,(x,y).

4)Onady,(y,y)=0etona:
d,(x,y)+p(x,x)+p(y,y)

dp(x,y)=2p(x,y)=p(x,x)=p(y,y)= p(x,y) 5
onremplace p(x, y)dans p(x,z) < p(x,y)+p(y,z)—p(y,y) on obtient :

plx,2) < dp(x,y)+l9(x,x)+p(y,y) + dp(y,z)+p(z,z)+p(y’y)
< 5 .

—p(y,y)
donc

2p(x,z)=dy(x,2)+p(x,x)+p(z,2) < d,(x,y)+plx,x)+p(y,y)+d,(y,z)+p(z,z)
+p(y,y)—2p(y,y)

on conclut que d,(x,z) < d,(x,y)+d,(y, z) (Inégalité triangulaire).

2.1.2 Topologie des espaces métriques partielles p

14



2.1. Espace métrique partiel

Boule ouverte, boule fermée, sphere

Définition 2.2: [3]

Lorsqu’'une métrique partielle p est définie sur un ensemble X, elle permet de
définir une topologie sur X, appelée la topologie p-induite. Cette topologie est
définie a partir des boules ouvertes et fermées associées a la métrique partielle p.
Si (X, p) est un espace métrique partiel, on appelle

p-boules ouvertes {B,(x,£): x € X,£>0} ol :

Bp(x,s):{y eX:plx,y)< p(x,x)+£}

avec B,(x, ) est 'analogue de la boule ouverte classique dans les espaces mé-
triques. Elle contient tous les points de X qui sont a une distance strictement
inférieure a ¢ de x, selon la métrique partielle p.

p-boule fermée est définie comme :

B,(x,&)={yeX:p(x,y)<p(x,x)+¢}

p-sphere est définie comme :
S,(x,&)={y e X:p(x,y)=p(x,x)+¢}

Définition 2.3: [3]

Soit (X, p) un EMP. Alors :

1) une suite (x,),.y dans X converge vers x € X si et seulement si p(x,x) =
h{}l p(x, x,).

n—+00

2) une suite (x,),y dans X est appelée suite de Cauchy si et seulement si
lim p(x,, x,,) existe (et est fini),

n,m—+00

3) (X, p) est dit complet si toute suite de Cauchy (x,),y dans X converge, par
rapporta 7,, vers un point x € X tel que p(x, x)= linl p(x,, Xp)
n,m—+0oQ

Exemple 2.1
Considérons X = R, et on défini p(x,y) = max{x,y} pour tout x,y € X. Montrer que
(X, p) est un EMP.

Solution.

Il est clair que p n'est pas une métrique (habituelle). En effet, p(x, x) = x # 0 pour
tout x #0.
p est vérifié les conditions d'une métrique partielle :

1) la symétrie :
-six<yalorsp(x,y)=yetp(y,x)=y
-si x> yalors p(x,y)=xetp(y,x)=x,
donc p(x,y)=p(y,x),Vx,y € X.

15



Chapitre 2. Espaces métriques partiels

2) I'égalité :
plx,x)=xetp(y,y)=y
-si:p(x,x)=p(x,y)=p(y,y)alorsx=y,Vx,yeX

3) petite distance de soi :
-six<yalorsp(x,x)=x<p(x,y)=y
-six>yalorsp(x,x)=x=p(x,y)=x Vx,yeX

4) inégalité triangulaire :
Soient x,y,z€ X,ona:
x <max{x,z}+z—z
<max{x,z}+max{z,y}—=z

et:
y <max{z,y}+z—z

<max{z, y}+max{x,z}—z

puisque x, y,z €R,. Il résulte :
max{x, y} <max{z, y}+max{x,z}—z

Cest adire:
plx,y)<p(x,z)+plz,y)—plz, z).

Exemple 2.2
Soit (X,d) un espace métrique et (X,p) un espace métrique partiel, les fonctions
pi: X xX —-R* i={1,2,3} données par :

pi(x,y)=d(x,y)+p(x,y)
p2(x,y)=d(x,y)+max{w(x),w(y)},
Ps(x»J’) = d(x’y)+ a.

définir des métriques partielles sur X, ot w : X x X — R* est une fonction arbitraire et a > 0.

Solution.

Pour p, :
pilx,y)=d(x,y)+p(x,y),

1) Symétrie :
pi(y, x)=d(y, x)+p(y, x)=pi(x,y)
car: d(x,y)=d(y,x)etp(x,y)=p(y, x).

2)I'égalité :

Sipy(x, x)=pi(x,y)=pi(y,y), alors p(x, x)=d(x,y)+ p(x,y)=p(y, y), donc
d(x,y)=p(x,x)—p(x,y). Dela condition p;),on a d(x, y)<0.Alors x = y.
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2.1. Espace métrique partiel

3)petit distance de soi
pi(x,x)=d(x, x)+ p(x, x)
comme p(x,x)< p(x,y), donc: p,(x,x)<pi(x,y).

4)inégalité triangulaire :
d(x,y)+p(x,y)

d(x,z)+d(z,y)+p(x,z)+p(z,y)—p(z,z)
(d(x,z)+p(x,2))+(d(z,y)+p(z,y)—p(z,z),

pi(x,y)

Al

etcomme p,(z,z)=d(z,z)+ p(z,z)=p(z, z), on trouve :

P1(x, ¥y) < pi(x,2)+ pi(z, y)—pi(z, 2).

Pour p, :
Pz(x»J’) =d(x, J/)+maX{w(x),w(J/)},

1) symétrie :

P2y, x)=d(y, x)+max{w(y), w(x)} = p,(x, y)

2)I’égalité :

Si py(x, %)= po(y, x) = ps(y, y), alors w(x) = d(x, y)+ max{w(x), w(y)} = (y), donc
w(x)=d(x,y)+ w(x), ce quiimplique d(x, y)=0.Alors x =y

3)petit distance de soi

P2(x, x)=max{w(x), w(x)}

comme max{w(x), w(x)} < max{w(x), (y)},
donc: p,(x, x) < po(x,y).

4)inégalité triangulaire : On a:

o(x) < max{w(x), w(z)} < max{w(x), w(z)} + max{w(z), w(y)} — w(z),

car
max{w(z),co(y)}—a)(z)zo.
Aussi :
o(y) < max{w(y), w(z)} < max{w(z), w(y)} + max{w(x), w(z)} — w(z),
alors:
max{w(x), a)(y)} <max{w(x), w(z)} +max{a)(z), w(y)} —w(z).
Ona:
pa(x,y) = d(x,y)+max{w(x),w(y)}

< d(x,z)+d(z,y)+max{w(x),w(z)}+max{a)(z),w(y)}—w(z)

= (d(x,z)+max{w(x),w(z)})+(d(z,y)+max{w(z),w(y)})—w(z).
Donc:

P2(x,¥) < pa(x,2)+ palz, y)— palz, 2)
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Chapitre 2. Espaces métriques partiels

car: py(z,z)= w(z).
Pour p; :

pB(ny/): d(x»J/)+a»

1) symétrie :

P3(y, x)=d(y, x)+a=ps(x,y)
car:d(x,y)=d(y, x).

2)I'égalité :
Si ps(x, x)=p3(y, x)=ps(y,y), alors a =d(y, x)+ a ce qui implique que d(x, y)=0.
Doncx=y

3)petit distance de soi :
p3(x,x)=d(x,x)+a
commed(x,x)<d(x,y),
donc: p3(x, x) < ps(x, y).

4)inégalité triangulaire :

Ona:

d(x,y)+a
d(x,z)+d(z,y)+2a—a ,
(d(x,z)+a)+(d(z,y)+a)—a

Pz(x;J/)

A

et comme p,(z,z)=a, on trouve

P2(x,¥) < po(x,2)+ palz, y)— pa(z, 2).

Exemple 2.3: [18]

Soit X ={[a,b]:a,b €R,a < b} et définir

p(a,bl,[c,d]) = max{b,d} —min{a,c} pour tout [a,b], [c,d] € X. Alors (X, p) est un
EMP.

Exemple 2.4: [18]
Soit X =[0,1]U[2,3] et définissons p : X x X = R* par :

max{x,y} si{x,y}ﬂ[z,?)];éﬂ,

p(xry):{lx_yl Sl’{x,y}C[O,l].

Alors (X, p) est un EMP complet.

Lemme 2.1. [18] Soit (X, p) un EMBP, alors :

1) une suite (x,),ey dans X est une suite de Cauchy si et seulement si (x,,),cy €st de
Cauchy dans I'espace métrique (X, d,,)

18



2.2. Principe de contraction de Banach dans un espace métrique partiel

2) (X, p) est complet si et seulement sil'espace métrique (X, d,) est complet,De plus,
lim d,(x,x,)=0sietseulementsi:

n—+00o
p(x,x): 11&1’1 p(xrxn): hn}_ p(xn’xm)

2.1.3 Continuité dans un espace métrique partiel

Définition 2.4

Soit (X, p) un espace métrique partiel. Une application F : E — E est dite conti-
nue en x € X, si pour tout £ > 0, il existe 6 > 0 tel que F(B,(x,6)) C B,(F x, &).

Lemme 2.2. [18]
Soit (X, p) un espace métrique partiel.l'application F : X — X est continue si et seule-
ment si, étant donnée une suite {x,} eNet x € X tel que :

plx,x)= lim p(x,x,)

alors
p(Fx,Fx)= liIJ‘rnoo p(F x, F x,).

2.2 Principe de contraction de Banach dans un espace
métrique partiel

Theorem 2.2. [1] Soit (X, p) un espace métrique partiel completet T: X — X une
application tel que :

dce[0;1[: p(Tx, Ty)< cp(x,y),Vx,y € X.

Alors, T admet un unique point fixe u € X , c’est a dire Tu = u, de pluson a :
p(u,u)=0.

Remarque 2.2. Le principe de contraction de Banach pour les espaces métriques
partiels est une généralisation du théoreme de Banach classique pour les espaces
métriques complets.

Démonstration
Soit x € E , on va démontrer que la suite {T"x} est de Cauchy. alors: Vn,k e N:

p(Tn+k+1x, Tnx) S p(Tn+k+1x, T}'l+kx)+ p(Tn+kx, T”x)—p(Tn+kx, T}’l+kx)
<p(T(T™* %), T(T"* ' x)+ p(T"*x, T" x)

<c"Fxp(Tx,x)+p(T"*x, T"x)
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Chapitre 2. Espaces métriques partiels

Puisque pourtout nona: p(T"x,T"x)< c¢" x p(x, x), alors pour tout n,k eN:

p(T"H x, T"x) < (" +..+c")x p(Tx,x)+p(T"x,T" x)

1— k+1
c" x (l—;c) xp(Tx,x)+c" xp(x,x)
p(T x, x)

l1—c

IA

<c"x( + p(x, x))

Donc la suite {T"x}, n € N est une suite de Cauchy, c’est a dire :

p(u,u)= lim p(T"x,u)= lim p(T"x,T"x)=0.

n—+00 n,m—+0o

Comme l'espace est complet, donc la suite {T"x}, n € N converge vers u € E.

Donc:
lim p(T"x,u)=0.
n—-+00

D’autre part :

VneN:p(Tu,u)<p(Tu, T""'x)+p(T" x, u)—p(T" M x, T x)
<cxp(u, T"x)+p(T" ' x, u)

Ilrésulte: p(Tu, u)=0.Donc en utilisant les propriétés (p1) et(p2): u=Tu et p(u, u)=0.
On montre que u est unique. Supposons qu’il existe v € E tel que Tv =v , alors :
p(u,v)=p(Tu, Tv)< c x p(u,v)

Donc, pour ¢ <1, p(u,v)=0. Donc u = v. On déduit que le point fixe est unique.

Theorem 2.3. [1] Soit (X, <x) un ensemble partiellement ordonné, et (X, p) un es-
pace métrique partiel complet. Soit F : X — X une fonction continue et croissante

telle que :

p(Fx,Fy)<y(max{p(x,y) p(x, Fx),p(y,Fy), %[p(x, Fy)+p(y, Fx)]}) 2.1)

pourtoutx,ye X avecy <y x (y#x),ou:
1 )y :[0,+00[—> [0,+00] est une fonction continue et croissante,

2 ) > y"(t) converge pour tout ¢ > 0,
n=1

3 ) yY(t) <t pourtout t > 0.

S’il existe x, € X avec x, <yx F x,, alors il existe un poit fixe u € X c'estadire: u = Fu.
De plus, p(u, u)=0.

Démonstration
Depuis la condition de v, il est clair que lim "(¢)=0pour t >0.
n—oo

Si F x, = x,, alors le résultat est démontré.
On suppose que F x, # X,. Soit x,, = F x,,_; pour n=1,2,.... Si x,,, = X,, ,; pour un ny €N,
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2.2. Principe de contraction de Banach dans un espace métrique partiel

donc x,, estun point fixe de F.

Supposons que x,, # x,,; pour tout n € N. Comme x, <; F x, et F est croissante, ona:

Xo SE X1 SE Xo SE SE Xn SE Xn+1 SE

Puisqu’on a x,,_; < x,,, en utilisant 'inégalité (2.1) pour ces pointson a:

p(xn+1» xn) = p(Fxnr Fxn—l)

1
Sl/)(max{p(xn»xn—l)rp(xn»Fxn)rp(xn—l!Fxn—l)rE[p(xn’Fxn—1)+p(xn—1’Fxn)]})

< NP Xy 2) P ) 5 1Pt 50) + P X))
= AP Xy )P X))
Puisque :
P %)+ P2 5000) € P2 50+ P, )

et Y est croissante.
Etsi:

max{p(xnr xn—l)) p(xnr xn+1)} = p(xn’ xn+1)

pour un certain n, alors de (2.3) ona:

p(xn+1! xn) < UJ(P(xn» xn+1)) < p(xnr xn+1)

ce qui est une contradiction comme : p(x,, x,,.,) > 0. Alors pour tout n :

maX{p(xn) xn—l)’ p(xn) xn+1)} = p(xn’ -xn—l)

Alors,ona:

P(Xpi15 X)) SYP(P(Xy X))
et

P(Xni1, X)) S Y (p(x1, X))

D’autre part, comme :

max{p(xm xn)r p(anrl’ xn+1)} S p(xn’ xn+1)

d’aprés (2.8) ona:

ma-x{p(xnr xn)» p(xn+1r xn+1)} < lpn(p(xl’ xO))

Alors:
dp(xn’ Xp+1) = 2P(Xn, Xpi1) — P(Xn, Xp) — P(Xp1) X))
<2p(xp, Xp1) + (X, X))+ P(Xpi1) Xpi1)
<4yY"(p(x;, %))

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)
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Chapitre 2. Espaces métriques partiels

Ceci montre que nlggo dy(xy, X,41)=0.Doncona:

dp(er—kr )<d( Xn+kr Xn+k— 1)+ +d( n+1rxn)
<4YP"™ (p(xy, %)) + ..+ 49" (p(x1, X))

<4 ) Ppln,x) (2.13)

Puisque t) est convergente pour tout ¢ > 0, donc {x, } est une suite de Cauch
q g p n y

dans!’ espace metrlque (X,d,). Puisque (X, p) est complet, donc la suite {x,} converge
vers une limite x dans 'espace (X, d,,), c’est a dire hrgo d,(x,,x)=0.D’apres le lemme

3.1:

plx,x)= lim p(x, x)= Lm_  p(x, xy) (2.14)
De plus, puisque (x,) est une suite de Cauchy dans I'espace métrique (X,d,), ona:
lim d,(x,,x,,)=0

n,m—+0o

et d’apres (2.11),ona:
lim p(x,,x,)=0

n—+oQo

alors depuis la définition p,, on a:

lim p(x,,x,)=0

n,m—+o0o

Donc, d’apres (2.14),on a:
p(x,x)= 1i£_1‘1 p(x,,x)= lim p(x,,x,)=0 (2.15)

Maintenant on montre que F x = x. Supposons que p(x, F x) > 0. Puisque F est
continue, c’'est a dire :

Ve>0,36>0: F(B,(x,6)) S B,(Fx,¢)
Puisque p(x, x)= li{LnOO p(x,,x)=0,donc:

dkeN:p(x,, x)<p(x,x)+06,Vn>k

Dong, on a x, € B,(x,6) pour tout n > k. Donc, F(x,) € F(B,(x,6)) € B,(Fx,¢), et
aussi p(F x,, Fx)< p(Fx, F x)+ ¢ pour tout n > k.
Ceci montre que p(F x, Fx)= liI_El p(xXp41, Fx).
n—+0o0

Maintenant, en utilisant I'inégalité (2.1) pour x = y, il résulte :

p(F x, F x)<W¥(max{p(x, x), p(x, Fx)})=¥(p(x, Fx)) < p(x, Fx) (2.16)
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2.2. Principe de contraction de Banach dans un espace métrique partiel

On obtient :
p(erx)Sp(xrxn+1)+p(xn+1!Fx)_p(xn+1’xn+1)Sp(x’xn+l)+p(xn+lrFx) (217)
pour n —+oo,ona:

p(x,Fx) < liIJ‘rnoop(x,xn+1)+ lir+noop(xn+1,Fx)

p(Fx,Fx)<y(p(x, F x))
< p(x,Fx)

Contradiction. Alors, p(x, x)= p(x, Fx)=0, et aussi de 2.16 on trouve que p(F x, F x)=0.
Donc x = F x par la définition de p.

Dans le théoreme qui suit, F n’est plus continue. Aussi, la condition de contraction
(2.1) n'est pas vérifiée pour x = y, mais on ajoute une condition sur X.

Theorem 2.4. [1] Soit (X, <x) un ensemble partiellement ordonné, et (X, p) un es-
pace métrique partiel complet. Soit F : X — X une fonction croissante telle que :

p(Fx,Fy)<y(max{p(x,y) p(x, Fx),p(y,Fy), %[p(x, Fy)+p(y, Fx)]}) (2.18)

pourtoutx,ye X avecy<px (y#x),ou:
1 )y :[0,+00[—[0,+00] est une fonction continue et croissante,

2 ) > y"(t) converge pour tout ¢ > 0,
n=1

3 ) yY(t)< t pourtout t > 0.

Supposons que la condition suivante est vérifiée :
si(x,) C X est une suite croissante avec x, — x dans X, alors :

X, <x X (2.19)

S’il existe x, € X avec x, <x F x,, alorsil existe x € X tel que x = F x. De plus, p(x, x)=0.
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Ce chapitre vise a introduire ce principe fondamental et a explorer ses applications
au théoreme de point fixe de Caristi et de Clarke dans le contexte des espaces métriques
partiels.

3.1 Principe variationnel d’Ekeland

Nous commencons cette section avec la définition suivante et lemmes qui seront
utilisés dans la preuve du théoréme principal.

Définition 3.1

Soit (X, p) un EMP et ¢ : X — R" une fonction donnée. Alors, ¢ est dit fonction
semi-continue inférieur (s.c.i) sur X si pour tout x € X :

nliglm p(x,, x)=p(x,x)= ¢(x) <lim inf ¢(x,,).

n—+0o0o

Lemme 3.1. Soit (X, p) un EMP. Alors :
(1)sip(x,y)=0,alors x =y,
(2)si x # y, alors p(x,y)>0.

Démonstration

1) Soit p(x,y) = 0. Par (p3), on a p(x,x) < p(x,y) =0et p(y,y) < p(x,y) = 0. Alors,
p(x,x)=p(x,y)=p(y,y)=0.Ainsi, par (p2), on trouve x = y.
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3.1. Principe variationnel d’Ekeland

2) Supposons que x # y. Par définition p(x, y) > 0 pour tout x, y € X. On suppose que
p(x,y) = 0. En utilisant la partie (1), x = y ce qui est une contradiction. Alors,
p(x,y)>0pour tout x # y.

Lemme 3.2. Soit (X, p) un EMP et supposons que (x,) est une suite dans X telle que
lim x,=z,0uz€e€X etp(z,z)=0.Alors

n—-+00

lim p(x,,y)=p(z,y),

n—-+oo

pour tout y € X.

Démonstration
Soit (X, p) un espace métrique partiel et (x,,),cy une suite dans X telle que lim x, =z,

n—+o00o

ouzeXetp(z,z)=0.
Montrons que ligrnoo | p(x,,y)—p(z,y)|=0, pour tout y € X.

Ona:
p(x,, y) < p(x,, 2)+plz,y)—plz,z)=p(x,, 2)+p(z,y),

alors

p(x,, y)—p(z,y) < p(x,, 2).
Aussi

p(z,y)< plz, x,)+ p(xn, y)—p(x,, %) < p(2, x,) + p(x,, ),

alors

p(z,y)—p(x,, ¥) < p(xy, 2).
Donc

0<[p(x,, ¥)—p(z,y)I< p(x,, 2).
Comme, lir+n p(x,,z)=0on obtient :

lim |p(x,,y)—p(z,y)|=0
n—-+00

Ce qui veut dire que :
lim p(xn,J/):p(Z,J’)

n—-+00

Remarque 3.1. Cerésultat est important car il permet de relier la notion de conver-
gence dans les espaces métriques partiels a la notion de convergence des suites dans
les espaces métriques.

Maintenant, nous énongons et démontrons le théoréeme suivant :

Theorem 3.1. [3] Soit (X, p) un EMP complet et soit ¢ : X — R* une fonction semi-
continue inférieure. Soit £ >0 et x € X tel que :

¢(x)s%gg¢(t)+s et ;ggp(x,t)<1 3.1
Alors il existe un point y € X tel que

o(y) < o(x) (3.2)

p(x,y)<1 (3.3)

25



Chapitre 3. Principe variationnel d’Ekeland dans les espaces métriques partiels

VzeX, zZ£y,¢(z)>p(y)—ep(y, z) (3.4)

Démonstration

Soit x € X tel que (3.1) soit vrai, on défini une suite (x,) de la maniére suivante :
pour n =1,0on prend x; = x de sorte que ¢(x;) < ¢(x) et p(x,x;)=p(x,x)< 1.
pour les autres termes on suppose que x, € X,
avec ¢(x,) < ¢(x) et p(x,x) <1, estconnu et 'un des cas suivants se produisent :
@ @(x,)—p(z) < SP(xn,z ),Vz # x,
(b) il existe z # x,tel que ep(x,,z) < P(x,)—@(z)
dansle cas (a) :
sion prend y = x,, donc (3.2)-(3.4) reste vrai trivialement,
puisque ¢(y) = p(x,) < p(x)
d’autre part, soit S, 'ensemble de z € X tel que le cas (b) est vrai et soit x,,,, €S, tel que :

O(Xpi1)— 1nf¢ t)< o(x,) tigsf('b(t) (3.5)

par conséquentona:

8p(xn’xn+1)s¢(xn)_¢( n+1) VHEN (36)

et en utilisant I'inégalité triangulaire, on peut obtenir (pour tout n < m)

gp(xnrxm) S"':[p(xruxn+1)+p(-xn+l’xn-ﬁ—z)_p(xrﬁlrxn-&—l)]
+ e[p(Xni2) Xpi3) + P(Xpis) Xnsa) — P(Xni3) Xpis)]
+.. +€[P( m—2» Xm— 1)+p(xm—1!xm)_p(xm—lyxm—l)]

m—1

Z (Xk» X41) (3.7)

k=n

¢ (xx) = P (X1
k=n
= ¢(x,)— P(x)

D’apres (3.6) la suite (¢(x,)) est décroissante dans R, et bornée en dessous par zéro.
Ainsi la suite (¢(x,,)) est convergente ce qui implique que le membre droit de (3.7) tend
vers 0, c’est-a-dire que p(x,, x,,) tend vers 0 lorsque n — +oco. Donc (x,,) est une suite
de Cauchy dans 'espace métrique partielle complet (X, p). D’apres le lemme 2.1, (x,,)
est de Cauchy dans I'espace métrique (X, d,) qui est complet. Alors, il existe y € X tel
que la suite (x,,) converge vers y dans (X, d,,), toujours d’apres le lemme 2.1 on obtient :

I/\

INA

ply,y)= lim p(x, y)= lim p(x,,x,) (3.8)

Puisque lir+noop(xn, X,)=0,doncpar(3.8)ona:p(y,y)=0
on affirme que y satisfait (3.2)-3.4), d’apres (3.6) la suite (¢/(x,)) est décroissante, c’est a
dire :
P(x)Z P(x1) 2. 2 P(x,) 2 P(Xp41) 2 ..
alors (3.2) est valable.
Linégalité (3.3) est obtenue en prenant n =1 dans (3.7) et on utilisant (3.1). En effet on
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3.1. Principe variationnel d’Ekeland

ep(X, %) = £p(x, X)) < P(X)— P(x,) < P(x)— infp(1) <

Par conséquent, en prenant m — +09, il s'ensuit que p(x, y) < 1.
I'inégalité (3.4) est observée par la méthode de réduction a I'absurde. on suppose que
(3.4) n'est pas vrai, alors il existe z € X avec z # y tel que :

p(z2)<(y)—ep(y, z) (3.9)

puisque p(y,z)>0,ona
P(z)<o(y) (3.10)

D’apres (3.7) ona: ¢(x,,) < ¢(x,)—ep(x,, x,,) Vn<m
Alors en prenant m — +o0o dans 'inégalité ci-dessus, on peut obtenir

¢(y)<lim infg(x,) < ¢(x,)—ep(x,,y) (3.11)

m—+00

De (p,) (I'inégalité triangulaire) on a:

p(xn,2) < p(x,, y)+p(y,2)—p(y, y)=p(x,, y)+py, 2),

ensuite, on utilisant cette inégalité, (3.9) et d’apres (3.11) on obtient :

P(z)< @(y)—ep(y,2) < @(x,)—ep(xy, 2),

ce qui implique que z € S, for all n € N. On peut remarquer que (3.5) peut s’écrire
comme :

20(Xn1)— @(x,) < Inf P (1) < @(2) < @ (x,,).

tes,

Par conséquent, la suite (¢ (x,)) est une suite décroissante dans R, alors il existe L >0
tel que:
lim ¢(x,)

n—-+00

Soit n — +00 dans I'inégalité précédente, Alors on obtient L < ¢(z),
d’autre part, puisque ¢ est s.c.i alors ona ¢(y) < lir+n ¢(x,) = L et donc on obtient :
n—+00

¢(y) < ¢(z), c’est une contradiction avec (3.10).

On note que si dans le théoréme 3.1, on ne suppose pas que ir;sf p(x,t)<1alorson
tes,

peut (seulement) en déduire qu’il y a existe y € X tel que (3.2) et (3.4) sont vrais.

Theorem 3.2. [3](Principe variationnel d’Ekeland)
Soit (X, p) un EMP complet et soit ¢ : X — R" une fonction semi-continue inférieure.
Etant donné ¢ > 0, alors il existe y € X tel que :

¢(y)<infp(r)+e (3.12)

VzeX,p(z)>d(y)—ep(y,z) (3.13)
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Chapitre 3. Principe variationnel d’Ekeland dans les espaces métriques partiels

Démonstration

La preuve est claire.En effet, en rappelant qui’il existe toujours un point x tel que

o(y)<infe(t)+e, puis (3.12) et (3.13) suivent de (3.2) et (3.4) respectivement, on
reX

remarque que le théoréme 3.1 est plus fort que 3.2.

Précisément, la principale différence réside dans I'inégalité (3.1).Ce qui n'a pas d’équi-
valent dans le théoréeme 3.2.Ainci, le théoréme 3.1 est dit étre I’énoncé fort, et le théo-
reme 3.2 est dit étre I’énoncé faible.

3.2 Théoreme du point fixe de Caristi

Le théoréeme suivant est une extension du résultat de Caristi [[6], Théoréme 2.1].

Theorem 3.3. [3] Soit (X, p) un EMP complet et soit ¢ : X — R* une fonction semi-
continue inférieure. Alors n'importe quelle application T : X — X satisfaisante

px, Tx)< ¢p(x)—¢(Tx) (3.14)

pour chaque x € X admet un point fixe dans X.

Démonstration
On applique le théoreme 3.2 (pour ¢ = 3) ala fonction T satisfaisant (3.14) est appeler
un Caristi fonction sur (X, p), alors il existe un point y € X tel que :

1
VieX,p(t)= ¢(y)—§p(y» £)

Cette inégalité est également vrai pour t = Ty, donc:

O(y)—o(Ty)< -p(y,Ty)

N | =

En substituant x = y dans l'inégalité (3.14), on peut obtenir :

Py, Ty)<¢(y)—o(Ty)
En comparant les derniéres inégalités, on déduit que :
1
Py, Ty)<5p(y,Ty)

Cela est valable a moins que p(y, Ty) =0, et donc d’apres le lemme 3.1 nous avons
Ty =y, cestadire que T admet un point fixe.
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3.3. Théoreme du point fixe de Clarke

3.3 Théoreme du point fixe de Clarke

En 1976, Clarke [7] a étendu le principe de la contraction de Banach pour certaines
contractions directionnelles (voir condition (D) du Théoreme suivant) sur les sous-
ensembles convexes fermés des espaces de Banach.

Theorem 3.4. [3]

Soit X un sous-ensemble convexe fermé d'un espace de Banach et soit T : X — X
une application continue satisfaisante la condition suivante :

(D) Il existe k €(0,1) tel que pour chaque u € X, il existe ¢ €(0,1) pour lequel

T ()= T(wll < kllu, — ull,

ouu, =tT(u)+(1—t)u décrit le segment de droite de u a T(u) lorsque ¢t vade 0 a 1.
Alors T a un point fixe dans X.

Démonstration
La preuve ici repose sur la considération d’'une métrique partielle (pas une métrique).
Tout d’abord, nous appliquons le théoréme 3.2 au fonction ¢ : X — R* donnée par :

p(w)=llw—-T(w)ll+b
pour tout w € X ou b > 0 est arbitraire et 0 < £ < 1 — k. Ensuite, nous définissons la
métrique partielle p: X x X - R* par:
plw z)=|lw—z|+b
De toute évidence, p n'est pas une métrique puisque p(w, w)= b > 0. De plus,
dy(w,z)=2||lw—zl|

et donc (X, p) est un espace métrique partiel complet. Puisque
T :(X,|l.I)— (X, ]I.]) est continue, alors si w,, — w dans (X, ||.||), on trouve T(w,) — T(w)
dans (X, ||.]|). Notez que ¢(w)= p(w, T(w)). Maintenant, soit w,, — w dans (X, p), alors :

liinoop(wn, w)=p(w, w)

Par définition de la métrique partielle, on obtient que :
lim ||w,—w||=0
n—+00
Donc liIP |T(w,)— T(w)||=0. En conséquence, nous avons :
n—+00

Nim fw, = T(w, )l = llw—=Tw)l,

c'estadire:

Jlim p(w,)= p(w)
Nous concluons que ¢ est continue et donc il est s.c.i dans X. D’apres le théoreme 3.2,
il existeun y € X tel que:

YweX,p(w)=p(y)—ep(w,y),
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c’est a dire :

lw—Tw)llzlly—=Ty)l-ellw—yll+b) (3.15)
Par condition (D), il existe k €[0,1] et t €[0,1] tels que :

IT(y ) =T <klly:—yll<kelly=T(y)l

On pose w = y, dans inégalité (3.15), on obtient :

1y =T <y =Tyl +ellly: =yl +b)
<y =TWN+NTY) =Tl +e(ly =TI+ b)
Slye=Tll+kelly =T(y)ll+e(lly. — yli+ b)

Maintenant, puisque y, appartient au segment de droite [y, T(y)], nous avons :

ly =T <y =yl+ly: =Tl
=tlly—=TW+Iy.— Tl

Il s’ensuit facilement que :
tly =TI <(k+&)tlly =Tyl +eb,
pour chaque b > 0. Par conséquent, en laissant b — 0, nous déduisons que :
tly—TWl < (k+e)lly =Tyl
Puisque ¢ > 0, on divise par ¢ pour obtenir :
ly =TI <(k+elly—TWI,
ce qui est valable a moins que y = Ty, puisque k+¢& < 1.

Par conséquent, y est un point fixe de 7.

3.4 Quelques généralisations du principe variationnel
d’Ekeland

Rppellons que la formule classique du principe variationnel d’Ekeland est la sui-
vante :

Theorem 3.5. [9] Soit (X, p) est un espace métrique. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

1) (X,p)est complet.

2) pour chaque fonction ¢ : X — RU{oco} semi-continue inférieurement et bornée
admet un d-point, il existe x € X tel que

Pp(x)<p(y)+d(x,y) VyeX,x#y (3.16)
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Définition 3.2: [9]
Soient (X, p) un espace métrique partiel et la fonction ¢ : X - RuU{oo}. Un point
x € dom¢ := ¢(R) est appelé un p-point de ¢ si:

P(x)+p(x,x)<o(y)+plx,y) VyeX,y#x [p(y,y)=p(x, x) (3.17)

notons que si p := dest une métrique, cette définition coincide avec I'’habituel (3.16).
Observez que p-points sont dans dom ¢, et que tout minimum global de ¢ est un
p-point. En effet, considérons que x est un minimum global de ¢ et y # x tel que
p(y,v)=p(x, x). Par conséquent, p(x, y)> p(x, x) et on obtient

PxX)<P(y)<@(y)+plx,y)—p(x,x)

x estun p-point de ¢.

Nous donnons maintenant un principal résultat sur le principe variationnel
d’Ekeland sur les espaces métriques partiels.

Theorem 3.6. [9] Soit (X, p) est un espace métrique partiel complet et soit: ¢ : X —
R U {00} semi-continue inférieurement et bornée. Soient x, € dom¢ et A > 0 fixé.
Alors il existe X € X tel que p(x, x) = p(xy, x,) et

1) ¢(X)—¢(x0) < A(p(x0, %) — (X, %)) <0,

2) p(x)+Ap(x,X) < ¢(y)+Ap(x,y)pour tout y € X, y # X tel que p(y,y) = p(x, %)
alors ¢ admet un p-point.

Linverse du théoréme ci-dessus est le suivant :

Theorem 3.7. [9] Soit (X, p) un espace métrique partiel complet et soit pour toute
¢ : X - RU{oo} semi-continue inférieurement et bornée et pour tout £ > 0 il existe
x, € X tel que:

¢(x.) < infe(x)+e

et

O(x.)+ep(x,, x.) < P(x)+ep(x,x,) VxeX
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Dans ce travail, on a présenté le principe variationnel d’Ekeland dans les espaces
métriques et les espaces métrique partiels. Ainssi que I'application de ce principe au

théoréeme du point fixe de Caristi et de Clarke dans ces espaces.
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