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RESUME

Dans ce mémoire, on étudie quelques séries des inverses de certaines suites classiques comme la
suite de Fibonacci et la suite Lucas. On commence par montrer que ces séries convergent, puis on
calcule la partie entiére de ces séries ainsi que la partie entiére des séries des inverses des carrés de ces
suites.

Mots-clés : Suite récurrente linéaire, suite de Fibonacci, suite de Lucas, suite de Horadam, suite
hyper-Fibonacci, suite hyper-Lucas, série numérique, convergence, partie entiére.
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ABSTRACT

In this dissertation, we study infinite sums of reciprocal of somme classical sequences such as the
Fibonacci sequence and the Lucas sequence. We start by showing that these infinite sums converge,
then we calculate the integer part of these sums as well as the integer part of sums of reciprocal of the
squares of these sequences.

Keywords : Linear recurrence sequence, Fibonacci sequence, Lucas sequence, Horadam sequence,
hyper-Fibonacci sequence, hyper-Lucas sequence, numerical series, convergence, integer part.
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Introduction

o0

11 est facile de voir que la série des inverses des nombres de Fibonacci non nuls Z R ou (Fp)n

n=1""

désigne la suite de Fibonacci, est convergente. En 1989, Richard André-Jeannin [1| a montré, sous

o0 n

certaines conditions, l'irrationalité de la série E —, ol = est un entier et (wy,), une suite d’entiers

Wn,
n=1
solution d’une récurrence d’ordre 2. En particulier, il montre que les séries Z — et Z —, ot (Lyp)n
n=1 Fn n=1 Ln
désigne la suite de Lucas, sont irrationnelles pour x = +1. Plus tard, Eric W. Weisstein [15] a montré
o0
1
que nz_:l o 3, 35988566....

Dans ce mémoire, on s’intéresse & la partie entiére de la série des inverses de certaines suites récur-

—1
[e.@]
1
rentes linéaires. En 2008/2019, Ohtsuka et Nakamura [10] ont étudié la partie entiére de ( E F>
k
k=n

pour un entier n > 1, ils ont montré

-1
i 1 | Fho, si n est pair ;
Py Fy, | Fh_2—1, si n est impair
=n
et

oo -1 . .

Z 1 | FaaF, -1, si n est pair ;

h F? | F_1F,, si n est impair .
=n

Ces résultats ont interessés plusieurs chercheurs et ont été généralisés a plusieurs autres suites
comme la suites des nombres hyper-Fibonacci de premiére espéce et la suite bi-périodique de Fibonacci.

En 2011, S. Holliday et Komatsu |7] ont généralisé les résultats précédents aux suites de Fibonacci
généralisés (Gr,), et (Hy)y, définies, pour a,c € N*, par :

G():O, Glzl, ot H(]:C,lel,
Gni2 =Gny1+Gp, n2>0 Hy,o=Hp1+H,, n=>0

Par exemple, la généralisation du premier résultat a la suite (G, ), est donnée par :
o -1 . .
Z 1 | Gy —Gp-, si n est pair ;
Py Gy, | G —Gpq — 1, si n est impair .
=n
Ils ont aussi généralisé le premier résultat a la suite de Jacobsthal (.J,,), comme suit :

1
i 1 | T — 1, si n est pair ;
P Ji | T, si n est impair .
=n



En 2012, Liu et Zhao [11]| ont généralisés les deux premiers résultats a la suite hyper-Fibonacci de
premiére espéce (Fél)) et a la suite hyper-Lucas de premiére espéce (L,(ll)> . C’est a ces travaux
cités ci-dessus que l'on sintéressera dans ce mémoire, mais on peut aussi citer d’autres généralisations,
comme celle de Wenpeng et Tingting [16] qui, en 2012, ont généralisé les résultats cités ci-dessus a
la suite de Pell; celle de Kuhapatanakul [9] qui, en 2013, a considéré d’autres suites de Fibonacci
généralisées. En 2016, Bagbiik et Yazlik [3] on considéré la suite bi-périodique de Fibonacci et en
2018, Choia et Chooa [4] ont étudié la partie entiére de la série des inverses de produit de nombres de
Fibonacci et de Lucas.



Notation

N : L’ensemble des nombres entiers naturels.
7 : L’ensemble des nombres entiers relatifs.
R : Le corps des nombres réels.

C : Le corps des nombres complexe.

K : Corps commutatif désignant R et C.

|.| : Partie entiére inférieure.



Chapitre 1

Définitions élémentaires

L’objectif de ce chapitre est de présenter et fixer les notations dont nous aurons besoin au long de ce
document. Nous citons les définitions élémentaires des suites récurrentes linéaires d’ordre p, polynéme
et équation caractéristique, fonction génératrice, forme de Binet, suite de Fibonacci, suite de Lucas,
suite de Horadam, suite hyper-Fibonacci et suite hyper-Lucas.

1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre p

Définition 1.1.1 On appelle suite récurrente linéaire d’ordre p, toute suite (uyn)n, G valeurs dans K
définie, pour tout n > ng, par une relation de récurrence linéaire :

Uptp = A0Up + Q1 Up4+1 + . ..+ Qp_1Untp—1, (1.1)
ot ag,at, ...,ap—1 , sont p scalaires fizés de K.

Une telle suite est entierement déterminée par la donnée de ses p premiers termes et par la relation de
récurrence (1.1).

1.2 Polyndéme caractéristique et équation caractéristique

Définition 1.2.1 Le polynéme caractéristique associé & une suite vérifiant la relation de récurrence
ci-dessus est :

p—1
P(X)=X"-) aX',
1=0
son degré est ainsi égal a ’ordre de la relation de récurrence.

Définition 1.2.2 L’équation caractéristique associé a une suite (up), vérifiant la relation de récur-
rence ci-dessus est :

ot, P(X) est le polynome caractéristique associé a la suite (up ).

1.3 Fonction génératrice

Définition 1.3.1 Soit (an)n>0 une suite a valeur dans K. On appelle fonction génératrice ordinaire
de la suite (an)n>0, la fonction

o
G(z) = ap +a1w + a2 +azzd + ... = Z anx".
n=0

Exemple 1 G(z) =142z + ...+ (n+ 1)a" + ... est la fonction génératrice de la suite 1,2,3,4,... .



1.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre deux

Définition 1.4.1 Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite (un)nen définie par une relation
de la forme
Upt2 = AUpy1 + buy n €N (1.2)

et des condition initiales (ug,u1) € K2, ot (a,b) € K2
L’équation
2 —ax —b=0 (1.3)

est appelée équation caractéristique de la suite (up ).

Proposition 1.4.1 Si K =R,on a les propriétés suivantes :
e 51 l’équation caractéristique admet deux solution réelles distinctes r1 et ro, alors :

3\ ) €R? tel que Vn €N, u, = A} 4 pry
e 51 l’équation caractéristique admet une solution double r,alors :
I\ p) €R? tel que Vn €N, u, = A" + pnr”

e Si l’équation caractéristique admet deuz racines complexes (non réelles) conjuguées r = ret?

re = e~ (avec r>0 et € R), alors : A\, u) € R?  tel que VYn € N, u, = r"(\cos(nf) +
psin(nd)).

Proposition 1.4.2 §Si K=C, on a :
e 51 l’équation caractéristique admet deux solution distinctes r1 et ro, alors :

A\, pu) €C? tel que YneEN, u, =\ + urd.
e 51 l’équation caractéristique admet une solution double r, alors :

I\, ) €C? tel que Vn €N, u, = X" + unr™.

1.5 Suite des nombres de Fibonacci

La suite de Fibonacci est une suite d’entiers dans laquelle chaque terme est la somme des deux
termes qui le précédent. Elle commence généralement par les termes 0 et 1 et ses premiers termes sont :

0,1,1,2,3,5,8,13,21,. ..

1.5.1 Formule de récurrence

Définition 1.5.1 La suite de Fibonacci, notée (Fp,)n>0, est définie par les valeurs initiales

Fy=0 F =1

et par la relation de récurrence :

F,=F, 1+ F, o, (n > 2) (14)



1.5.2 Fonction génératrice

Théoréme 1.5.1 La fonction génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci (Fy)n>0 est :

Gla)=—" (1.5)

Cl—x— a2

Preuve. La relation de récurrence (1.4) donne :
e o] oo oo
S R = 3 B+ 3 B
n=2 n=2 n=2

donc

o0 o o0
Z Foa™ —Fy—oF) ==z Z F,_a" 1 4 22 Z F,_ox™ 2.
n=0 n=2 n=2
Par un changement d’indice, on obtient
oo o0 oo
Zan” —Iy—al =2 Zan” — Fy+ 22 ZFn:E”,
n=0 n=0 n=0

d’oul

o oo o
ZFna:" =+ :UZ F,a" + 2° ZFnaj",
n=0 n=0 n=0

ce qui nous donne

G(z) = ’

1—o—2a2
™

1.5.3 Forme de Binet

Définition 1.5.2 La forme de Binet est une formule explicite qui s’écrit en fonction des racines de
[’équation caractéristique associée a la relation de récurrence.

Théoréme 1.5.2 La forme de Binet de la suite de Fibonacci (Fy)n>0 est donnée par

) (1.6)

a—B’ iy

o

2

sont les racines de l’équation caractéristique x© — x — 1 = 0 associée a la relation de récurrence

(1.4).

Preuve. Notons par G(x) la fonction génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci, alors

G(z) = ian"
n=0

x
1—z— 22

11 1
B \/5<1—a:c_1—,837>’

6



ce qui équivalent &

1 1
\/EG(:U) T o l-azr 1-pz
_ Zanxn . Zﬂnxn
n=0 n=0
_ Z(an - 6n)xn’
n=0
donc -
am _Bn
G(x) = —a"
() HZ:% 7
ie,
a” — Bn am — l@n
F, = =
V5 a—p
|
Remarque 1.5.1 On a
a+B=1 a—pB=V5 af=-1, a’=1+a, [2=1+8. (1.7)

Prolongement aux indices négatifs

Soit n € N, on peut définir les nombres de Fibonacci d’indices négatifs comme suit :
F = (-1)""FE, (n > 0). (1.8)
En effet, en utilisant la formule de Binet (1.6), on obtient :

P A (aB)"F_y, = L/B_n(ozﬁ)”

=
a—p - B
Bn —a”
= (-)"F., =
I
a — Bn
= H'F_, =
— F_,=(-1)""F,.
1.5.4 Quelque identités combinatoires
Théoréme 1.5.3 Pour tout entier n > 0, on a :
Fip +F, = B, (1.9)
Fg+2 — Foibngs = (_1)n+17 (1~10)



Preuve. D’aprés le formule (1.6), on a :

Q1 _ gntl 2 o — B\ 2
B2 4 F2 — <5> +<5>

a—pf

a—pj

a2n+2 4 ﬁ2n+2 o 2an+1/@n+1 + aQn + ,B2n _ 2an6n

o2n+1
«

+ 25— 2anp

(a —p)?

aa®" 4 BB — 2(aB)a” B +
a (a —p)?
B a4 g2t L oangn — Ba?ntlt — qp2ntl — 2qn "
a (a—p)?
_ o™ a—B) + (8- a)s*tt
a (a—p)?

a2n+1 _ 52n+1
a (a—B)
= Ioq

D’aprés le formule (1.6), on a :

2
Fn+2

«
_Fn+1Fn+3 :< Oé—ﬂ

a—pf

a—pf

n+2 _ /Bn+2>2 <an+1 _ Bn+1> (an+3 _ Bn+3)

a2n+4 + 52n+4 _ 2an+2ﬁn+2 _ a2n+4 _ B2n+4 + O/L—‘,—lﬁn-i—fﬂ + an+3ﬁn+1)

(a—p)?

an+1ﬁn+3 4 Oén—i-?)ﬁn—i—l o 2an+26n+2

(o —B)?

_ (aB)" (@ + B — 20p)

(a— B
_ (B (a— B

(o —B)?
= (ap)""!
— (_1)n+1_

Théoréme 1.5.4 (L’identité de D’Ocagne) Pour n,r € N, on a :

FnJranJrl _Fn+r+1F = (_1)nFr-

Preuve. Posons

Un = FpirFnv1 — Fnyri1 P, (pOUf n > 0)

Tout d’abord, pour n =0, on a :
ug
et pour n >0, on a :

Un+1

= —Up.

= FTFI_FT'+1F0:FT7

Fovriv1Fny2 — Foprp2 P
Fn+r+1(Fn+1 + Fn) - (Fn+r+1 + Fn+T)Fn+1
Foiry1Fop1 + Fopr1 o — Foprp1 Frg1 — For Fn
Foyri1Fn — Fogr B

(1.11)



La suite (uy)n>0 est donc géométrique de premier terme ug = F, et de raison -1, il en découle que
un, = (—1)"F, pour tout n > 0, c’est-a-dire

FTL+TFTL+1 _Fn+r+1F = (_1)nFr-
|

Théoréme 1.5.5 (L’identité de Catalan) Pour tout n,r € N, on a :
F?2 _F, . F, .= (—1)""F% (1.12)

Preuve. Par la forme de Binet (1.6), pour n,r € N, on obtient

2 B a — Bn 2 an+r o BnJrr AT — 5n,7q
fo Bt = <0‘—5> _( a—p3 )( a—p )
(Oz—lﬁ)2 (a®" + B2 —2(aB)" — a®" 4+ "B 4 BT — B
— (Oz—lﬁ)Q(_2(a6)n _‘_an-&-rﬁn—r +Bn+ran_r)
= g )

@B (o
“(a—m2<2+ *a)
(@B (o7 — F7)?

(@—B)2 (aBy

- mmm¢(;:g>2
= (-)"7TF?  (car af=-1)

Corollaire 1.5.1 (L’identité de Cassini) pour toutn > 1, on a :

Fo 1Fyy — F2 = (—1)™. (1.13)

1.6 Suite des nombres de Lucas

1.6.1 Formule de récurrence

Définition 1.6.1 La suite des nombre de Lucas, notée (Ly)n>0 est définie par les valeurs initiales
Lo=2, L1=1.

et par la relation de récurrence :
Lyy1=Ly+ Ly_1. (1.14)

1.6.2 Fonction génératrice

Théoréme 1.6.1 La fonction génératrice ordinaire de la suite de Lucas est donnée par :

2—x
H(x):71—x—x2'



Preuve.Par la formule (1.14) et en faisant la somme sur n > 2, on trouve

[o¢] (o) o0
Z L,x" = E L,_12" + Z L,_ox",
n=2 n=2 n=2

alors
oo o D
E Lyz" — Log—xl1 =2 g Ly 12" '+ 22 g Ly_ox™ 2.
n=0 n=2 n=2

Par un changement d’indice, on obtient

o (o] o0
Zan” —2—zx==z (ZLnxn — Lo) —i—xQZLn:c”,
n=0 n=0 n=0

ce qui nous donne le résultat suivant

o
(1—x—$2)ZLnx":2—x.
n=0

D’ou

1.6.3 Forme de Binet

Le terme générale L,, de la suite de Lucas s’exprime en fonction du nombre d’or « par la formule
de Binet dans le théoréme suivant, analogue a la formule de Binet pour les nombres de Fibonacci.

Théoréme 1.6.2 Le terme générale de la suite de Lucas est donné par
L, =a"+ 3", n > 0. (1.15)

Preuve.En utilisant les propriété de la fonction génératrice et par le théoréme 1.6.1, on trouve

00 00 0o
Z(an_{_ﬁn)xn _ Zan$n+2ﬁnxn
n=0 n=0

n=0
! 1
N 1—ax+1—ﬂx
B 2—(a+pP)x
= (= a2)(1- fa)
_ 2—zx
 l—xz—2a2

oo
= Z L,xz".
n=0

Donc
L,=a"+ 3", n > 0.
[
Théoréme 1.6.3 Pourn > 0,
Lyni1Lnys — LpLpya = 10(=1)"*1 (1.16)
L2 = Lpt1Llyis = 5(-1)™ (1.17)

10



Preuve. D’aprés la formule de Binet (1.15), on a :
LaLnes — Lnlnga = (@714 F0) (@49 4 §049) — (o 4+ 37) (a4 4 )
_ @2y g2ntd | gnilgnt? | ned gl
_ @2t _ ganta _ gngntd _ gt gn

— an+16n+2 + an+36n+1 _ an6n+4 _ an+45n

:anﬁn (a3,8+a53—a4—ﬁ4)

=a"f" (a—p) (8% —a®)
=a"B" (a - B) (B4* - aa?)
=a"p" (a—B) (B (ﬁ + 1) —a(a+1))
=a"f"(a—B) (B> + B —a’® —a)
=a"f" (o — B)(2ﬁ+1—2a—1)
=a"B" (a - B) (26 - 2a)

= —2a"B" (a — B)°

=10(=1)"*1,

D’apreés la formule de Binet (1.15), on a :
LELJ,»Q _ Ln+1Ln+3 — (an+2 4 Bn+2)2 _ (an—l—l 4 6n+1)(an+3 + Bn+3)
— a2n+4 4 /6271—&—4 4 2an+2IBn+2 o a2n—|—4 - 62714—4 o an+1/@n+3 o O[n+3,6n+1

— 2an+26n+2 - an—i—lﬁn—&-fﬂ o an+3ﬁn+1

— (aB)"1(208 — a? — B?)
— —(aB)"™(a? + B2 — 2a8)
— —(aB)"(a — B)?

= —5(—1)n+!

— —(=5(-1)")

= 5(—1)".

1.7 Relations entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas

Théoréme 1.7.1
1. Pour toutn >1, on a :

Ly, =F,_1+ Fpy1. (1.18)

2. Pour toutn > 2, on a :
Ly,=F, 2+ Fyio. (1.19)

3. Pour toutn >0, on a :
Fy, = F,L,. (1.20)

Preuve.
1. En utilisant la formule de Binet, on obtient pour n > 1

11



an—l o ﬁn—l a”"H o Bn—i—l

Foa+Fae = Py + P
B (an—i—l 4 an—l) o (Bn—l—l 4 ﬁ”_l)
= o
_ aMatg) =8B+ 3)
— o .

1
Puisque — = —4, alors
e

a"(a—B) + " (e — )

Foa+Fau =
a—p
— an+I3n
= L,.
2. Pourn > 2,0n a:
Fn+2_Fn—2 = (Fn+1+Fn)_Fn—2
= Fn+l+(Fn—l+Fn—2)_Fn—2
= Fn+l+Fn—1

et puisque Fy,_1 + Fj41 = Ly, alors
Fn+2 —Fy 2= L,.

3. Les formules de binet de (1.6) et de (1.15) donnent le résultat, en effet, pour n > 0, on a :

a2n _ ﬂQn
S

an _ B'fl n n
(04—5) (o™ + ")
= F,L,.

FZn =

1.8 La suite de Horadam

La suite de Horadam est une généralisation de la suites de Fibonacci et de la suites de Lucas, que
I’on peut retrouver en prenant les cas particuliers des valeurs initiales appropriées.

Définition 1.8.1
La suite de Horadam W, = Wy(a,b;p,q) est définie pour tous entiers a,b,p et q par la relation de
récurrence suivante [14] :

{ Wo=a, Wi=b (1.21)

W, =pWh_1 — qWp_o, (n > 2).
Sia=0 et b=1, on obtient la suite de Fibonacci généralisée

{ Fo=0, F =1
F,=pF, 1+ qF,—2, (n>2).
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Sia=2etb=1, on obtient la suite de Lucas généralisée

Lo=2 L;=1
Ly =pLp—1+qLp—2, (Tl > 2)

L’équation caractéristique de la relation de récurrence :

1.8.1 Fonction génératrice

2 —pr—q=0

Nous citons la fonction génératrice de la suite de Horadam, dans la définition suivante :

Théoréme 1.8.1 [12] La fonction génératrice de la suite de Horadam Wy(a,b;p,q) est

ZWt”—

n>0

1.8.2 Forme de Binet
Théoréme 1.8.2 [1//

a+ (b—pa)t

1—pt+qt2'

La formule de Binet de la suite de Horadam pour p? —4q # 0, est

W, =

Aa™

— Bp"
a— 0

Y

avec A=b—af et B=>b—a«a, ot « et 3 sont les racines de ’équation caractéristique.

Remarque 1.8.1 Pour a,b,p,q particuliers, ’équation (1.21)

les nombres bien connus comme les nombres de Fibonacci. Nous en listons certains
- Les nombres de Lucas,

)Wn(27 1a 17_1)
W, 0,1,2 1
) 5 43 7 1

(a

(0)Wa(
(c)Wp(2,2
()W, (0,1
(e)Wn(2,1

)

7

’

7

’

-2
-2

) =
) =
) =
):

L

- Les nombres de Pell,

Qn - Les nombres de Pell-Lucas,
- Les nombres de Jacobsthal,
j?’L Les nombres de Jacobsthal-Lucas.

(1.22)

(1.23)

Exemple 2 Le tableau suivant présente les premiers termes de certaines suites obtenue comme cas

particulier de la suite de Horadam pour n =0,1,...,10.
n |0f1]23]4]35 6 7 8 9 10
F,lol1]11] 2] 3|5 8 13 21 34 55
L2131 4| 7 |11] 18 | 29 47 76 123
P,O0l1]2] 5 112[29] 70 | 169 | 408 | 985 | 2378
Qnl|212]16]14]34]|82|198|478 | 1154 | 2786 | 6726
Jp O[T (1] 3|5 |11] 21 | 43 85 171 | 341
Jn 215 7 | 17|31 65 | 127 | 257 | 511 | 1025
Tableau 1

1.9 Nombres Hyper-Fibonacci et Hyper-Lucas

Dil et Mezo |5] ont introduit les nombres hyper-Fibonacci Fy(f) et hyper-Lucas Ly,

définis par

N g
kzz;) p

avec

FO=F, F’ =0 F"=1

13
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et

Lg) = ZLgfl) avec L%O) =L,, LBT) =2, LgT) =2r+1,
k=0
()

ou 7 > 1 est un entier. Le nombre Fr(lr) (resp. Ly’) s’appelle n®™ nombre hyper-Fibonacci (resp.
hyper-Lucas) de génération r.

1.9.1 Fonction génératrice

Les fonction génératrice des nombres hyper-Fibonacci et des nombres hyper-Lucas sont données
respectivement par [11] :

0 t > 2—-t
F{tm = t Yy LU= .
kzzo [ kzzo O [k

Proposition 1.9.1 Soit n > 0, alors

FM = Foo—1, (1.24)
LY = Lyo—1. (1.25)
Preuve. Soit n >0, on a :
Fo=F+F < Fh=F—-InN
Fs=Kh+FN & FH=F—-F
& Fy=Fy — F3

Fy=F3+ F

Fn: n—1+Fn—2
Fn+1:Fn+Fn—1
Fn+2:Fn+l+Fn

i

Fno=F,—Fh
Fn—len—l—l_Fn
Fn:Fn+2_Fn+1-

T 0

donc
F+F+...+F,=F,9— F1,

d’oul

n
F{Y = ZFk = Fpyo — 1.
n=0

De méme pour (1.25) m
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Chapitre 2

Sur la série des inverses des nombres de
Fibonacci

Dans ce chapitre, nous étudions la série des inverses des nombres de Fibonacci et la série des
inverses du carré des nombres de Fibonacci. En considérant la partie entiére de ces séries, on obtient
des égalités impliquant les nombres de Fibonacci.

2.1 Série des inverses des nombres de Fibonacci

o0

Proposition 2.1.1 La série des inverses des nombres de Fibonacci non nul Z — est convergente.
k
k=1
Preuve. D’aprés la forme de Binet (1.6), on a :
1 W5
F,  ar-p»
_ V5
- on_ (1\"
= (3)
_ VH
= o + (_2:4»1
_ vH
= on + _L):A»l
a V5 V5
()
o0 o0 1
On en déduit que les séries a termes positifs > — et > — sont de méme nature. Puisque ‘ <1,
n=14n n=1 Q" o
f e |
la série Z ~— =45 z ( ) est convergente, d’ot 'on déduit que la série ) I est convergente.
n=1

|
Remarque 2.1.1 Puisque pour tout n > 1, on a F2 > F,, on déduit de la Proposition 2.1.1 que la
oo

série g —5 est convergente.
k=1
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Lemme 1 Soit n > 1 un entier.

st n est pair

st est impair .

1 2 1  Fuypo—2F, 1
F, Fn+2 Fn+3 B FnFn+2 Fn+3
 (Fan + F) - 2F, 1
N FnFn+2 Fn+3
_ It +F -2 1
- FoFyio Foys
 Fua 1
B FnFn+2 Fn+3
_ FaaFnis — FoFahio
a FoFnioFni3
_ Fn—l(Fn+2+Fn+1)_Fn(Fn+1+Fn)
a FroFnioFnis3
2, 1 Foyy1 4+ Fy 1 Fy — Fp(Fo + Fmq) — F?
B FnFn+2Fn+3
 2F, 1 Foyp1+ By Fy — FpFy — 2F7
N FyFpi2F, .3
L 2(F 1 Fpg - F?)
B FoFpioF, s
D’aprés 'identité de Cassini (1.13), on déduit que :
N T S Gl (2.1)
F, Fnio Fuys  F,Fh9F, 3
(1) Si n est pair, alors d’aprés (2.1) on a :
LI TR O S T
F, Fn+2 Fn+3 Fn Fn+2 Fn+3
S O N S
Fo = Fat2  Fap2 Fuys
En utilisant cette inégalité & plusieurs reprises, pour n > 2, on obtient :
1 1 1 1
F, 5 F, + F, + Foi
- 1 n 1 n < 1 n 1 1 >
F, Fn-i—l Fn+2 Fn+2 Fn+3
>1+1+1+1+<1+1+1>
F, F,y1  Fore  Fuys Fova  Fpoya  Fuys
1 1 1 1
- 7 F, " Frt1 " Frio * Fris " Fota " Foyis e
=1
= Tk

16



Donc

o0

> F;_Q <1,

k=n k

pour n pair et n > 2. Puisque Fjy = 0, cette inégalité est aussi valable pour n = 2, ainsi (1) et prouvé.
(2) Si n est impair, alors d’aprés (2.1), on a :

1 2 1 <0 — 1 < 2 n 1
Fn Fn+2 Fn+3 Fn Fn+2 Fn+3
. 1 < 1 n 1 n 1
Fp " Fuio  Foyo | Foys’

En utilisant cette inégalité & plusieurs reprises, pour n > 3, on obtient :

1
F,
1 1 1 1 1
< Fn+Fn+1 * <Fn+2+Fn+2+Fn+3>
1
Fy,

< + ! + ! + ! —i—( ! + ! + = )
Fn+1 Fn+2 Fn+3 Fn+4 Fn+4 Fn+5
1 1 1 1 1 1

< o< =+ + + + + + ...

Fn Fn—i—l Fn+2 Fn+3 Fn+4 Fn+5

donc
DR
k=n Fk

pour n impair et n > 3. IL est facile de voir que cette inégalité est aussi valable pour n = 1, ainsi (2)
est prouvé. m

Lemme 2 Soit n > 1 un entier

(Z)iM<1

k=n

Preuve. Soit 1 <m <k, en utilisant la formule de Binet (1.6), on obtient :

ak—m _ pk—m Oék _ nk
\/g(Fk,m - a*ka) = \/5 <§ —a M <a_/g>>

)
5 V5
_ km_ﬂk—m km—i—()dmﬁk
Oé_mﬁk—ﬁk m

o ™B" 4 |B1F

a’1B° + 18" =2 < V5,

VANVAN
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ce qui nous donne :

Fo_pp—a ™F, < 1,

ie.,
-1 m
<
Fl “
En mettant m = k — n + 2, on obtient :
F, o—1
ne2 D o gk (2<n<k+1)
Fy,
D’apreés cette derniére inégalité, on a :
[o.¢] o
Fno—1 n—2—k
pDELEL S
k=n k=n
o0 .
- S
j=2
“NYARY 1
S () gL
=\ Q@
1 1
11 o
(0%
_ a ot 1
 oa-—1 «
_a—(a+1)(a—1)
B ala—1)
_ a?—a?+1
N a? —
B 1
 a?—a

D’ou -
F,_9—1
j: n—2 <1
F,
k=n

(2) se démontre de maniére similaire .
n

Théoréme 2.1.1 Soit n > 1 un entier, alors
00 -1 . .
Z 1 | Fa_a, sin est pair ;
h Fy, | Fh—2—1, st n est impair .
=n

Preuve.
cas 1. n est pair. Sin=2,on a:

ST
Tk IR



donc

cela implique
-1
oo
1
— =0=Fy_ o.
>5) s
k=n

Sin > 4, alors d’aprés les Lemmes 1 et 2, on a :

1 =1 1
— < — < ,
F, o+1 EE:.Fk F,_o
k=n
donc
[e'e) 1 -1
Fn—2<<§ F‘k> <Fn—2+1a
k=n
d’ou

(S5) | -5

k=n
Cas 2. n est impair et n > 1. les cas n = 1 et 3 sont évidement vérifiés, en effet, sin =1, on a :

SR
F, Ja
k=

—
e

donc

ie.,

Sin=3,ona:

o0
1 1 1 1 1 31 1
— =i+ — == — > 1,
j{: & 2 +_3 +-5+ Fy, 30 +_j£:.Fk
k=3 6
donc
o] 1 -1
0<<Z> <1,
k=3 "k
ie.,
1
o
1
(Z) =0=1F — 1.
k=3 "k



Sin > 5, d’aprés les Lemmes 1 et 2, on a :

donc .
o0 1 -
F,o—1< <Z Fk) < Fya,
k=n
d’ou .
- _
1
k=n
]

2.2 Série des inverses des nombres de Fibonacci au carré

Lemme 3 soit n > 1 un entier.

o
F,1F
(1) Z nF12 >, st n est pair
k=n k
[e.9]
F,1F
(2) Z nF12 t<, st n est impair .
k=n k

Preuve. En utilisant la relation de récurrence (1.4) et 'identité (1.11) pour r = 2, on a :

1 1 1 1  F2—F,.\F, F,Foao+F2,
Fn1Fy - Fg - Fr%+1 - Fry1Fng2 ; Fn—ng - F3+1Fn+2
B F, — F,_1 Froio+ Fo
B Fn—ng - F3+1Fn+2
Fn_Q Fn+3

Fn_1F? F3+1Fn+2
FooF2  Fuyo — Fr3Fo 1 F)
Fn—lFT%Fr%+an+2
F2 (F2—F?+ Fn 9Fni9) — Foy3Fn 1F?
Fn*1F3F7'2L+1Fn+2
F20(F2 — (“1)"2F) — FusFa 1F
Fo 1F2F? | Fyio
F2 L (F2 4+ (1) Y — FA(F2, + (-1)")
anngFr%ﬂFnH ’
FroFp+ F2 (=) = FRFR = F(-1)"
Fn—lFr%F3+1Fn+2
Fro (=) = FR(=1)"
FN—1F3F3+1F7L+2
(=D"(=Fi, — F)

anlF»,%F,,%_;_anJrZ '

D’aprés (1.9), on obtient

1 1 1 1 (-1 By,

- — = — = . 2.2
Fo 1 F, F? F2, FuaFno Fo F2F2 Fopo (2:2)
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(1) Si n est pair, alors d’aprés (2.2), on a :
1 1 1 1
Fn—an Fy% F,§+1 Fn+1Fn+2

<0,

donc

1 <i+ 1 n 1
Fn—an Fg Fg.;_l Fn+1Fn+2.

En utilisant cette inégalité & plusieurs reprises, on obtient :
1 < 1 N 1 . 1
Fn—an Fr% F7%+1 Fn+1Fn+2

< 1 n 1 +< 1 n 1 " 1 )
F; F7%+1 F3+2 F3+3 Fri3Fnia

<1+1+1+1+<1+1+1>
F2 F2 F2 Fg+4 Fz+5 Fn+5Fn+6

n n+1 n+2 n+3
<1+1+1+1+1+1+
F;f Fr%ﬂ F7%+2 F73+3 Fr%+4 F7%+5
o
- >4
— —5
k:an
donc
1 =1
< 9
F,_1F, ZF,?
k=n
d’oul
> Fn—an 1
Z F2 > 1
k=n k

(2) Si n est impair et n > 3, 'inégalité est obtenue de la méme maniére. Si n = 1, alors I'inégalité est
évidemment vérifié.
]

Lemme 4 soit n > 1 un entier.
o0

Fy1F,—1
(1) Y <L
— k
k=n
o~ Fo1Fp 4+ 1
(2) Y ——m—>1
k=n k

Preuve. Pour n > 2, on a :

1 1 1 _ (FaFap =) = (FpaF—1) 1
Fo1F,—1 F2 F,Foo1—1  (Fy1F, = 1)(FyFp — 1) F?2
B FoFy1 — FoFy 1
 (Fy 1 Fy —1)(FoFpy1 — 1)  F2
B Fo(Foi1 — Fuoa) 1
 (Fy1Fy —1)(FuFpy1 — 1)  F2
F? 1

(Fn*IFn - 1)(FnFn+1 - 1) - Fi?%
Fi — (Fy 1F, — 1) (FoFpy1 — 1)
F2(F_1Fy, — 1)(FyFpyq — 1)
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Le numérateur du coté droit est :

F} — (F, 1 F, — 1)(F,Fpyq — 1)

V

v

Le dénominateur du cété droit étant aussi

1

Fhflfh'_

d’ou
1

F%—IF%

Fy — (Fy1FyFu1 — Fy 1 Fy — FyFpyn +1)
Fy— Fy 1 FoFp + Fu1Fy+ FuFoyp — 1

Fy—F2(Ff = Fy + Fu1Fup1) + Fo(Fuo1 + Frg) — 1
FY —FXF? - F24+ F, 1\Fpy1)+ Fp(Fo1 +Fuyp) — 1

Fl— F2(F2 + (1)) + Fo(Foo1 + Fui1) — 1
Fl —F} — (=1)"F2 + Fy(Foe1 + Fug1) — 1
—F2 4+ Fo(Fpq + Fpp) — 1

—F2 4+ Fy(Fy 1+ Fu1) -1

Fo(—Fo+ Foo1+ Foy1) — 1

2F,F, 1 —1

1>0, (car n > 2),

positif, on déduit que :

1

F2

n

1

— >0,
FyFpp — 1

1

.
L

1

—
FoFpi1 — 1

-1

En utilisant cette inégalité & plusieurs reprises, on obtient :

1
Fp1F, —1

1
=t

n
L
F
1

1

P%E%+1_‘1

(

1
FroiFnio—1
1

+
Fin
1

2

F}

1
+

+ +
( FnioFpi3— 1>
1

2
n+1 F%+2
1

1

F}

Fﬁ

+

_|_

Pﬁ+3 F%+3Fh+4_‘1>

u
n+1 FQ 2
1

1 1 1

donc

d’ou

oo

D

k=n

Si n =1, alors cette inégalité est clairement vérifiée, On obtient ainsi (1). (2) est obtenu de la méme

maniére.
]

PQ

n+
+
2
P%+3

+ a2

2
F, n+4

n+1 n—+2

Fo 1 F,—1
F;
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Théoréme 2.2.1 Soit n > 1 un entier,alors
Z i | B, -1, sin est pair ;
P F,f | F1Fy, st n est impair .
=n

Preuve.
Cas 1. n est pair. En utilisant les Lemmes 3(1) et 4(1), on obtient :

1 <§: 1 _ 1
Fp1Fy = F? " FyF, -1

donc

—1
o0
1
Fy1F,—1< (Z F2> < F, 1F,,
k=n "k
d’ou

[ee) 1 -1
E — =F,1F,—1

k=n

Cas 2. n est impair. Sin =1, on a :

< 1 1 © 1\

§—>—:1<:>0< E— <1,
F?° F? ( F,3>

k=1 k=n

[ee) 1 -1
E — =0= FyI.

k=n
Si n est impair et n > 3, alors en utilisant les Lemmes 3(2) et 4(2), on obtient :

o0

1 1
— <Y o<
Fu1Fy +1 2 F2  FyaFy

k=n
donc
oo 1 -1
Fp1Fy < (Z F2> < FpaFu+1,
k=n "k
d’ou )
. _
2)
Z =yl = Fp1F,.
(kn Fk
|
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Chapitre 3

Sur les séries des inverses de quelques
suites de Fibonacci Généralisées

Dans ce chapitre nous généralisons les résultats du chapitre 2 a quelques cas particuliers de la suite
de Horadam ainsi qu’aux suites hyper-Fibonacci et hyper-Lucas de premiére génération.
3.1 Suite de Fibonacci généralisée (G,),

Soit a > 1 un entier et soit (G,,), la suite de Fibonacci généralisée définie par :

Go=0et Gy =1,
Gn+2 = &Gn+1 + Gn, n 2 0.

3.1.1 Forme de Binet

D’aprés la formule de Binet (1.23) de la suite de Horadam, on déduit la formule de Binet de la
suite de (G,,), elle est donnée par :

a” — Bn
G, = , n > 0), 3.2
= 20 (32)
/a2 4 — Va2 +14
ol o = atvar+t et g = u, sont les racines de I’équation caractéristique 22 —az —1 = 0.

Les racine « et 3 vérifient les propriétés suivantes :

aff = —1, a+fB=a a—B=+va?+4, o =an+1, B% =apf + 1.

o
Proposition 3.1.1 La série Z est convergente.
n=1

S

Preuve. Soit n > 1, d’aprés la formule de Binet (3.2), on a :

N R
G, Toat — [
a?+4

Ql\?
+
e

Va? + 4 a? 44
o (1—}_@714-1) am :

«




oo o0
On en déduit que les séries a termes positifs Z G— Z sont de méme nature. Puisque

\ /a2
‘1| < 1, alors la série Z = Vaz+4 est convergente. On en déduit que la série
=1
Z —— est convergente. m
n=1 "

Lemme 5 . Pourn>1, on a:

(1) G?L — Gn—lGn+1 = (_1)71—1'

(2) anlGn+3 — GnGn+2 = (—1)”(&2 + 1).
(3) GnGni2 + Gn-1Gps1 = Goap1.

(4) Gny1Gng2 — Gn-1Gp = aGapy1.

Preuve. (1) En utilisant la formule de Binet (3.2), on obtient :

) B ot — B 2 anfl_ﬁnfl anJrl_IBnJrl
ai-ceonn = (=5) - (=) (55

a2n _|_/82n . 2(0&,6)” _ a2n _ 6271, + (012 _’_62)(0[6)71—1

= (1,
(2) D’apreés la formule de Binet (3.2), on a :

B (an—l o ﬁ”_l)(a”+3 _ Bn+3) (Oz” _ ﬂn)(an—m o ,3”+2)
Gn—lGn+3 — GnGn+2 = (a _ ﬁ)g - (a . 5)2

a2n+2 + 62n+2 _ anflﬁn+3 _ anlan+3 _ a2n+2 _ 62n+2 4 Bnan+2 4 anﬁnJrZ

(a—B)?
alB)" Oé4 4 a na2 2
- (O I (ar (@8) =)
(@B)"[(e* + ) + (o* + 5°)]
(a—p)?
(@B)™[((a = B)*(a+ B)* +2(af)?) + (o = B)* + 2(af))]
(= p)?
(@B)"[(e = B)*((a+ B)* +1)]
(= B)?
= (ap)"((a+B)*+1)
= (=1)"(a®+1), (car (a+ ) =a).

(3) D’apreés la formule de Binet (3.2), on a :

n _ An n+2 _ an+2 n—1 _ gn-—1 n+1 _ gn+l1
GoGosa + G 1Grey = (" = B")(a ) | la g (e B8

(a—pB)? (a = p)?
a2n+2 4 ,B2n+2 _ an+26n _ an/@n—i—Q _ a2n+26 _ a52n+2 + an+2/6n
B (o — )
_ (a2n+1 _ 52n+1)(a _ 5)
(a = B)?
_ a2n+1 _ l32n+1
a—p

= Gopt1-
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(4) D’aprés l'identité (3) précédente, on a :

aGopt1 = aGnGpio+aGpi1Gp_i
= (Gnt1 — Gn-1)Gny2 + Gro1(Grgz — Gn)
= Gn+1Gnt2 — Gpo1Gpyo + Gr-1Gnio — Go1G,,
= Gp+1Gni2 — Gp-1Gy,.

Théoréme 3.1.1 Soit n > 1 un entier, alors
Z 1 _ ] Gn = Gh, st n est pair;
h Gy, | G =G — 1, st n est impair.
=n

Preuve. En utilisant le Lemme 5(1), pour n > 1, on obtient :

1 1 1 1 Gp—Gny1 — G+ Gp Gpi1+ Gn

Gn - Gn—l a Gn a Gn+l Gn+2 - Gn+1 B (Gn - Gn—l)(Gn—i-Q - Gn+1) GnGn—H
Gn+2(Gn—1Gn+1 - G%z) + Gn—l(GnGn-i-? - G?Hl)
GnGn+1(Gn - Gn—l)(Gn+2 - Gn+1)

- ()"(Grts = Gn-t) _ (3.3)
GnGn-l—l(Gn - Gn—l)(Gn+2 - Gn+1)

Si n est pair et n > 2, puisque le membre de droite de l'identité (3.3) est positif, on obtient

1 1 1 1
—_— > —+ + . 3.4
Gn - Gn—l Gn Gn+1 Gn+2 - Gn+1 ( )

En appliquant I'inégalité (3.4) a plusieurs reprises, alors

1 - 1 n 1 n 1
Gn - anl Gn GnJrl Gn+2 - Gn+l
S 1 n 1 n 1 n 1 n 1
Gn GnJrl Gn+2 Gn+3 Gn+4 - Gn+3
1 1 1 1 1 1
> =+ + + + + ...

Gn GnJrl Gn+2 Gn+3 Gn+4 Gn+5

Ainsi, on obtient

S .
_nGk Gn_anl' ‘

e Gk’ Gn - anl ‘ '
=n
D’autre part, si n est pair avec n > 2, alors par le Lemme 5, parties (1) et (4)

1 1 1 1

Gn—Gn14+1 Gpn Gny1 Gnio—Gpyi+1

_2(—1)"*1 + (=) 1Gpy2 + (=1)"Gp-1 + aGaopt1 + Gn + Gpia
GnGn+1(Gn - anl + 1)(Gn+2 - Gn+1 + 1)
(aGQn—‘rl - Gn+2) + (Gn—l + Gn + Gn+1 -2

= — < 0.
GnGn+1(Gn - anl + 1)(Gn+2 - Gn+1 + 1)
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Ainsi, en appliquant 'inégalité

1 1 1 1
<+ + .
Gpn—Gna+1 Gn Gupyr Gpypo—Gryr +1

a plusieurs reprises, on obtient

1 1 1 1
— < +
Gn - anl +1 Gn Gn+1 Gn+2 - GnJrl +1
< 1 n 1 n 1 n 1 n 1
Gn GnJrl Gn+2 Gn+3 Gn+4 - Gn+3 +1
< ! + ! + ! + = + ! + ! +
Gn Gn+1 Gn+2 Gn+3 Gn+4 Gn+5 o

Ainsi,
G, — Gn 1+1 Z

Avec (3.5), nous avons

1 1
Gn_Gn—1+1 <I€Z;LGI€< Gn_Gn—l’

donc

. -1
1

De la méme maniére, si n est impair avec n > 1, alors

1 1 1 1

Gn - anl -1 a Gn GnJrl Gn+2 - Gn+1 -1

2(—1)" 4 (=1)" ' Gpi2 + (—1)"Gpy + aGoni1 + Gr 4 Grit
GnGn+1(Gn —Gp_1 + 1)(Gn+2 — Gpy1 + 1)
aGpi1(Gpy1 — 1) + Gp(aGy —a — 2) + 2 >0
GnGn+1(Gn —Gp_q — 1)(Gn+2 — Gpt1 — 1) -

ou l'égalité n’est vraie que pour n = a = 1. Par conséquent,

> )
Gn—Gpo1—1 Z Gy,
k=n
Avec (3.6), nous avons
1 — 1 1
GG 2 GG T
k=n
donc

0o -1

1
g — =G, —Gpo1— 1.
k=n Gk

Théoréme 3.1.2 Soit n > 1 un entier, alors
[e] -1 . .
Z 1 | aGp1Gy -1, st n est pair;
p G? | aGh_1 — Gy, sim est impair.
=n
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Preuve. Par le Lemme 5(1), on a :

1 1

CLanlGn -1 - G7721 B

1 _ ar(GnGn+1 — anlGn) 1

aGnGpig — 1 (aGn-1 — Gn — 1)(aGnGry1 —1) G2
a’Gt — (aGp_1Gy — 1)(aGrGryq — 1)
G2(aGp-1 — Gy — 1)(aG,Gpi1 — 1)
azG%(—l)n_l + aGn(Gn_1 + Gn+1) —1
G2(aGp-1 — Gp — 1)(aGpGpy1 — 1)
2aGn_1GnGn_1 -1

>
— G2(aGp1Gy — 1)(aGrGpi1 — 1)
> 0.
Par conséquent,
[ S S R
aGn_1Gn —1 G% aGnGn+1 —1
- 1 n 1 n 1
G% G%—i—l aGn+1Gn+2 -1
> = + = + = + ! +
G’% G%L+1 G?LJrQ G%+3 o
Ainsi, nous avons
1 =1
> —. 3.7
aGn — Gn_1 —1 ];L Gz ( )
D’une maniére similaire,
1 1 1 < 20Gp-1Gr +1 <0
aGn1Gn+1 G2 aG,Gpi1+1 7~ G2(aGp-1Gp +1)(aGpGry1 + 1) '
Ainsi, nous avons
1 1
— < —. 3.8
aGn_1G, +1 1; Gi ( )

D’autre part, par le Lemme 5(1) et (3), on a :

1 1 1 _ Gha Gnys
aGn,1 Gn G% G%Jrl CLGn+1Gn+2 aanlG% aG%+1Gn+Q

Si n est pair avec n > 2, alors
1
aGp_1Gp

Gn—2G$L+1Gn+2 - Gn—lG?LGn—&-S
aanlG%G%+1Gn+2
aQ(G% — anlGn+1)(GnGn+2 + anlGnJrl)
4Gn 1G2G2 G2
a?(—1)" 1Gopi1
4Gn 1G2G2 Gz’

1 1 1
Gf?m * G72H-1 " aGpny1Gryo
1 1 1 1 1
Gz " G i G i Grys i aGn+3Grnta
1 1 1 1 1 1
N I C I G I G T
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Par conséquent, on a :
[e.e]

1 1
RIS ‘ 3.9
kz% G2~ aGn1Ghy (39)

De méme, si n est impair avec n > 1, alors

ZG2 rn e (3.10)

Si n est pair avec n > 2, alors par les inégalités (3.7) et (3.9), nous obtenons

0o -1
1
aGn—lGn —1< (kg - G’%) < aGn—lGna

donc

00 -1
1
E ey = aanlGn — 1.
( Gi)

k=n

Si n est pair avec n > 1, alors par les inégalités (3.8) et (3.10), nous obtenons :

~ —1
1
aGp_1Gp < Z =) < aGp1Gy + 1,

k=n Gk

donc
9] 1 -1

-5 = CLGn_lGn.

||

Les résultats suivants se démontrent de maniére similaire.D de telles séries d’inverses de nombres
de type Fibonacci ont été étudiés par plusieurs auteurs [2, 6, 8, 13].

Théoréme 3.1.3 [7/

o 1
(1) (Z G;) GG =1, (2 1)
~1
(2) (Z G 1) = Gon—1 — Gan—3, (n>2)
—1

(3) (Z e 1G2k+1> = Gun-1— Gan_3, (n > 1)

~ —1
(4) (Z G2kG2k+2> = Gant1 — Gan—1 — 1, (n>1)
(5) (Z G2 ) =Gun-1—Gan-3—1, (n > 1)

k=n 2k

o ~1
(6) (; a2, 1) = Gyn-3 — Gan_s, (n > 2)

- —1
(4) (Z G 1G2k> = Gun—2 — Gan_4, (n>1)
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3.2 Suite de Fibonacci généralisée (H,),

Soit ¢ > 0 un entier et soit (H,,), la suite de Fibonacci généralisée définie par :

Hy=c¢ H =1,
3.11
{ Hy o= Hp + Hy, n > 0. ( )
On remarque que H,, = Fy, 4 pour ¢ = 1 et H, = L, pour ¢ = 2. La suite (Hy,), peut également &tre

définie comme le nombre total de correspondances dans le graphe planaire connexe sur n sommets avec
n — 2 + c arétes totales, dont ¢ — 1 arétes sont entre une paire de sommets.

3.2.1 Forme de Binet

D’aprés la formule de Binet (1.23) de la suites de Horadam, on déduit que la formule de Binet de
la suite (Hp,), est donnée par :

(1 —=¢p)a™ — (1 —ca)p™

H, = — : (3.12)
1 9 1-—
ou a = +2\[ et B = sont les racines de I'équation caractéristique 22 —x — 1 = 0.
o
. L 1
Proposition 3.2.1 La série Z T est convergente.
n=1"""
Preuve. Soit n > 1, d’aprés la formule de Binet (3.12), on a :
1 V5
H,  (1-cB)am—(1—ca)pn
N V5
(1 —=cB)am — (1 —ca) (%1)"
N V5
- _ +1
(1—cB)am+ (1 — ca)(ai)n
) 5 5
(1-cBan[1+ () G A
oo oo 5
O déduit 1 t itif — et sont de mé ture. Puis
n en déduit que les séries & termes positifs Z T e nz: — 3 sont de méme nature. Puisque
o0 o [e.9]
1 N V5 V5 (1) |
=1 < 1, alors la série — | est convergente, d’oil la série — est
"l{ ;(l—cﬁ)a 1—0672 a ; n

convergente.

Lemme 6 Pourn >1, on a :

H, =cF, 1+ F,. (3.13)
Preuve. D’aprés la formule de Binet (3.12), on a :

n _ cﬂa” _ Bn 4 CO&,B”

H, =
a—p
n 1_ pgn—1
a—g +c2 a—g , (car af=-1).
= F,+cFh_1.
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Lemme 7 Pourn>1, ona:

(1) H2—-H, 1Hpy1 = HyHyy 1 — Hy 1Hy 0 = (—1)"( +c—1).
(2) Hy 1Hyi1 — Hy 1Hpyo = (—1)"712(c2 +c—1).

(3) Hn+4Hn - Hn+2Hn—2 = Hn+1(Hn+3 - Hn—l)'

(4) Hp41Hnyo — Hy1H, = H2 + H2 | = cHoy + Hopy1.

Preuve. Soit n > 1, alors
(1) D’apreés la relation de récurrence (3.11), on a :

HY—Hp 1Hny1 = Hp(Hnpr — Hoo) — Hoo1(Hpgo — Hy)
= Han+1 - Hn—lHn+2

et d’aprés la formule de Binet (3.12), on a :

<(1 —cfB)a" — (1 — ca)ﬁ”) ((1 —eB)a"tt — (1 — Ca)ﬁnJrl)

Han+1 - anlHn+2 =

a—pf a—pj
((1 —cf)an "t — (1 - coz)ﬂ”_1> ((1 —cB)a™t? — (1 — ca)6”+2>
a—pf a—pf

B (62 te— 1)(Oznﬁn+1 4 Ozn'HBn _ a”_lﬁn+2 _ an+26n—1)
- (a = pB)?
_ (02 +e— 1)(anﬁn+1 + an—l—lﬁn + anﬁn-ﬁ-fﬂ + an+3ﬁn)
B (a = pB)?
(A e—D(af)(a+ B+ a®+57)

a? +p% 42

2, g2
= (E+c—1)(ap)” (a j;fﬁ ;22}:)(;— ﬁ), (car o = o +aet 83 = 5%+ B)
= (E+c—-1(=D", (caraf=—let a+pf=1).
(2) D’apres la relation de récurrence (3.11) et d’aprés l'identité précédente, on a :

20-1)"" NP +c—1) = —2(-1)"(F+c—1)

= 2(Hp_1Hpss — HoHpi)

— Hy 1Hnio+ Hy 1Hpso — HyHyp1 — HyHyit

= Hy_y(Hpsr + Hy) + (Hy — Hy—s)Hpo — Hy(Hy + Hy_1) — Hy Hyyr

= Hy_yHpsy + Hy 1 Hy + HyHypso — Hy_oHpso — H2 — Hy_yHy — HyHy
H, 1H,y1 — H, oHy, o+ Hy(Hpio — Hyp1 — Hy)
= Hy1Hpy1r — Hp—oHpqo.

(3) D’apreés la relation de récurrence (3.11), on a :
Hn+4Hn - Hn+2Hn—2 = (Hn+3 + Hn+2)(Hn+1 - Hn—l) - (Hn+3 - Hn—‘rl)(Hn - Hn—l)
= Hpp1Hngs — HyypsHyoy + HpypoHp1 — HpoHyp 1 — Hyq3Hy,
+ HnysHp1+ Hypp Hy — Hy1Hp
= Hny1Hpys — Hoo1Hpgr + Hpo(Hp1 — Hoo1) + Ho(Hng1 — Hpgs)
= Hp1(Hpys — Hyo1) + Ho(Hp1 + Hppo — Hpy3)
= Hpy1(Hpys — Hpo1).
(4) D’apreés la relation de récurrence (3.11), on a :
H,.1Hy,yo— H, 1H, = (Hy+H,1)(Hyy1+Hy,)— H,—1H,
= HyHpi1+ H) + Hy—1Hpi1 + Hy1Hy — Hy 1 Hy,
= H}+ Hp1(Hy + Hyq)
= Hp+Hiy
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et d’apres 'identité (3.13)

HrQL + Hg,—l—l = (cFp-1+ Fn)2 + (cFn + Fn+1)2

PF2 |+ F2+2cF, 1F, + F2 4+ F2 | +2cF,Fpiq
G(F_y + FY) + 2¢F (Foy + Fopa) + (Fp + Fiyy)
A Fop_1 + 2¢F, Ly, + Fapi1

?Fop 1+ 2¢Fon + Fapiq

?Fop1 + cFop + cFop + Fapia

c(cFon—1+ Fon) + (cFon + Font)

= cHyp + Hopy.

Théoréme 3.2.1 On a :
[ee] -1 . .
Z i | Hp 2 —1, st m est pair et n > ng;
h H, | H,_o, st n est impair et n > nq.
=n
oll ng et nq sont déterminés uniquement en fonction de la valeur de c.

Exemple 3 ng =2 sic=1,2;ng=4stc<4;ng=6sic<10;ng=8 sic<26;nyg=10 sz
c<68;ng=12 51 ¢ < 178; ng =14 si ¢ < 466. ...
n=1stic=1;n=3stc=2;n=5sc<6;n=7Ts¢c<16;n=9stc<42;n; =11 s
c<110;,n; =13 s1 ¢ < 288....

Preuve. Par le Lemme 7(2), on a :

1 2 1 (H, — Hy_9)Hpy1 — Hy_o(H,, + Hyp1)
H,_o H, Hp Hy oHpHpio
H, 1Hp1— HpoHy o
Hy_oHpHpoo
(=) 12(c +c—1)
H, 9H,Hp. 1

Par conséquent, si ¢ > 1 et n est pair, alors

1 < 1 n 1 n 1
Hy - Hy, Hn+1 Hy
< 1 L 1 N 1 n 1 n 1
Hn Hn+1 Hn+2 Hn+3 Hn+2
< ! + ! + ! + ! + ! + ! +
Hn Hn+1 Hn+2 Hn+3 Hn+4 Hn+5 Y
ona: .
1 1
< —. 3.14
Hn72 e Hk: ( )
=n
De la méme maniére, si ¢ > 1 et n impair, alors
1 =1
> —_—. 3.15
Hy, - kz_: Hy, (3.15)
=n
D’autre part, si n est pair, alors par le Lemme 7(2), on a :
1 1 1 1
—_— = — (3.16)

Hn—2 -1 a Hn Hn+1 Hn -1
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(- 12(+c—1)H, + Hyo(Hy 2+ Hy — 1)
H,Hp1(Hy o —1)(H, — 1)

 —2(*+c—1)Hy + Hyppo(Hypo + Hy, — 1)
Han—l—l(Hn—Q - 1)<Hn - 1)

Le numérateur est positif si n est assez grand pour un c¢ fixé. Par exemple, on peut prendre n tel que
H, 12 > 2(c? 4+ ¢ — 1) puisque H,, est strictement croissante pour n. Plus précisément, si ¢ = 1 alors
le membre de droite de (3.17) est positif pour n > 2. Si 2 < ¢ <4, alorsn > 4. Si5 < ¢ <9, alors
n>6.5110 < ¢ <24, alorsn > 8. 5125 <c¢ <62, alors n > 10. Si 63 < ¢ < 161, alors n > 12. Si
162 < ¢ <422, alors n > 14. Si 423 < ¢ < 1104, alors n > 16.

Si n est impair, on a :

(3.17)

1 1 1 1
S _ (3.18)
Hyp2+1 H, Hpy1 Hp+1
(=1)"12(c?* + ¢ = 1)H,, — Hypqo(Hp—2 + Hy + 1)
HyHy1(Hp—2 +1)(Hp + 1)
_ =2+ c—1)H, — Hyyo(Hy2 + Ho + 1) (3.19)

Han+1(Hn—2 + 1)(Hn + 1)

Le numérateur est négatif si n est assez grand pour un c¢ fixé. Par exemple, si ¢ = 1, alors le membre de
droit de (3.19) est négatif pour n > 1. Sic=2,alorsn > 3. Si3 < c¢<6,alorsn >5.S17< ¢ <15,
alorsn > 7.5116 < ¢ <38, alorsn > 9. Si 39 < ¢ <100, alors n > 11. Si 101 < ¢ < 261, alors n > 13.
Si 262 < ¢ < 682, alors n > 15.

Lorsque n est pair, en répétant I'inégalité

1 1 1 1 >0
Hn—2 -1 Hn Hn+1 Hn -1 ’
on obtient :
Loy ! (3.20)
H, -1 = H;' '
Avec (3.14), on a :
-1
oo
1
(Z Hk> = a1
k=n
Lorsque n est impair, en répétant l'inégalité
1 1 1 1 <0
Hn—2 +1 Hn Hn+l Hn +1 '
on obtient : .
1 1
— < —. 3.21
Hy o +1 ];L Hk ( )
Avec (3.15), on a :
—1
oo
1
Sa) |-
(k:n Hk)
|
Théoréme 3.2.2 On a :
-1
i 1 | Hp—1Hy +g(c) — 1, sim est pair et n > no;
P— ng | Hu—1H, — g(c), st n est impair et n > ns,
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ou

1
cletl) sic=0,2 (mod 3);
g(c) = 3
C(C+31)+1 sic=1 (mod 3).

Remarque 3.2.1 Notez que g(c) est un entier. Si Hy = Ly, alors on prend ny = 2 et ng = 1. Plus
précisément, on peut déterminer no et ng comme suit :

c 1123|456 7|8]910|11 12|13 |14 ([15|16| 171819 20
ng|2(2141414]614)16|6|6([6|6|[6]6|8[6]|8(|8]6]38
ng | 111|353 |5s6|5|5| 75|57 77| 77| T|T7T|7

Preuve. Par le Lemme 7(1), on a :

1 1 1
Hy 1 Hy + (=1)"g(c) — 1 - Fr% - Hy Hyp1 + (=1)"Tg(c) — 1

Hy + (=1)""12g(c) 1
(Ho1Hy + (=1)7g(c) = D)(HoHp1 + (-1)"+g(c) 1) H?
(=1)™(c® + e —1—3g(c) Hi + (9(c))? + Hn(Hng1 + Hoo1 — 1)
HE(Hy 1 Hy + (—1)"g(c) = 1)(Hn Hny1 + (=1)"+1g(c) — 1)

Supposons que n est pair avec n > 2, alors le numérateur est :

(¢ + ¢ —3g(c) = V)Hy + (9(c)* + Hu(Hpi1 + Hoo1 — 1)

> H2+ H,(Hyi1 + Hy1) + (9(c)> =1 >0.

(Les égalités ne sont vérifiées que pour n = 2 et ¢ = 1). Supposons que n est impair avec n > 1, alors
le numérateur est :

(¢® + ¢ —3g(c) + 1) H} + (9(c))* + Hp(Hpt1 + Hp1 — 1)

> H2 4 Hy(Hniy — Hoo1) + (9(c)? —1 > 0.
Par conséquent, pour tout n > 1, on a :

1

1
>y 3.22
Hp 1 Hy + (=1)"g(c) — 1 ,;l H} (3.22)

De la méme maniére, on a :

1 1 1
Hy 1 Hy+ (—Dng(c) +1  H2  HpHpp1 + (—1)"Hg(c) + 1

Hy +(=1)"*12g(c) 1
(Hn—1Hy + (=1)"g(c) + 1) (HpHny1 + (=1)"Tg(c) + 1) - Hfr%
(=1)™(¢* +c—1=3g(c) Hy + (9(c))* = Hp(Hp—1 + Hny1) — 1
HE(Hp—1Hn + (=1)"g(c) + 1)(HpHpi1 + (=1)"*1g(c) + 1)

Si n est pair, alors le numérateur est inférieur ou égal a

_Hn(Hn—l + Hn + Hn—i—l) -1
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Si n est impair, alors le numérateur est inférieur ou égal a
—Hy(Hy—1 — Hy—9) + (g(c)? — 1.

Ainsi, dans tous les cas, pour n > ns (ns grand), les deux valeurs sont négatives. Par conséquent :

! - < Z (3.23)

Hn 1H +(

Par le Lemme (7), paries (1) et (4), on a :

1 1 1 1
Hy 1 H, + (=1)"g(c) HZ Hy .,  HuiHoga + (=1)7g(c)

Hyo Hy 1 — Hy (H, H2+ H2,,
(Hn—1Hy + (—=1)"g(c))(Hp—1Hpyo + (=1)7g(c) = 1) HZH}
(¢Han + Hont1)((=1)"(¢* + ¢ = 1)Hy Hyya
(Hp—1Hp + (=1)"g(c)) (Hn-1Hy 2 + (=1)"g(c) = )HZH? |
(=" 'g(c)(Hpy1 Hpyo + Hy1 Hy) — (9(c))?
(Hn—1Hyp + (—1)"g(c))(Hn—1Hpy2 + (=1)"g(c) — 1)HZH? |

+

Par conséquent, si n est pair avec n > ng, alors par :

(+c—1)H,Hpyy1 — g(e)(Hpy1Hpyo + Hy 1 Hy,) — (9(c))? < 0.

3.24
H,_ 1H —|—g < Z ( )

Si n est impair avec n > ny, alors par :

—(02 +c—1)H,Hpy1 — g(¢)(Hps1Hpto + Hy—1Hy) — (Q(C))2 > 0.

1 1
—. 3.25
Hy 1 Hy — g(0) z_: 2 (3.25)
Si n est pair, par (3.22) et (3.24), on obtient :

1 < Z < 1
Hn—lHn + g(c) k=n H}% Hn—lHn + g(c) -1

Si n est impair, par (3.23) et (3.25), on obtient :

1 - i _ 1
Hy 1 Hp —g(c)+1 ~ = Hy = Hn1Hyp—g(c)

3.3 Suite de Jacobsthal

I serait intéressant de trouver des résultats similaires pour la somme Z W, Lot (W), désigne

k=n
la suite de Horadam. Un autre cas particulier de la suite de Horadam est la suite de Jacobsthal définie

par :
Jo=0 Jy=1,
Int2 = Jng1 + 2Jn, n > 0.
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3.3.1 Forme de Binet

D’aprés la formule de Binet (1.23) de la suite de Horadam, on déduit la formule de Binet de la
suite de (G,,), elle est donnée par :

a” — ﬂn
Iy = ————, n > 0), 3.26
= w20) (3.26)
olt & =2 et B = —1 sont les racines de 1’équation caractéristique 22 — z — 2 = 0.

[e.e]

1
Proposition 3.3.1 La série Z A est convergente.
n=1""

Preuve. Soit n > 1, d’aprés la formule de Binet (3.26), on a :

13
Tn T ot — Bn
B 3
T oon (_1)n
B 3
- on ( )n+1
3 3

2 (14 S5 T

o0 [e.o]

. . e 3 .
On en déduit que les séries a termes positifs Z A et Z on sont de méme nature. Puisque

n

n=1 n=1

= 3 = (1\" |
’%‘ < 1, alors la série Z on = 3; <2> est convergente. On en déduit que la série ngl A est
convergente.
Théoréme 3.3.1 [7/ Soit n > 1 un entier, alors
-1
i 1 I S st n est pair;
Ji I /S st n est impair.
k=n
3.4 Suites Hyper-Fibonacci et Hyper-Lucas
Proposition 3.4.1 Les séries Z et Z sont convergentes.
n=1 F n=0 L
Preuve. On a, par définition, pour tout n > 1, F ZFk donc F(l) > F,,, on en déduit que

k=0

1
0< ( y < F% Puisque, d’aprés la Proposition (2.1.1), la série Z o est convergente, alors la série
n n

n=1
oo oo
Z —0 est convergente. De méme, puisque la série Z I est convergente (pour ¢ = 2 dans la
I — Ln
n=1 n=0

1
Proposition 3.2.1), on en déduit que g est convergente. B
L
n=0

Théoréme 3.4.1 [11] Soit n > 3 un entier, on a :

K; le)> —IJ = F,—1, (3.27)
Ki 1) _1J = Lp—1, (n=4) (3.28)

1
k=n Ll(c )
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Preuve. En utilisant (1.4), (1.11) et (1.24), on obtient :

1 1 1 1 1 1 1 1
1 D L) o0 L0 D OO
O O KR Sy Eo gV FED Fag
B (Fas1Furs — FaFoyz — Fui1) — FuFpgaFlY
FnFn—I-QF’r(zl)Ffli_)l
B0+ FuFogs — Foat] = FyFia P,
FnFn—I-QF’rgl)F?S_)l
C RYRED - Fanl + B Fays - Fuga P
FoFna RSV EY,
_ BURCY - Bl - BaFaa
FuF, oV EY, T
et
1 11 1 _ Foit Py — (Fy — DEY — (B — DEY,
= R G (= (Fa~ DAV
2((=1)" + Fp + Fpio — 1
B e
(Fn_ 1)Fn Fn+1
En utilisant (1.14), (1.16) et (1.24), on obtient :
1 1 1 1 (0= = L)LY = LyLp
W W HL LoV,
pour n > 4, et
1 1 1 1 10(—=1)"* 4 2(L,, + L0 — 1)
1 1 OO 1 - D, ’
A e I 2 T A AN I A (Lo — LY LYY,
pour n > 2. D’aprés les inégalités
FV(2(—1)" = Fpy1) = FyFpyn < 0, n>2,
(10(_1)n+1 - Ln-‘rl)L?(wl) - LnLn—H < 07 n =z 47
(=1)"+ Fy+Fpo—1 > 0, n>3,
10(-1)"" +2(Ly + Lo —1) > 0, n>2,
on obtient :
1 =1 1
e < Y = < n>3
1 1 1 1 1 ? -
Ao, C G ARG
o0 1 -1
F,—-1 < (ZF‘(I)> < Fn, n2>3,
k=n *k
1 =1 1
—_— < — < , n>4,
W, T A Tl
[ee] 1 -1
L,—1 < <ZL(1)> < Ly, n>4,
k=n L

par conséquent, les relations (3.27) et (3.28) sont vérifiées. m
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Théoréme 3.4.2 Soit n un entier positif, on a :

i i = Ff(llf)lFT(Ll) + Fr(zlf)l -1 sim est pair et n > 2; (3.29)
k=n (F,ﬁl))Q Fél_)lFr(zl) + FT(Ll_)l, sin est impair et n > 1; '
— 1
{(Z (1)>J = LM+ Ll -1, sin est impair et n > 1; (3.30)
k=n (Lk )2

Preuve. En utilisant (1.4), (1.10) et (1.24), on obtient :

1 1 1 1 1 1
FOFRD 7D 1 (FP2  FVED D 1T ED R -1 (FD)2 FVF -1
_ (FS2(FY s — F7§1_)1Fn+2) - (Fél_)1Fn+2 — 1) — (B Foys — 1)
(Y Fro = D(F)? (B Py = 1)
(B2, = Fapn) = BV R FuaFars + B Fugs + BV B - 1
(B, Fogs = DD 2(FY Fuys = 1)
Bt COP )P+ BB 4 R 1
(B Fss = DBV 2(F By = 1) |
donc -
1 1
,CZ:; FMe S FO D B0 1
De méme, on peut prouver que
=1 1
2 T ET T R
D’autre part, on a
1 1 1 B S
FOFED + 7O gDy pWED, 4 gV FY R (B2 FVF.s

(FT(LI))QFnJr?: - FT(Llf)lFr(Ll)FnJrQ - F(i)an+2Fn+3

Fr(Ll—)l (F7(L1))2Fn+2Fn+3
F(FVF, s — F1§1—)1Fn+2) - Fq§1—)1Fn+2Fn+3
Fqgl—)1(Fr(L1))2Fn+2Fn+3

(=)™ Fojo + Fot
FO ()2 Fyss

n

Lorsque n > 2 est pair, on peut vérifier que

o0

3 L 1
i ()2 g

et lorsque n > 1 est impair, alors
— 1 1
> >

= (FVy2
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Lorsque n est pair, on obtient :

0o -1
1
RO RS 1 (3t <R R
k

k=n

et lorsque n est impair, on a

FOFED 4 Y, < (Z

k=n

-1
(F(l))2> <FED 4+ FY 41,
k

donc (3.29) est vérifice. En appliquant (1.14), (1.17) et (1.24), on obtient :

1 1
> < @ 1

k=n (Ll(ql))Q LgtlzlL?(’Ll) + Lnfl -1
i ; > 1 n est impaire
2P T I, 1 |

donc (3.30) est vérifice. m
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