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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire, on étudie quelques séries des inverses de certaines suites classiques comme la
suite de Fibonacci et la suite Lucas. On commence par montrer que ces séries convergent, puis on
calcule la partie entière de ces séries ainsi que la partie entière des séries des inverses des carrés de ces
suites.

Mots-clés : Suite récurrente linéaire, suite de Fibonacci, suite de Lucas, suite de Horadam, suite
hyper-Fibonacci, suite hyper-Lucas, série numérique, convergence, partie entière.
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ABSTRACT

In this dissertation, we study infinite sums of reciprocal of somme classical sequences such as the
Fibonacci sequence and the Lucas sequence. We start by showing that these infinite sums converge,
then we calculate the integer part of these sums as well as the integer part of sums of reciprocal of the
squares of these sequences.

Keywords : Linear recurrence sequence, Fibonacci sequence, Lucas sequence, Horadam sequence,
hyper-Fibonacci sequence, hyper-Lucas sequence, numerical series, convergence, integer part.
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Introduction

Il est facile de voir que la série des inverses des nombres de Fibonacci non nuls
∞∑
n=1

1

Fn
, où (Fn)n

désigne la suite de Fibonacci, est convergente. En 1989, Richard André-Jeannin [1] a montré, sous

certaines conditions, l’irrationalité de la série
∞∑
n=1

xn

wn
, où x est un entier et (wn)n une suite d’entiers

solution d’une récurrence d’ordre 2. En particulier, il montre que les séries
∞∑
n=1

xn

Fn
et
∞∑
n=1

xn

Ln
, où (Ln)n

désigne la suite de Lucas, sont irrationnelles pour x = ±1. Plus tard, Eric W. Weisstein [15] a montré

que
∞∑
n=1

1

Fn
= 3, 35988566....

Dans ce mémoire, on s’intéresse à la partie entière de la série des inverses de certaines suites récur-

rentes linéaires. En 2008/2019, Ohtsuka et Nakamura [10] ont étudié la partie entière de

( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1
pour un entier n ≥ 1, ils ont montré( ∞∑

k=n

1

Fk

)−1 =

{
Fn−2, si n est pair ;
Fn−2 − 1, si n est impair ,

et ( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1 =

{
Fn−1Fn − 1, si n est pair ;
Fn−1Fn, si n est impair .

Ces résultats ont interessés plusieurs chercheurs et ont été généralisés à plusieurs autres suites
comme la suites des nombres hyper-Fibonacci de première espèce et la suite bi-périodique de Fibonacci.

En 2011, S. Holliday et Komatsu [7] ont généralisé les résultats précédents aux suites de Fibonacci
généralisés (Gn)n et (Hn)n définies, pour a, c ∈ N∗, par :{

G0 = 0, G1 = 1,
Gn+2 = Gn+1 +Gn, n ≥ 0

et
{
H0 = c, H1 = 1,
Hn+2 = Hn+1 +Hn, n ≥ 0

.

Par exemple, la généralisation du premier résultat à la suite (Gn)n est donnée par :( ∞∑
k=n

1

Gk

)−1 =

{
Gn −Gn−1, si n est pair ;
Gn −Gn−1 − 1, si n est impair .

Ils ont aussi généralisé le premier résultat à la suite de Jacobsthal (Jn)n comme suit :( ∞∑
k=n

1

Jk

)−1 =

{
Jn−1 − 1, si n est pair ;
Jn−1, si n est impair .
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En 2012, Liu et Zhao [11] ont généralisés les deux premiers résultats à la suite hyper-Fibonacci de
première espèce

(
F

(1)
n

)
n
et à la suite hyper-Lucas de première espèce

(
L
(1)
n

)
n
. C’est à ces travaux

cités ci-dessus que l’on s’intéressera dans ce mémoire, mais on peut aussi citer d’autres généralisations,
comme celle de Wenpeng et Tingting [16] qui, en 2012, ont généralisé les résultats cités ci-dessus à
la suite de Pell ; celle de Kuhapatanakul [9] qui, en 2013, a considéré d’autres suites de Fibonacci
généralisées. En 2016, Başbük et Yazlik [3] on considéré la suite bi-périodique de Fibonacci et en
2018, Choia et Chooa [4] ont étudié la partie entière de la série des inverses de produit de nombres de
Fibonacci et de Lucas.
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Notation

N : L’ensemble des nombres entiers naturels.

Z : L’ensemble des nombres entiers relatifs.

R : Le corps des nombres réels.

C : Le corps des nombres complexe.

K : Corps commutatif désignant R et C.

b.c : Partie entière inférieure.
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Chapitre 1

Définitions élémentaires

L’objectif de ce chapitre est de présenter et fixer les notations dont nous aurons besoin au long de ce
document. Nous citons les définitions élémentaires des suites récurrentes linéaires d’ordre p, polynôme
et équation caractéristique, fonction génératrice, forme de Binet, suite de Fibonacci, suite de Lucas,
suite de Horadam, suite hyper-Fibonacci et suite hyper-Lucas.

1.1 Suites récurrentes linéaires d’ordre p

Définition 1.1.1 On appelle suite récurrente linéaire d’ordre p, toute suite (un)n à valeurs dans K
définie, pour tout n ≥ n0, par une relation de récurrence linéaire :

un+p = a0un + a1un+1 + . . .+ ap−1un+p−1, (1.1)

où a0, a1, . . . , ap−1 , sont p scalaires fixés de K.
Une telle suite est entièrement déterminée par la donnée de ses p premiers termes et par la relation de
récurrence (1.1).

1.2 Polynôme caractéristique et équation caractéristique

Définition 1.2.1 Le polynôme caractéristique associé à une suite vérifiant la relation de récurrence
ci-dessus est :

P (X) = Xp −
p−1∑
i=0

aiX
i,

son degré est ainsi égal à l’ordre de la relation de récurrence.

Définition 1.2.2 L’équation caractéristique associé à une suite (un)n vérifiant la relation de récur-
rence ci-dessus est :

P (x) = 0,

où P (X) est le polynôme caractéristique associé à la suite (un)n.

1.3 Fonction génératrice

Définition 1.3.1 Soit (an)n≥0 une suite à valeur dans K. On appelle fonction génératrice ordinaire
de la suite (an)n≥0, la fonction

G(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + . . . =

∞∑
n=0

anx
n.

Exemple 1 G(x) = 1 + 2x+ . . .+ (n+ 1)xn + . . . est la fonction génératrice de la suite 1,2,3,4,. . . .
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1.4 Suites récurrentes linéaires d’ordre deux

Définition 1.4.1 Une suite récurrente linéaire d’ordre 2 est une suite (un)n∈N définie par une relation
de la forme

un+2 = aun+1 + bun n ∈ N (1.2)

et des condition initiales (u0, u1) ∈ K2, où (a, b) ∈ K2.
L’équation

x2 − ax− b = 0 (1.3)

est appelée équation caractéristique de la suite (un)n.

Proposition 1.4.1 Si K = R,on a les propriétés suivantes :
• Si l’équation caractéristique admet deux solution réelles distinctes r1 et r2, alors :

∃!(λ, µ) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, un = λrn1 + µrn2

• Si l’équation caractéristique admet une solution double r,alors :

∃!(λ, µ) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, un = λrn + µnrn

• Si l’équation caractéristique admet deux racines complexes (non réelles) conjuguées r1 = reiθ

r2 = re−iθ (avec r>0 et θ ∈ R), alors : ∃!(λ, µ) ∈ R2 tel que ∀n ∈ N, un = rn(λ cos(nθ) +

µ sin(nθ)).

Proposition 1.4.2 Si K = C, on a :
• Si l’équation caractéristique admet deux solution distinctes r1 et r2, alors :

∃!(λ, µ) ∈ C2 tel que ∀n ∈ N, un = λrn1 + µrn2 .

• Si l’équation caractéristique admet une solution double r, alors :

∃!(λ, µ) ∈ C2 tel que ∀n ∈ N, un = λrn + µnrn.

1.5 Suite des nombres de Fibonacci

La suite de Fibonacci est une suite d’entiers dans laquelle chaque terme est la somme des deux
termes qui le précèdent. Elle commence généralement par les termes 0 et 1 et ses premiers termes sont :

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . .

1.5.1 Formule de récurrence

Définition 1.5.1 La suite de Fibonacci, notée (Fn)n≥0, est définie par les valeurs initiales

F0 = 0, F1 = 1

et par la relation de récurrence :

Fn = Fn−1 + Fn−2, (n ≥ 2). (1.4)
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1.5.2 Fonction génératrice

Théorème 1.5.1 La fonction génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci (Fn)n≥0 est :

G(x) =
x

1− x− x2
. (1.5)

Preuve. La relation de récurrence (1.4) donne :

∞∑
n=2

Fnx
n =

∞∑
n=2

Fn−1x
n +

∞∑
n=2

Fn−2x
n,

donc
∞∑
n=0

Fnx
n − F0 − xF1 = x

∞∑
n=2

Fn−1x
n−1 + x2

∞∑
n=2

Fn−2x
n−2.

Par un changement d’indice, on obtient

∞∑
n=0

Fnx
n − F0 − xF1 = x

∞∑
n=0

Fnx
n − F0 + x2

∞∑
n=0

Fnx
n,

d’où
∞∑
n=0

Fnx
n = x+ x

∞∑
n=0

Fnx
n + x2

∞∑
n=0

Fnx
n,

ce qui nous donne

G(x) =
x

1− x− x2
.

1.5.3 Forme de Binet

Définition 1.5.2 La forme de Binet est une formule explicite qui s’écrit en fonction des racines de
l’équation caractéristique associée à la relation de récurrence.

Théorème 1.5.2 La forme de Binet de la suite de Fibonacci (Fn)n≥0 est donnée par

Fn =
αn − βn

α− β
, (n ≥ 2), (1.6)

où

α =
1 +
√
5

2
et β =

1−
√
5

2
,

sont les racines de l’équation caractéristique x2 − x − 1 = 0 associée à la relation de récurrence
(1.4).

Preuve. Notons par G(x) la fonction génératrice ordinaire de la suite de Fibonacci, alors

G(x) =

∞∑
n=0

Fnx
n

=
x

1− x− x2

=
1√
5

(
1

1− αx
− 1

1− βx

)
,
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ce qui équivalent à

√
5G(x) =

1

1− αx
− 1

1− βx

=
∞∑
n=0

αnxn −
∞∑
n=0

βnxn

=
∞∑
n=0

(αn − βn)xn,

donc

G(x) =
∞∑
n=0

αn − βn√
5

xn,

i.e,

Fn =
αn − βn√

5
=
αn − βn

α− β
.

Remarque 1.5.1 On a

α+ β = 1, α− β =
√
5, αβ = −1, α2 = 1 + α, β2 = 1 + β. (1.7)

Prolongement aux indices négatifs

Soit n ∈ N, on peut définir les nombres de Fibonacci d’indices négatifs comme suit :

F−n = (−1)n+1Fn, (n ≥ 0). (1.8)

En effet, en utilisant la formule de Binet (1.6), on obtient :

F−n =
α−n − β−n

α− β
=⇒ (αβ)nF−n =

α−n − β−n

α− β
(αβ)n

=⇒ (−1)nF−n =
βn − αn

α− β

=⇒ (−1)nF−n = −α
n − βn

α− β
=⇒ F−n = (−1)n+1Fn.

1.5.4 Quelque identités combinatoires

Théorème 1.5.3 Pour tout entier n ≥ 0, on a :

F 2
n+1 + F 2

n = F2n+1, (1.9)
F 2
n+2 − Fn+1Fn+3 = (−1)n+1, (1.10)

7



Preuve. D’après le formule (1.6), on a :

F 2
n+1 + F 2

n =

(
αn+1 − βn+1

α− β

)2

+

(
αn − βn

α− β

)2

=
α2n+2 + β2n+2 − 2αn+1βn+1 + α2n + β2n − 2αnβn

(α− β)2

=
αα2n+1 + ββ2n+1 − 2(αβ)αnβn + α2n+1

α + β2n+1

β − 2αnβn

(α− β)2
.

=
αα2n+1 + ββ2n+1 + 2αnβn − βα2n+1 − αβ2n+1 − 2αnβn

(α− β)2

=
α2n+1(α− β) + (β − α)β2n+1

(α− β)2

=
α2n+1 − β2n+1

(α− β)
= F2n+1.

D’après le formule (1.6), on a :

F 2
n+2 − Fn+1Fn+3 =

(
αn+2 − βn+2

α− β

)2

−
(
αn+1 − βn+1

α− β

)(
αn+3 − βn+3

α− β

)
=
α2n+4 + β2n+4 − 2αn+2βn+2 − α2n+4 − β2n+4 + αn+1βn+3 + αn+3βn+1)

(α− β)2

=
αn+1βn+3 + αn+3βn+1 − 2αn+2βn+2

(α− β)2

=
(αβ)n+1(α2 + β2 − 2αβ)

(α− β)2

=
(αβ)n+1(α− β)2

(α− β)2

= (αβ)n+1

= (−1)n+1.

Théorème 1.5.4 (L’identité de D’Ocagne) Pour n, r ∈ N, on a :

Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn = (−1)nFr. (1.11)

Preuve. Posons
un = Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn, (pour n ≥ 0).

Tout d’abord, pour n = 0, on a :

u0 = FrF1 − Fr+1F0 = Fr,

et pour n ≥ 0, on a :

un+1 = Fn+r+1Fn+2 − Fn+r+2Fn+1

= Fn+r+1(Fn+1 + Fn)− (Fn+r+1 + Fn+r)Fn+1

= Fn+r+1Fn+1 + Fn+r+1Fn − Fn+r+1Fn+1 − Fn+rFn+1

= Fn+r+1Fn − Fn+rFn+1

= −un.

8



La suite (un)n≥0 est donc géométrique de premier terme u0 = Fr et de raison -1, il en découle que
un = (−1)nFr pour tout n ≥ 0, c’est-à-dire

Fn+rFn+1 − Fn+r+1Fn = (−1)nFr.

Théorème 1.5.5 (L’identité de Catalan) Pour tout n, r ∈ N, on a :

F 2
n − Fn+rFn−r = (−1)n−rF 2

r . (1.12)

Preuve. Par la forme de Binet (1.6), pour n, r ∈ N, on obtient

F 2
n − Fn+rFn−r =

(
αn − βn

α− β

)2

−
(
αn+r − βn+r

α− β

)(
αn−r − βn−r

α− β

)
=

1

(α− β)2
(
α2n + β2n − 2(αβ)n − α2n + αn+rβn−r + βn+rαn−r − β2n

)
=

1

(α− β)2
(−2(αβ)n + αn+rβn−r + βn+rαn−r)

=
(αβ)n

(α− β)2
(−2 + αrβ−r + βrα−r)

=
(αβ)n

(α− β)2

(
−2 + αr

βr
+
βr

αr

)
=

(αβ)n

(α− β)2
(αr − βr)2

(αβ)r

= (αβ)n−r
(
αr − βr

α− β

)2

= (−1)n−rF 2
r . (car αβ = −1)

Corollaire 1.5.1 (L’identité de Cassini) pour tout n ≥ 1, on a :

Fn−1Fn+1 − F 2
n = (−1)n. (1.13)

1.6 Suite des nombres de Lucas

1.6.1 Formule de récurrence

Définition 1.6.1 La suite des nombre de Lucas, notée (Ln)n≥0 est définie par les valeurs initiales

L0 = 2, L1 = 1.

et par la relation de récurrence :
Ln+1 = Ln + Ln−1. (1.14)

1.6.2 Fonction génératrice

Théorème 1.6.1 La fonction génératrice ordinaire de la suite de Lucas est donnée par :

H(x) =
2− x

1− x− x2
.
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Preuve.Par la formule (1.14) et en faisant la somme sur n ≥ 2, on trouve

∞∑
n=2

Lnx
n =

∞∑
n=2

Ln−1x
n +

∞∑
n=2

Ln−2x
n,

alors
∞∑
n=0

Lnx
n − L0 − xL1 = x

∞∑
n=2

Ln−1x
n−1 + x2

∞∑
n=2

Ln−2x
n−2.

Par un changement d’indice, on obtient

∞∑
n=0

Lnx
n − 2− x = x

( ∞∑
n=0

Lnx
n − L0

)
+ x2

∞∑
n=0

Lnx
n,

ce qui nous donne le résultat suivant

(1− x− x2)
∞∑
n=0

Lnx
n = 2− x.

D’où
H(x) =

2− x
1− x− x2

.

1.6.3 Forme de Binet

Le terme générale Ln de la suite de Lucas s’exprime en fonction du nombre d’or α par la formule
de Binet dans le théorème suivant, analogue à la formule de Binet pour les nombres de Fibonacci.

Théorème 1.6.2 Le terme générale de la suite de Lucas est donné par

Ln = αn + βn, n ≥ 0. (1.15)

Preuve.En utilisant les propriété de la fonction génératrice et par le théorème 1.6.1, on trouve

∞∑
n=0

(αn + βn)xn =
∞∑
n=0

αnxn +
∞∑
n=0

βnxn

=
1

1− αx
+

1

1− βx

=
2− (α+ β)x

(1− αx)(1− βx)

=
2− x

1− x− x2

=
∞∑
n=0

Lnx
n.

Donc
Ln = αn + βn, n ≥ 0.

Théorème 1.6.3 Pour n ≥ 0,

Ln+1Ln+3 − LnLn+4 = 10(−1)n+1. (1.16)
L2
n+1 − Ln+1Ln+3 = 5(−1)n. (1.17)
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Preuve. D’après la formule de Binet (1.15), on a :

Ln+1Ln+3 − LnLn+4 = (αn+1 + βn+1)(αn+3 + βn+3)− (αn + βn)(αn+4 + βn+4)

= α2n+4 + β2n+4 + αn+1βn+2 + αn+3βn+1

−α2n+4 − β2n+4 − αnβn+4 − αn+4βn

= αn+1βn+2 + αn+3βn+1 − αnβn+4 − αn+4βn

= αnβn
(
α3β + αβ3 − α4 − β4

)
= αnβn (α− β)

(
β3 − α3

)
= αnβn (α− β)

(
ββ2 − αα2

)
= αnβn (α− β) (β(β + 1)− α(α+ 1))

= αnβn (α− β)
(
β2 + β − α2 − α

)
= αnβn (α− β) (2β + 1− 2α− 1)

= αnβn (α− β) (2β − 2α)

= −2αnβn (α− β)2

= 10(−1)n+1.

D’après la formule de Binet (1.15), on a :

L2
n+2 − Ln+1Ln+3 = (αn+2 + βn+2)2 − (αn+1 + βn+1)(αn+3 + βn+3)

= α2n+4 + β2n+4 + 2αn+2βn+2 − α2n+4 − β2n+4 − αn+1βn+3 − αn+3βn+1

= 2αn+2βn+2 − αn+1βn+3 − αn+3βn+1

= (αβ)n+1(2αβ − α2 − β2)

= −(αβ)n+1(α2 + β2 − 2αβ)

= −(αβ)n+1(α− β)2

= −5(−1)n+1

= −(−5(−1)n)

= 5(−1)n.

1.7 Relations entre la suite de Fibonacci et la suite de Lucas

Théorème 1.7.1
1. Pour tout n ≥ 1, on a :

Ln = Fn−1 + Fn+1. (1.18)

2. Pour tout n ≥ 2, on a :
Ln = Fn−2 + Fn+2. (1.19)

3. Pour tout n ≥ 0, on a :

F2n = FnLn. (1.20)

Preuve.
1. En utilisant la formule de Binet, on obtient pour n ≥ 1
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Fn−1 + Fn+1 =
αn−1 − βn−1

α− β
+
αn+1 − βn+1

α− β

=
(αn+1 + αn−1)− (βn+1 + βn−1)

α− β

=
αn(α+ 1

α)− β
n(β + 1

β )

α− β
.

Puisque
1

α
= −β, alors

Fn−1 + Fn+1 =
αn(α− β) + βn(α− β)

α− β
= αn + βn

= Ln.

2. Pour n ≥ 2, on a :

Fn+2 − Fn−2 = (Fn+1 + Fn)− Fn−2
= Fn+1 + (Fn−1 + Fn−2)− Fn−2
= Fn+1 + Fn−1

et puisque Fn−1 + Fn+1 = Ln, alors
Fn+2 − Fn−2 = Ln.

3. Les formules de binet de (1.6) et de (1.15) donnent le résultat, en effet, pour n ≥ 0, on a :

F2n =
α2n − β2n

α− β

=

(
αn − βn

α− β

)
(αn + βn)

= FnLn.

1.8 La suite de Horadam

La suite de Horadam est une généralisation de la suites de Fibonacci et de la suites de Lucas, que
l’on peut retrouver en prenant les cas particuliers des valeurs initiales appropriées.

Définition 1.8.1
La suite de Horadam Wn = Wn(a, b; p, q) est définie pour tous entiers a, b, p et q par la relation de
récurrence suivante [14] : {

W0 = a, W1 = b
Wn = pWn−1 − qWn−2, (n ≥ 2).

(1.21)

Si a = 0 et b = 1, on obtient la suite de Fibonacci généralisée{
F0 = 0, F1 = 1
Fn = pFn−1 + qFn−2, (n ≥ 2).

12



Si a = 2 et b = 1, on obtient la suite de Lucas généralisée{
L0 = 2, L1 = 1
Ln = pLn−1 + qLn−2, (n ≥ 2).

L’équation caractéristique de la relation de récurrence :

x2 − px− q = 0

1.8.1 Fonction génératrice

Nous citons la fonction génératrice de la suite de Horadam, dans la définition suivante :

Théorème 1.8.1 [12] La fonction génératrice de la suite de Horadam Wn(a, b; p, q) est∑
n≥0

Wnt
n =

a+ (b− pa)t
1− pt+ qt2

. (1.22)

1.8.2 Forme de Binet

Théorème 1.8.2 [14]

La formule de Binet de la suite de Horadam pour p2 − 4q 6= 0, est

Wn =
Aαn −Bβn

α− β
, (1.23)

avec A = b− aβ et B = b− aα, où α et β sont les racines de l’équation caractéristique.

Remarque 1.8.1 Pour a, b, p, q particuliers, l’équation (1.21)
les nombres bien connus comme les nombres de Fibonacci. Nous en listons certains

(a)Wn(2, 1; 1,−1) = Ln - Les nombres de Lucas,
(b)Wn(0, 1; 2,−1) = Pn - Les nombres de Pell,
(c)Wn(2, 2; 2,−1) = Qn - Les nombres de Pell-Lucas,
(d)Wn(0, 1; 1,−2) = Jn - Les nombres de Jacobsthal,
(e)Wn(2, 1; 1,−2) = jn - Les nombres de Jacobsthal-Lucas.

Exemple 2 Le tableau suivant présente les premiers termes de certaines suites obtenue comme cas
particulier de la suite de Horadam pour n = 0, 1, ..., 10.

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Ln 2 1 3 4 7 11 18 29 47 76 123

Pn 0 1 2 5 12 29 70 169 408 985 2378

Qn 2 2 6 14 34 82 198 478 1154 2786 6726

Jn 0 1 1 3 5 11 21 43 85 171 341

jn 2 1 5 7 17 31 65 127 257 511 1025

Tableau 1

1.9 Nombres Hyper-Fibonacci et Hyper-Lucas

Dil et Mezo [5] ont introduit les nombres hyper-Fibonacci F (r)
n et hyper-Lucas L(r)

n . Ceux-ci sont
définis par

F (r)
n =

n∑
k=0

F
(r−1)
k avec F (0)

n = Fn, F
(r)
0 = 0, F

(r)
1 = 1,
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et

L(r)
n =

n∑
k=0

L
(r−1)
k avec L(0)

n = Ln, L
(r)
0 = 2, L

(r)
1 = 2r + 1,

où r ≥ 1 est un entier. Le nombre F (r)
n (resp. L(r)

n ) s’appelle nème nombre hyper-Fibonacci (resp.
hyper-Lucas) de génération r.

1.9.1 Fonction génératrice

Les fonction génératrice des nombres hyper-Fibonacci et des nombres hyper-Lucas sont données
respectivement par [11] :

∞∑
k=0

F (r)
n tn =

t

(1− t− t2)(1− t)r
et

∞∑
k=0

L(r)
n tn =

2− t
(1− t− t2)(1− t)r

.

Proposition 1.9.1 Soit n ≥ 0, alors

F (1)
n = Fn+2 − 1, (1.24)
L(1)
n = Ln+2 − 1. (1.25)

Preuve. Soit n ≥ 0, on a :

F2 = F1 + F0 ⇔ F0 = F2 − F1

F3 = F2 + F1 ⇔ F1 = F3 − F2

F4 = F3 + F2 ⇔ F2 = F4 − F3

...
Fn = Fn−1 + Fn−2 ⇔ Fn−2 = Fn − Fn−1
Fn+1 = Fn + Fn−1 ⇔ Fn−1 = Fn+1 − Fn
Fn+2 = Fn+1 + Fn ⇔ Fn = Fn+2 − Fn+1.

donc
F0 + F1 + . . .+ Fn = Fn+2 − F1,

d’où

F (1)
n =

n∑
n=0

Fk = Fn+2 − 1.

De même pour (1.25)
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Chapitre 2

Sur la série des inverses des nombres de
Fibonacci

Dans ce chapitre, nous étudions la série des inverses des nombres de Fibonacci et la série des
inverses du carré des nombres de Fibonacci. En considérant la partie entière de ces séries, on obtient
des égalités impliquant les nombres de Fibonacci.

2.1 Série des inverses des nombres de Fibonacci

Proposition 2.1.1 La série des inverses des nombres de Fibonacci non nul
∞∑
k=1

1

Fk
est convergente.

Preuve. D’après la forme de Binet (1.6), on a :

1

Fn
=

√
5

αn − βn

=

√
5

αn −
(
1
α

)n
=

√
5

αn + (−1)n+1

αn

=

√
5

αn + (−1)n+1

αn

=

√
5

αn
(
1 + (−1)n+1

α2n

) ∼
√
5

αn
.

On en déduit que les séries à termes positifs
∞∑
n=1

1

Fn
et
∞∑
n=1

√
5

αn
sont de même nature. Puisque

∣∣∣∣ 1α
∣∣∣∣ < 1,

la série
∞∑
n=1

√
5

αn
=
√
5
∞∑
n=1

(
1
α

)n est convergente, d’où l’on déduit que la série
∞∑
n=1

1

Fn
est convergente.

Remarque 2.1.1 Puisque pour tout n ≥ 1, on a F 2
n ≥ Fn, on déduit de la Proposition 2.1.1 que la

série
∞∑
k=1

1

F 2
k

est convergente.
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Lemme 1 Soit n ≥ 1 un entier.

(1)
∞∑
k=n

Fn−2
Fk

< 1, si n est pair

(2)
∞∑
k=n

Fn−2
Fk

> 1, si n est impair .

Preuve. Pour n ≥ 1, on a :

1

Fn
− 2

Fn+2
− 1

Fn+3
=

Fn+2 − 2Fn
FnFn+2

− 1

Fn+3

=
(Fn+1 + Fn)− 2Fn

FnFn+2
− 1

Fn+3

=
Fn + Fn−1 + Fn − 2Fn

FnFn+2
− 1

Fn+3

=
Fn−1
FnFn+2

− 1

Fn+3

=
Fn−1Fn+3 − FnFn+2

FnFn+2Fn+3

=
Fn−1(Fn+2 + Fn+1)− Fn(Fn+1 + Fn)

FnFn+2Fn+3

=
2Fn−1Fn+1 + Fn−1Fn − Fn(Fn + Fn−1)− F 2

n

FnFn+2Fn+3

=
2Fn−1Fn+1 + Fn−1Fn − FnFn−1 − 2F 2

n

FnFn+2Fn+3

=
2(Fn−1Fn+1 − F 2

n)

FnFn+2Fn+3
.

D’après l’identité de Cassini (1.13), on déduit que :

1

Fn
− 2

Fn+2
− 1

Fn+3
=

2(−1)n

FnFn+2Fn+3
. (2.1)

(1) Si n est pair, alors d’après (2.1) on a :

1

Fn
− 2

Fn+2
− 1

Fn+3
> 0 =⇒ 1

Fn
>

2

Fn+2
+

1

Fn+3

=⇒ 1

Fn
>

1

Fn+2
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3
.

En utilisant cette inégalité à plusieurs reprises, pour n > 2, on obtient :
1

Fn−2
>

1

Fn
+

1

Fn
+

1

Fn+1

>
1

Fn
+

1

Fn+1
+

(
1

Fn+2
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3

)
>

1

Fn
+

1

Fn+1
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3
+

(
1

Fn+4
+

1

Fn+4
+

1

Fn+5

)
> . . . >

1

Fn
+

1

Fn+1
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3
+

1

Fn+4
+

1

Fn+5
+ ...

=
∞∑
k=n

1

Fk
.
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Donc
∞∑
k=n

Fn−2
Fk

< 1,

pour n pair et n > 2. Puisque F0 = 0, cette inégalité est aussi valable pour n = 2, ainsi (1) et prouvé.
(2) Si n est impair, alors d’après (2.1), on a :

1

Fn
− 2

Fn+2
− 1

Fn+3
< 0 =⇒ 1

Fn
<

2

Fn+2
+

1

Fn+3

=⇒ 1

Fn
<

1

Fn+2
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3
.

En utilisant cette inégalité à plusieurs reprises, pour n ≥ 3, on obtient :

1

Fn−2
<

1

Fn
+

1

Fn
+

1

Fn+1

<
1

Fn
+

1

Fn+1
+

(
1

Fn+2
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3

)
<

1

Fn
+

1

Fn+1
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3
+

(
1

Fn+4
+

1

Fn+4
+

1

Fn+5

)
< . . . <

1

Fn
+

1

Fn+1
+

1

Fn+2
+

1

Fn+3
+

1

Fn+4
+

1

Fn+5
+ ...

=
∞∑
k=n

1

Fk
,

donc
∞∑
k=n

Fn−2
Fk

> 1,

pour n impair et n ≥ 3. IL est facile de voir que cette inégalité est aussi valable pour n = 1, ainsi (2)
est prouvé.

Lemme 2 Soit n ≥ 1 un entier

(1)
∞∑
k=n

Fn−2 − 1

Fk
< 1.

(2)
∞∑
k=n

Fn−2 + 1

Fk
> 1.

Preuve. Soit 1 ≤ m ≤ k, en utilisant la formule de Binet (1.6), on obtient :

√
5(Fk−m − α−mFk) =

√
5

(
αk−m − βk−m

α− β
− α−m

(
αk − βk

α− β

))
=
√
5

(
αk−m − βk−m√

5
− α−m

(
αk − βk√

5

))
= αk−m − βk−m − αk−m + α−mβk

= α−mβk − βk−m

≤ α−m|β|k + |β|k−m

< α0|β|0 + |β|0 = 2 <
√
5,
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ce qui nous donne :

Fk−m − α−mFk < 1,

i.e.,

Fk−m − 1

Fk
< α−m.

En mettant m = k − n+ 2, on obtient :

Fn−2 − 1

Fk
< αn−2−k, ( 2 ≤ n ≤ k + 1).

D’après cette dernière inégalité, on a :

∞∑
k=n

Fn−2 − 1

Fk
<

∞∑
k=n

αn−2−k

=
∞∑
j=2

α−j

=

 ∞∑
j=0

(
1

α

)j− 1− 1

α

=
1

1− 1
α

− 1− 1

α

=
α

α− 1
− α+ 1

α

=
α2 − (α+ 1)(α− 1)

α(α− 1)

=
α2 − α2 + 1

α2 − α

=
1

α2 − α
= 1 (car α2 − α = 1).

D’où
∞∑
k=n

Fn−2 − 1

Fk
< 1.

(2) se démontre de manière similaire .

Théorème 2.1.1 Soit n ≥ 1 un entier, alors( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1 =

{
Fn−2, si n est pair ;
Fn−2 − 1, si n est impair .

Preuve.
cas 1. n est pair. Si n = 2, on a :

∞∑
k=2

1

Fk
>

1

F2
= 1,
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donc

0 <

( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1
< 1,

cela implique ( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1 = 0 = F2−2.

Si n ≥ 4, alors d’après les Lemmes 1 et 2, on a :

1

Fn−2 + 1
<
∞∑
k=n

1

Fk
<

1

Fn−2
,

donc

Fn−2 <

( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1
< Fn−2 + 1,

d’où ( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1 = Fn−2.

Cas 2. n est impair et n ≥ 1. les cas n = 1 et 3 sont évidement vérifiés, en effet, si n = 1, on a :

∞∑
k=1

1

Fk
>

1

F1
= 1,

donc

0 <

( ∞∑
k=1

1

Fk

)−1
< 1,

i.e., ( ∞∑
k=1

1

Fk

)−1 = 0 = F−1 − 1.

Si n = 3, on a :
∞∑
k=3

1

Fk
=

1

2
+

1

3
+

1

5
+

∞∑
k=6

1

Fk
=

31

30
+

∞∑
k=6

1

Fk
> 1,

donc

0 <

( ∞∑
k=3

1

Fk

)−1
< 1,

i.e., ( ∞∑
k=3

1

Fk

)−1 = 0 = F1 − 1.
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Si n ≥ 5, d’après les Lemmes 1 et 2, on a :

1

Fn−2
<
∞∑
k=n

1

Fk
<

1

Fn−2 − 1
,

donc

Fn−2 − 1 <

( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1
< Fn−2,

d’où ( ∞∑
k=n

1

Fk

)−1 = Fn−2 − 1.

2.2 Série des inverses des nombres de Fibonacci au carré

Lemme 3 soit n ≥ 1 un entier.

(1)
∞∑
k=n

Fn−1Fn
F 2
k

> 1, si n est pair

(2)
∞∑
k=n

Fn−1Fn
F 2
k

< 1, si n est impair .

Preuve. En utilisant la relation de récurrence (1.4) et l’identité (1.11) pour r = 2, on a :

1

Fn−1Fn
− 1

F 2
n

− 1

F 2
n+1

− 1

Fn+1Fn+2
=

F 2
n − Fn−1Fn
Fn−1F 3

n

−
Fn+1Fn+2 + F 2

n+1

F 3
n+1Fn+2

=
Fn − Fn−1
Fn−1F 2

n

− Fn+2 + Fn+1

F 2
n+1Fn+2

=
Fn−2
Fn−1F 2

n

− Fn+3

F 2
n+1Fn+2

=
Fn−2F

2
n+1Fn+2 − Fn+3Fn−1F

2
n

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

=
F 2
n+1(F

2
n − F 2

n + Fn−2Fn+2)− Fn+3Fn−1F
2
n

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

=
F 2
n+1(F

2
n − (−1)n−2F 2

2 )− Fn+3Fn−1F
2
n

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

=
F 2
n+1(F

2
n + (−1)n−1)− F 2

n(F
2
n+1 + (−1)n)

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

,

=
F 2
n+1F

2
n + F 2

n+1(−1)n−1 − F 2
nF

2
n+1 − F 2

n(−1)n

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

=
F 2
n+1(−1)n−1 − F 2

n(−1)n

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

=
(−1)n(−F 2

n+1 − F 2
n)

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

.

D’après (1.9), on obtient

1

Fn−1Fn
− 1

F 2
n

− 1

F 2
n+1

− 1

Fn+1Fn+2
=

(−1)n+1F2n+1

Fn−1F 2
nF

2
n+1Fn+2

. (2.2)
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(1) Si n est pair, alors d’après (2.2), on a :
1

Fn−1Fn
− 1

F 2
n

− 1

F 2
n+1

− 1

Fn+1Fn+2
< 0,

donc
1

Fn−1Fn
<

1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+
1

Fn+1Fn+2
.

En utilisant cette inégalité à plusieurs reprises, on obtient :
1

Fn−1Fn
<

1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+
1

Fn+1Fn+2

<
1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+

(
1

F 2
n+2

+
1

F 2
n+3

+
1

Fn+3Fn+4

)
<

1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+
1

F 2
n+2

+
1

F 2
n+3

+

(
1

F 2
n+4

+
1

F 2
n+5

+
1

Fn+5Fn+6

)
...

<
1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+
1

F 2
n+2

+
1

F 2
n+3

+
1

F 2
n+4

+
1

F 2
n+5

+ ...

=

∞∑
k=n

1

F 2
k

,

donc

1

Fn−1Fn
<

∞∑
k=n

1

F 2
k

,

d’où
∞∑
k=n

Fn−1Fn
F 2
k

> 1.

(2) Si n est impair et n ≥ 3, l’inégalité est obtenue de la même manière. Si n = 1, alors l’inégalité est
évidemment vérifié.

Lemme 4 soit n ≥ 1 un entier.

(1)
∞∑
k=n

Fn−1Fn − 1

F 2
k

< 1.

(2)
∞∑
k=n

Fn−1Fn + 1

F 2
k

> 1.

Preuve. Pour n ≥ 2, on a :

1

Fn−1Fn − 1
− 1

F 2
n

− 1

FnFn+1 − 1
=

(FnFn+1 − 1)− (Fn−1Fn − 1)

(Fn−1Fn − 1)(FnFn+1 − 1)
− 1

F 2
n

=
FnFn+1 − Fn−1Fn

(Fn−1Fn − 1)(FnFn+1 − 1)
− 1

F 2
n

=
Fn(Fn+1 − Fn−1)

(Fn−1Fn − 1)(FnFn+1 − 1)
− 1

F 2
n

=
F 2
n

(Fn−1Fn − 1)(FnFn+1 − 1)
− 1

F 2
n

=
F 4
n − (Fn−1Fn − 1)(FnFn+1 − 1)

F 2
n(Fn−1Fn − 1)(FnFn+1 − 1)

.
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Le numérateur du côté droit est :

F 4
n − (Fn−1Fn − 1)(FnFn+1 − 1) = F 4

n − (Fn−1F
2
nFn+1 − Fn−1Fn − FnFn+1 + 1)

= F 4
n − Fn−1F 2

nFn+1 + Fn−1Fn + FnFn+1 − 1

= F 4
n − F 2

n(F
2
n − F 2

n + Fn−1Fn+1) + Fn(Fn−1 + Fn+1)− 1

= F 4
n − F 2

n(F
2
n − F 2

n + Fn−1Fn+1) + Fn(Fn−1 + Fn+1)− 1

= F 4
n − F 2

n(F
2
n + (1)n) + Fn(Fn−1 + Fn+1)− 1

= F 4
n − F 4

n − (−1)nF 2
n + Fn(Fn−1 + Fn+1)− 1

= −F 2
n + Fn(Fn−1 + Fn+1)− 1

> −F 2
n + Fn(Fn−1 + Fn+1)− 1

= Fn(−Fn + Fn−1 + Fn+1)− 1

= 2FnFn−1 − 1

≥ 1 > 0, (car n ≥ 2),

Le dénominateur du côté droit étant aussi positif, on déduit que :

1

Fn−1Fn − 1
− 1

F 2
n

− 1

FnFn+1 − 1
> 0,

d’où
1

Fn−1Fn − 1
>

1

F 2
n

+
1

FnFn+1 − 1
.

En utilisant cette inégalité à plusieurs reprises, on obtient :

1

Fn−1Fn − 1
>

1

F 2
n

+
1

FnFn+1 − 1

>
1

F 2
n

+

(
1

F 2
n+1

+
1

Fn+1Fn+2 − 1

)
>

1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+

(
1

F 2
n+2

+
1

Fn+2Fn+3 − 1

)
>

1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+
1

F 2
n+2

+

(
1

F 2
n+3

+
1

Fn+3Fn+4 − 1

)
...

>
1

F 2
n

+
1

F 2
n+1

+
1

F 2
n+2

+
1

F 2
n+3

+
1

F 2
n+4

+ ...

=
∞∑
k=n

1

F 2
k

,

donc

1

Fn−1Fn − 1
>

∞∑
k=n

1

F 2
k

.

d’où
∞∑
k=n

Fn−1Fn − 1

F 2
k

< 1.

Si n = 1, alors cette inégalité est clairement vérifiée, On obtient ainsi (1). (2) est obtenu de la même
manière.
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Théorème 2.2.1 Soit n ≥ 1 un entier,alors( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1 =

{
Fn−1Fn − 1, si n est pair ;
Fn−1Fn, si n est impair .

Preuve.
Cas 1. n est pair. En utilisant les Lemmes 3(1) et 4(1), on obtient :

1

Fn−1Fn
<

∞∑
k=n

1

F 2
k

<
1

Fn−1Fn − 1
,

donc

Fn−1Fn − 1 <

( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1
< Fn−1Fn,

d’où ( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1 = Fn−1Fn − 1.

Cas 2. n est impair. Si n = 1, on a :

∞∑
k=1

1

F 2
k

>
1

F 2
1

= 1 ⇐⇒ 0 <

( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1
< 1,

d’où ( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1 = 0 = F0F1.

Si n est impair et n ≥ 3, alors en utilisant les Lemmes 3(2) et 4(2), on obtient :

1

Fn−1Fn + 1
<

∞∑
k=n

1

F 2
k

<
1

Fn−1Fn
,

donc

Fn−1Fn <

( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1
< Fn−1Fn + 1,

d’où ( ∞∑
k=n

1

F 2
k

)−1 = Fn−1Fn.
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Chapitre 3

Sur les séries des inverses de quelques
suites de Fibonacci Généralisées

Dans ce chapitre nous généralisons les résultats du chapitre 2 à quelques cas particuliers de la suite
de Horadam ainsi qu’aux suites hyper-Fibonacci et hyper-Lucas de première génération.

3.1 Suite de Fibonacci généralisée (Gn)n

Soit a > 1 un entier et soit (Gn)n la suite de Fibonacci généralisée définie par :{
G0 = 0 et G1 = 1,
Gn+2 = aGn+1 +Gn, n ≥ 0.

(3.1)

3.1.1 Forme de Binet

D’après la formule de Binet (1.23) de la suite de Horadam, on déduit la formule de Binet de la
suite de (Gn), elle est donnée par :

Gn =
αn − βn

α− β
, (n ≥ 0), (3.2)

où α =
a+
√
a2 + 4

2
et β =

a−
√
a2 + 4

2
, sont les racines de l’équation caractéristique x2−ax−1 = 0.

Les racine α et β vérifient les propriétés suivantes :

αβ = −1, α+ β = a α− β =
√
a2 + 4, α2 = aα+ 1, β2 = aβ + 1.

Proposition 3.1.1 La série
∞∑
n=1

1

Gn
est convergente.

Preuve. Soit n ≥ 1, d’après la formule de Binet (3.2), on a :

1

Gn
=

√
a2 + 4

αn − βn

=

√
a2 + 4

αn −
(−1
α

)n
=

√
a2 + 4

αn + (−1)
αn

n+1

=

√
a2 + 4

αn
(
1 + (−1)

α2n

n+1) ∼
√
a2 + 4

αn
.
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On en déduit que les séries à termes positifs
∞∑
n=1

1

Gn
et
∞∑
n=1

√
a2 + 4

αn
sont de même nature. Puisque

∣∣ 1
α

∣∣ < 1, alors la série
∞∑
n=1

√
a2 + 4

αn
=
√
a2 + 4

∞∑
n=1

(
1

α

)n
est convergente. On en déduit que la série

∞∑
n=1

1

Gn
est convergente.

Lemme 5 . Pour n ≥ 1, on a :
(1) G2

n −Gn−1Gn+1 = (−1)n−1.
(2) Gn−1Gn+3 −GnGn+2 = (−1)n(a2 + 1).
(3) GnGn+2 +Gn−1Gn+1 = G2n+1.
(4) Gn+1Gn+2 −Gn−1Gn = aG2n+1.

Preuve. (1) En utilisant la formule de Binet (3.2), on obtient :

G2
n −Gn−1Gn+1 =

(
αn − βn

α− β

)2

−
(
αn−1 − βn−1

α− β

)(
αn+1 − βn+1

α− β

)
=

α2n + β2n − 2(αβ)n − α2n − β2n + (α2 + β2)(αβ)n−1

(α− β)2

=
(αβ)n−1(α2 + β2)− 2αβ

(α− β)2

= (αβ)n−1

= (−1)n−1.

(2) D’après la formule de Binet (3.2), on a :

Gn−1Gn+3 −GnGn+2 =
(αn−1 − βn−1)(αn+3 − βn+3)

(α− β)2
− (αn − βn)(αn+2 − βn+2)

(α− β)2

=
α2n+2 + β2n+2 − αn−1βn+3 − βn−1αn+3 − α2n+2 − β2n+2 + βnαn+2 + αnβn+2

(α− β)2

=
(αβ)n(α4 + β4) + (αβ)n(α2 + β2)

(α− β)2
(car (αβ) = −1).

=
(αβ)n[(α4 + β4) + (α2 + β2)]

(α− β)2

=
(αβ)n[((α− β)2(α+ β)2 + 2(αβ)2) + ((α− β)2 + 2(αβ))]

(α− β)2

=
(αβ)n[(α− β)2((α+ β)2 + 1)]

(α− β)2

= (αβ)n((α+ β)2 + 1)

= (−1)n(a2 + 1), (car (α+ β) = a).

(3) D’après la formule de Binet (3.2), on a :

GnGn+2 +Gn−1Gn+1 =
(αn − βn)(αn+2 − βn+2)

(α− β)2
+

(αn−1 − βn−1)(αn+1 − βn+1)

(α− β)2

=
α2n+2 + β2n+2 − αn+2βn − αnβn+2 − α2n+2β − αβ2n+2 + αn+2βn

(α− β)2

=
(α2n+1 − β2n+1)(α− β)

(α− β)2

=
α2n+1 − β2n+1

α− β
= G2n+1.
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(4) D’après l’identité (3) précédente, on a :

aG2n+1 = aGnGn+2 + aGn+1Gn−1

= (Gn+1 −Gn−1)Gn+2 +Gn−1(Gn+2 −Gn)
= Gn+1Gn+2 −Gn−1Gn+2 +Gn−1Gn+2 −Gn−1Gn
= Gn+1Gn+2 −Gn−1Gn.

Théorème 3.1.1 Soit n ≥ 1 un entier, alors( ∞∑
k=n

1

Gk

)−1 =

{
Gn −Gn−1, si n est pair;
Gn −Gn−1 − 1, si n est impair.

Preuve. En utilisant le Lemme 5(1), pour n ≥ 1, on obtient :

1

Gn −Gn−1
− 1

Gn
− 1

Gn+1
− 1

Gn+2 −Gn+1
=

Gn −Gn+1 −Gn +Gn−1
(Gn −Gn−1)(Gn+2 −Gn+1)

− Gn+1 +Gn
GnGn+1

=
Gn+2(Gn−1Gn+1 −G2

n) +Gn−1(GnGn+2 −G2
n+1)

GnGn+1(Gn −Gn−1)(Gn+2 −Gn+1)

=
(−1)n(Gn+2 −Gn−1)

GnGn+1(Gn −Gn−1)(Gn+2 −Gn+1)
. (3.3)

Si n est pair et n ≥ 2, puisque le membre de droite de l’identité (3.3) est positif, on obtient

1

Gn −Gn−1
>

1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2 −Gn+1
. (3.4)

En appliquant l’inégalité (3.4) à plusieurs reprises, alors

1

Gn −Gn−1
>

1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2 −Gn+1

>
1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2
+

1

Gn+3
+

1

Gn+4 −Gn+3

>
1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2
+

1

Gn+3
+

1

Gn+4
+

1

Gn+5
+ . . . .

Ainsi, on obtient
∞∑
k=n

1

Gk
<

1

Gn −Gn−1
. (3.5)

De la même manière, si n est impair avec n ≥ 1, alors
∞∑
k=n

1

Gk
>

1

Gn −Gn−1
. (3.6)

D’autre part, si n est pair avec n ≥ 2, alors par le Lemme 5, parties (1) et (4)

1

Gn −Gn−1 + 1
− 1

Gn
− 1

Gn+1
− 1

Gn+2 −Gn+1 + 1

= −2(−1)n−1 + (−1)n−1Gn+2 + (−1)nGn−1 + aG2n+1 +Gn +Gn+1

GnGn+1(Gn −Gn−1 + 1)(Gn+2 −Gn+1 + 1)

= − (aG2n+1 −Gn+2) + (Gn−1 +Gn +Gn+1 − 2

GnGn+1(Gn −Gn−1 + 1)(Gn+2 −Gn+1 + 1)
< 0.
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Ainsi, en appliquant l’inégalité

1

Gn −Gn−1 + 1
<

1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2 −Gn+1 + 1
.

à plusieurs reprises, on obtient

1

Gn −Gn−1 + 1
<

1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2 −Gn+1 + 1

<
1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2
+

1

Gn+3
+

1

Gn+4 −Gn+3 + 1

<
1

Gn
+

1

Gn+1
+

1

Gn+2
+

1

Gn+3
+

1

Gn+4
+

1

Gn+5
+ . . . .

Ainsi,

1

Gn −Gn−1 + 1
<
∞∑
k=n

1

Gk
.

Avec (3.5), nous avons
1

Gn −Gn−1 + 1
<
∞∑
k=n

1

Gk
<

1

Gn −Gn−1
,

donc ( ∞∑
k=n

1

Gk

)−1 = Gn −Gn−1.

De la même manière, si n est impair avec n ≥ 1, alors

1

Gn −Gn−1 − 1
− 1

Gn
− 1

Gn+1
− 1

Gn+2 −Gn+1 − 1

=
2(−1)n−1 + (−1)n−1Gn+2 + (−1)nGn−1 + aG2n+1 +Gn +Gn+1

GnGn+1(Gn −Gn−1 + 1)(Gn+2 −Gn+1 + 1)

=
aGn+1(Gn+1 − 1) +Gn(aGn − a− 2) + 2

GnGn+1(Gn −Gn−1 − 1)(Gn+2 −Gn+1 − 1)
≥ 0,

où l’égalité n’est vraie que pour n = a = 1. Par conséquent,

1

Gn −Gn−1 − 1
>
∞∑
k=n

1

Gk
.

Avec (3.6), nous avons
1

Gn −Gn−1
<

∞∑
k=n

1

Gk
<

1

Gn −Gn−1 − 1
,

donc ( ∞∑
k=n

1

Gk

)−1 = Gn −Gn−1 − 1.

Théorème 3.1.2 Soit n ≥ 1 un entier, alors( ∞∑
k=n

1

G2
k

)−1 =

{
aGn−1Gn − 1, si n est pair;
aGn−1 −Gn, si n est impair.
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Preuve. Par le Lemme 5(1), on a :

1

aGn−1Gn − 1
− 1

G2
n

− 1

aGnGn+1 − 1
=

a(GnGn+1 −Gn−1Gn)
(aGn−1 −Gn − 1)(aGnGn+1 − 1)

− 1

G2
n

=
a2G4

n − (aGn−1Gn − 1)(aGnGn+1 − 1)

G2
n(aGn−1 −Gn − 1)(aGnGn+1 − 1)

=
a2G2

n(−1)n−1 + aGn(Gn−1 +Gn+1)− 1

G2
n(aGn−1 −Gn − 1)(aGnGn+1 − 1)

≥ 2aGn−1GnGn−1 − 1

G2
n(aGn−1Gn − 1)(aGnGn+1 − 1)

> 0.

Par conséquent,
1

aGn−1Gn − 1
>

1

G2
n

+
1

aGnGn+1 − 1

>
1

G2
n

+
1

G2
n+1

+
1

aGn+1Gn+2 − 1

...

>
1

G2
n

+
1

G2
n+1

+
1

G2
n+2

+
1

G2
n+3

+ . . . .

Ainsi, nous avons
1

aGn −Gn−1 − 1
>

∞∑
k=n

1

G2
k

. (3.7)

D’une manière similaire,
1

aGn−1Gn + 1
− 1

G2
n

− 1

aGnGn+1 + 1
≤ − 2aGn−1Gn + 1

G2
n(aGn−1Gn + 1)(aGnGn+1 + 1)

< 0.

Ainsi, nous avons
1

aGn−1Gn + 1
<
∞∑
k=n

1

G2
k

. (3.8)

D’autre part, par le Lemme 5(1) et (3), on a :

1

aGn−1Gn
− 1

G2
n

− 1

G2
n+1

− 1

aGn+1Gn+2
=

Gn−2
aGn−1G2

n

− Gn+3

aG2
n+1Gn+2

=
Gn−2G

2
n+1Gn+2 −Gn−1G2

nGn+3

aGn−1G2
nG

2
n+1Gn+2

=
a2(G2

n −Gn−1Gn+1)(GnGn+2 +Gn−1Gn+1)

aGn−1G2
nG

2
n+1Gn+2

=
a2(−1)n−1G2n+1

aGn−1G2
nG

2
n+1Gn+2

.

Si n est pair avec n ≥ 2, alors
1

aGn−1Gn
<

1

G2
n

+
1

G2
n+1

+
1

aGn+1Gn+2

<
1

G2
n

+
1

G2
n+1

+
1

G2
n+2

+
1

G2
n+3

+
1

aGn+3Gn+4

...

<
1

G2
n

+
1

G2
n+1

+
1

G2
n+2

+
1

G2
n+3

+
1

G2
n+4

+
1

G2
n+5

+ . . . .

28



Par conséquent, on a :
∞∑
k=n

1

G2
k

>
1

aGn−1Gn
. (3.9)

De même, si n est impair avec n ≥ 1, alors

∞∑
k=n

1

G2
k

<
1

aGn−1Gn
. (3.10)

Si n est pair avec n ≥ 2, alors par les inégalités (3.7) et (3.9), nous obtenons

aGn−1Gn − 1 <

( ∞∑
k=n

1

G2
k

)−1
< aGn−1Gn,

donc ( ∞∑
k=n

1

G2
k

)−1 = aGn−1Gn − 1.

Si n est pair avec n ≥ 1, alors par les inégalités (3.8) et (3.10), nous obtenons :

aGn−1Gn <

( ∞∑
k=n

1

G2
k

)−1
< aGn−1Gn + 1,

donc ( ∞∑
k=n

1

G2
k

)−1 = aGn−1Gn.

Les résultats suivants se démontrent de manière similaire.D de telles séries d’inverses de nombres
de type Fibonacci ont été étudiés par plusieurs auteurs [2, 6, 8, 13].

Théorème 3.1.3 [7]

(1)

( ∞∑
k=n

1

G2k

)−1 = G2n −G2n−2 − 1, (n ≥ 1)

(2)

( ∞∑
k=n

1

G2k−1

)−1 = G2n−1 −G2n−3, (n ≥ 2)

(3)

( ∞∑
k=n

1

G2k−1G2k+1

)−1 = G4n−1 −G4n−3, (n ≥ 1)

(4)

( ∞∑
k=n

1

G2kG2k+2

)−1 = G4n+1 −G4n−1 − 1, (n ≥ 1)

(5)

( ∞∑
k=n

1

G2
2k

)−1 = G4n−1 −G4n−3 − 1, (n ≥ 1)

(6)

( ∞∑
k=n

1

G2
2k−1

)−1 = G4n−3 −G4n−5, (n ≥ 2)

(4)

( ∞∑
k=n

1

G2k−1G2k

)−1 = G4n−2 −G4n−4, (n ≥ 1)
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3.2 Suite de Fibonacci généralisée (Hn)n

Soit c ≥ 0 un entier et soit (Hn)n la suite de Fibonacci généralisée définie par :{
H0 = c,H1 = 1,
Hn+2 = Hn+1 +Hn, n ≥ 0.

(3.11)

On remarque que Hn = Fn+1 pour c = 1 et Hn = Ln pour c = 2. La suite (Hn)n peut également être
définie comme le nombre total de correspondances dans le graphe planaire connexe sur n sommets avec
n− 2 + c arêtes totales, dont c− 1 arêtes sont entre une paire de sommets.

3.2.1 Forme de Binet

D’après la formule de Binet (1.23) de la suites de Horadam, on déduit que la formule de Binet de
la suite (Hn)n est donnée par :

Hn =
(1− cβ)αn − (1− cα)βn

α− β
, (3.12)

où α =
1 +
√
5

2
et β =

1−
√
5

2
sont les racines de l’équation caractéristique x2 − x− 1 = 0.

Proposition 3.2.1 La série
∞∑
n=1

1

Hn
est convergente.

Preuve. Soit n ≥ 1, d’après la formule de Binet (3.12), on a :

1

Hn
=

√
5

(1− cβ)αn − (1− cα)βn

=

√
5

(1− cβ)αn − (1− cα)
(−1
α

)n
=

√
5

(1− cβ)αn + (1− cα) (−1)αn

n+1

=

√
5

(1− cβ)αn
[
1 +

(
1−cα
1−cβ

)
(−1)
α2n

n+1] ∼ √
5

(1− cβ)αn
.

On en déduit que les séries à termes positifs
∞∑
n=1

1

Hn
et
∞∑
n=1

√
5

(1− cβ)αn
sont de même nature. Puisque

∣∣ 1
α

∣∣ < 1, alors la série
∞∑
n=1

√
5

(1− cβ)αn
=

√
5

(1− cβ)

∞∑
n=1

(
1

α

)n
est convergente, d’où la série

∞∑
n=1

1

Hn
est

convergente.

Lemme 6 Pour n ≥ 1, on a :

Hn = cFn−1 + Fn. (3.13)

Preuve. D’après la formule de Binet (3.12), on a :

Hn =
αn − cβαn − βn + cαβn

α− β

=
αn − βn

α− β
+ c

αn−1 − βn−1

α− β
, (car αβ = −1).

= Fn + cFn−1.
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Lemme 7 Pour n ≥ 1, on a :
(1) H2

n −Hn−1Hn+1 = HnHn+1 −Hn−1Hn+2 = (−1)n(c2 + c− 1).
(2) Hn−1Hn+1 −Hn−1Hn+2 = (−1)n−12(c2 + c− 1).
(3) Hn+4Hn −Hn+2Hn−2 = Hn+1(Hn+3 −Hn−1).
(4) Hn+1Hn+2 −Hn−1Hn = H2

n +H2
n+1 = cH2n +H2n+1.

Preuve. Soit n ≥ 1, alors
(1) D’après la relation de récurrence (3.11), on a :

H2
n −Hn−1Hn+1 = Hn(Hn+1 −Hn−1)−Hn−1(Hn+2 −Hn)

= HnHn+1 −Hn−1Hn+2

et d’après la formule de Binet (3.12), on a :

HnHn+1 −Hn−1Hn+2 =

(
(1− cβ)αn − (1− cα)βn

α− β

)(
(1− cβ)αn+1 − (1− cα)βn+1

α− β

)
−

(
(1− cβ)αn−1 − (1− cα)βn−1

α− β

)(
(1− cβ)αn+2 − (1− cα)βn+2

α− β

)
=

(c2 + c− 1)(αnβn+1 + αn+1βn − αn−1βn+2 − αn+2βn−1)

(α− β)2

=
(c2 + c− 1)(αnβn+1 + αn+1βn + αnβn+3 + αn+3βn)

(α− β)2

=
(c2 + c− 1)(αβ)n(α+ β + α3 + β3)

α2 + β2 + 2

= (c2 + c− 1)(αβ)n
(α2 + β2) + 2(α+ β)

α2 + β2 + 2
, (car α3 = α2 + α et β3 = β2 + β)

= (c2 + c− 1)(−1)n, (car αβ = −1 et α+ β = 1).

(2) D’après la relation de récurrence (3.11) et d’après l’identité précédente, on a :

2(−1)n−1(c2 + c− 1) = −2(−1)n(c2 + c− 1)

= 2(Hn−1Hn+2 −HnHn+1)

= Hn−1Hn+2 +Hn−1Hn+2 −HnHn+1 −HnHn+1

= Hn−1(Hn+1 +Hn) + (Hn −Hn−2)Hn+2 −Hn(Hn +Hn−1)−HnHn+1

= Hn−1Hn+1 +Hn−1Hn +HnHn+2 −Hn−2Hn+2 −H2
n −Hn−1Hn −HnHn+1

= Hn−1Hn+1 −Hn−2Hn+2 +Hn(Hn+2 −Hn+1 −Hn)

= Hn−1Hn+1 −Hn−2Hn+2.

(3) D’après la relation de récurrence (3.11), on a :

Hn+4Hn −Hn+2Hn−2 = (Hn+3 +Hn+2)(Hn+1 −Hn−1)− (Hn+3 −Hn+1)(Hn −Hn−1)

= Hn+1Hn+3 −Hn+3Hn−1 +Hn+2Hn+1 −Hn+2Hn−1 −Hn+3Hn

+ Hn+3Hn−1 +Hn+1Hn −Hn−1Hn+1

= Hn+1Hn+3 −Hn−1Hn+1 +Hn+2(Hn+1 −Hn−1) +Hn(Hn+1 −Hn+3)

= Hn+1(Hn+3 −Hn−1) +Hn(Hn+1 +Hn+2 −Hn+3)

= Hn+1(Hn+3 −Hn−1).

(4) D’après la relation de récurrence (3.11), on a :

Hn+1Hn+2 −Hn−1Hn = (Hn +Hn−1)(Hn+1 +Hn)−Hn−1Hn

= HnHn+1 +H2
n +Hn−1Hn+1 +Hn−1Hn −Hn−1Hn

= H2
n +Hn+1(Hn +Hn−1)

= H2
n +H2

n+1
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et d’après l’identité (3.13)

H2
n +H2

n+1 = (cFn−1 + Fn)
2 + (cFn + Fn+1)

2

= c2F 2
n−1 + F 2

n + 2cFn−1Fn + c2F 2
n + F 2

n+1 + 2cFnFn+1

= c2(F 2
n−1 + F 2

n) + 2cFn(Fn−1 + Fn+1) + (F 2
n + F 2

n+1)

= c2F2n−1 + 2cFnLn + F2n+1

= c2F2n−1 + 2cF2n + F2n+1

= c2F2n−1 + cF2n + cF2n + F2n+1

= c(cF2n−1 + F2n) + (cF2n + F2n+1)

= cH2n +H2n+1.

Théorème 3.2.1 On a :( ∞∑
k=n

1

Hk

)−1 =

{
Hn−2 − 1, si n est pair et n ≥ n0;
Hn−2, si n est impair et n ≥ n1.

où n0 et n1 sont déterminés uniquement en fonction de la valeur de c.

Exemple 3 n0 = 2 si c = 1, 2 ; n0 = 4 si c ≤ 4 ; n0 = 6 si c ≤ 10 ; n0 = 8 si c ≤ 26 ; n0 = 10 si
c ≤ 68 ; n0 = 12 si c ≤ 178 ; n0 = 14 si c ≤ 466. . . .
n1 = 1 si c = 1 ; n1 = 3 si c = 2 ; n1 = 5 si c ≤ 6 ; n1 = 7 si c ≤ 16 ; n1 = 9 si c ≤ 42 ; n1 = 11 si
c ≤ 110 ; n1 = 13 si c ≤ 288. . . .

Preuve. Par le Lemme 7(2), on a :

1

Hn−2
− 2

Hn
− 1

Hn+1
=

(Hn −Hn−2)Hn+1 −Hn−2(Hn +Hn+1)

Hn−2HnHn+1

=
Hn−1Hn+1 −Hn−2Hn+2

Hn−2HnHn+1

=
(−1)n−12(c2 + c− 1)

Hn−2HnHn+1
.

Par conséquent, si c ≥ 1 et n est pair, alors

1

Hn−2
<

1

Hn
+

1

Hn+1
+

1

Hn

<
1

Hn
+

1

Hn+1
+

1

Hn+2
+

1

Hn+3
+

1

Hn+2

<
1

Hn
+

1

Hn+1
+

1

Hn+2
+

1

Hn+3
+

1

Hn+4
+

1

Hn+5
+ . . . ,

on a :
1

Hn−2
<

∞∑
k=n

1

Hk
. (3.14)

De la même manière, si c ≥ 1 et n impair, alors

1

Hn−2
>

∞∑
k=n

1

Hk
. (3.15)

D’autre part, si n est pair, alors par le Lemme 7(2), on a :

1

Hn−2 − 1
− 1

Hn
− 1

Hn+1
− 1

Hn − 1
(3.16)
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=
(−1)n−12(c2 + c− 1)Hn +Hn+2(Hn−2 +Hn − 1)

HnHn+1(Hn−2 − 1)(Hn − 1)

=
−2(c2 + c− 1)Hn +Hn+2(Hn−2 +Hn − 1)

HnHn+1(Hn−2 − 1)(Hn − 1)
. (3.17)

Le numérateur est positif si n est assez grand pour un c fixé. Par exemple, on peut prendre n tel que
Hn+2 > 2(c2 + c − 1) puisque Hn est strictement croissante pour n. Plus précisément, si c = 1 alors
le membre de droite de (3.17) est positif pour n ≥ 2. Si 2 ≤ c ≤ 4, alors n ≥ 4. Si 5 ≤ c ≤ 9, alors
n ≥ 6. Si 10 ≤ c ≤ 24, alors n ≥ 8. Si 25 ≤ c ≤ 62, alors n ≥ 10. Si 63 ≤ c ≤ 161, alors n ≥ 12. Si
162 ≤ c ≤ 422, alors n ≥ 14. Si 423 ≤ c ≤ 1104, alors n ≥ 16.

Si n est impair, on a :
1

Hn−2 + 1
− 1

Hn
− 1

Hn+1
− 1

Hn + 1
(3.18)

=
(−1)n−12(c2 + c− 1)Hn −Hn+2(Hn−2 +Hn + 1)

HnHn+1(Hn−2 + 1)(Hn + 1)

=
−2(c2 + c− 1)Hn −Hn+2(Hn−2 +Hn + 1)

HnHn+1(Hn−2 + 1)(Hn + 1)
. (3.19)

Le numérateur est négatif si n est assez grand pour un c fixé. Par exemple, si c = 1, alors le membre de
droit de (3.19) est négatif pour n ≥ 1. Si c = 2, alors n ≥ 3. Si 3 ≤ c ≤ 6, alors n ≥ 5. Si 7 ≤ c ≤ 15,
alors n ≥ 7. Si 16 ≤ c ≤ 38, alors n ≥ 9. Si 39 ≤ c ≤ 100, alors n ≥ 11. Si 101 ≤ c ≤ 261, alors n ≥ 13.
Si 262 ≤ c ≤ 682, alors n ≥ 15.

Lorsque n est pair, en répétant l’inégalité

1

Hn−2 − 1
− 1

Hn
− 1

Hn+1
− 1

Hn − 1
> 0,

on obtient :
1

Hn−2 − 1
>
∞∑
k=n

1

Hk
. (3.20)

Avec (3.14), on a : ( ∞∑
k=n

1

Hk

)−1 = Hn−2 − 1.

Lorsque n est impair, en répétant l’inégalité

1

Hn−2 + 1
− 1

Hn
− 1

Hn+1
− 1

Hn + 1
< 0.

on obtient :
1

Hn−2 + 1
<

∞∑
k=n

1

Hk
. (3.21)

Avec (3.15), on a : ( ∞∑
k=n

1

Hk

)−1 = Hn−2.

Théorème 3.2.2 On a :( ∞∑
k=n

1

H2
k

)−1 =

{
Hn−1Hn + g(c)− 1, si n est pair et n ≥ n2;
Hn−1Hn − g(c), si n est impair et n ≥ n3,
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où

g(c) =


c(c+ 1)

3
si c ≡ 0, 2 (mod 3);

c(c+ 1) + 1

3
si c ≡ 1 (mod 3).

Remarque 3.2.1 Notez que g(c) est un entier. Si Hk = Lk, alors on prend n2 = 2 et n3 = 1. Plus
précisément, on peut déterminer n2 et n3 comme suit :

c 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

n2 2 2 4 4 4 6 4 6 6 6 6 6 6 6 8 6 8 8 6 8

n3 1 1 3 5 3 5 5 5 5 7 5 5 7 7 7 7 7 7 7 7

Preuve. Par le Lemme 7(1), on a :

1

Hn−1Hn + (−1)ng(c)− 1
− 1

H2
n

− 1

HnHn+1 + (−1)n+1g(c)− 1

=
H2
n + (−1)n+12g(c)

(Hn−1Hn + (−1)ng(c)− 1)(HnHn+1 + (−1)n+1g(c)− 1)
− 1

H2
n

=
(−1)n(c2 + c− 1− 3g(c))H2

n + (g(c))2 +Hn(Hn+1 +Hn−1 − 1)

H2
n(Hn−1Hn + (−1)ng(c)− 1)(HnHn+1 + (−1)n+1g(c)− 1)

.

Supposons que n est pair avec n ≥ 2, alors le numérateur est :

(c2 + c− 3g(c)− 1)H2
n + (g(c))2 +Hn(Hn+1 +Hn−1 − 1)

≥ H2
n +Hn(Hn+1 +Hn−1) + (g(c))2 − 1 ≥ 0.

(Les égalités ne sont vérifiées que pour n = 2 et c = 1). Supposons que n est impair avec n ≥ 1, alors
le numérateur est :

(c2 + c− 3g(c) + 1)H2
n + (g(c))2 +Hn(Hn+1 +Hn−1 − 1)

≥ H2
n +Hn(Hn+1 −Hn−1) + (g(c))2 − 1 > 0.

Par conséquent, pour tout n ≥ 1, on a :

1

Hn−1Hn + (−1)ng(c)− 1
>

∞∑
k=n

1

H2
k

. (3.22)

De la même manière, on a :

1

Hn−1Hn + (−1)ng(c) + 1
− 1

H2
n

− 1

HnHn+1 + (−1)n+1g(c) + 1

=
H2
n + (−1)n+12g(c)

(Hn−1Hn + (−1)ng(c) + 1)(HnHn+1 + (−1)n+1g(c) + 1)
− 1

H2
n

=
(−1)n(c2 + c− 1− 3g(c))H2

n + (g(c))2 −Hn(Hn−1 +Hn+1)− 1

H2
n(Hn−1Hn + (−1)ng(c) + 1)(HnHn+1 + (−1)n+1g(c) + 1)

.

Si n est pair, alors le numérateur est inférieur ou égal à

−Hn(Hn−1 +Hn +Hn+1)− 1.
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Si n est impair, alors le numérateur est inférieur ou égal à

−Hn(Hn−1 −Hn−2) + (g(c))2 − 1.

Ainsi, dans tous les cas, pour n ≥ n5 (n5 grand), les deux valeurs sont négatives. Par conséquent :

1

Hn−1Hn + (−1)ng(c) + 1
<
∞∑
k=n

1

H2
k

. (3.23)

Par le Lemme (7), paries (1) et (4), on a :

1

Hn−1Hn + (−1)ng(c)
− 1

H2
n

− 1

H2
n+1

− 1

Hn+1Hn+2 + (−1)ng(c)

=
Hn+1Hn−1 −Hn−1Hn

(Hn−1Hn + (−1)ng(c))(Hn−1Hn+2 + (−1)ng(c)− 1)
−
H2
n +H2

n+1

H2
nH

2
n+1

=
(cH2n +H2n+1)((−1)n(c2 + c− 1)HnHn+1

(Hn−1Hn + (−1)ng(c))(Hn−1Hn+2 + (−1)ng(c)− 1)H2
nH

2
n+1

+
(−1)n+1g(c)(Hn+1Hn+2 +Hn−1Hn)− (g(c))2

(Hn−1Hn + (−1)ng(c))(Hn−1Hn+2 + (−1)ng(c)− 1)H2
nH

2
n+1

.

Par conséquent, si n est pair avec n ≥ n6, alors par :

(c2 + c− 1)HnHn+1 − g(c)(Hn+1Hn+2 +Hn−1Hn)− (g(c))2 < 0.

On a :
1

Hn−1Hn + g(c)
<
∞∑
k=n

1

H2
k

. (3.24)

Si n est impair avec n ≥ n7, alors par :

−(c2 + c− 1)HnHn+1 − g(c)(Hn+1Hn+2 +Hn−1Hn)− (g(c))2 > 0.

On a :
1

Hn−1Hn − g(c)
>
∞∑
k=n

1

H2
k

. (3.25)

Si n est pair, par (3.22) et (3.24), on obtient :

1

Hn−1Hn + g(c)
<

∞∑
k=n

1

H2
k

<
1

Hn−1Hn + g(c)− 1
.

Si n est impair, par (3.23) et (3.25), on obtient :

1

Hn−1Hn − g(c) + 1
<
∞∑
k=n

1

H2
k

<
1

Hn−1Hn − g(c)
.

3.3 Suite de Jacobsthal

Il serait intéressant de trouver des résultats similaires pour la somme
∞∑
k=n

W−1k , où (Wn)n désigne

la suite de Horadam. Un autre cas particulier de la suite de Horadam est la suite de Jacobsthal définie
par : {

J0 = 0, J1 = 1,
Jn+2 = Jn+1 + 2Jn, n ≥ 0.

35



3.3.1 Forme de Binet

D’après la formule de Binet (1.23) de la suite de Horadam, on déduit la formule de Binet de la
suite de (Gn), elle est donnée par :

Jn =
αn − βn

α− β
, (n ≥ 0), (3.26)

où α = 2 et β = −1 sont les racines de l’équation caractéristique x2 − x− 2 = 0.

Proposition 3.3.1 La série
∞∑
n=1

1

Jn
est convergente.

Preuve. Soit n ≥ 1, d’après la formule de Binet (3.26), on a :
1

Jn
=

3

αn − βn

=
3

2n − (−1)n

=
3

2n + (−1)n+1

=
3

2n
(
1 + (−1)n+1

2n

) ∼ 3

2n

On en déduit que les séries à termes positifs
∞∑
n=1

1

Jn
et

∞∑
n=1

3

2n
sont de même nature. Puisque

∣∣1
2

∣∣ < 1, alors la série
∞∑
n=1

3

2n
= 3

∞∑
n=1

(
1

2

)n
est convergente. On en déduit que la série

∞∑
n=1

1

Jn
est

convergente.

Théorème 3.3.1 [7] Soit n ≥ 1 un entier, alors( ∞∑
k=n

1

Jk

)−1 =

{
Jn−1 − 1, si n est pair;
Jn−1, si n est impair.

3.4 Suites Hyper-Fibonacci et Hyper-Lucas

Proposition 3.4.1 Les séries
∞∑
n=1

1

F
(1)
n

et
∞∑
n=0

1

L
(1)
n

sont convergentes.

Preuve. On a, par définition, pour tout n ≥ 1, F
(1)
n =

n∑
k=0

Fk, donc F
(1)
n ≥ Fn, on en déduit que

0 ≤ 1

F
(1)
n

≤ 1
Fn
. Puisque, d’après la Proposition (2.1.1), la série

∞∑
n=1

1

Fn
est convergente, alors la série

∞∑
n=1

1

F
(1)
n

est convergente. De même, puisque la série
∞∑
n=0

1

Ln
est convergente (pour c = 2 dans la

Proposition 3.2.1), on en déduit que
∞∑
n=0

1

L
(1)
n

est convergente.

Théorème 3.4.1 [11] Soit n ≥ 3 un entier, on a :⌊( ∞∑
k=n

1

F
(1)
k

)
−1

⌋
= Fn − 1, (3.27)⌊( ∞∑

k=n

1

L
(1)
k

)
−1

⌋
= Ln − 1, (n ≥ 4) (3.28)
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Preuve. En utilisant (1.4), (1.11) et (1.24), on obtient :

1

F
(1)
n − F (1)

n−1

− 1

F
(1)
n

− 1

F
(1)
n+1

− 1

F
(1)
n+2 − F

(1)
n+1

=
1

Fn
− 1

F
(1)
n

− 1

F
(1)
n+1

− 1

Fn+2

=
F

(1)
n (Fn+1Fn+3 − FnFn+2 − Fn+1)− FnFn+2F

(1)
n+1

FnFn+2F
(1)
n F

(1)
n+1

=
F

(1)
n [2(−1)n + FnFn+3 − Fn+1]− FnFn+2F

(1)
n+1

FnFn+2F
(1)
n F

(1)
n+1

=
F

(1)
n [2(−1)n − Fn+1] + Fn[F

(1)
n Fn+3 − Fn+2F

(1)
n+1]

FnFn+2F
(1)
n F

(1)
n+1

=
F

(1)
n [2(−1)n − Fn+1]− FnFn+1

FnFn+2F
(1)
n F

(1)
n+1

, n ≥ 2

et

1

F
(1)
n − F (1)

n−1 − 1
− 1

F
(1)
n

− 1

F
(1)
n+1

− 1

F
(1)
n+2 − F

(1)
n+1 − 1

=
Fn+1F

(1)
n+1 − (Fn − 1)F

(1)
n − (Fn − 1)F

(1)
n+1

(Fn − 1)F
(1)
n F

(1)
n+1

=
2((−1)n + Fn + Fn+2 − 1)

(Fn − 1)F
(1)
n F

(1)
n+1

, n ≥ 3.

En utilisant (1.14), (1.16) et (1.24), on obtient :

1

L
(1)
n − L(1)

n−1

− 1

L
(1)
n

− 1

L
(1)
n+1

− 1

L
(1)
n+2 − L

(1)
n+1

=
(10(−1)n+1 − Ln+1)L

(1)
n − LnLn+1

LnLn+2L
(1)
n L

(1)
n+1

pour n ≥ 4, et

1

L
(1)
n − L(1)

n−1 − 1
− 1

L
(1)
n

− 1

L
(1)
n+1

− 1

L
(1)
n+2 − L

(1)
n+1 − 1

=
10(−1)n+1 + 2(Ln + Ln+2 − 1)

(Ln − 1)L
(1)
n L

(1)
n+1

,

pour n ≥ 2. D’après les inégalités

F (1)
n (2(−1)n − Fn+1)− FnFn+1 < 0, n ≥ 2,

(10(−1)n+1 − Ln+1)L
(1)
n − LnLn+1 < 0, n ≥ 4,

(−1)n + Fn + Fn+2 − 1 > 0, n ≥ 3,

10(−1)n+1 + 2(Ln + Ln+2 − 1) > 0, n ≥ 2,

on obtient :

1

F
(1)
n − F (1)

n−1

<
∞∑
k=n

1

F
(1)
k

<
1

F
(1)
n − F (1)

n−1 − 1
, n ≥ 3,

Fn − 1 <

( ∞∑
k=n

1

F
(1)
k

)−1
< Fn, n ≥ 3,

1

L
(1)
n − L(1)

n−1

<

∞∑
k=n

1

L
(1)
k

<
1

L
(1)
n − L(1)

n−1 − 1
, n ≥ 4,

Ln − 1 <

( ∞∑
k=n

1

L
(1)
k

)−1
< Ln, n ≥ 4,

par conséquent, les relations (3.27) et (3.28) sont vérifiées.

37



Théorème 3.4.2 Soit n un entier positif, on a :⌊( ∞∑
k=n

1

(F
(1)
k )2

)⌋
=

{
F

(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1 − 1, si n est pair et n ≥ 2;

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1, si n est impair et n ≥ 1;

(3.29)⌊( ∞∑
k=n

1

(L
(1)
k )2

)⌋
= L

(1)
n−1L

(1)
n + L

(1)
n−1 − 1, si n est impair et n > 1; (3.30)

Preuve. En utilisant (1.4), (1.10) et (1.24), on obtient :

1

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1 − 1

− 1

(F
(1)
n )2

− 1

F
(1)
n F

(1)
n+1 + F

(1)
n − 1

=
1

F
(1)
n−1Fn+2 − 1

− 1

(F
(1)
n )2

− 1

F
(1)
n Fn+3 − 1

=
(F

(1)
n )2(F

(1)
n Fn+3 − F (1)

n−1Fn+2)− (F
(1)
n−1Fn+2 − 1)− (F

(1)
n Fn+3 − 1)

(F
(1)
n−1Fn+2 − 1)(F

(1)
n )2(F

(1)
n Fn+3 − 1)

=
(F

(1)
n )2(F 2

n+2 − Fn+1)− F (1)
n−1F

(1)
n Fn+2Fn+3 + F

(1)
n−1Fn+2 + F

(1)
n Fn+3 − 1

(F
(1)
n−1Fn+2 − 1)(F

(1)
n )2(F

(1)
n Fn+3 − 1)

=
(Fn+3 + (−1)n+1Fn+2)F

(1)
n + F

(1)
n Fn+1 + F

(1)
n−1Fn+2 − 1

(F
(1)
n−1Fn+2 − 1)(F

(1)
n )2(F

(1)
n Fn+3 − 1)

> 0,

donc
∞∑
k=n

1

(F
(1)
k )2

<
1

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1 − 1

.

De même, on peut prouver que

∞∑
k=n

1

(F
(1)
k )2

>
1

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1 + 1

.

D’autre part, on a

1

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1

− 1

(F
(1)
n )2

− 1

F
(1)
n F

(1)
n+1 + F

(1)
n

=
1

F
(1)
n−1Fn+2

− 1

(F
(1)
n )2

− 1

F
(1)
n Fn+3

=
(F

(1)
n )2Fn+3 − F (1)

n−1F
(1)
n Fn+2 − F (1)

n−1Fn+2Fn+3

F
(1)
n−1(F

(1)
n )2Fn+2Fn+3

=
F

(1)
n (F

(1)
n Fn+3 − F (1)

n−1Fn+2)− F (1)
n−1Fn+2Fn+3

F
(1)
n−1(F

(1)
n )2Fn+2Fn+3

=
(−1)n+1Fn+2 + Fn+1

F
(1)
n−1(F

(1)
n )2Fn+2Fn+3

.

Lorsque n ≥ 2 est pair, on peut vérifier que

∞∑
k=n

1

(F
(1)
k )2

>
1

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1

,

et lorsque n ≥ 1 est impair, alors

∞∑
k=n

1

(F
(1)
k )2

>
1

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1

.
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Lorsque n est pair, on obtient :

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1 − 1 <

( ∞∑
k=n

1

(F
(1)
k )2

)−1
< F

(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1,

et lorsque n est impair, on a

F
(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1 <

( ∞∑
k=n

1

(F
(1)
k )2

)−1
< F

(1)
n−1F

(1)
n + F

(1)
n−1 + 1,

donc (3.29) est vérifiée. En appliquant (1.14), (1.17) et (1.24), on obtient :

∞∑
k=n

1

(L
(1)
k )2

<
1

L
(1)
n−1L

(1)
n + L

(1)
n−1 − 1

1

∞∑
k=n

1

(L
(1)
k )2

>
1

L
(1)
n−1L

(1)
n + L

(1)
n−1 − 1

, n est impaire,

donc (3.30) est vérifiée.
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