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UNIVERSITÉ DE YAHIA FARES DE MÉDÉA
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présentée par

Madjid SEBAOUI

Titre :

Sur Quelques Propriétés Analytiques
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Mr. LAISSAOUI Diffalah, MCA, Université de Médéa, Co-directeur de thèse
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2.8 Les nombres et les polynômes de Bernoulli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Propriétés élémentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Résumé

Cette thèse s’inscrit dans le domaine de la combinatoire énumérative, elle porte sur l’étude des

propriétés analytiques des polynômes classiques. Ainsi, dans un premier chapitre nous introduisons

les notions de base nécessaire au développement des résultat exposés dans les autres chapitres.

Dans le deuxième chapitre nous construisons une nouvelle famille de nombres et de polynômes

liés aux nombres et polynômes de Bell au moyen de la fonction hypergéométrique confluente et nous

donnons quelques propriétés. En appliquant la formule de Cauchy pour les intégrales itérées, nous

introduisons les nombres et les polynômes de poly-Bell.

Dans le troisième chapitre, nous étudions une nouvelle classe de polynômes de Lah généralisés

et que nous appelons les polynômes s-Lah. Tout d’abord, on définit une identité qui généralise la

transformation de Lah. Deuxièmement, nous donnons en particulier un nouveau coefficient et nous

établissons une relation entre les polynômes de s-Lah et les polynômes de Laguerre associés. Comme

une application combinatoire, nous prouvons l’unimodalité des coefficients des polynômes de s-Lah.

Dans le quartième chapitre, nous proposons quelques nouvelles formules explicites des polynômes

de Daehee d’ordre supérieur en termes de nombres r-Stirling et r-Whitney de deuxième espèce. En

conséquence, nous obtenons une formule de récurrence à trois termes pour le calcul des polynômes

de Bernoulli généralisés d’ordre k.

Mots-clés : Combinatoire énumérative, nombres et polynômes de Bell, polynômes de Bernoulli,

fonction génératrice, représentation probabiliste, nombres de Stirling, polynômes de Daehee, nombres

et polynômes de Lah, transformation de Lah, polynômes de Laguerre associés, Log-concavité, uni-

modalité.
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Abstract

This thesis is part of the field of enumerative combinatorics, it deals with the study of the analytic

properties of classical polynomials. Thus, in a first chapter we introduce the basic notions necessary

for the development of the results explained in the other chapters.

In the second chapter we construct a new family of numbers and polynomials which are related

to the Bell numbers and polynomials by means of the confluent hypergeometric function and we

give some properties. By applying Cauchy formula for repeated integration, we introduce poly-Bell

numbers and polynomials.

In the third chapter we investigate a new class of generalized Lah polynomials which we call

s-Lah polynomials. First, we define an identity that generalizes the transformation of Lah. Secondly,

we give in particular a new coefficient and we establish a relation between the polynomials of s-Lah

and the associated Laguerre polynomials. As a combinatorial application, we prove the unimodality

of the polynomial coefficients of s-Lah.

In the fourth chapter, we propose some new explicit formulas for higher order Daehee polyno-

mials in terms of r-Stirling and r-Whitney numbers of the second kind. As a result, we obtain a

three-term recursion formula for calculating the generalized Bernoulli polynomials.

Key words : combinative enumerative, Bell numbers and polynomials, Bernoulli polynomials,

Generating function, Probabilistic representation, Stirling numbers, Daehee polynomials, Lah uum-

bers and polynomials, Lah transform, associated Laguerre polynomials, Log-concavity, unimodality.
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Notation

Les notations adoptées dans cette thèse.

N l’ensemble des entiers naturels

C l’ensemble des nombres complexes

:= égalité par définition (affectation)

δi,j symbole de Kronecker égal à 1 si i = j et 0 sinon

xn le produit x(x + 1) · · · (x + n − 1) pour n ∈N et x0 = 1

xn le produit x(x − 1) · · · (x − n + 1) pour n ∈N et x0 = 1

pFq

 a1, · · · , ap

b1, · · · , bq

; x

 la fonction hypergéometrique

(n
k) le coefficient binomiale

s(n, k) le nombre de Stirling de première espèce signé{n
k

}
le nombre de Stirling de deuxième espèce

bnkc le nombre de Lah{n
k

}
r r-Stirling de deuxième espèce

Wm,r (n, k) le nombre r-Whitney de deuxième espèce

Sk
n (x) le nombre de Stirling de deuxième espèce à poids

bnkcr le nombre r-Lah

dnker le nombre r-Lah de deuxième espèce

viii



φn le n-ième nombre de Bell

Bn le n-ième nombre de Bernoulli

B(α)
n le n-ième nombre de Bernoulli d’ordre α

Bn,p le n-ième nombre p-Bell

B
(p)
n le n-ième nombre de poly-Bell

D(k)
n le n-ième nombre de Daehee d’ordre k

Ln (x) le n-ième polynôme de Lah

Ln,s (x) le n-ième polynôme de s-Lah

L
(k)
n le n-ième polynôme de Laguerre

det déterminant
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Introduction

Ce mémoire de thèse intitulé ”Sur quelques propriétés analytique des polynômes classiques” re-

groupe plusieurs travaux dans le domaine de la combinatoire énumérative. L’objectif de cette thèse

est d’étudier des nouvelles classes des polynômes qui généralisent les polynômes classiques et de

proposer des méthodes récursives simples pour le calcul de ces polynômes. La première classe est is-

sue de la combinatoire élémentaire. C’est le nombre de Bell où le nombre de partitions d’un ensemble

à n éléments. La deuxième classe est le coefficient de Lah où le nombre de partitions en k listes d’un

ensemble à n éléments. La troisième classe est la suite des nombres de Bernoulli de la théorie des

nombres, qui est une suite de nombres rationnels et qui apparait dans la fonction zéta ζ de Riemann

pour des valeurs entières négatives de la variable.

Dans le premier chapitre ”préliminaires ”, nous présentons les notions de base de la théorie de la

combinatoire énumérative. On y précise la terminologie, les conventions et nous rappelons quelques

éléments essentiels qui seront utiles pour la suite, tels les factorielles, les séries génératrices, les suites

remarquables (nombres de Stirling, Lah, Bell, Bernoulli etc.) et leurs propriétés combinatoires.

Dans le deuxième chapitre, intitulé ”sur les nombres et les polynômes poly-Bell”, est sans doute

le plus important, nous exposons une tentative de généralisation de la suite des polynômes de Bell

classiques à l’aide de la fonction hypergéométrique de Kummer. La motivation est l’identité de Ra-

manujan
x∫
0

φn (t) dt =
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
φk (x) Bn+1−k

k + 1
.

qui regroupe deux suites remarquables, la première, la suites des polynômes de Bell φn (x) qui

représente le domaine de la combinatoire et l’autre suite classique de la théorie des nombres à sa-

voir la suite des nombres de Bernoulli Bn. Dans ce chapitre, on va étudier la série suivante :∑
n≥0

(
n + p

p

)−1 (ez − 1)n

n!

et nous montrons que le terme général de cette série peut s’exprimer à l’aide des intégrales itérées et

qui va être, par la suite, motiver la définition de nouveaux nombres, ce qu’on a appelé dans notre ma-

nuscrit texte les nombres poly-Bell Bn,p qui sont analogues aux nombres de poly-Bernoulli de Kaneko

1



[24]. Nous établissons les propriétés de base pour cette suite ( fonctions génératrices et les formules

explicites, les différentes relations de récurrences, une représentation probabiliste etc.). Nous mon-

trons l’identité suivante :

p!

1∫
0

dxp

xp∫
0

dxp−1 · · ·
x2∫
0

φn (x1) dx1 =

n+p∑
k=0

(
n + p

k

)(
n + p

p

)−1

φn+p−kB(p)
k −

p∑
k=1

(
n + k

k

)−1(p
k

)
B(k)

n+k.

Une extension aux cas des polynômes est également étudiée.

Le troisième chapitre ”Sur les polynômes s-Lah” porte sur une généralisation de la transforma-

tion de Lah. Rappelons que la transformation de Lah d’une suite (αn)n≥0 est la suite (βn)n≥0, donnée

par

β0 = α0, βn =
n∑

k=0

n!
k!

(
n − 1
k − 1

)
αk (n ≥ 1),

et la transformation inverse

αn =
n∑

k=0

(−1)n−k n!
k!

(
n − 1
k − 1

)
βk .

Dans ce chapitre, on propose d’étudier la relation de récurrence à trois termes suivants :

an+1,m (x) = (n + m) an,m (x) + xan,m+1 (x) .

Notre contribution consiste à proposer une nouvelle approche permettant d’étudier les polynômes de

Lah. Pour cela, nous définissons les polynômes s-Lah qui vont nous permettre de définir les nombres

r-Lah de deuxième espèce. Une attention particulière est portée sur les propriétés analytiques de ces

nombres. Un lien entre les polynômes s-Lah et les polynômes de Laguerre associés est prouvé.

Le quatrième chapitre [9], ”une formule de récurrence à trois termes pour les polynômes de

Bernoulli généralisés ” est consacré à la suite de polynômes de Bernoulli généralisés
(

B(k)
n (x)

)
n≥0

définie par la fonction génératrice suivante :

(
t

et − 1

)k

ext =
∞∑

n=0

B(k)
n (x)

tn

n!
(1)

Après avoir étudié les polynômes de Daehee d’ordre supérieur, on propose une méthode récursive

pour le calcul des polynômes de Bernoulli généralisés d’ordre k.
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1
Préliminaires

Dans ce chapitre nous donnons des définitions et des outils de base concernant notre sujet. Nous

nous intéressons aux coefficients binomiaux, suites et polynômes remarquables en présentant cer-

taines de leurs propriétés. Pour plus de détailles consulter les ouvrages [16, 19, 20, 29, 36, 40]

1 Eléments de la combinatoire énumérative

1.1 Factorielle descendante

Soit x ∈ C et n ∈ Z, la factorielle descendente d’ordre n notée xn, est définie par

xn :=

 1, si n = 0,

x (x − 1) · · · (x − n + 1) , si n ≥ 1.
(1.1)

Si x = n dans (1.1) on obtient la fonction factorielle nn = n!.

Pour x, y ∈ C et n, m ∈ Z on a

3



xn = n!
(

x
n

)
, x ∈ C, n ∈ N,

xn+m = xn(x − n)m,

x−m =
1

(x + m)m , x 6= −1,−2, ...,−m,

(x + y)n =
n∑

k=0

(
x
n

)
xkyn−k, n ∈ N

(x + n − 1)n = (−1)n(−x)n

xn =
Γ (x + 1)

Γ (x − n + 1)
.

où Γ est la fonction gamma d’Euler.

1.2 Factorielle montante

Soit x ∈ C et n ∈ Z, la factorielle montante d’ordre n notée xn, est définie par

xn :=

 1, si n = 0,

x (x + 1) · · · (x + n − 1) , si n ≥ 1.
(1.2)

Si x = 1 dans (1.2), on obtient la fonction factorielle 1n = n!.

Ainsi, on a

(−x)n = (−1)nxn,

xn =
(x + n − 1)!
(x − 1)!

,

xn =
Γ (x + n)

Γ (x)

1.3 Coefficients binomiaux

Soit x ∈ C et n ∈ N, le coefficient binomial noté (x
n), est défini par la relation suivante :

(
x
n

)
=

xn

n!
.

En particulier, on a

(
x
0

)
= 1.

Notons que si x, est un entier positif, alors xn, est le nombre de permutations de n éléments parmi x

et (x
n) est le nombre de façons de prendre n éléments dans un ensemble de x éléments.
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Proposition 1.1. (Formule du binome de Newton) Soit n ∈ N et x, y ∈ C, alors :

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xkyn−k.

1.4 Fonctions génératrices

Soit Ω un anneau commutatif, ayant un élément unité. On appelle série formelle, à coeffcients

dans Ω, et en l’indéterminée z, toute expression formelle du type

f (z) =
∑
n≥0

anzn,

où les an, sont appelés coefficients de f . On note Ω[[z]] l’ensemble des séries formelles à valeurs

dans Ω.

Le produit de Hadamard f (z) ◦ g (z) de deux séries formelles f (z) =
∑
n≥0

anzn et g (z) =
∑
n≥0

bnzn

est la série formelle donnée par

f (z) ◦ g (z) =
∑
n≥0

anbnzn. (1.3)

On appelle fonction génératrice de la suite (an)n≥0 , par rapport à la suite (bn)n≥0 , la série formelle

définie en (1.3).

Pour bn = 1 dans (1.3) et pour tout n ≥ 0, la série f (z) ◦ g (z) =
∑
n≥0

anzn est appelée fonction

génératrice ordinaire de la suite (an)n≥0 .

Pour bn = 1
n! dans (1.3) et pour tout n ≥ 0, la série f (z) ◦ g (z) =

∑
n≥0

an
zn

n! est appelée fonction

génératrice exponentielle de la suite (an)n≥0 .

La transformation de Laplace inverse L−1 que l’on définit sur l’algèbre des séries formelles à

pour effet d’envoyer toute fonction génératrice ordinaire sur la fonction génératrice exponentielle

correspondante

L−1

∑
n≥0

anzn

 =
∑
n≥0

an
zn

n!
,

où la transformation de Laplace d’une fonction h est définie par

L (h) =
+∞∫

0

e−sth (t) dt.

1.5 Fonction hypergéométrique

L’origine des fonctions hypergéométriques se trouve au début du 19ième siècle, lorsque Gauss

étudie l’équation différentille suivante [2, 42] :

x(1 − x)y ′′ + (c − (a + b + 1)x)y ′ − aby = 0, (1.4)
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où a, b, c ∈ C. Cette équation connue sous le nom de équation différentielle de Gauss. La fonction

hypergéométrique généralisée a une représentation en série :

∑
n≥0

Cn

avec Cn+1
Cn

une fonction rationnelle de n, définie par la relation suivante :

Cn+1

Cn
=

(n + a1)...(n + ap)x
(n + b1)...(n + bq)(n + 1)

.

Si C0 = 1, on a :

Cn =
an

1 an
2 ...an

p

bn
1 bn

2 ...bn
q

xn

n!

et la fonction hypergéomètrique est alors

pFq

 a1, · · · , ap

b1, · · · , bq
; x

 =
∑
n≥0

an
1 an

2 ...an
p

bn
1 bn

2 ...bn
q

xn

n!
.

Nous connaissons beaucoup de fonctions importantes qui sont en fait des fonctions hyper-

géomètriques particulières. Le cas particulier le plus simple est celui où p = q = 0 : il y a aucun

paramètre, et on obtient la série bien connue

0F0

 ; x

 = ex.

Si p = 1 et q = 1, on obtient la fonction hypergéométrique confluente de Kummer 1F1

 a

b
; x

,

est définie par

∑
n≥0

an

bn
xn

n!
. (1.5)

Si p = 2 et q = 1 on obtient la fonction hypergéométrique de Gauss 2F1

 a, b

c
; x

 où |x| < 1, la

solution de l’équation différentielle (1.4).

On prend quelques fonctions importantes qui peuvent être exprimer en fonction des séries de Gauss :

(1 + x)α = 2F1

 −a, b

b
; −x

 ,
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log(1 + x) = x2F1

 1, 1

2
; −x

 ,

sin−1 x = x2F1

 1/2, 1/2

3/2
; x2

 ,

tan−1 x = x2F1

 1/2, 1

3/2
; −x2

 ,

exp(x) = lim
|a|−→∞ 2F1

 a, b

b
; x/a

 ,

où |x| < 1.

Et on a

lim
|b|−→∞ 2F1

 a, b

c
; x/b

 = 1F1

 a

c
; x

 . (1.6)

Le théorème suivant contient une importante représentation intégrale de la fonction 2F1 [2].

Théorème 1.2. (Représentation intégrale d’Euler) Si Re(c) > Re(a) > 0, alors

2F1

 a, b

c,
; x

 =
Γ (c)

Γ (a) Γ (c − a)

∫ 1

0
ta−1 (1 − t)c−a−1 (1 − xt)−b dt. (1.7)

Théorème 1.3. (Gauss) [2] Pour Re(c − a − b) > 0, on a

∑
n≥0

anbn

cnn!
= 2F1

 a, b

c,
; 1

 =
Γ(c)Γ(c − a − b)
Γ(c − a)Γ(c − b)

. (1.8)

Le théorème suivant donne une application importante de l’intégrale d’Euler [2].

Théorème 1.4.

2F1

 a, b

c,
; x

 = (1 − x)−b
2F1

 b, c − a

c,
; x/(x − 1)

 (Pfaff), (1.9)

2F1

 a, b

c,
; x

 = (1 − x)c−a−b
2F1

 c − a, c − b

c,
; x

 (Euler). (1.10)

La relation (1.6) est utile pour déduire les propriétés de la fonction hypergéométrique confluante
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1F1 de celles de la fonction hypergéométrique de Gauss 2F1. Ainsi, de (1.7) et (1.9), on obtient :

1F1

 a

c
; z

 =
Γ (c)

Γ (c − a) Γ (a)

1∫
0

eztta−1 (1 − t)c−a−1 dt. (1.11)

2 Les suites classiques

2.1 Nombres de Stirling de première espèce

La factorielle descendante de x d’ordre n (1.1) est un polynôme de dégré n. En arrangeant les

termes dans l’ordre croissant des puissances de x, on obtient :

xn :=
n∑

k=0

s(n, k)xk, n = 0, 1, ...

Les coefficients s(n, k) sont appelés les nombres de Stirling de première espèce signés.

Remarque 1.5. Les nombres de Stirling de première espèce non signés |s(n, k)| sont les coefficients

du développement de la factorielle montante (1.2), c’est-à-dire :

xn =
n∑

k=0

|s(n, k)|xk (1.12)

=
n∑

k=0

(−1)n−ks(n, k)xk, (1.13)

le nombre (−1)n−k a le même signe que s(n, k). La valeur absolue du nombre de Stirling de

première espèce compte le nombre de permutations de n objets composés d’exactement k cycles

disjoints.

Propriétés

1. Relation de récurrence : les nombres de Stirling de première espèce signés satisfont la relation

de récurrence suivante :

s (n, 0) = s (0, k) = 0, sauf s (0, 0) = 1 (1.14)

s (n, k) = s (n − 1, k − 1)− (n − 1) s (n − 1, k) pour n, k ≥ 1. (1.15)

Les premières valeurs de ces nombres sont données dans la table suivante :

2. Les fonctions génératrices : les s (n, k) ont pour fonction génératrice double∑
n,k≥0

s (n, k)
xn

n!
uk = (1 + x)u ,

8



n�k 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 1
2 −1 1
3 2 −3 1
4 −6 11 −6 1
5 24 −50 35 −10 1
6 −120 274 −225 85 −15 1
7 720 −1764 1624 −735 175 −21 1
8 −5040 13068 −13132 6769 −1960 322 −28 1
9 40320 −109584 118124 −67284 22449 −4536 546 −36 1

TABLE 1.1 – Les premières valeurs des nombres de Stirling de première espèce signés.

et pour fonction génératrice exponentielle

∑
n≥0

s (n, k)
xn

n!
=

1
k!

(ln (1 + x))k . (1.16)

3. Formules explicites : deux formes explicites des nombres de Stirling de première espèce sont :

s (n, k) =
n!
k!

∑
i1+i2+...+ik=n

1
i1...ik

et

s (n, k) =
∑

0≤j<i≤n−k

(−1)i+j

i!

(
n + i − 1

k + 1

)(
2n − k
n + i

)
(i − j)n−k+i ,

2.2 Nombres de Stirling de deuxième espèce

En utilisant la factorielle descendante, on obtient les expressions suivantes :

x0 = x0 = 1,

x1 = x1,

x2 = x + x(x − 1) = x1 + x2,

et

x3 = x1 + 3x2 + x3,

plus généralement, on a
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xn =
n∑

k=0

{
n
k

}
xk. (1.17)

Les coefficients
{n

k

}
sont appelés les nombres de Stirling de deuxième espèce. Combinatoirement

{n
k

}
est le nombre de partitions d’un ensembe à n éléments en k sous-ensembles.

properiétés

1. Relation de récurrence : les nombres
{n

k

}
, satisfont la relation de récurrence suivante :

{
n
0

}
=

{
0
k

}
= 0, sauf

{
0
0

}
= 1 (1.18){

n
k

}
=

{
n − 1
k − 1

}
+ k
{

n − 1
k

}
pour n, k ≥ 1. (1.19)

La table suivante donne les premières valeurs de ces nombres

n�k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1
8 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

TABLE 1.2 – Les premières valeurs des nombres de Stirling de deuxième espèce

2. Formules explicites : deux formules explicites des nombres de Stirling de deuxième espèce

sont données par : {
n
k

}
=

1
k!

n∑
i=0

(−1)k−i
(

k
i

)
in,

et {
n
k

}
=

n!
k!

∑
i1+i2+...+ik=n

1
i1!...ik!

3. Fonctions génératrices : les
{n

k

}
ont pour fonction génératrice double∑

n,k≥0

{
n
k

}
xn

n!
uk = exp (u (ex − 1)) ,

10



pour fonction génératrice ordinaire∑
n≥k

{
n
k

}
xn−k =

k∏
j≥0

1
(1 − jx)

,

et pour fonction génératrice exponentielle

∑
n≥k

{
n
k

}
xn

n!
=

(ex − 1)k

k!
. (1.20)

2.3 Nombres r−Stirling de deuxième espèce

Broder dans [13] a donné des interprétations combinatoires et quelques propriétés algébriques

des nombres r−Stirling de deuxième espèce et plusieurs identités, des relations recurrentes ainsi que

les fonctions génératrices associées à ces nombres.

En combinatoire le nombre r−Stirling de deuxième espèce, noté
{

n
k

}
r

compte le nombre de par-

titions d’ensemble de n éléments en k sous ensemles non vides tel que les r premiers éléments sont

dans des sous ensembles différents.

Analytiquement les nombres r−Stirling de deuxième espèce sont les coefficients des polynômes

suivants :

(x + r)n =
n∑

k=0

{
n + r
k + r

}
r
xk. (1.21)

Pour r = 0 ou 1, on retrouve les nombres de Stirling de deuxième espèce classiques.

Propriétés

1. Relations de récurrences : les nombres r-Stirling de deuxième espèce vérifient les deux rela-

tions de récurrences suivantes :{
n
k

}
r
= 0, n < r,{

n
k

}
r
= δk,r, n = r,{

n
k

}
r
= k
{

n − 1
k

}
r
+

{
n − 1
k − 1

}
r
, n > r,

(1.22)

où δk,r est le symbole de Kronecker.

Et {
n
k

}
r
=

{
n
k

}
r−1

− (r − 1)
{

n − 1
k

}
r−1

. (1.23)

On donne dans les deux tables suivantes les premières valeurs de ces nombres pour r = 2 et

r = 3 respectivement :
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n�k 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1
1 2 1
2 4 5 1
3 8 19 9 1
4 16 65 55 14 1
5 32 211 285 215 20 1
6 64 655 1351 910 245 27 1
7 128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

TABLE 1.3 – Quelques valeurs des 2-Stirling de deuxième espèce.

n�k 0 1 2 3 4 5 6 7
0 1
1 3 1
2 9 7 1
3 27 37 12 1
4 81 175 97 18 1
5 243 781 660 205 25 1
6 729 3367 4081 1890 380 33 1
7 2181 14197 23772 15421 4550 644 42 1

TABLE 1.4 – Quelques valeurs des 3-Stirling de deuxième espèce.

2. Fonctions génératrices : la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Stirling

de deuxième espèce est donnée par :

∑
n≥k

{
n + r
k + r

}
r

xn

n!
=

1
k!

erx (ex − 1)k , (1.24)

et la fonction génératrice ordinaire est donnée par :

∑
n≥k

{
n + r
k + r

}
r

xn

n!
=

xk

(1 − rx)(1 − (r + 1)x)...(1 − (r + k)x)
. (1.25)

2.4 Nombres et polynômes de Lah

On note par bnkc les nombres de Lah (non signés) ( A008297 dans [41]), du nom d’Ivo Lah [26, 27],

permettent d’exprimer la factorielle montante en terme de factorielles descendentes et inversement.

xn =
n∑

k=0

⌊
n
k

⌋
xk et xn =

n∑
k=0

(−1)n−k
⌊

n
k

⌋
xk.

Ces nombres comptent le nombre de partitions de l’ensemble [n] = {1, ..., n} en k−listes non vides.
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Propriétés

1. Relation de récurrence : les nombres de Lah satisfont⌊
n
k

⌋
=

⌊
n − 1
k − 1

⌋
+ (n + k − 1)

⌊
n − 1

k

⌋
pour n ≥ k ≥ 1

avec bn0c = δn,0 pour n ≥ 0, b0kc = δk,0 pour k ≥ 0.

Les premières valeurs de ces nombres sont données dans la table suivante :

n�k 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1
2 2 1
3 6 6 1
4 24 36 12 1
5 120 240 120 20 1
6 720 1800 1200 300 30 1
7 5040 15120 12600 4200 630 42 1
8 40320 141120 141120 58800 11760 1176 56 1

TABLE 1.5 – Les premières valeurs des nombres de Lah.

2. Fonction génératrice : la fonction génératrice exponentielle de nombres de Lah est∑
n≥k

⌊
n
k

⌋
xn

n!
=

1
k!

(
x

1 − x

)k

.

3. Formule explicite : la formule explicite pour les nombres de Lah est donnée par⌊
n
k

⌋
=

n!
k!

(
n − 1
k − 1

)
, n ≥ k ≥ 1 et

⌊
0
0

⌋
= 1.

On note par Ln (x) les polynômes de Lah qui sont définis par

Ln (x) :=
n∑

k=0

⌊
n
k

⌋
xk.

Voici les premières valeurs de ces polynômes

L0(x) = 1,

L1(x) = x,

L2(x) = x2 + 2x,

L3(x) = x3 + 6x2 + 6x,

L4(x) = x4 + 12x3 + 36x2 + 24x.

Transformation de Lah :

La transformation de Lah [5, 34] d’une suite (αn)n≥0 est la suite (βn)n≥0, donnée par

βn =
n∑

k=0

⌊
n
k

⌋
αk, (1.26)
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et sa transformation inverse est

αn =
n∑

k=0

(−1)n−k
⌊

n
k

⌋
βk . (1.27)

2.5 Nombres r-Lah de première espèce

Pour r ∈ N, bnkcr comptent le nombre de partitions de l’ensemble [n] en k−listes non vides tel que

les r premiers nombres sont dans des différentes listes. Ces nombres sont appelés les nombres r-Lah.

(voir [6, 7, 32, 33]).

Pour r = 0 ou r = 1, on obtient les nombres de Lah classiques.

Propriétés

1. Relation de récurrence : les nombres r-Lah de première espèce vérifient la relation de récurrence

suivante :

⌊
n + 1

k

⌋
r
=

⌊
n

k − 1

⌋
r
+ (n + k)

⌊
n
k

⌋
r
, n > r, (1.28)

avec
⌊

n
k

⌋
r
= 0, pour n < r, et

⌊
n
k

⌋
r
= δk,r, pour n = r, où δk,r est le symbole de Kronecker.

2. Fonction génératrice : la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Lah est

donnée par : ∑
n≥k

⌊
n
k

⌋
r

xn

n!
=

1
k!

(
x

1 − x

)k ( 1
1 − x

)2r

.

3. Formules explicites :

Les nombres r−Lah de première espèce ont la formule explicite suivante (voir [6, 33])

⌊
n
k

⌋
r
=

(n + r − 1)!
(k + r − 1)!

(
n − r
k − r

)
=

(n − r)!
(k − r)!

(
n + r − 1
k + r − 1

)
n ≥ k ≥ r, (1.29)

et dans [34, Théorème 3.7] la formule explicite de ces nombres, est donnée comme suit

 n

k


r

=
n!
k!

 n + 2r − 1

k + 2r − 1

 .

2.6 Nombres et polynômes de Bell

Les nombres de Bell (A000110 dans [41]), notés φn, comptent le nombre de partitions d’un en-

semble à n éléments. Les nombres de Bell sont aussi définis comme étant la somme des nombres de

Stirling de deuxième espèce

φn =
n∑

k=0

{
n
k

}
.

Properiétés
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1. Relations de récurrences : les nombres de Bell vérifient la relation récurrente suivante :

φn+1 =
n∑

k=0

(
n
k

)
φk.

Les premières valeurs de ces nombres sont données dans le tableau suivant :

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
φn 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975 678570 4213597

TABLE 1.6 – Les premières valeurs des nombres de Bell.

2. Fonctions génératrices : les fonctions génératrices exponentielle et ordinaire des nombres de

Bell sont données respectivement par

∑
n≥0

φn
xn

n!
= exp (ex − 1) , et

∑
n≥0

φnxn =
∑
k≥0

xk
k∏

j=0

(1 − jx)−1 .

3. Formule de Dobinski : on a la formule de Dobinski suivante

φn =
1
e

∑
k≥0

kn

k!
,

une autre formule explicite définie par B.N. Guo et F. Qi dans [23] en terme de fonction hy-

pergéométrique de Kummer et le nombre de Stirling de deuxième espèce

φn =
1
e

n∑
k=1

(−1)n−kk!
{

n
k

}
1F1(k + 1; 2; 1).

Les polynômes de Bell φn(x) sont définis par :

φn(x) =
n∑

k=0

{
n
k

}
xk. (1.30)

Ces polynôme sont appelés les polynômes de Bell a une seule variable ou les polynômes exponen-

tiels.

La fonction génératrice exponentielle pour ces polynômes est la suivante :

∑
n≥0

φn (x)
zn

n!
= exp (x (ez − 1)) . (1.31)
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Les premiers polynômes de Bell sont :

φ0(x) = 1,

φ1(x) = x,

φ2(x) = x + x2,

φ3(x) = x + 3x2 + x3,

φ4(x) = x + 7x2 + 6x3 + x4.

2.7 Polynômes de Laguerre et polynômes de Laguerre associés

On appelle équation différentielle de Laguerre l’équation suivante :

xy ′′ + (1 − x)y ′ + ny = 0,

où n = 0, 1, 2, ...

Les solutions de cette équation sont les polynômes de Laguerre, s’écrivent par l’équation différentielle

suivante :

Ln(x) =
ex

n!
dn

dxn (xne−x).

Properiétés :

1. Relation de récurrence : les polynômes de Laguerre satisfont les deux relations de récurrence

suivantes :

(n + 1)Ln+1(x) = (2n + 1 − x)Ln(x)− nLn−1(x) pour n ≥ 1,

et

xL ′n(x) = nLn(x)− nLn−1(x) pour n ≥ 1.

Les premiers polynômes de Laguerre sont :

L0(x) =1

L1(x) =− x + 1

L2(x) =
1
2

(
x2 − 4x + 2

)
L3(x) =

1
6

(
−x3 + 9x2 − 18x + 6

)
L4(x) =

1
24

(
x4 − 16x3 + 72x2 − 96x + 24

)
L5(x) =

1
120

(
−x5 + 25x4 − 200x3 + 600x2 − 600x + 120

)
L6(x) =

1
720

(
x6 − 36x5 + 450x4 − 2400x3 + 5400x2 − 4320x + 720

)
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2. Fonction génératrice : la fonction génératrice des polynômes de Laguerre est∞∑
n=0

Ln(x)
tn

n!
=

e−xt/(1−t)

1 − t
.

Maintenant, pour un nombre réel arbitraire m on définit l’équation différentielle généralisée sui-

vante [1, p. 781] :

xy ′′ + (m + 1 − x)y ′ + ny = 0.

Les solutions polynômiales de cette équation sont appelés polynômes de Laguerre associés ou po-

lynômes de Laguerre généralisés. Les polynôme de Laguerre associés, notés par L(m)
n (x), sont définis

par la formule suivante [1, 2, 29] :

L
(m)
n (x) =

x−mex

n!
dn

dxn (e
−xxn+m), pour n ≥ 0. (1.32)

Avec L(0)
n (x) = Ln(x).

Properiétés

1. Relations de récurrences : les polynômes de Laguerre généralisés satisfont

(n + 1)L(m)
n+1(x) = (−x + m + 2n + 1)L(m)

n (x)− (n + m)L
(m)
n−1(x), pour n ≥ 1. (1.33)

En utilisant (1.32) et (1.33), on obtient les premiers polynômes de Laguerre associés comme

suit :

L
(m)
0 (x) = 1,

L
(m)
1 (x) = 1 + m − x,

L
(m)
2 (x) = 1

2

[
(1 + m)(1 + 2)− 2(2 + m)x + x2].

2. Fonction génératrice : la fonction génératrice est donnée par∞∑
n=0

L
(m)
n (x)tn =

1
(1 − t)m+1

e−xt/(1−t)

1 − t
.

3. Formules explicite : les polynômes de Laguerre s’expriment en terme de fonction hyergéométrique

Confluente par la formule

L
(m)
n (x) =

(n + m)!
m!n! 1F1

 −n

m + 1
; x

 .
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2.8 Les nombres et les polynômes de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli, notés par Bn, construisent une suite de nombres rationnels pouvant

définie par la relation de récurrence suivante :
B0 = 1

Bn = − 1
n+1

n−1∑
k=0

(n+1
k )Bk.

Les premières valeurs de Bn sont données dans la table suivante :

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Bn 1 −1/2 1/6 0 −1/30 0 1/42 0 1/30 0 5/66 0 −691/2730

TABLE 1.7 – Les premières valeurs des nombres de Bernoulli.

La suite des polynômes de Bernoulli, notée (Bn (x))n∈N, est la suite dont le premier terme B0 (x) =

1 et qui est vérifiée :

B′n (x) = nBn−1 (x) , (n ≥ 1) et

1∫
0

Bn (x) dx = 0, (n ≥ 1).

Voici les premières valeurs de ces polynômes

B0 (x) = 1,

B1 (x) = x −
1
2

,

B2 (x) = x2 − x +
1
6

,

B3 (x) = x3 −
3
2

x2 +
1
2

x,

B4 (x) = x4 − 2x3 + x2 −
1

30
,

B5 (x) = x5 −
5
2

x4 +
5
3

x3 −
1
6

x,

B6 (x) = x6 − 3x5 +
5
2

x4 −
1
2

x2 +
1

42
.

On peut aussi définir ces polynômes par la série génératrice exponentielle∑
n≥0

Bn (x)
zn

n!
=

zexz

ez − 1
.

Propriétés élémentaires

Les polynômes de Bernoulli vérifient les identités suivantes :

1. ∀n ≥ 0 : Bn (0) = Bn (1) .

2. ∀n ≥ 0 : B2n+1 (0) = B2n+1 (1) = 0.
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3. ∀n ≥ 0 : Bn (x) = (−1)n Bn (1 − x) .

4. ∀n ≥ 0 : Bn (x + 1)− Bn (x) = nxn−1.

5. ∀n ≥ 0 : Bn (x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
Bkxk.

3 Log-concavité et unimodalité

Les suites unimodales et log-concaves apparaı̂ssent dans de nombreux domaines des mathématiques,

combinatoire, algèbre, analyse, géométrie, informatique, probabilités et statistiques. Pour divers résultats

sur l’unimodalité et la log-concavité voir [4, 12, 43].

Définition 1.6. Une suite a0, a1, ..., an de nombres réels est dite log-concave si

a2
i ≥ ai−1ai+1 (i = 1, ..., n − 1), (1.34)

et dite fortement log-concave si l’inégalité ci-dessus est stricte.

Définition 1.7. Une suite a0, a1, ..., an de nombres réels est dite unimodale s’il existe un indice l pour

lequel on a :

a0 ≤ a1 ≤ ... ≤ al ≥ al+1 ≥ al+2 ≥ ... (1.35)

L’entier l est appelé mode de la suite a0, a1, ..., an.

Si l’inégalité ci-dessus est stricte, alors la suite est dite strictement log-concave .

Proposition 1.8. Toute suite de nombres positifs strictement log-concave est unimodale.

Théorème 1.9. (Inégalité de Newton [30])

Si le polynôme G(x) =
∑n

k=0 akxk ,à coefficients positifs, ne possède que des racines réelles

(négatives), alors :

a2
i ≥ ai+1ai−1

(
i

i − 1

)(
n − i + 1

n − i

)
, pour 2 ≤ i ≤ n − 1.

Remarque 1.10. L’inégalité de Newton implique la log-concavité stricte.
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2
Sur les nombres et les polynômes poly-Bell

1 Introduction

Dans ce chapitre nous exposons une tentative de généralisation de la suite des polynômes de

Bell classiques à l’aide de la fonction hypergéométrique de Kummer. La motivation est l’identité de

Ramanujan
x∫
0

φn (t) dt =
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
φk (x) Bn+1−k

k + 1
.

qui regroupe deux suites remarquables, la première, la suites des polynômes de Bell φn (x) qui

représente le domaine de la combinatoire et l’autre suite classique de la théorie des nombres à sa-

voir la suite des nombres de Bernoulli Bn.

Notre objectif principal dans ce chapitre est de considérer une classe de fonctions dont la fonction

génératrice suivante généralise les nombres de Bell

fp (z) = p!
∑
n≥0

(ez − 1)n

(n + p)!
.

et nous donnons certaines de ses propriétés [22].
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2 Les nombres p-Bell

Dans cette section, nous présentons et nous étudions une nouvelle classe des nombres qui généralise

les nombres de Bell et que nous appelons les nombres p-Bell.

Pour toute entier p ≥ 0, nous définissons une suites des nombres rationnels noté Bn,p (n ≥ 0),

par la fonction génératrice suivante :

fp (z) :=
∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
= 1F1

 1

p + 1
; ez − 1

 =
∑
n≥0

(
n + p

p

)−1 (ez − 1)n

n!
, (2.1)

où Bn,0 := φn les nombres de Bell classiques et 1F1

 a

c
; z

 la fonction hypergéométrique confluent

de Kummer.

Les trois premières fonctions génératrices exponentielles sont :

∑
n≥0

Bn,1
zn

n!
=

exp (ez − 1)− 1
ez − 1

, (2.2)

∑
n≥0

Bn,2
zn

n!
=

2 (exp (ez − 1)− ez)

(ez − 1)2 ,

∑
n≥0

Bn,3
zn

n!
=

3
(
2 exp (ez − 1)− e2z − 1

)
(ez − 1)3 .

2.1 Fonctions génératrices et formules explicites

Nous commençons par une formule explicite pour les nombres p-BellBn,p en fonction des nombres

de Stirling de deuxième espèce.

Théorème 2.1. Pour p ≥ 0, on a

Bn,p =
n∑

k=0

(
k + p

k

)−1{n
k

}
. (2.3)

Démonstration. A l’aide de la fonction génératrice des nombres de Stirling de deuxième espèce
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(1.20), on obtient

∑
n≥0

n∑
k=0

(
k + p

k

)−1{n
k

}
zn

n!
=
∑
k≥0

(
k + p

k

)−1∑
n≥k

{
n
k

}
zn

n!

=
∑
k≥0

p!k!
(k + p)!

(ez − 1)k

k!

=
∑
k≥0

(1)k

(p + 1)k

(ez − 1)k

k!

= 1F1

 1

p + 1
; ez − 1


=
∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
.

En comparant les coefficients de zn

n! , des deux côtés, on arrive au résultat (2.3).

En particulier, pour p = 1 on trouve

Bn,1 =
n∑

k=0

1
k + 1

{
n
k

}

=

1∫
0

φn (t) dt,

où φn (t) sont les polynômes de Bell, et on peut aussi écrire Bn,1 sous la forme suivante :

Théorème 2.2. Pour n ≥ 0, on a

Bn,1 =
n∑

k=0

(
n
k

)
φk+1Bn−k

k + 1
, (2.4)

où Bn est le n-ième nombre de Bernoulli [20], qui est défini par la fonction génératrice suivante :∑
n≥0

Bn
zn

n!
=

z
ez − 1

.

Démonstration. On peut écrire (2.2) comme

∑
n≥0

Bn,1
zn

n!
=

z
ez − 1

(
exp (ez − 1)− 1

z

)

=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n
k

)
φk+1Bn−k

k + 1

)
zn

n!
.

Les coefficients de zn

n! sont égaux, d’où le résultat.

Remarque 2.3. Notons que la formule (2.4) est un cas particulier de l’identité de Ramanujan [8,
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Exemple 4, p. 51].
x∫
0

φn (t) dt =
n+1∑
k=0

(
n + 1

k

)
φk (x) Bn+1−k

k + 1
.

Théorème 2.4. La fonction génératrice exponentielle double de Bn,p est donnée par :∑
p≥0

∑
n≥p

Bn,p
zn

n!
yp

p!
=

(ez − 1) exp (ez − 1)
ez − 1 − y

.

Démonstration. En utilisant l’expression (2.1), on obtient

∑
p≥0

∑
n≥p

Bn,p
zn

n!
yp

p!
=
∑
p≥0

∑
n≥0

(ez − 1)n

(n + p)!
yp

=
∑
n≥0

(ez − 1)n

n!

∑
p≥0

(
y

ez − 1

)p

=
(ez − 1) exp (ez − 1)

ez − 1 − y
.

Ce qui achève la démonstration.

Maintenant, on utilise la transformation de Stirling généralisée [37], on obtient le résultat suivant.

Théorème 2.5. Pour n, m ≥ 0, on a
m∑

k=0

s (m, k)Bn+k,p =
n∑

k=0

{
n + m
k + m

}
m

(
m + k + p

p

)−1

.

Dans la suite, nous donnons des formules de représentations intégrales pour fp (z) et Bn,p en

fonction des polynômes exponentiels.

Théorème 2.6. Pour p ≥ 1, on a

∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
= p

1∫
0

exp((ez − 1) t) (1 − t)p−1 dt. (2.5)

Corollaire 2.7. Pour p ≥ 1, on a

Bn,p = p

1∫
0

(1 − t)p−1 φn (t) dt. (2.6)
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Démonstration. On a

∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
= p

1∫
0

∑
n≥0

φn (t)
zn

n!
(1 − t)p−1 dt

=
∑
n≥0

p

1∫
0

φn (t) (1 − t)p−1 dt

 zn

n!
.

En comparant les coefficients de zn

n! , des deux côtés, on obtient le résultat (2.6).

La représentation intégrale (2.6) peut être prouvée en utilisant un résultat bien connu de Sury

[44] (
n
k

)−1

= (n + 1)

1∫
0

xk (1 − x)n−k dx

et d’après (2.3), on écrit

Bn,p =
n∑

k=0

(
k + p

k

)−1{n
k

}

=

1∫
0

(1 − x)p
n∑

k=0

(k + p + 1)
{

n
k

}
xkdx

=

1∫
0

(1 − x)p
(
(p + 1) φn (x) + x

d
dx

φn (x)
)

dx

= (p + 1)

1∫
0

(1 − x)p φn (x) dx +

1∫
0

(1 − x)p x
(

d
dx

φn (x)
)

dx

= p

1∫
0

(1 − x)p φn (x) dx + p

1∫
0

(1 − x)p−1 xφn (x) dx

= p

1∫
0

(1 − x)p−1 φn (x) dx.

Maintenant, en utilisant la formule de Dobinski pour les polynômes de Bell [17]

φn (x) = e−x
∑
k≥0

kn

k!
xk, (2.7)

on obtient, la formule de Dobinski pour les nombres p-Bell.
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Corollaire 2.8. Les nombres p-Bell Bn,p peuvent être aussi écrits comme

Bn,p =
∑
k≥0

(
p + k

k

)−1

1F1

 k + 1

p + k + 1
; −1

 kn

k!
. (2.8)

Démonstration. En appliquant les relations (2.6) et (2.7) , on obtient

Bn,p = p
∑
k≥0

kn

k!

1∫
0

e−t (1 − t)p−1 tkdt,

et (2.8) suit de (1.11).

Nous présentons ici une autre expression de la fonction génératrice de Bn,p impliquant la fonction

gamma incomplète inférieure. Rappelons que la fonction gamma incomplète inférieure γ (s, z) est

définie par :

γ (s, z) =

z∫
0

e−tts−1dt.

Théorème 2.9. Pour p ≥ 1, la fonction génératrice exponentielle des nombres p-Bell est donnée par∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
=

p (exp(ez − 1))
(ez − 1)p γ (p, ez − 1) .

Démonstration. Par un simple changement de variable t = 1 − y/(ez − 1) dans (2.5), on obtient le

résultat désiré.

Théorème 2.10. La fonction génératrice exponentielle pour les nombres p-Bell est donnée par

∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
=

p! (exp(ez − 1))
(ez − 1)p −

p∑
k=1

pk

(ez − 1)k . (2.9)

Démonstration. Après une intégration par parties, on peut réécrire (2.5) comme

fp (z) =
p

ez − 1
fp−1 (z)−

p
ez − 1

. (2.10)

Maintenant, en appliquant (2.10) par induction, nous obtenons le résultat souhaité.

Dans la suite, nous allons montrer une relation entre les nombres p-Bell et les nombres de Ber-

noulli généralisés. Rappelons que les polynômes de Bernoulli généralisés B(α)
n (x) sont définis par la

fonction génératrice exponentielle [10, 42] suivantes :

(
t

et − 1

)α

ext =
∞∑

n=0

B(α)
n (x)

tn

n!
(|t| < 2π; 1α := 1) (2.11)
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où α est un paramètre arbitraire. En particulier B(α)
n (0) := B(α)

n sont les nombres de Bernoulli généralisés

d’ordre α, et B(1)
n (x) sont les polynômes de Bernoulli classiques.

Corollaire 2.11. Pour n, p ≥ 0, on a

Bn,p =

n+p∑
k=0

(
n + p

k

)(
n + p

p

)−1

φn+p−kB(p)
k −

p∑
k=1

(
n + k

k

)−1(p
k

)
B(k)

n+k. (2.12)

Démonstration. La relation (2.9) nous permet d’écrire

∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
= p!
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n
k

)
φn−kB(p)

k

)
zn−p

n!
−
∑
n≥0

p∑
k=1

pkB(k)
n

zn−k

n!

=
∑
n≥0

(n+p∑
k=0

(
n + p

k

)(
n + p

p

)−1

φn+p−kB(p)
k

)
zn

n!

−
∑
n≥0

( p∑
k=1

(
n + k

k

)−1(p
k

)
B(k)

n+k

)
zn

n!
.

Comparant les coefficients de zn

n! , des deux cotés, on obtient le résultat (2.12).

Le lemme suivant sera utile pour la preuve du théorème suivant.

Lemme 2.12. Pour p ≥ 0, on a

1F1

 p + 1

p + 2
; 1 − ez

 = (−1)p (p + 1)
(

e−z d
dz

)p

1F1

 1

2
; 1 − ez


et

1F1

 1

2
; 1 − ez

 =

(
1 − exp (1 − ez)

ez − 1

)
.

Démonstration. Par induction sur p.

Théorème 2.13. Pour p ≥ 1, on a∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
= exp (ez − 1) (−1)p−1 p

(
e−z d

dz

)p−1 (1 − exp (1 − ez)

ez − 1

)
.

Démonstration. Par la transformation de Kummer [2], on peut écrire

1F1

 1

p + 1
; ez − 1

 = exp (ez − 1) 1F1

 p

p + 1
; 1 − ez

 .

Finalement, par le lemme ci-dessus on obtient le résultat.

Le résultat suivant, donne la représentation intégrale de type Cesàro [15] pour les nombres p-Bell.
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Théorème 2.14. Pour n ≥ 1, on a

Bn,p =
2n!p!

πe
Im
∫π

0

exp(
(
exp

(
eiθ)))

(exp (eiθ)− 1)p − e
p−1∑
l=0

(
exp

(
eiθ)− 1

)l−p

l!

 sin (nθ) dθ, (2.13)

où Im (z), la partie imaginaire de z.

Démonstration. En utilisant l’identité intégrale :{
n
k

}
=

2n!
π

Im
∫π

0

(
exp

(
eiθ)− 1

)k

k!
sin (nθ) dθ

et la formule (2.3), on obtient (2.13).

2.2 Relation de récurrence

Nous allons présenter dans cette section les différentes relations de récurrence pour les nombres

p-Bell Bn,p.

Théorème 2.15. Les nombres p-Bell satisfont la relation de récurrence suivante :

Bn+1,p = (n + 1)Bn,p −

n−2∑
k=0

(
n
k

)
(−1)n−k Bk+1,p −

p
p + 1

Bn,p+1 (2.14)

avec la suite initiale B0,p = 1.

Démonstration. On dérivons la formule (2.5) par rapport à z, nous obtenons :

e−z d
dz

fp (z) = p

1∫
0

t exp((ez − 1) t) (1 − t)p−1 dt

= −p

1∫
0

(1 − t − 1) exp((ez − 1) t) (1 − t)p−1 dt

= −p

1∫
0

exp((ez − 1) t) (1 − t)p dt + p

1∫
0

exp((ez − 1) t) (1 − t)p−1 dt

= −
p

p + 1
fp+1 (z) + fp (z) ,

d’où

e−z
∑
n≥0

Bn+1,p
zn

n!
= −

p
p + 1

∑
n≥0

Bn,p+1
zn

n!
+
∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
.

Après quelques manipulations algébriques, nous obtenons∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n
k

)
(−1)n−k Bk+1,p

)
zn

n!
= −

p
p + 1

∑
n≥0

Bn,p+1
zn

n!
+
∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
.
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Le résultat suit par la comparaisons des coefficients de zn

n! , sur les deux côtés.

La formule (2.14) donne les nombres p-Bell Bn,p pour 0 ≤ n ≤ 6 et 0 ≤ p ≤ 3

Sp =



1 1 1 1 · · · B0,p

1 1/2 1/3 1/4 · · · B1,p

2 5/6 1/2 7/20 · · · B2,p

5 7/4 14/15 3/5 · · · B3,p

15 68/15 13/6 179/140 · · · B4,p

52 167/12 127/21 185/56 · · · B5,p

203 2057/42 235/12 8389/840 · · · B6,p
...

...
...

...

Bn,0 Bn,1 Bn,2 Bn,3


Pour p = 0, la formule (2.14) devient

Corollaire 2.16. On a

φn+1 = (n + 1) φn +
n−1∑
k=1

(−1)n−k
(

n
k − 1

)
φk .

Le résultat suivant présente un autre type de récurrence pour les nombres p-Bell Bn,p. Le lemme

suivant sera très utile pour la preuve du Théorème 2.18.

Lemme 2.17. On a

1F1

 1

p + 1
; z

 =

(
1 +

z
p + 1

)
1F1

 1

p + 2
; z

−
z

p + 2 1F1

 1

p + 3
; z

 . (2.15)

Démonstration. Le résultat découle directement de la formule (1.5).

Théorème 2.18. Les nombres p-Bell satisfont à la relation de récurrence suivante :

Bn+1,p+1 = Bn+1,p −
n + 1
p + 1

Bn,p+1 +
n + 1
p + 2

Bn,p+2

avec la suite initiale B0,p = 1 et la suite finale Bn,0 = φn .

Démonstration. Par (2.15) avec z := ez − 1, on a

fp (z) =
(

1 +
z

p + 1

)
fp+1 (z)−

z
p + 2

fp+2 (z)∑
n≥0

Bn,p
zn

n!
=
∑
n≥0

(
Bn,p+1 +

1
p + 1

nBn−1,p+1 −
1

p + 2
nBn−1,p+2

)
zn

n!
.

En comparant les coefficients de zn

n! , des deux membres, et en utilisant (2.14), on obtient le résultat

désiré.

28



Dans la suite, on propose un simple algorithme, basé sur une relation de récurrence à trois termes,

pour calculer les nombres p-Bell.

Nous considérons la suite suivante Zn,m (p) avec deux indices par

Zn,m (p) =
(

m + p
p

) m∑
k=0

s (m, k)Bn+k,p. (2.16)

Du théorème 2.5, on peut écrire

Zn,m (p) =
(

m + p
p

) n∑
k=0

{
n + m
k + m

}
m

(
m + k + p

p

)−1

,

avec

Z0,m (p) = 1 et Zn,0 (p) = Bn,p.

Théorème 2.19. Zn,m (p) satisfait la relation de récurrence à trois termes suivante :

Zn+1,m (p) =
m + 1

m + p + 1
Zn,m+1 (p) + mZn,m (p) , (2.17)

avec la suite initiale donnée par Z0,m (p) = 1.

Démonstration. De (1.15) et (2.16), on a

Zn,m+1 (p) =
(

m + p + 1
p

)m+1∑
k=0

s (m + 1, k)Bn+k,p

=

(
m + p + 1

p

)m+1∑
k=0

((s (m, k − 1)− ms (m, k)))Bn+k,p

=

(
m + p + 1

p

) m∑
k=0

s (m, k)Bn+k+1,p −

(
m + p + 1

p

)
m

m∑
k=0

s (m, k)Bn+k,p

=
m + p + 1

m + 1
Zn+1,m (p)− m

m + p + 1
m + 1

Zn,m (p) ,

ce qui est évidemment équivalent à (2.17).

Remarque 2.20. Notons que pour p = 0, la relation de récurrence (2.17) se réduit à une formule

connu dans l’article de Rahmani [37].

3 Les nombres Poly-Bell

La formule de Cauchy pour l’intégration répétée [35] est donnée par :

D−n f (x) =
1

(n − 1)!

x∫
0

(x − t)n−1 f (t) dt, (2.18)
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où D−n est l’intégrale n-fois et f une fonction continue sur la droite réelle. Comparant la formule

(2.18) à la formule (2.6) on obtient :

Théorème 2.21. Pour p ≥ 1, on a

Bn,p = p!D−p φn (x)|x=1

= p!

1∫
0

dxp

xp∫
0

dxp−1 · · ·
x2∫
0

φn (x1) dx1. (2.19)

L’expression (2.19) des intégrale itérée, motive la définition des nombres poly-Bell. Définissons

les nombres poly-Bell B
(p)
n comme suit :

B
(p)
n =

Bn,p

p!
.

La fonction génératrice de poly-Bell B
(p)
n est donnée par :∑

n≥0

B
(p)
n

zn

n!
=
∑
n≥0

(ez − 1)n

Γ (n + p + 1)

et peut être étendu à p négatif

∑
n≥0

B
(−p)
n

zn

n!
=
∑
n≥p

(ez − 1)n

Γ (n − p + 1)
. (2.20)

Une formule explicite des nombres poly-Bell avec un indice supérieur négatif p, peut être obtenu

par une utilisation directe de (2.20).

Théorème 2.22. Les nombres poly-Bell B
(−p)
n sont positifs et on a

B
(−p)
n =

n∑
k=p

k!
(k − p)!

{
n
k

}
. (2.21)

Corollaire 2.23. Pour p ≥ 0, on a

B
(−p)
n =

dp

dxp φn (x)|x=1

= p!
n∑

j=p

(
n
j

){
j
p

}
φn−j.

Démonstration. De (1.30), on a

dp

dxp φn (x) =
n∑

k=0

{
n
k

}
dp

dxp xk

= p!
n∑

k=p

(
k
p

){
n
k

}
xk−p
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ce qui réduit à B
(−p)
n en prenant x = 1. D’autre part, de (1.31), on a

∑
n≥0

dp

dxp φn (x)
zn

n!
=

dp

dxp exp (x (ez − 1))

= (ez − 1)p exp (x (ez − 1))

= p!
∑
n≥p

{
n
p

}
zp

p!

∑
n≥0

φn (x)
zn

n!

= p!
∑
n≥0

 n∑
j=0

(
n
j

){
j
p

}
φn−j (x)

 zn

n!
.

En comparant les coefficients de zn

n! et en prenant x = 1, on obtient le résultat.

Une question naturelle qui se pose est la suivante : les nombres poly-Bernoulli B(p)
n ont la pro-

priété de la dualité [3, 24]

B
(−p)
n = B

(−n)
p .

Qu’en est-il des nombres poly-Bell ?

Théorème 2.24. La fonction génératrice double de B
(−p)
n est donnée par∑

p≥0

∑
n≥p

B
(−p)
n

zn

n!
yp

p!
= exp ((y + 1) (ez − 1)) .

Par le théorème ci-dessus, nous pouvons répondre négativement à la question précédente, la

propriété de la dualité n’est pas valable pour les nombres poly-Bell.

Démonstration. La fonction génératrice de B
(−p)
n peut être obtenue en utilisant (2.20) et (1.20)

∑
p≥0

∑
n≥p

B
(−p)
n

zn

n!
yp

p!
=
∑
p≥0

∑
n≥p

(ez − 1)n

(n − p)!
yp

p!

=
∑
p≥0

(y (ez − 1))p 1
p!

∑
i≥0

(ez − 1)i

i!

= exp ((y + 1) (ez − 1)) .

En conséquence du théorème 2.24, nous obtenons la fonction génératrice des nombres poly-Bell

B
(−p)
n dans l’indice supérieur p est négatif.

Corollaire 2.25. On a ∑
p≥0

B
(−p)
n

yp

p!
= φn (1 + y) .
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Démonstration. Le résultat découle immédiatement de

exp ((y + 1) (ez − 1)) =
∑
n≥0

φn (1 + y)
zn

n!
.

Les premières valeurs de B
(p)
n (−4 ≤ p ≤ −1, 0 ≤ n ≤ 9) sont données dans la table suivante :

p\n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
−1 0 1 3 10 37 151 674 3263 17007 94828
−2 0 0 2 12 62 320 1712 9604 56674 351792
−3 0 0 0 6 60 450 3120 21336 147756 1048830
−4 0 0 0 0 24 360 3720 33600 287784 2424744

TABLE 2.1 – Quelques valeurs des nombres poly-Bell.

4 Les polynômes p-Bell

On considère les polynômes p-Bell Bn,p (x) sont définis par la fonction génératrice suivante

Fp (x) :=
∑
n≥0

Bn,p (x)
zn

n!
= 1F1

 1

p + 1
; ez − 1

 exz. (2.22)

Maintenant, en utilisant (2.22) nous pouvons obtenir la formule explicite pour les polynômes p-

Bell.

Bn,p (x) =
n∑

k=0

(
n
k

)
Bk,pxn−k, (2.23)

pour tout entier p, on définit aussi la classe suivante d’un polynôme B
(p)
n (x) , que nous appelons

polynômes Poly-Bell, par

B
(p)
n (x) =

Bn,p(x)
p!

.

Les premières expressions des polynômes p-Bell sont :

B0,p (x) = 1,

B1,p (x) = x +
1

p + 1
,

B2,p (x) = x2 +
2x

p + 1
+

p + 4
(p + 1) (p + 2)

,

B3,p (x) = x3 +
3x2

p + 1
+

3 (p + 4) x
(p + 1) (p + 2)

+
p2 + 11p + 30

(p + 1) (p + 2) (p + 3)
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et

B4,p (x) = x4 +
4x3

p + 1
+

6 (p + 4) x2

(p + 1) (p + 2)
+

4
(

p2 + 11p + 30
)

x
(p + 1) (p + 2) (p + 3)

+
p3 + 23p2 + 160p + 360

(p + 1) (p + 2) (p + 3) (p + 4)
.

Nous présentons ici une autre expression de la formule explicite de Bn,p (x) en fonction des

nombres de Stirling à poids Sk
n (x) de deuxième espèce [14]. Rappelons que Sk

n (x) sont définis par :

Sk
n (x) =

1
k!

∆kxn

=
n∑

i=0

(
n
i

){
i
k

}
xn−i, (2.24)

où ∆ est l’opérateur de différence directe. Ces nombres sont liés respectivement aux nombres r-

Stirling de deuxième espèce
{n

k

}
r et aux nombres r -Whitney Wm,r (n, k) de deuxième espèce [38]

par :

Sk
n (r) =

{
n + r
k + r

}
r

et Sk
n

( r
m

)
=

1
mn−k Wm,r (n, k) .

Rappelons que, pour tout entier positif m, les nombres r -Whitney de deuxième espèce

Wm,r(n, p) = mn−pS p
n

( r
m

)
,

sont les coefficients dans l’expression suivante [31, 38] :

(mx + r)n =
n∑

p=0

mkWm,r(n, p) (x)p

et sont donnés par la fonction génératrice suivante :∞∑
n=p

Wm,r(n, p)
zn

n!
=

1
mp p!

erz (emz − 1)p .

Clairement, on a

W1,0(n, p) =
{

n
p

}
et W1,r(n, p) =

{
n + r
p + r

}
r
.

Théorème 2.26. Pour p ≥ 0, on a

Bn,p (x) =
n∑

k=0

(
k + p

k

)−1

Sk
n (x) . (2.25)

Démonstration. De la formule (2.25) et la fonction génératrice de Sk
n (x)

1
k!

exz (ez − 1)k =
∑
n≥k

Sk
n (x)

zn

n!
, (2.26)
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on a

∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
k + p

k

)−1

Sk
n (x)

)
zn

n!
=

∞∑
k=0

(
k + p

k

)−1∑
n≥0

Sk
n (x)

zn

n!

=
∞∑

k=0

(
k + p

k

)−1 1
k!

exz (ez − 1)k

= exz
∞∑

k=0

p!
(k + p)!

(ez − 1)k

= exz
∑
n≥0

Bn,p
zn

n!

=
∑
n≥0

Bn,p (x)
zn

n!
.

En particulier, on a

Bn,p (r) =
n∑

k=0

(
k + p

k

)−1{n + r
k + r

}
r

et

Bn,p

( r
m

)
=

n∑
k=0

1
mn−k

(
k + p

k

)−1

Wm,r (n, k) .

On veut maintenant généraliser le théorème 2.19 au cas des polynômes. Considérons les po-

lynômes Zn,m (z; p) définis par

Zn,m (x; p) =
n∑

k=0

(
n
k

)
Zk,m (p) xn−k (2.27)

avec Z0,m (x; p) = 1 et Zn,0 (x; p) = Bn,p (x) .

Théorème 2.27. Les polynômes Zn,m (x; p) satisfont la relation de récurrence à trois termes suivante :

Zn+1,m (x; p) =
m + 1

m + p + 1
Zn,m+1 (x; p) + (m + x)Zn,m (x; p) (2.28)

avec la suite initiale donnée par

Z0,m (x; p) = 1.

34



Démonstration. De (2.27) et (2.17), on a

x
d

dx
Zn,m (x; p) = nZn,m (x; p)−

n (m + 1)
m + p + 1

n−1∑
k=0

(
n − 1

k

)
Zk,m+1 (p) xn−k−1

− nm
n−1∑
k=0

(
n − 1

k

)
Zk,m (p) xn−k−1.

Ainsi

xZn−1,m (x; p) = Zn,m (x; p)−
m + 1

m + p + 1
Zn−1,m+1 (x; p)− mZn−1,m (x; p) ,

ce qui équivalent à (2.28).

Le théorème suivant établit la représentation intégrale pour les polynôme p-Bell.

De la définition (2.22) et la formule(2.5), on a

Fp (x) = p

1∫
0

(1 − t)p−1 exp(xz + t (ez − 1))dt.

Comme

exp(xz + t (ez − 1)) =
∑
n≥0

Gn,x (t)
zn

n!

=
∑
n≥0

(
n∑

k=0

(
n
k

)
φk (t) xn−k

)
zn

n!
,

on obtient le théorème suivant.

Théorème 2.28. Les polynômes p-Bell Bn,p (x) satisfont la représentation intégrale suivante

Bn,p (x) = p

1∫
0

(1 − t)p−1 Gn,x (t) dt. (2.29)

Les polynômes Gn,x (t) sont un cas particulier des polynômes plus généraux considérés par Cor-

cino et al. dans [18]. Maintenant, en utilisant les propriétés de Gn,x (t) , on obtient les corollaires

suivants.

Corollaire 2.29 (Formule de Dobinski). Pour p ≥ 1, on a

Bn,p (x) = p
∑
k≥0

(x + k)n

k! 1F1

 k + 1

p + k + 1
; −1

 .
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Démonstration. De [18, Formule (1.18)], on obtient

Bn,p (x) = p

1∫
0

(1 − t)p−1

e−t
∑
k≥0

tk

k!
(x + k)n

 dt.

= p
∑
k≥0

(x + k)n

k!

1∫
0

e−ttk (1 − t)p−1 dt.

= p
∑
k≥0

(x + k)n

k! 1F1

 k + 1

p + k + 1
; −1

 .

Corollaire 2.30 (Relations de récurrence). Pour p ≥ 0, on a

Bn+1,p (x) = xBn,p (x)−
n∑

k=0

(
n
k

)(
p

p + 1
Bk,p+1 (x)− Bk,p (x)

)
. (2.30)

Démonstration. De [18, formule (2.9)], on obtient

Bn+1,p (x) = p

1∫
0

(1 − t)p−1

(
xGn,x (t) +

n∑
k=0

t
(

n
k

)
Gn−k,x (t)

)
dt

= xp

1∫
0

(1 − t)p−1 Gn,x (t) dt

− p
n∑

k=0

(
n
k

) 1∫
0

((1 − t)− 1) (1 − t)p−1 Gn−k,x (t) dt.

Après quelques manipulations, on obtient (2.30).

5 Représentation probabiliste

Cette section a pour but de présenter une interprétation probabiliste de la suite Bn,p (x). Pour

cela, nous nous considérons une variable aléatoire Z qui suit la loi de Poisson de paramètre λ > 0.

On suppose en outre que λ est une variable aléatoire suit une loi bêta : λ ; beta(1, p). La fonction

de densité de probabilité, pour 0 ≤ t ≤ 1, et du paramètre p > 0 est définie comme suit :

fλ(t) =
1

β(1, p)
(1 − t)p−1

= p(1 − t)p−1,
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car

β(1, p) =
1
p

,

où β est la fonction bêta. Alors, la distribution résultante est un cas particulier de la distribution

beta-Poisson [21, 28].

La fonction de masse de probabilité de Z est donnée par

fZ(k) =
∫

R

f(Z,λ)(k, t)dt

=

∫
R

fZ/λ(k/t) fλ(t)dt

=

∫ 1

0
p(1 − t)p−1 tke−t

k!
dt

=
1

ek!
Γ(1 + p)Γ(p + k)
Γ(1 + p + k)Γ(p) 1F1

 1

p + k + 1
; 1

 ,

ainsi, la fonction de masse de probabilité d’une distribution de Poisson pondérée. La fonction génératrice

de moments de la distribution beta-Poisson est donnée par :

M(t) = E
[
etZ
]
= 1F1

 p

p + 1
; et − 1

 ,

où E est l’espérance mathématique.

Il est bien connu que les moments d’ordre supérieur E [Zn] de la distribution de Poisson sont

φn(t). Dans le paragraphe suivant, nous montrons que Bn,p(x) peut être vu comme le nième moment

d’une variable aléatoire x + Z où Z suit la loi beta-Poisson.

Théorème 2.31. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi beta-Poisson, on a

Bn,p(x) = E [(x + Z)n] .

Démonstration. De (2.29) et [18, p. 13, formule (4, 17)], on a

Bn,p(x) = p
∫ 1

0
(1 − t)p−1E [(x + Z)n/λ = t] dt,

d’autre part, on a

E [(x + Z)n] = E[E((x + Z)n/λ = t)],

par comparaison on obtient le résultat.
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3
Sur les polynômes s-Lah

Notre but dans ce chapitre est de généraliser la transformation de Lah (1.26). L’idée est de construire

une matrice infinie M = (an,m)n,m≥0 dans laquelle la première ligne αm = a0,m de la matrice est la

suite initiale et la première colonne βm = an,0 est la suite finale. Ce qui revient à étudier la relation de

récurrence à trois termes :

an+1,m(x) = (n + m)an,m(x) + xan,m+1(x), (3.1)

avec x un nombre complexe différent de zéro. Par la suite, nous définissons une nouvelle classe de

polynômes, appelés les polynômes s-Lah. Et nous établissons une relation avec les polynômes de

Laguerre associés. En conséquence, nous prouvons que la suite
(

n!
k! (

n+s−1
k+s−1)

)
k

est unimodale [45].

1 Transformation de Lah généralisée

Théorème 3.1. Etant donné une suite initiale αm = a0,m(x), nous définissons la matriceM associée à

la suite initale par (3.1), alors

1. Les composantes de la matriceM sont données par :

an,m (x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n + m − 1
k + m − 1

)
xkαm+k. (3.2)
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2. Soit

As (z) =
∑
k≥0

αk+s
zk

k!

la fonction génératrice exponentielle de la suite initiale αm+s. Alors la fonction génératrice

exponentielle de la suite (an,s(x))n≥0, la s-ième colonne de la matriceM, est donnée par

Bs (z; x) =
∑
n≥0

an,s (x)
zn

n!
(3.3)

=
1

(1 − z)s As

(
xz

1 − z

)
. (3.4)

Démonstration.

1. La preuve se fait par récurrence sur n. Si n = 0, le résultat est vrai. Maintenant nous supposons

que (3.2) est vrai pour n et nous démontrons qu’elle est vrai pour n + 1. De (3.1), on a

an+1,m(x) =(n + m)an,m(x) + xan,m+1(x)

=(n + m)
n∑

k=0

n!
k!

(
n + m − 1
k + m − 1

)
xkαm+k +

n∑
k=0

n!
k!

(
n + m
k + m

)
xk+1αm+k+1

=(n + m)n!
(

n + m − 1
m − 1

)
αm + (n + m)

n∑
k=1

n!
k!

(
n + m − 1
k + m − 1

)
xkαm+k

+
n−1∑
k=0

n!
k!

(
n + m
k + m

)
xk+1αm+k+1 + xn+1αm+n+1

=(n + m)n!
(

n + m − 1
m − 1

)
αm + (n + m)

n−1∑
k=0

n!
(k + 1)!

(
n + m − 1

k + m

)
xk+1αm+k+1

+
n−1∑
k=0

n!
k!

(
n + m
k + m

)
xk+1αm+k+1 + xn+1αm+n+1

=(n + m)n!
(

n + m − 1
m − 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n−1∑
k=0

[
n!
k!

(
n + m
k + m

)
+ (n + m)

n!
(k + 1)!

(
n + m − 1

k + m

)]
xk+1αm+k+1
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Après quelques réarrangements, on obtient

an+1,m(x) = (n + 1)!
(

n + m
m − 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n−1∑
k=0

(n + 1)!
(k + 1)!

(
n + m
k + m

)
xk+1αm+k+1

= (n + 1)!
(

n + m
m − 1

)
αm + xn+1αm+n+1

+
n∑

k=1

(n + 1)!
k!

(
n + m

k + m − 1

)
xkαm+k

=
n+1∑
k=0

(n + 1)!
k!

(
n + m

k + m − 1

)
xkαm+k

2. En utilisant (3.2), on obtient

Bs (z; x) =
∑
n≥0

(
n∑

k=0

n!
k!

(
n + s − 1
k + s − 1

)
xkαk+s

)
zn

n!

=
∑
k≥0

1
k!

xkαk+s
∑
n≥0

(
n + s − 1
k + s − 1

)
zn.

Comme ∑
n≥0

(
n + s − 1
k + s − 1

)
zn =

zk

(1 − z)k+s ,

on trouve

Bs (z; x) =
1

(1 − z)s

∑
k≥0

1
k!

αk+s

(
xz

1 − z

)k

(3.5)

=
1

(1 − z)s As

(
xz

1 − z

)
. (3.6)

Ce qui achève la démonstration.

Théorème 3.2. Etant donnée une suite finale βm = an,0(x), nous définissons la matriceM associée à

la suite finale par :

an,m+1 (x) =
1
x
(an+1,m (x)− (n + m) an,m (x)) . (3.7)

Alors

1. Les composantes de la matriceM sont données par

an,m (x) =
1

xm

m∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)
βn+k . (3.8)
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2. Soit

Bs (z) =
∑
k≥0

βk+s
zk

k!

la fonction génératrice exponentielle de la suite finale βn+s. Alors la fonction génératrice ex-

ponentielle de la suite (as,m (x))m≥0, la s-ième ligne de la matriceM, est donnée par

As (z; x) =
∑
m≥0

as,m (x)
zm

m!
=

xs

(x + z)sBs

(
z

x + z

)
. (3.9)

Démonstration.

1. Par réccurence sur m. Le résultat est vrai pour m = 0. En utilisant (3.7), on trouve

an,m+1(x) =
1
x
(an+1,m(x)− (n + m)an,m(x))

=
1

xm+1

m∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + n
k + n

)
βn+k+1

−(n + m)
1

xm+1

m∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)
βn+k

=
1

xm+1

m−1∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + n
k + n

)
βn+k+1 +

1
xm+1 βn+m+1

−(n + m)
1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)
βn+k

−(n + m)
1

xm+1 (−1)m m!
(

m + n − 1
n − 1

)
βn

=
1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k−1 m!
(k − 1)!

(
m + n

k + n − 1

)
βn+k +

1
xm+1 βn+m+1

−(n + m)
1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)
βn+k

−(n + m)
1

xm+1 (−1)m m!
(

m + n − 1
n − 1

)
βn

=
1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1
[

m!
(k − 1)!

(
m + n

k + n − 1

)
+ (n + m)

m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)]
βn+k

+(n + m)
1

xm+1 (−1)m+1 m!
(

m + n − 1
n − 1

)
βn +

1
xm+1 βn+m+1

Après quelques réarrangements, on obtient
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an,m+1(x) =
1

xm+1

m∑
k=1

(−1)m+k+1 (m + 1)!
k!

(
m + n

k + n − 1

)
βn+k

+
1

xm+1 (−1)m+1 (m + 1)!
(

m + n
n − 1

)
βn +

1
xm+1 βn+m+1

=
1

xm+1

m+1∑
k=0

(−1)m+k+1 (m + 1)!
k!

(
m + n

k + n − 1

)
βn+k

2. D’après (3.8), on a

As (z; x) =
∑
m≥0

(
1

xm

m∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + s − 1
k + s − 1

)
βs+k

)
zm

m!

=
∑
k≥0

(−1)k 1
k!

βs+k

∑
m≥0

(−1)m
(

m + s − 1
k + s − 1

)( z
x

)m

=
xs

(x + z)s

∑
k≥0

(−1)k 1
k!

βs+k (−1)k
(

z
x + z

)k

=
xs

(x + z)s

∑
k≥0

1
k!

βs+k

(
z

x + z

)k

=
xs

(x + z)sBs

(
z

x + z

)
.

Ce qui achève la démonstration.

De Théorème 3.1 et Théorème 3.2 on obtien le Corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Pour n, m ≥ 0, on a

n∑
k=0

n!
k!

(
n + m − 1
k + m − 1

)
xkαk+m =

m∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)
x−mβn+k. (3.10)

L’identité (3.10) est appelée la transformation de Lah généralisée est se réduit à la transformation

de Lah de la suite αn pour m = 0 et x = 1 et à la transformation inverse de Lah de la suite βm pour

n = 0 et x = 1.
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2 Sur les polynômes s-Lah

En prenant la suite initiale a0,m = 1 dans (3.1), on construit la matrice suivante :

M =



1 1 1 1 · · ·
x 1 + x 2 + x 3 + x · · ·

x2 + 2x x2 + 4x + 2 x2 + 6x + 6
...

x3 + 6x2 + 6x x3 + 9x2 + 18x + 6
...

x4 + 12x3 + 36x2 + 24x
...

...


Comme As(z) = ez, la relation (3.3) donne la fonction génératrice exponentielle de la suite finale :

Bs (z; x) =
1

(1 − z)s exp
(

xz
1 − z

)
. (3.11)

En particulier, pour s = 0, on a

B0 (z; x) = exp
(

xz
1 − z

)
=
∑
n≥0

Ln (x)
zn

n!
,

où Ln (x) sont les polynômes de Lah.

Le Corollaire 3.3 nous donne l’identité suivante :
n∑

k=0

n!
k!

(
n + m − 1
k + m − 1

)
xk = x−m

m∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)
Ln+k (x) .

On prend n = 0, on obtient

xm =
m∑

k=0

(−1)m−k
⌊

m
k

⌋
Lk (x) .

Définition 3.4. Nous définissons les polynômes s-Lah, notée Ln,s (x) par :

Ln,s (x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n + s − 1
k + s − 1

)
xk

= x−s
s∑

k=0

(−1)s+k s!
k!

(
s + n − 1

s − k

)
Ln+k (x) .

Maintenant, nous discutons les deux cas où le nombre s dans la fonction génératrice exponentielle

(3.11) est pair où impaire.

Pour s = 2r dans (3.11) et on pose Yn,r (x) = an,2r (x), alors

B2r (z; x) =
∑
n≥0

Yn,r (x)
zn

n!
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avec

Yn,r (x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n + 2r − 1
k + 2r − 1

)
xk. (3.12)

= x−2r
2r∑

k=0

(−1)k (2r)!
k!

(
n + 2r − 1
k + n − 1

)
Ln+k (x) . (3.13)

De Théorème 3.7 dans [34] nous reconnaissons que⌊
n
k

⌋
r
=

n!
k!

(
n + 2r − 1
k + 2r − 1

)
,

est la formule explicite des nombres r-Lah (de première espèce).

Maintenant, pour s = 2r + 1 dans (3.11), on pose Zn,r (x) = an,2r+1 (x), alors

B2r+1 (z; x) =
∑
n≥0

Zn,r (x)
zn

n!

avec

Zn,r (x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n + 2r
k + 2r

)
xk (3.14)

= x−2r−1
2r+1∑
k=0

(−1)k−1 (2r + 1)!
k!

(
2r + n

k + n − 1

)
Ln+k (x) . (3.15)

De même manière que les nombres r-Lah de première espèce, nous définissons les nombres r-Lah

de deuxième espèce
⌈

n
k

⌉
r

par la formule explicite suivante :

⌈
n
k

⌉
r
=

n!
k!

(
n + 2r
k + 2r

)
pour n ≥ k ≥ 0 et r ≥ 0. (3.16)

Les résultats suivants sont déduits de (3.16).

Théorème 3.5. 1. Les nombres r-Lah de deuxième espèce satisfont la relation de récurrence sui-

vante : ⌈
n + 1

k

⌉
r
=

⌈
n

k − 1

⌉
r
+ (n + k + 2r + 1)

⌈
n
k

⌉
r
.

2. On a

(x + 2r + 1)n =
n∑

k=0

⌈
n
k

⌉
r
xk et (x − 2r − 1)n =

n∑
k=0

(−1)n−k
⌈

n
k

⌉
r
xk.

3. La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Lah de deuxième espèce est

donnée par ∑
n ≥k

⌈
n
k

⌉
r

zn

n!
=

1
k!

zk

(1 − z)k+2r+1 .

Théorème 3.6. Les polynômes Ln,s (x) satisfont la relation de récurrence suivante :

Ln+1,s (x) = sLn,s+1 (x) + xLn,s+2 (x) .
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Démonstration. On a
d
dz

Bs (z; x) = sBs+1 (x, z) + xBs+2 (x, z) .

Ainsi ∑
n≥0

Ln+1,s (x)
zn

n!
= s
∑
n≥0

Ln,s+1 (x)
zn

n!
+ x
∑
n≥0

Ln,s+2 (x)
zn

n!
.

En comparant les coefficients de zn

n! , on obtient le résultat.

En particulier, on a

Yn+1,r (x) = 2rZn,r (x) + xYn,r+1 (x)

et

Zn+1,r (x) = (2r + 1)Yn,r+1 (x) + xZn,r+1 (x) .

Le résultat suivant donne une formule explicite des polynômes s-Lah en terme de la fonction

hypergéométrique confluente de Kummer.

Théorème 3.7. On a

Ln,s (x) =
(n + s − 1)!
(s − 1)! 1F1

 −n

s
; −x

 ,

où 1F1

 a

b
; z

 est la fonction hypergéométrique confluente de paramètres complexes a, b et d’une

variable complexe z.

Démonstration. On a

Ln,s (x) =
n∑

k=0

n!
k!

(
n + s − 1
k + s − 1

)
xk

=
n∑

k=0

n!
k!

(n + s − 1)!
(k + s − 1)!(n − k)!

xk,

d’autre part on a (k + s − 1)! = sk(s − 1)! et (n − k)! = n!
(−1)k(−n)k , alors

Ln,s (x) =
(n + s − 1)!
(s − 1)!

n∑
k=0

(−n)k

skk!
(−x)k

=
(n + s − 1)!
(s − 1)! 1F1

 −n

s
; −x

 .

Maintenant, on peut écrire les polynômes s− Lah sous la forme suivante :
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Théorème 3.8. On a

Ln,s (x) = n!L(s−1)
n (−x) (3.17)

=
(−1)n

exxs−1
dn

dxn

(
exxn+s−1

)
.

En utilisant les propriétés des polynômes de Laguerre associés [2], nous pouvons obtenir plus de

propriétés des polynômes s−Lah. Par exemple, nous avons
d

dx
Ln,s (x) = nLn−1,s+1 (x) .

En effet,

d
dx

Ln,s (x) = n!
d

dx
L

(s−1)
n (−x) (3.18)

= n!L(s)
n−1 (−x) (3.19)

=
n!

(n − 1)!
Ln−1,s+1 (x) (3.20)

= nLn−1,s+1 (x) .

Remarque 3.9. Pour s = 0, le Théorème 3.8, est réduit au résultat connu récemment par Boyadzhiev

dans [11].

Puisque les racines des polynômes de Laguerre associés L
(m)
n (x) sont positives, on peut prouver

le résultat suivant :

Théorème 3.10. Les polynômes Ln,s (x) ne possède que des racines réelles négatives.

Corollaire 3.11. La suite
(

n!
k!

(
n + s − 1
k + s − 1

))
k

est strictement log-concave, donc est unimodale.

Démonstration. D’après le Théorème 3.10 et l’inégalité de Newton, la suite
(

n!
k!

(
n + s − 1
k + s − 1

))
k

est

strictement log-concave et d’après la Proposition 1.8 elle est unimodale.

Remarque 3.12. Le cas particulier où s = 2r, se réduit immédiatement à un résultat connu donné par

Mihoubi et Reggane [33, Proposition 3].

Application

Une application du Théorème 3.8, Barry prouve que pour m ≥ 1,

det Mm = (m − 1)!L(1)
m−1(1),
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où det Mm est le déterminant de la matrice M =
(
mi,j
)

1≤i,j≤n avec mi,i = i, mi,j = 1 si i > j, mi,j = j− i

si j > i

Mm =



1 1 2 3 · · · n − 1

1 2 1 2
. . .

...
... 1 3 1

. . .
... 1 4 1

... 1 5 1 2

1
...

. . . . . . 1

1 1 · · · 1 n


m×m

avec ∑
m≥0

det Mm+1
zm

m!
=

1

(1 − z)2 exp
(

z
z − 1

)
.

Maintenant, à partir de la relation (3.8), on obtient la formule explicite suivante, pour la suite

A066668 dans [41]

det Mn = (n − 1)!L(1)
n−1(1)

= Ln−1,2 (−1)

=
n−1∑
k=0

(n − 1)!
k!

(
n

k + 1

)
(−1)k

=
n∑

i=1

(n − 1)!
(i − 1)!

(
n
i

)
(−1)i+1

=
n∑

i=1

(−1)i+1
⌊

n
i

⌋
pour n ≥ 1.

On peut aussi monter le résultat précédent par les fonctions génératrice. Si nous commençons par

la suite finale an,0 = 1, on obtient :

B0 (z) = ez

A0 (z; x) =
x0

(x + z)0B0

(
z

x + z

)
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Pour x = −1, alors

A0 (z; x) = exp
(

z
z − 1

)
−

d
dz
A0 (z; x) =

1

(1 − z)2 exp
(

z
z − 1

)
−

d
dz
A0 (z; x) =

∑
m≥0

det Mm+1
zm

m!

−
∑
m≥0

a0,m+1
zm

m!
=
∑
m≥0

det Mm+1
zm

m!

d’où

det Mm+1 = −a0,m+1

De Corollaire 3.3, pour m ≥ 1, on a

−

n∑
k=0

n!
k!

(
n + m − 1
k + m − 1

)
(−1)k+m det Mm+k =

m∑
k=0

(−1)m+k m!
k!

(
m + n − 1
k + n − 1

)
. (3.21)

En particulier pour n = 0, on obtient pour m ≥ 1 le théorème suivant :

Théorème 3.13.

det Mm =
m∑

k=1

(−1)k+1 m!
k!

(
m − 1
k − 1

)

=
m∑

k=1

(−1)k+1
⌊

m
k

⌋
.

Si m = 0, on a

1 +
n∑

k=1

(−1)k n!
k!

(
n − 1
k − 1

)
det Mk = 0.
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4
Une formule de récurrence à trois termes pour les

polynômes de Bernoulli généralisés

1 Introduction

Les polynômes de Bernoulli d’ordre α ∈ C, sont définis par la fonction génératrice suivante :(
z

ez − 1

)α

exz =
∑
n≥0

B(α)
n (x)

zn

n!
.

Pour x = 0, B(α)
n (0) := B(α)

n sont appelés les nombres de Bernoulli d’ordre α.

Clairement, on a

B(α)
n (x) =

n∑
i=0

(
n
i

)
B(α)

i xn−i. (4.1)

Boutiche et al. [10] ont prouvé que la formule explicite pour B(α)
n (x) : est la suivante :

B(α)
n (x) =

n∑
m=0

(−1)m
(

n + m
m

)−1(n + α

n − m

)(
α + m − 1

m

)
Sm

n+m (x) , (4.2)

où S k
n (x) sont les nombres de Stirling à poids de deuxième espèce ,

Les polynômes de Bernoulli classiques Bn (x) sont donnés par :

Bn (x) := B(1)
n (x)
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et peut être calculé [39] en construisant une matrice infinie
(

Bn,p (x)
)

n,p≥0 dont la première ligne de

la matrice B0,p (x) = 1, et chaque composante Bn,p (x) est donnée récursivement par

Bn+1,p (x) = (x + p) Bn,p (x)−
(p + 1)2

p + 2
Bn,p+1 (x) . (4.3)

La première colonne de la matrice Bn,0 (x) = Bn (x) sont les polynômes de Bernoulli.

1 1 1 1 1 · · ·
x − 1

2 x − 1
3 x − 1

4 x − 1
5 · · ·

x2 − x + 1
6 x2 − 2

3 x x2 − 1
2 x − 1

20
...

x3 − 3
2 x2 + x

2 x3 − x2 + 1
15

...

x4 − 2x3 + x2 − 1
30

...
...


Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la formule de récurrence à trois termes pour les po-

lynômes de Bernoulli généralisés d’ordre k ≥ 1. Pour cela, nous rappelons quelques définitions et

quelques résultats sur les polynômes de Daehee d’ordre supérieur et nous présenterons des for-

mules explicites pour ces polynômes. Ensuite, nous introduisons une suite à deux indices qui nous

permettera de calculer les nombres de Bernoulli généralisés d’ordre k.

2 Les polynômes de Daehee d’odre α

Récemment, Kim et al. dans [25] ont défini les polynômes d’ordre supérieur de Daehee D(k)
n (x)

(k ≥ 1) par la fonction génératrice suivante :

(
log (1 + z)

z

)k

(1 + z)x =
∑
n≥0

D(k)
n (x)

zn

n!
, (4.4)

et ont prouvé que

D(k)
n (x) =

n∑
i=0

s (n, i) B(k)
i (x) (4.5)

= B(n+k+1)
n (x + 1) (4.6)

où s (n, m) sont les nombres de Stirling de première espèce signés.

Maintenant, pour x = 0 dans (4.4) , D(k)
n := D(k)

n (0) sont appelés les nombres de Daehee d’ordre k

et donnés explicitement par

D(k)
n =

(
n + k

k

)−1

s (n + k, k) . (4.7)

Maintenant, par la transformation de Stirling [37], on peut généraliser (4.5).
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Proposition 4.1. Pour n, m ≥ 0, on a
m∑

i=0

s (m, i) B(k)
n+i (x) =

n∑
i=0

{
n + m
i + m

}
m

D(k)
m+i (x) .

Les relations (4.2) et (4.6) donnent facilement une formule explicite pour D(k)
n (x) en termes des

nombres de Stirling à poids de deuxième espèce. De plus, le D(k)
n (x) peut être étendu aux polynômes

de Daehee D(α)
n (x) d’ordre α, qui peut être défini par :

D(α)
n (x) = B(n+α+1)

n (x + 1) .

Théorème 4.2. On a

D(α)
n (x) =

n∑
i=0

(−1)i
(

n + i
i

)−1(2n + α + 1
n − i

)(
n + α + i

i

)
S i

n+i (x + 1) . (4.8)

Les premiers polynômes D(α)
n (x) (0 ≤ n ≤ 4) sont :

D(α)
0 (x) = 1,

D(α)
1 (x) = x −

α

2
,

D(α)
2 (x) = x2 − (α + 1) x +

α

12
(3α + 5) ,

D(α)
3 (x) = x3 − 3

(α

2
+ 1
)

x2 +
(α + 1) (3α + 8)

4
x −

α (α + 2) (α + 3)
8

,

et

D(α)
4 (x) = x4 − 2 (α + 3) x3 +

(α + 2) (3α + 11)
2

x2 −
(α + 1) (α + 3) (α + 4)

2
x

+
α
(
15α3 + 150α2 + 485α + 502

)
240

.

En particulier, nous obtenons une représentation explicite des polynômes de Daehee d’ordre α à des

arguments rationnels en fonction des nombres r -Whitney de deuxième espèce.

D(α)
n

( r
m

)
=

n∑
i=0

(−1)i

(
2n + α + 1

n − i

)(
n + α + i

i

)
mn
(

n + i
i

) Wm,r+m (n + i, i) .

Si on pose x = r et m = 1 dans (4.8), on obtient

D(α)
n (r) =

n∑
i=0

(−1)i
(

2n + α + 1
n − i

)(
n + α + i

i

)
(

n + i
i

) {
n + i + r + 1

i + r + 1

}
r+1

.
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3 Relation de récurrence pour les polynômes de Bernoulli généralisés

d’ordre k

Dans le Théorème suivant, on propose un algorithme basé sur une relation de récurrence à trois

termes pour calculer les nombres de Bernoulli d’odre k. Il convient d’indroduire la suite suivante

B
(k)
n,m avec deux indices par :

Bn,m := B
(k)
n,m =

(
m + k

k

)
s (m + k, k)

n∑
i=0

{
n + m
i + m

}
m

D(k)
m+i (4.9)

avec B0,m = 1 et Bn,0 = B(k)
n .

Théorème 4.3. Les B(k)
n,m satisfont à la relation de récurrence à trois termes suivante :

Bn+1,m =
m + 1

m + k + 1
s (m + k + 1, k)

s (m + k, k)
Bn,m+1 + mBn,m (4.10)

avec la suite initiale donnée par

B0,m = 1.

Démonstration. De la Proposition 4.1 et (1.15), on a

Bn,m+1 =

(
m + k + 1

k

)
s (m + k + 1, k)

m+1∑
i=0

(s (m, i − 1)− ms (m, i)) B(k)
n+i.

Après quelques réarrangements, on trouve que

Bn,m+1 =
m + k + 1

m + 1
s (m + k, k)

s (m + k + 1, k)
(Bn+1,m − mBn,m) .

Ceci complète évidemment la preuve du Théorème 4.3.

Finalement, nous considérons les polynômes B(k)
n,m (x) qui sont definis par :

Bn,m (x) := B
(k)
n,m (x) =

n∑
i=0

(
n
i

)
B

(k)
i,mxn−i.

C’est évidemment de (4.1) que B
(k)
0,m (x) = 1 et B(k)

n,0 (x) = B(k)
n (x) .

Théorème 4.4. Les polynômes B(k)
n,m (x) vérifient la relation de récurrence à trois termes suivante :

Bn+1,m (x) =
m + 1

m + k + 1
s (m + k + 1, k)

s (m + k, k)
Bn,m+1 (x) + (m + x)Bn,m (x) . (4.11)
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

1 1 1 1 · · ·
x − k

2 x + 1
6 − k

2 x − 3k2+3k−2
2(3k+5) · · ·

x2 − kx + k(3k−1)
12 x2 −

(3k−1)
3 x + k(k−1)

4
...

x3 − 3
2 kx2 + k(3k−1)

4 x −
k2(k−1)

8
...

...


Démonstration. On voit facilement que

x
d

dx
Bn,m (x) = n

n∑
i=0

(
n
i

)
B

(k)
i,mxn−i − n

n−1∑
i=0

(
n − 1

i

)
B

(k)
i+1,mxn−i−1.

Utilisant (4.10), on obtient

x
d

dx
Bn,m (x) = nBn,m (x) − n

n−1∑
i=0

(
n − 1

i

)
xn−i−1

(
m + 1

m + k + 1
s (m + k + 1, k)

s (m + k, k)
Bi,m+1 + mBi,m

)
.

Après quelques manipulations, on trouve (4.11) .

Remarque 4.5. Pour k = 1 et de la relation s (n, 1) = (−1)n+1 (n − 1)!, on obtient (4.3).

Remarque 4.6. Notons aussi que les s (n + k, k) peut être déterminé par les relations (4.7) et (4.8)

s (n + k, k) =
(

n + k
k

)
D(k)

n .

On a

s (k, k) = 1,

s (k + 1, k) = −
k
2
(k + 1) ,

s (k + 2, k) =
k

24
(k + 1) (k + 2) (3k + 5) ,

s (k + 3, k) = −
k

48
(k + 1) (k + 2)2 (k + 3)2 ,

s (k + 4, k) =
k

5760
(k + 1) (k + 2) (k + 3) (k + 4)

(
15k3 + 150k2 + 485k + 502

)
.
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Conclusion, Perspectives

Le travail présenté dans cette thèse est le fruit de 2 ans de recherche dans le domaine de la

combinatoire énumérative autour des suites classiques (Bernoulli, Bell, Lah etc.). La plupart des

résultats présentés dans ce mémoire sont de nature analytiques (séries génératrices) où algorithmique

(récurrence a trois termes) .

Plus précisément, le deuxième chapitre a été consacrée à la généralisation des nombres de Bell

classique. Cette généralisations a donner une nouvelle généralisation de la transformation de Stirling

qui a été étudier par Rahmani en 2014. Nous nous proposons d’étudier à l’avenir le cas générale,

c’est-à-dire pour n’importe quel suite initiale.

Dans le chapitre trois, nous avons introduit un nouveau coefficient, qu’on a appelé le nombre de

r-Lah de deuxième espèce. La question naturelle qui se pose est l’interprétation combinatoire de ce

nombre.

Nous présentons ici quelques directions qui peuvent faire l’objet de travaux de recherche ultérieur

ainsi que des idées pouvant faire suite aux résultats obtenus dans ce travail :

— Généraliser les résultats obtenu dans le chapitre deux, on remplaçant exp(z)− 1 par une fonc-

tion φ(z) avec φ(0) = 0.

— Revisiter la loi beta-Poisson avec les outils que nous avons développer dans le chapitre deux.

— Introduire les q-analogues des polynômes s-Lah.
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