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Résumé

Cette these s’inscrit dans le domaine de la combinatoire énumérative, elle porte sur 1’étude des
propriétés analytiques des polynomes classiques. Ainsi, dans un premier chapitre nous introduisons
les notions de base nécessaire au développement des résultat exposés dans les autres chapitres.

Dans le deuxieme chapitre nous construisons une nouvelle famille de nombres et de polynémes
liés aux nombres et polynomes de Bell au moyen de la fonction hypergéométrique confluente et nous
donnons quelques propriétés. En appliquant la formule de Cauchy pour les intégrales itérées, nous
introduisons les nombres et les polynomes de poly-Bell.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions une nouvelle classe de polynomes de Lah généralisés
et que nous appelons les polynémes s-Lah. Tout d’abord, on définit une identité qui généralise la
transformation de Lah. Deuxiemement, nous donnons en particulier un nouveau coefficient et nous
établissons une relation entre les polynomes de s-Lah et les polyndmes de Laguerre associés. Comme
une application combinatoire, nous prouvons I'unimodalité des coefficients des polynémes de s-Lah.

Dans le quartieme chapitre, nous proposons quelques nouvelles formules explicites des polyndmes
de Daehee d’ordre supérieur en termes de nombres r-Stirling et »-Whitney de deuxieme espece. En
conséquence, nous obtenons une formule de récurrence a trois termes pour le calcul des polynémes

de Bernoulli généralisés d’ordre k.

Mots-clés : Combinatoire énumérative, nombres et polyndmes de Bell, polynémes de Bernoulli,
fonction génératrice, représentation probabiliste, nombres de Stirling, polyndmes de Daehee, nombres
et polyndmes de Lah, transformation de Lah, polynomes de Laguerre associés, Log-concavité, uni-

modalité.



Abstract

This thesis is part of the field of enumerative combinatorics, it deals with the study of the analytic
properties of classical polynomials. Thus, in a first chapter we introduce the basic notions necessary
for the development of the results explained in the other chapters.

In the second chapter we construct a new family of numbers and polynomials which are related
to the Bell numbers and polynomials by means of the confluent hypergeometric function and we
give some properties. By applying Cauchy formula for repeated integration, we introduce poly-Bell
numbers and polynomials.

In the third chapter we investigate a new class of generalized Lah polynomials which we call
s-Lah polynomials. First, we define an identity that generalizes the transformation of Lah. Secondly,
we give in particular a new coefficient and we establish a relation between the polynomials of s-Lah
and the associated Laguerre polynomials. As a combinatorial application, we prove the unimodality
of the polynomial coefficients of s-Lah.

In the fourth chapter, we propose some new explicit formulas for higher order Daehee polyno-
mials in terms of r-Stirling and r-Whitney numbers of the second kind. As a result, we obtain a

three-term recursion formula for calculating the generalized Bernoulli polynomials.

Key words : combinative enumerative, Bell numbers and polynomials, Bernoulli polynomials,
Generating function, Probabilistic representation, Stirling numbers, Daehee polynomials, Lah uum-

bers and polynomials, Lah transform, associated Laguerre polynomials, Log-concavity, unimodality.
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Notation

Les notations adoptées dans cette these.

IN I'ensemble des entiers naturels
C I'ensemble des nombres complexes

= égalité par définition (affectation)

Jij symbole de Kronecker égal a 1sii = j et 0 sinon
x" le produit x(x +1)--- (x+n—1) pour n € Net 2 = 1
X le produit x(x —1) -+ (x —n+1) pourn € Netx? =1
a1, ,p
pFy ' X la fonction hypergéometrique
b1, , by
() le coefficient binomiale
s(n, k) le nombre de Stirling de premiére espéce signé
{7} le nombre de Stirling de deuxiéme espece
L% le nombre de Lah
{1, r-Stirling de deuxiéme espece
Wir (1, k) le nombre r-Whitney de deuxiéme espece
Sk (x) le nombre de Stirling de deuxiéme espece a poids
L], le nombre r-Lah
(el le nombre r-Lah de deuxiéme espéce

viii



le n-ieme nombre de Bell

le n-ieme nombre de Bernoulli

le n-ieme nombre de Bernoulli d’ordre «
le n-iéme nombre p-Bell

le n-ieme nombre de poly-Bell

le n-ieme nombre de Daehee d’ordre k
le n-ieme polyndéme de Lah

le n-iéme polynéme de s-Lah

le n-ieme polyndme de Laguerre

déterminant
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Introduction

Ce mémoire de these intitulé “Sur quelques propriétés analytique des polyndmes classiques” re-
groupe plusieurs travaux dans le domaine de la combinatoire énumérative. L'objectif de cette thése
est d’étudier des nouvelles classes des polynomes qui généralisent les polyndmes classiques et de
proposer des méthodes récursives simples pour le calcul de ces polyndmes. La premiere classe est is-
sue de la combinatoire élémentaire. C’est le nombre de Bell oti le nombre de partitions d"un ensemble
a n éléments. La deuxiéme classe est le coefficient de Lah ot le nombre de partitions en k listes d"un
ensemble & n éléments. La troisieéme classe est la suite des nombres de Bernoulli de la théorie des
nombres, qui est une suite de nombres rationnels et qui apparait dans la fonction zéta { de Riemann

pour des valeurs entieres négatives de la variable.

Dans le premier chapitre ”préliminaires ”, nous présentons les notions de base de la théorie de la
combinatoire énumérative. On y précise la terminologie, les conventions et nous rappelons quelques
éléments essentiels qui seront utiles pour la suite, tels les factorielles, les séries génératrices, les suites

remarquables (nombres de Stirling, Lah, Bell, Bernoulli etc.) et leurs propriétés combinatoires.

Dans le deuxieme chapitre, intitulé ”sur les nombres et les polynémes poly-Bell”, est sans doute
le plus important, nous exposons une tentative de généralisation de la suite des polynémes de Bell
classiques a l’aide de la fonction hypergéométrique de Kummer. La motivation est I'identité de Ra-
manujan

x n41 1 B,.i
J¢n () dt = Z(” i )‘Pk (’;)+ T,
0

k=0

qui regroupe deux suites remarquables, la premiere, la suites des polyndmes de Bell ¢, (x) qui
représente le domaine de la combinatoire et I'autre suite classique de la théorie des nombres a sa-
voir la suite des nombres de Bernoulli B,,. Dans ce chapitre, on va étudier la série suivante :

Z(n + p>1 (e —1)"

o\ P n!

et nous montrons que le terme général de cette série peut s’exprimer a ’aide des intégrales itérées et
qui va étre, par la suite, motiver la définition de nouveaux nombres, ce qu’on a appelé dans notre ma-
nuscrit texte les nombres poly-Bell B, , qui sont analogues aux nombres de poly-Bernoulli de Kaneko

1



[24]. Nous établissons les propriétés de base pour cette suite ( fonctions génératrices et les formules
explicites, les différentes relations de récurrences, une représentation probabiliste etc.). Nous mon-
trons 'identité suivante :

1 Xp X2 n+p -1 p —1
n+ n+ n+k k
p!dedexpl T J(Pn (X1) dx1 = Z( k P) ( p P> ¢n+p—kBl((p) - Z< k ) (Z) Br(l—i)-k‘
0 0 0

k=0 k=1

Une extension aux cas des polyndmes est également étudiée.

Le troisiéme chapitre ”Sur les polynémes s-Lah” porte sur une généralisation de la transforma-

tion de Lah. Rappelons que la transformation de Lah d'une suite («,),>0 est la suite (B, ),>0, donnée

par

n

Bo = ao, ,Bn:ZZ!!<Z:1>“k (n>1),

k=0

et la transformation inverse ;

m= Y (0 (1))

k=0
Dans ce chapitre, on propose d’étudier la relation de récurrence a trois termes suivants :

Aptim (X) = (M4 M) @py (X) + X0y me1 (X) .

Notre contribution consiste a proposer une nouvelle approche permettant d’étudier les polyndmes de
Lah. Pour cela, nous définissons les polynémes s-Lah qui vont nous permettre de définir les nombres
r-Lah de deuxieme espéce. Une attention particuliere est portée sur les propriétés analytiques de ces

nombres. Un lien entre les polyndmes s-Lah et les polynomes de Laguerre associés est prouvé.

Le quatriéme chapitre [9], “une formule de récurrence a trois termes pour les polynémes de
- 1iz P p ~ PSSR TR k
Bernoulli généralisés " est consacré a la suite de polyndmes de Bernoulli généralisés (B,(l ) (x)> o
n>
définie par la fonction génératrice suivante :

n

k [e%e)
t (k) t
() - Ew a)
n=0

Apres avoir étudié les polynomes de Daehee d’ordre supérieur, on propose une méthode récursive

pour le calcul des polynémes de Bernoulli généralisés d’ordre k.



Préliminaires

Dans ce chapitre nous donnons des définitions et des outils de base concernant notre sujet. Nous
nous intéressons aux coefficients binomiaux, suites et polynémes remarquables en présentant cer-

taines de leurs propriétés. Pour plus de détailles consulter les ouvrages [16, 19, 20, 29, 36, 40]
1 Eléments de la combinatoire énumérative
1.1 Factorielle descendante

Soit x € C et n € Z, la factorielle descendente d’ordre n notée x", est définie par

1, sin =20,
= (1.1)
x(x—1)---(x—n+1),sin>1.
Si x = n dans (1.1) on obtient la fonction factorielle n* = n!.

Pourx,y € Cetn,m € Zona



n

X" =y (x —n)™,
1

—m __ _ _ —

T Grmm” 7L =2,
n
im0 \"

(x+n—1)% = (=1)*(—x)"

" I'(x+1)

I'(x—n+1)

ou I est la fonction gamma d’Euler.

1.2 Factorielle montante

Soit x € C et n € Z, la factorielle montante d’ordre 1 notée x", est définie par

- 1, sin =0,
x" = (1.2)
x(x+1)---(x+n—1),sin>1.

Si x = 1 dans (1.2), on obtient la fonction factorielle 17 = n!.

Ainsi, on a

()" = (1",

7 (x+n—-1)!
(x—1) 7
7 L(x+n)
- T (%)

1.3 Coefficients binomiaux
Soit x € Cetn € NN, le coefficient binomial noté ( z), est défini par la relation suivante :

X xZ
n n!’

En particulier, on a

(-

Notons que si x, est un entier positif, alors x”, est le nombre de permutations de n éléments parmi x
et () est le nombre de fagons de prendre n éléments dans un ensemble de x éléments.

4



Proposition 1.1. (Formule du binome de Newton) Soitn € N et x,y € C, alors :

=3 ()

k=0
1.4 Fonctions génératrices

Soit () un anneau commutatif, ayant un élément unité. On appelle série formelle, a coeffcients

dans (), et en I'indéterminée z, toute expression formelle du type

fz) =) anz",

n>0
ot les a,,, sont appelés coefficients de f. On note (}[[z]] 'ensemble des séries formelles a valeurs
dans Q.
Le produit de Hadamard f (z) o ¢ (z) de deux séries formelles f (z) = Zanz" etg(z) = anz”

n>0 n>0
est la série formelle donnée par

f(z)og(z) =D anbuz". (1.3)

n>0
On appelle fonction génératrice de la suite (4,),,~(, par rapport a la suite (b, ), , la série formelle
définie en (1.3).

Pour b, = 1 dans (1.3) et pour tout n > 0, la série f (z) o g(z) = Zanz” est appelée fonction
n>0
génératrice ordinaire de la suite (an),~¢ -

Pour b, = % dans (1.3) et pour tout n > 0, la série f (z) 0 g (z) = Zun;—"! est appelée fonction
n>0
génératrice exponentielle de la suite (a,),,~ -

La transformation de Laplace inverse £ que l'on définit sur l'algebre des séries formelles a
pour effet d’envoyer toute fonction génératrice ordinaire sur la fonction génératrice exponentielle
correspondante

1 z"
L~ E a, 2" | = E ap—,
n!

n>0 n>0

ot la transformation de Laplace d"une fonction / est définie par
+o0

L(h) = J e *'h (t) dt.
0

1.5 Fonction hypergéométrique

L'origine des fonctions hypergéométriques se trouve au début du 19" siecle, lorsque Gauss

étudie 1’équation différentille suivante [2, 42] :

x(1=x)y" +(c—(a+b+1)x)y' —aby =0, (1.4)

5



oua,b,c € C. Cette équation connue sous le nom de équation différentielle de Gauss. La fonction

hypergéométrique généralisée a une représentation en série :

2 G
n>0
avec Cg—:l une fonction rationnelle de 1, définie par la relation suivante :

Cot1 _ (n+ar)..(n+ap)x
Ci  (n+b1)..(n+by)(n+1)

SiCy=1,ona:

41 n
a1a2...ap x"
n

— LapT il
bybs..bJ n!
et la fonction hypergéometrique est alors
e e ) ajay..ap xn
L b X _Zbﬁbﬁ b n!’
1, b = bibs- by !

Nous connaissons beaucoup de fonctions importantes qui sont en fait des fonctions hyper-
géometriques particulieres. Le cas particulier le plus simple est celui ot p = q¢ = 0:il y a aucun

parametre, et on obtient la série bien connue

01:0 X | = er.
a
Sip = letq =1, on obtient la fonction hypergéométrique confluente de Kummer { F; x|,
b
est définie par
a x"
bl (1.5)
n>0
Sip = 2etg =1 on obtient la fonction hypergéométrique de Gauss 2 F; x| oulxl<1,1a

c
solution de I'équation différentielle (1.4).

On prend quelques fonctions importantes qui peuvent étre exprimer en fonction des séries de Gauss :

(1+x)* =2F —x |,



log(1+x) = x2F (

Sil’li1 x =x2F ( 172, 1/2 )

1/2, 1
tanfl X = X2F1 (

la|— o0

: a,b a
lim 21:] ( ;x/b) = 1F1 ( ;x) . (16)
bl—00 c c

Le théoréme suivant contient une importante représentation intégrale de la fonction 2 F; [2].

) a,b
exp(x) = lim F ) cx/al,

o x| < 1.

Eton a

Théoréme 1.2. (Représentation intégrale d’Euler) Si Re(c) > Re(a) > 0, alors

ab B T (c) v o .
o ( 3 ’x) - 1”(a>r(c—a>Lt (=57 (A —xt) "at, (17)
Théoreme 1.3. (Gauss) [2] Pour Re(c—a—1b) > 0,0na
a'p" B a,b _ _ I'(c)[(c—a—Db)
r;) cn! 2 ( . ,1) = F(c—a)l"(c—b)' (1.8)

Le théoreme suivant donne une application importante de 1'intégrale d"Euler [2].

Théoréeme 1.4.

a,b b b,c—a
2F1 X = (1 — x) 2F1 ;x/(x — 1) (Pfaff), (19)
c, ¢,
,b —a,c—b
»F ( ¢ ;x) = (1—x)c_“_b2F1 ( e ;x) (Euler). (1.10)
c, ¢,

La relation (1.6) est utile pour déduire les propriétés de la fonction hypergéométrique confluante



1F1 de celles de la fonction hypergéométrique de Gauss »F;. Ainsi, de (1.7) et (1.9), on obtient :

1
E Oz = CJeZtt”_l (1—8) " 1at. (1.11)
0

2 Les suites classiques

2.1 Nombres de Stirling de premieére espece

La factorielle descendante de x d’ordre n (1.1) est un polynome de dégré n. En arrangeant les

termes dans 1’ordre croissant des puissances de x, on obtient :

n
xt = Zs(n,k)xk,n =0,1,..
k=0

Les coefficients s(#, k) sont appelés les nombres de Stirling de premiere espece signés.

Remarque 1.5. Les nombres de Stirling de premiére espéce non signés |s(n, k)| sont les coefficients

du développement de la factorielle montante (1.2), c’est-a-dire :

X =) ls(n k)t (1.12)
k=0

=) (=1)"*s(n, k)x", (1.13)
k=0

n—k

le nombre (—1)"* a le méme signe que s(n,k). La valeur absolue du nombre de Stirling de

premiére espece compte le nombre de permutations de n objets composés d’exactement k cycles
disjoints.

Propriétés

1. Relation de récurrence : les nombres de Stirling de premiere espece signés satisfont la relation

de récurrence suivante :

s(n,0) =s(0,k) =0, saufs (0,0) =1 (1.14)
s(nk)=sm—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k) pourn, k > 1. (1.15)

Les premieéres valeurs de ces nombres sont données dans la table suivante :

2. Les fonctions génératrices : les s (11, k) ont pour fonction génératrice double

Z s (n,k) %uk =(1+x)",

n,k>0



[m\k] 1 2 3 4 5 6 7 8 9]
1

2 ~1 1

3 2 -3 1

4 —6 11 —6 1

5 24 —50 35 —10 1

6 || —120 274 —225 85 ~15 1

7 720 1764 1624 735 175 21 1

8 | —5040 13068 —13132 6769 —1960 322 28 1

9 || 40320 —109584 118124 —67284 22449 —4536 546 —36 1

TABLE 1.1 — Les premieres valeurs des nombres de Stirling de premiere espece signés.

et pour fonction génératrice exponentielle

> s(nk) ’:TT = % (In (1 + x)). (1.16)

n>0

3. Formules explicites : deux formes explicites des nombres de Stirling de premiére espéce sont :

n! 1
s(n,k)zﬁ Z .

. ...l
iyt tig=n 1K

et

=5 ST i

0<j<i<n—k
2.2 Nombres de Stirling de deuxieme espéce

En utilisant la factorielle descendante, on obtient les expressions suivantes :

2 =x+x(x—1) = xt+ 12

et

x® = xl 4 3x2 + 23,

plus généralement, on a



(1.17)

Les coefficients {} } sont appelés les nombres de Stirling de deuxieéme espeéce. Combinatoirement {} }

est le nombre de partitions d’un ensembe a 1 éléments en k sous-ensemb]es.

properiétés

1. Relation de récurrence : les nombres {Z}, satisfont la relation de récurrence suivante :

{3} = {3} o st {3} -1
iy R P S

La table suivante donne les premieres valeurs de ces nombres

(1.18)

(1.19)

n\ki|1l 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

10 1 511 9330 34105 42525 22827 5880 750 45 1

TABLE 1.2 — Les premieres valeurs des nombres de Stirling de deuxiéme espece

2. Formules explicites : deux formules explicites des nombres de Stirling de deuxieme espece

sont données par :

{i} sz ()

n n! 1
{k}_k' 2 il dg!

Ciitip . Hip=n

et

3. Fonctions génératrices : les {}} ont pour fonction génératrice double

Z {Z}::uk =exp (u(e—1)),

n,k>0

10



pour fonction génératrice ordinaire
n K 1
E n—k I |
n>k j=0

et pour fonction génératrice exponentielle

n| x" (er —1)F
Z{k}n' = (1.20)

n>k
2.3 Nombres r—Stirling de deuxieme espece

Broder dans [13] a donné des interprétations combinatoires et quelques propriétés algébriques
des nombres r—Stirling de deuxiéme espece et plusieurs identités, des relations recurrentes ainsi que
les fonctions génératrices associées a ces nombres.

. . . 1. . N . Jn
En combinatoire le nombre r—Stirling de deuxiéme espéce, noté {k} compte le nombre de par-
ey ’ 212 . r . 21 4
titions d’ensemble de 1 éléments en k sous ensemles non vides tel que les r premiers éléments sont
dans des sous ensembles différents.
Analytiquement les nombres r—Stirling de deuxiéme espeéce sont les coefficients des polynomes

suivants :

(x +7)" = Z{ZI:} 2. (1.21)

k=0

Pour r = 0 ou 1, on retrouve les nombres de Stirling de deuxieme espéce classiques.
Propriétés
1. Relations de récurrences : les nombres r-Stirling de deuxiéme espéce vérifient les deux rela-

tions de récurrences suivantes :

{n . n=r, (1.22)
n r_k n—1 n n—1 0>y
k r_ k , k—1 r’ ’

ol & » est le symbole de Kronecker.

“ (-0 o7

On donne dans les deux tables suivantes les premiéres valeurs de ces nombres pour r = 2 et

r = 3 respectivement :

11



0

1

1 2 1
2 4 5 1

3 8 19 9 1

4 16 65 55 14 1

5 32 211 285 215 20 1

6 64 655 1351 910 245 27 1
7

128 2059 6069 5901 2380 434 35 1

TABLE 1.3 — Quelques valeurs des 2-Stirling de deuxiéme espéce.

1 1

2 7 1

3 27 37 12 1

4 81 175 97 18 1
5

6

7

O W =[O

243 781 660 205 25 1
729 3367 4081 1890 380 33 1
2181 14197 23772 15421 4550 644 42 1

TABLE 1.4 — Quelques valeurs des 3-Stirling de deuxieéme espeéce.

2. Fonctions génératrices : la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Stirling

de deuxieme espece est donnée par :

n+r x* 1 . . k
Z{kﬂ}yn!_k!e (e* —1)", (1.24)

n>k

et la fonction génératrice ordinaire est donnée par :

n+r] x" xk
Z{kﬂ}rn! T A—m)(A—(r+ D0 A—(r+ k) (125)

n>k

24 Nombres et polyndmes de Lah

On note par [ | les nombres de Lah (non signés) ( A008297 dans [41]), du nom d'Ivo Lah [26, 27],

permettent d’exprimer la factorielle montante en terme de factorielles descendentes et inversement.

X = Z m A et x = Z (—1)"* m A,

k=0 k=0

Ces nombres comptent le nombre de partitions de 'ensemble [n] = {1, ..., n} en k—listes non vides.

12



Propriétés
1. Relation de récurrence : les nombres de Lah satisfont
n n—1 n—1
_ _ > k>
L{J {k_lJ—I—(n—kk 1){ r Jpourn_k_l

avec || = 8,0 pourn >0, || = o pour k > 0.

Les premieres valeurs de ces nombres sont données dans la table suivante :

Nk || 1 2 3 4 5 6 7 8
1 1

2 2 1

3 6 6 1

4 24 36 12 1

5 120 240 120 20 1

6 720 1800 1200 300 30 1

7 | 5040 15120 12600 4200 630 42 1
8 || 40320 141120 141120 58800 11760 1176 56 1

TABLE 1.5 — Les premieres valeurs des nombres de Lah.

2. Fonction génératrice : la fonction génératrice exponentielle de nombres de Lah est
) R ‘
kin!  K\1-x) "
n>k
3. Formule explicite : la formule explicite pour les nombres de Lah est donnée par

n n! fn—1 0
- > k> -1
M ki (k—l)’ nkz et M !

On note par L, (x) les polynémes de Lah qui sont définis par

Ly (x) := Z m 2.

k=0
Voici les premieres valeurs de ces polynémes
Lo(x) =1,
Li(x) =x,
Ly(x) = x> + 2x,
Ls(x) = x® + 6x2 + 6x,
Ly(x) = x* +12x3 + 36x2 + 24x.

Transformation de Lah :

La transformation de Lah [5, 34] d’une suite (), >¢ est la suite (B,),>0, donnée par

Bu=Y m a, (1.26)



et sa transformation inverse est ;

ay=y (1) m Bi - (1.27)

k=0
2.5 Nombres r-Lah de premiere espece

Pourr € IN, || comptent le nombre de partitions de 1'ensemble [1] en k—listes non vides tel que
les  premiers nombres sont dans des différentes listes. Ces nombres sont appelés les nombres r-Lah.
(voir [6,7, 32, 33]).

Pour r = 0 our = 1, on obtient les nombres de Lah classiques.

Propriétés

1. Relation de récurrence : les nombres r-Lah de premiere espece vérifient la relation de récurrence

suivante :

V:lJr:L{ﬁlJrﬂnH) mr n>r, (1.28)

n n

avec { kJ =0,pourn <r,et { kJ = i, pour n = r,ou é, est le symbole de Kronecker.
r r

2. Fonction génératrice : la fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Lah est

Zn 1« ko1 \>
k|,n' k' \1-—x 1—-x/)
n>k

Les nombres r—Lah de premiere espece ont la formule explicite suivante (voir [6, 33])

mr:MQ:DZEZ:Q:(ZI::}) n>k>r, (1.29)

donnée par :

3. Formules explicites :

et dans [34, Théoreme 3.7] la formule explicite de ces nombres, est donnée comme suit

n n! n+2r—1

k ok k+2r—1

2.6 Nombres et polynomes de Bell

Les nombres de Bell (A000110 dans [41]), notés ¢, comptent le nombre de partitions d"un en-
semble a n éléments. Les nombres de Bell sont aussi définis comme étant la somme des nombres de
Stirling de deuxieme espece

n
o= Y {1}
k=0

Properiétés

14



1. Relations de récurrences : les nombres de Bell vérifient la relation récurrente suivante :
n
n
Pny1 = é <k> Pk

Les premiéres valeurs de ces nombres sont données dans le tableau suivant :

[» 1213l 4][5] 6 7] 8 J 9 [ 10 | 11 [ 12 ]
[¢a [T 2] 5 15] 52 203 ][ 877 || 4140 [[ 21147 || 115975 || 678570 || 4213597 ||

TABLE 1.6 — Les premiéres valeurs des nombres de Bell.

2. Fonctions génératrices : les fonctions génératrices exponentielle et ordinaire des nombres de

Bell sont données respectivement par

Zcpnx‘ =exp (e —1) ethpnx —Zka —jx)~

n>0 n>0 k>0 j=
3. Formule de Dobinski : on a la formule de Dobinski suivante
1 n
=
k>0

une autre formule explicite définie par B.N. Guo et F. Qi dans [23] en terme de fonction hy-

pergéométrique de Kummer et le nombre de Stirling de deuxiéme espéce

Pn = Z(—l)”_kk!{Z}lFl(k+ 12;1).

Les polynomes de Bell ¢, (x) sont définis par :
= (n
Pn(x) = Z{k}xk. (1.30)
k=0

Ces polyndme sont appelés les polynomes de Bell a une seule variable ou les polynomes exponen-
tiels.

La fonction génératrice exponentielle pour ces polyndmes est la suivante :

Z‘P” (x) ; =exp (x(ef—1)). (1.31)

n>0

15



Les premiers polynomes de Bell sont :

2.7 Polyndémes de Laguerre et polyndmes de Laguerre associés

On appelle équation différentielle de Laguerre I’équation suivante :

xy”" + (1—x)y' +ny =0,

oun=0,1,2,..
Les solutions de cette équation sont les polyndmes de Laguerre, s’écrivent par I'équation différentielle
suivante :
ex dn n,—x
L,(x) = iR (x"e™™).
Properiétés :

1. Relation de récurrence : les polyndmes de Laguerre satisfont les deux relations de récurrence

suivantes :

(n+1)Ly+1(x) = 2n+1—x)L,(x) —nL,—1(x) pour n>1,

et

xL,(x) =nLy(x) —nLy,_1(x) pour n>1.

Les premiers polynomes de Laguerre sont :

1
Ly(x) =5 (x4 — 1623 + 72x% — 96x + 24)
1
Ls(x) =100 ( 5 1 25x* — 200x® + 600x% — 600x + 120)
1
Le(x) =55 ( 6 —36x° + 450x* — 2400x> + 5400x% — 4320x + 720)

16



2. Fonction génératrice : la fonction génératrice des polynomes de Laguerre est
e—xt/(1-t)

g n': 1—t

Maintenant, pour un nombre réel arbitraire m on définit I'équation différentielle généralisée sui-

vante [1, p. 781] :

xy" +(m+1—x)y' +ny=0.

Les solutions polynomiales de cette équation sont appelés polynémes de Laguerre associés ou po-

lyndmes de Laguerre généralisés. Les polynome de Laguerre associés, notés par ]LSlm) (x), sont définis

par la formule suivante [1, 2, 29] :

o W(e"‘x”*m), pour n > 0. (1.32)

Avec ]L,(qo)(x) = L, (x).

Properiétés
1. Relations de récurrences : les polynomes de Laguerre généralisés satisfont

(n+ DL (x) = (—x +m+ 20+ DLV (x) — (n + m)L"), (x), pour n>1.  (1.33)

n
En utilisant (1.32) et (1.33), on obtient les premiers polyndmes de Laguerre associés comme
suit :
Ly" (x)

L{" (x)
Ly (x)

1,
1+m
2 [(

1+m) (1+2)—2(2+m)x—|—x2}.

2. Fonction génératrice : la fonction génératrice est donnée par
1 e xt/(1-t)

L{"
Z T (d—fHmtl 1—¢

3. Formules explicite : les polyndmes de Laguerre s’expriment en terme de fonction hyergéométrique

Confluente par la formule

17



2.8 Les nombres et les polynomes de Bernoulli

Les nombres de Bernoulli, notés par B, construisent une suite de nombres rationnels pouvant

définie par la relation de récurrence suivante :
By =1

n—1
B, = _ﬁz (n—]l—l)Bk-
k=0

Les premieres valeurs de B, sont données dans la table suivante :

n |0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
B, | 1] —-1/2|1/6| 0| —1/30| 01| 1/42 | 0| 1/30 || 0| 5/66 | 0 || —691/2730

TABLE 1.7 — Les premieres valeurs des nombres de Bernoulli.

La suite des polynomes de Bernoulli, notée (B, (x)), o, estla suite dont le premier terme By (x) =

1 et qui est vérifiée :
1
B! (x) = nBy 1 (x), (n>1) et JB,Z (x)dx = 0, (n > 1).

0
Voici les premieres valeurs de ces polynomes

Bo(X):l,
1
Bl(x):x—i,
1
Bz(x):xZ—x—i—g,
3 1
_ 322, =
B3 (x) =x ¥ +2x,
1
B — 4_23 2_7’
1 (x)=x X’ +x 30
1
Bs (x):x5—;x4+gx3—6x,
5 1 1
_6_n,5,. 24 L oo L
Bg (x) = x° —3x —|—2x ¥ +42.

On peut aussi définir ces polyndmes par la série génératrice exponentielle
Zn ZeXZ
§ Bn (X) 7' - = .
n!  e*—1

n>0

Propriétés élémentaires
Les polyndmes de Bernoulli vérifient les identités suivantes :
1. Vn>0:B,(0) =B, (1).

2. Vn 2 0: an+1 (0) = an+1 (1) = 0.
18



3.Vn>0:B,(x)=(-1)"B, (1—x).

(
4. Vn>0:B,(x+1) =By (x) = nx""L.

n
5.Vn>0:B,(x) <Z> Byxk.
k=0

3 Log-concavité et unimodalité

Les suites unimodales et log-concaves apparaissent dans de nombreux domaines des mathématiques,
combinatoire, algebre, analyse, géométrie, informatique, probabilités et statistiques. Pour divers résultats

sur I'unimodalité et la log-concavité voir [4, 12, 43].

Définition 1.6. Une suite ag, a1, ..., a, de nombres réels est dite log-concave si

al.z > a;_14a;411 (l =1,.,n— 1), (134)
et dite fortement log-concave si I'inégalité ci-dessus est stricte.

Définition 1.7. Une suite ag, a1, ..., 2, de nombres réels est dite unimodale sil existe un indice | pour
lequelon a:

ag <ay < .. <ap>apq > > (1.35)
L’entier | est appelé mode de la suite ag, ay, ..., ay.
Sil'inégalité ci-dessus est stricte, alors la suite est dite strictement log-concave .
Proposition 1.8. Toute suite de nombres positifs strictement log-concave est unimodale.

Théoreme 1.9. (Inégalité de Newton [30])

k

Si le polynéme G(x) = Y j_,axx* ,a coefficients positifs, ne posséde que des racines réelles
(négatives), alors :

, i '
al-zzaiﬂail(i_ll) <”n1_4; ), pour 2<i<n-—1.

Remarque 1.10. L’inégalité de Newton implique la log-concavité stricte.
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Sur les nombres et les polyndmes poly-Bell

1 Introduction

Dans ce chapitre nous exposons une tentative de généralisation de la suite des polynomes de
Bell classiques a 1’aide de la fonction hypergéométrique de Kummer. La motivation est I'identité de
Ramanujan

x n+1
n+ 1\ ¢k (%) Bug1-k
t)dt = —_—.
Jonwar=3 (") E
0 k=0
qui regroupe deux suites remarquables, la premiere, la suites des polyndmes de Bell ¢, (x) qui
représente le domaine de la combinatoire et I'autre suite classique de la théorie des nombres a sa-
voir la suite des nombres de Bernoulli B,,.

Notre objectif principal dans ce chapitre est de considérer une classe de fonctions dont la fonction

génératrice suivante généralise les nombres de Bell
(e =1)"
@) =p 5
nZzo (n+p)!

et nous donnons certaines de ses propriétés [22].
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2 Les nombres p-Bell

Dans cette section, nous présentons et nous étudions une nouvelle classe des nombres qui généralise
les nombres de Bell et que nous appelons les nombres p-Bell.
Pour toute entier p > 0, nous définissons une suites des nombres rationnels noté Bn,p (n>0),

par la fonction génératrice suivante :

z" 1 s n+p\ (e —1)"
fP (Z) = ZBn’pﬁ = 1F1 e — 1 = Z( p) !, (21)
1n>0 ' p+1 n>0

a
ou B, := ¢, les nombres de Bell classiques et 1 F; ;z | la fonction hypergéométrique confluent
c

de Kummer.

Les trois premieres fonctions génératrices exponentielles sont :

Z"  exp(ef—1)—1
ZBME = o — 2.2)
n>0
Z zi _ 2 (exp (e —1) —¢€*)
n>0 ! ! <ez 1)2 ,
ZB 2 3(2exp (2 —1)—e*—1)
= " ! (ez_1)3

2.1 Fonctions génératrices et formules explicites

Nous commengons par une formule explicite pour les nombres p-Bell B3, , en fonction des nombres

de Stirling de deuxieme espece.

Théoréme 2.1. Pourp > 0,0n a

n -1
B, = (k “]: P > {Z} (2.3)
k=0

Démonstration. A l'aide de la fonction génératrice des nombres de Stirling de deuxieme espece
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(1.20), on obtient

S5 () s () S

n>0k=0

1 ]
= (k+p) k
_ (DF (1)
o x !
so(pr1)f K
1
= 1F& ;ez——l
p+1
Z?’l
- ZBn,pm.
n>0
En comparant les coefficients de Z—”!, des deux c6tés, on arrive au résultat (2.3). O

En particulier, pour p = 1 on trouve

ol ¢, (t) sont les polyndémes de Bell, et on peut aussi écrire B, 1 sous la forme suivante :

Théoréme 2.2. Pourn > 0,0n a
n
_ n\ Pk+1Bn—k
Bui=2_ <k> Tkl @4
k=0

ot1 B,, est le n-iéme nombre de Bernoulli [20], qui est défini par la fonction génératrice suivante :
n

z z
ZB”E T e—1

n>0

Démonstration. On peut écrire (2.2) comme

2"z exp (e*—1)—1
ZBn’lnl i1 ( z

n>0
B = (1 Prs1Buy | 2"
_Z<Z<k> k+1 )m

n>0 \k=0

Les coefficients de Z—n, sont égaux, d’ot le résultat. O

Remarque 2.3. Notons que la formule (2.4) est un cas particulier de l'identité de Ramanujan [8,
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Exemple 4, p. 51].
r il n+1 4)k(x)B 1—k
_ ntl-
o E () pipmes
Théoreme 2.4. La fonction génératrice exponentie]le double de B, est donnée par :

ZZ Z'yP (eF—1)exp (e —1)
Pl pl et—1—y '

p>0nzp

Démonstration. En utilisant I’expression (2.1), on obtient

n.,,p _1
ZZBn,p%y ZZ a )! yp

'p!
p=0n>p p>0n>0
_ Z e — 1)” s (Y b
B n! er—1
n>0 p=>0
_(@—1)exp(eé—1)
B e2—1—y '
Ce qui achéve la démonstration. O

Maintenant, on utilise la transformation de Stirling généralisée [37], on obtient le résultat suivant.
Théoréme 2.5. Pourn,m > 0, 0n a

= ~ (n+m m4+k+p\
£ ()
k=0 k=0 m P

Dans la suite, nous donnons des formules de représentations intégrales pour f, (z) et B, en

fonction des polyndmes exponentiels.

Théoreme 2.6. Pourp > 1,0na

exp((e* —1)t) (1—t)P ' dt. (2.5)

Zﬂ
ZBM’E =P

n>0

(Y SN

Corollaire 2.7. Pourp > 1,0n a

1

Bup = p| (1= 9w (1) . 26)
0
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Démonstration. On a

1
S Buy = 0| n 05 (10
0

n>0 n>0
1
=Y (pfewa-vra) 5
- p (P Tl'
n>0 0
En comparant les coefficients de i—n!, des deux c6tés, on obtient le résultat (2.6). O

La représentation intégrale (2.6) peut étre prouvée en utilisant un résultat bien connu de Sury

[44]

<Z> o =(n+1) jxk (1— x)”_k dx
0

et d’apres (2.3), on écrit

nk+p
w2 (50 {3}

1-—x) ) (k+p+1) {Z}xkdx
k=0

P’I

[ SN o%,_\

(1= (94 1) 00 () + 000 () )

1 1
=(p+ 1)J(l —x)P ¢ (x) dx+J(1—x)px (;xfpn (x)) dx
0 0

1
p| (1= g (x4 p| (10" 5 (x) v
0

p| (1=x)"" ¢ (x) dx

Maintenant, en utilisant la formule de Dobinski pour les polynomes de Bell [17]

P () =€) I;jxk, 2.7)

k>0

on obtient, la formule de Dobinski pour les nombres p-Bell.
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Corollaire 2.8. Les nombres p-Bell B;,, peuvent étre aussi écrits comme

-1 k+1 n
Buy=Y <P ;: k) B L % 2.8)
k>0 p+k+1 :

Démonstration. En appliquant les relations (2.6) et (2.7), on obtient
k" 1 —t p—1 4k
B,y = pzﬁ et (1P~ that,
k>0 p

et (2.8) suit de (1.11). O

Nous présentons ici une autre expression de la fonction génératrice de 53, , impliquant la fonction
gamma incompléte inférieure. Rappelons que la fonction gamma incompléte inférieure v (s, z) est

définie par :

z
v(s,z) = Jett51dt.
0

Théoreme 2.9. Pour p > 1, la fonction génératrice exponentielle des nombres p-Bell est donnée par
ZB i_ p(exp(6271)),y(p ez_l)
n, — ’ .
= Pl (e —1)7
Démonstration. Par un simple changement de variable t = 1 —y/(e* —1) dans (2.5), on obtient le

résultat désiré. O

Théoreme 2.10. La fonction génératrice exponentielle pour les nombres p-Bell est donnée par

P k

2" _ ptlexp(ef —1)) P
B = — (2.9)

T e T Sy
Démonstration. Apres une intégration par parties, on peut réécrire (2.5) comme
__F p

fr(z) = o 1fp,1 (z) — =1 (2.10)
Maintenant, en appliquant (2.10) par induction, nous obtenons le résultat souhaité. O

Dans la suite, nous allons montrer une relation entre les nombres p-Bell et les nombres de Ber-
noulli généralisés. Rappelons que les polyndmes de Bernoulli généralisés B,(f‘) (x) sont définis par la
fonction génératrice exponentielle [10, 42] suivantes :

14 o0 n
(ett_1> e =Y B (x) Lo <2m 1t =1) (2.11)
n=0

n!
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ol & est un parametre arbitraire. En particulier B,(f‘) (0) := BE[X) sont les nombres de Bernoulli généralisés

d’ordre «, et B,(f) (x) sont les polynomes de Bernoulli classiques.
Corollaire 2.11. Pourn,p > 0,0na
n+p -1 p
n+ n+ n+k k
Bup = Z< k p) < p p> Putp— kB Z( > (Z) B,Slk. (2.12)
k=0 k=1

Démonstration. La relation (2.9) nous permet d’écrire

S Bupl =Y (Z( )il > LYy

n>0 n>0 n>0k=1

) ;) (ZO <n+l9) (”;p>_14>n+pk8,£”)> %
T () @)

Comparant les coefficients de 27, des deux cotés, on obtient le résultat (2.12). O]

1’!"

Le lemme suivant sera utile pour la preuve du théoreme suivant.

Lemme 2.12. Pourp > 0,0na

+1 d\* 1
1F1 P ;1—€Z = (_1)]0 (p—|—1) <€Z> 11:1 ;1—€Z
p+2 dz 2
et
1 — —
F e (1 exp (1 e)>
2 er—1
Démonstration. Par induction sur p. O

Théoréeme 2.13. Pourp > 1,0na

z" . _ . d Pl —exp (1 —¢
ZBn,pa:eXp(E —1)(=1)” 1p(e dz> ( ef—(l )>

n>0

Démonstration. Par la transformation de Kummer [2], on peut écrire

1
15 68 —1 ] =exp(ef —1) 1F P i1 —e*
p+1 p+1
Finalement, par le lemme ci-dessus on obtient le résultat. O

Le résultat suivant, donne la représentation intégrale de type Cesaro [15] pour les nombres p-Bell.
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Théoréme 2.14. Pourn > 1,0n a

e 0 \ (exp(e?)—1)?

11 T pP— -P
B,, = 21" ImJ (eXp((eXp Z (exp () ~1)° )sin (n6) do, (2.13)

ot Im (z), la partie imaginaire de z.

Démonstration. En utilisant 'identité intégrale :

{n} = 2n!ImJn (exp () 1)k sin (n6) d6

k 7T 0 k!
et la formule (2.3), on obtient (2.13). O

2.2 Relation de récurrence

Nous allons présenter dans cette section les différentes relations de récurrence pour les nombres

p-Bell B,, ,.

Théoreme 2.15. Les nombres p-Bell satisfont la relation de récurrence suivante :

n—2
Buiip=(n+1)Bup—)_ (’,Z) (=) Biyrp — —=Bupr (2.14)

P
k=0 p+1

avec la suite initiale B, = 1.

Démonstration. On dérivons la formule (2.5) par rapport a z, nous obtenons :

texp(( —1)t) (1 —)P ' dt

[
N
Nt
—
N
N—
[
=
o

(1—t—1)exp((ef — 1)) (1—t)P 'at

1
exp((f—=1)t) (1—t)Pdt + pJexp((eZ —1) ) (1=t at
0

p+1fp+1( )+ fr (z),

d’ot

e_ZZBn—H,p%’: = P"‘lZ np+1 +ZBnp I

n>0 n>0 n>0

Apres quelques manipulations algébriques, nous obtenons

Z <Z(Z> (_ )n kBkJrlp) 7’1! = P+1Z np+1 ‘|’ZBnp I

n>0 \k=0 n>0 n>0
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, . . .. n Ay
Le résultat suit par la comparaisons des coefficients de =7, sur les deux cotés. O

La formule (2.14) donne les nombres p-Bell B, , pour 0 <n < 6et0 < p <3

1 1 1 1 -+ By,
1 1/2 1/3 1/4 - By
2 5/6 /2 7/20 - By,
5 7/4 14/15  3/5 .- B3,
Sp=|15 68/15 13/6 179/140 --- By,
52 167/12 127/21 185/56 --- Bs,
203 2057/42 235/12 8389/840 --- B,

Bn,O Bn,l Bn,Z Bn,3

Pour p = 0, la formule (2.14) devient
Corollaire 2.16. On a

n—1
pra =t 090t (0" Yo
k=1

Le résultat suivant présente un autre type de récurrence pour les nombres p-Bell B, ,. Le lemme

suivant sera tres utile pour la preuve du Théoreme 2.18.

Lemme 2.17. On a

1 z 1 z 1
1F1 7zl = (1 + 1> 1F1 7z — > 1F1 2 I (2.15)
p+1 p+ p+2 p+ p+3

Démonstration. Le résultat découle directement de la formule (1.5). O

Théoreme 2.18. Les nombres p-Bell satisfont a la relation de récurrence suivante :

n+1 n+1
Bn+1,p+l = Bn+1,p - ﬁ n,p+1 + m[)’n,p—m
avec la suite initiale By, = 1 et la suite finale B, o = ¢y, -
Démonstration. Par (2.15) avecz:=¢*—1,0ona
fr@=(1+—=) fri1(2) = — fri2(2)
P p+1)/rH p+277t?
z" 1 1 z"
ZBM’E = Z <Bn,p+l + mnlgn—l,;ﬂrl - Wanl,p+2> W

n>0 n>0

En comparant les coefficients de %, des deux membres, et en utilisant (2.14), on obtient le résultat
désiré. O
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Dans la suite, on propose un simple algorithme, basé sur une relation de récurrence a trois termes,
pour calculer les nombres p-Bell.

Nous considérons la suite suivante Z, ,, (p) avec deux indices par

Zm (p) = (’” ; P > S 5 (m,k) By (2.16)
k=0

Du théoréme 2.5, on peut écrire
m+p\— [n+m m+k+p>_1
Z — 7
o (P) < p >é{k+m}m< p

avec

Zom(p)=1let Z,0(p) = By, p.

Théoréeme 2.19. Z,, ,, (p) satisfait la relation de récurrence a trois termes suivante :

m+1

Zptim (p) = mzn,m+l (p) +mZum(p), (217)
avec la suite initiale donnée par 2y, (p) = 1.
Démonstration. De (1.15) et (2.16), on a
Zums1 (p) = (m +5 * 1)"55 (m+1,k) Bn+kp
k=0
m+1
= (") Y (s ke 1) s (,00) B
k=0
= (m+5+1>Zs m, k) B nklp — <m+p+l>mis (m, k) Bn+kp
= i () =" 2 ),
ce qui est évidemment équivalent a (2.17). O

Remarque 2.20. Notons que pour p = 0, la relation de récurrence (2.17) se réduit a une formule

connu dans I'article de Rahmani [37].

3 Les nombres Poly-Bell

La formule de Cauchy pour l'intégration répétée [35] est donnée par :

D) = o ! 1)!J (x—1)" f (1) dt, (2.18)
0



ou D" est I'intégrale n-fois et f une fonction continue sur la droite réelle. Comparant la formule

(2.18) a la formule (2.6) on obtient :

Théoréme 2.21. Pourp > 1,0na

Bn/P = p!'D—P q>n (x)|x:1

1 Xp X2
= p!dedexpl e J(P” (x1) dx1. (2.19)
0 0 0

L’expression (2.19) des intégrale itérée, motive la définition des nombres poly-Bell. Définissons

(p)

les nombres poly-Bell B, comme suit :

La fonction génératrice de poly-Bell ]B( p)

e—1
Z ZF n-l—p-l—l

n>0

est donnée par :

et peut étre étendu a p négatif

pz" (e —1)"
Y B, M=y (2.20)
n! nzpr(n—p—i—l)

n>0

Une formule explicite des nombres poly-Bell avec un indice supérieur négatif p, peut étre obtenu

par une utilisation directe de (2.20).

Théoréeme 2.22. Les nombres poly-Bell ]Bgfp) sont positifs et on a

-p) _ - k! n
B, _k;(k_p>!{k}. (2.21)

Corollaire 2.23. Pourp > 0,0n a

_ dp
B, " = T Pn ()|

()

J=p

Démonstration. De (1.30), on a



ce qui réduit a B,S"’) en prenant x = 1. D’autre part, de (1.31), on a
ar zt o dP
gop P () 7 = S exp (x (e —1))

n>0

= (¢* =1)7exp (x (e"— 1))

n>0 \ j=
En comparant les coefficients de % et en prenant x = 1, on obtient le résultat. O
Une question naturelle qui se pose est la suivante : les nombres poly-Bernoulli %,(f ) ont Ia pro-

priété de la dualité [3, 24]

Qu’en est-il des nombres poly-Bell ?

(=p)

Théoreme 2.24. La fonction generatrice doub]e de By,

ZZ]B 7 —exp((y—l—l)(ez—l)).

p=0nzp

est donnée par

Par le théoréme ci-dessus, nous pouvons répondre négativement a la question précédente, la

propriété de la dualité n’est pas valable pour les nombres poly-Bell.

(—p)

Démonstration. La fonction génératrice de BB,,

Sy BrEL -y Y O

peut étre obtenue en utilisant (2.20) et (1.20)

p>0nzp p>0n>p
1« (e2—1)
=)_((@-1) p!Z i
p>0 i>0

O

En conséquence du théoréme 2.24, nous obtenons la fonction génératrice des nombres poly-Bell

lB,(q_p) dans l'indice supérieur p est négatif.

Corollaire 2.25. On a

Y
Y B! ”)i! = ¢n(1+7).

p=0
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Démonstration. Le résultat découle immédiatement de

exp((y+1) (¢ =1)) = Y gu(14y) 2

n>0
OJ
Les premiéres valeurs de lB,(f ) (—4 < p <—1,0 < n <9) sont données dans la table suivante :
[p\n]JO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 |
-1 0 1 3 10 37 151 674 3263 17007 94828
—2 10 0 2 12 62 320 1712 9604 56674 351792
-3 1l0 0 0 6 60 450 3120 21336 147756 1048830
—4 ||l0 0 0 0 24 360 3720 33600 287784 2424744
TABLE 2.1 — Quelques valeurs des nombres poly-Bell.
4 Les polynomes p-Bell
On considere les polynémes p-Bell B, , (x) sont définis par la fonction génératrice suivante
Zn 1 Z XZ
F,(x):=) Bu, () 7 = 1F ef—1 | e (2.22)
n>0 ’ p +1

Maintenant, en utilisant (2.22) nous pouvons obtenir la formule explicite pour les polyndmes p-
Bell.

n

Bup (x) =Y <Z) By px" ™, (2.23)

k=0

pour tout entier p, on définit aussi la classe suivante d’un polynéme ]B,(lp ) (x), que nous appelons

polyndmes Poly-Bell, par

B, (x
BY (x) = ;,( )

Les premieres expressions des polynomes p-Bell sont :

By, (x) =1,
1
2x p+4
B 2 ,
2 () = T A D (1 2)
2 2
By, (x) = 3 + 3x 3(p+4)x p*+11p+30

p+1 (p+t1)(p+2) (p+1)(p+2)(p+3)
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et

4x3 6(p+4)x? 4 (p*+11p +30) x
p+1 (p+1)(p+2) (p+1)(p+2)(p+3)

By, (x) = x4+

p? +23p% + 160p + 360
(r+1)(p+2)(p+3)(p+4)

Nous présentons ici une autre expression de la formule explicite de B,,, (x) en fonction des

nombres de Stirling a poids Sk (x) de deuxiéme espéce [14]. Rappelons que S¥ (x) sont définis par :

1

Sk (x) = HAkx”

0

ou A est 'opérateur de différence directe. Ces nombres sont liés respectivement aux nombres r-

Stirling de deuxieme espece {}} et aux nombres r -Whitney W,,, (1,k) de deuxiéme espece [38]

par:
X n+r k(ry_ 1
Sk (r) = {kH}r et Sk (m) = W (n,K).
Rappelons que, pour tout entier positif 7, les nombres r -Whitney de deuxieme espece
_ r
Wi (n, p) = m" P Sy (E) ’

sont les coefficients dans I'expression suivante [31 38]:

(mx +r)" Zme,np)()
p=0

et sont donnés par la fonction génératrice suivante

1
Zer n, p i mPpl o'z (emz—l)p.

Clairement, on a

+
Wipo(n,p) = {Z} et Wi, (n,p) = {Z+:} .
r

Théoreme 2.26. Pourp > 0,0on a

n -1
Bup (x) = Z(k? ) Sk (x). (2.25)

k=0

Démonstration. De la formule (2.25) et la fonction génératrice de SK (x)

71
;' (e — 1)k =) Sy(x) 7' (2.26)
n>k
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on a

I
Y
=
N
=
N
<

En particulier, on a
Lo k+p\  (n4r
Bup (r) = k k+r
k=0 r

et

o1 (k+p\ T
Bu,p (;)ZZmn—k< kp) Wi (1, k) .

k=0
On veut maintenant généraliser le théoreme 2.19 au cas des polyndmes. Considérons les po-

lynoémes Z,, ,, (z; p) définis par
= n
Zum (x;p) =D ( k) Zim (p) x"7F (2.27)

avec Zon, (x;p) = let 2,0 (x;p) = Byp (%) .

Théoréme 2.27. Les polynémes 2, ,, (x; p) satisfont la relation de récurrence a trois termes suivante :

m+1
Zusim (x,p) = mzn,mﬂ (x;p) + (m+x) Zym (x;p) (2.28)
avec la suite initiale donnée par
Zom (x;p) = 1.
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Démonstration. De (2.27) et (2.17), on a

n—1

d m+1) n—1 ke
X Zum (3:9) = nZnm (% p) M+p+1g%< >meﬂwxnkl
n—1 n—1
—an( )ka (p) xR
k=0
Ainsi
¥ Zpam (57) = Zuom (x:p) — —" Tz (59) — 1 Z1m ()
n—1,m yP) = Znm P m—+ p F1 n—1,m+1 P n—1,m yP) s
ce qui équivalent a (2.28). O

Le théoréme suivant établit la représentation intégrale pour les polynéme p-Bell.

De la définition (2.22) et la formule(2.5), on a
1

F,(x) = pJ (1—1)" exp(xz + t (¢ —1))dt.
0

Comme

exp(xz+t(ef—1)) ZGW

n>0
—§<1<> )

on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 2.28. Les polynomes p-Bell B, , (x) satisfont la représentation intégrale suivante
1
By (1) = p| (1= G (1)t (229)
0

Les polynémes Gy, x (f) sont un cas particulier des polyndmes plus généraux considérés par Cor-
cino et al. dans [18]. Maintenant, en utilisant les propriétés de G (f), on obtient les corollaires

suivants.

Corollaire 2.29 (Formule de Dobinski). Pourp > 1,0na

x+ k)" k+1
By (x) = PZ( iz ) 1h =1 .
k>0 : p+k+ 1
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Démonstration. De [18, Formule (1.18)], on obtient

1 tk
By (x) = pJ(l — )P (etzk! (x—i—k)”) dt.
0

k>0

1
=py_ (x J’;k) Jettk (1—t)P1at.
0

k>0
x+k)" k+1
= pZ( k' ) 11:1 ,—1 .
k>0 : p +k+1
O
Corollaire 2.30 (Relations de récurrence). Pour p > 0, on a
= /n
Bui1,p (x) = xBpp (x) — Z (k) (p—pFlBk’pH (x) = Bp (x)) . (2.30)
k=0
Démonstration. De [18, formule (2.9)], on obtient
1 n
0 k=0
1
_ pr (1= )P Gy (1) dt
0
" 1
n _
-y (1)]@-0-n0-07" 6, s at
k=0 0
Apres quelques manipulations, on obtient (2.30). O

5 Représentation probabiliste

Cette section a pour but de présenter une interprétation probabiliste de la suite B, (x). Pour
cela, nous nous considérons une variable aléatoire Z qui suit la loi de Poisson de parametre A > 0.
On suppose en outre que A est une variable aléatoire suit une loi béta : A ~ beta(1, p). La fonction

de densité de probabilité, pour 0 < t < 1, et du parametre p > 0 est définie comme suit :

1
f/\<t> - ‘B(l, P)

=p(1—-trt,

(-0t

36



car
1

B(L,p) = ;/

ou B est la fonction béta. Alors, la distribution résultante est un cas particulier de la distribution
beta-Poisson [21, 28].

La fonction de masse de probabilité de Z est donnée par

r

fz(k) = | fiza(k t)dt

JR

= R&M@”Vﬂﬂﬂ

rl k,—t
=| p1 —t)”_l%dt

1 TA+p)I(p+k) 1

= — 1k i1
p+k+1

ek T(1+ p+ k) (p)

ainsi, la fonction de masse de probabilité d"une distribution de Poisson pondérée. La fonction génératrice
de moments de la distribution beta-Poisson est donnée par :
M(t) =E [e?] = 1Ry P,
p+1
ou E est I'espérance mathématique.
Il est bien connu que les moments d’ordre supérieur E [Z"] de la distribution de Poisson sont
¢u(t). Dans le paragraphe suivant, nous montrons que 3, ,(x) peut étre vu comme le niéeme moment

d’une variable aléatoire x + Z ou Z suit la loi beta-Poisson.

Théoréeme 2.31. Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi beta-Poisson, on a
Bp(x) =E[(x+Z)"].

Démonstration. De (2.29) et [18, p. 13, formule (4,17)], on a
1

Bup(x) = p | (107 El(x+2)"/2 = 1,
0
d’autre part, on a

E[(x+2)"] = E[E((x+ 2)"/A = 1)],

par comparaison on obtient le résultat. O
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Sur les polyndmes s-Lah

Notre but dans ce chapitre est de généraliser la transformation de Lah (1.26). L'idée est de construire
une matrice infinie M = (a,,m)nm>0 dans laquelle la premiere ligne a,, = ag,, de la matrice est la
suite initiale et la premiére colonne B,, = a4, est la suite finale. Ce qui revient a étudier la relation de

récurrence a trois termes :

App1im(X) = (m+m)an,(x) + xa,me1(x), (3.1)

avec x un nombre complexe différent de zéro. Par la suite, nous définissons une nouvelle classe de

polyndmes, appelés les polyndmes s-Lah. Et nous établissons une relation avec les polyndmes de

(% 2 . ! — .
Laguerre associés. En conséquence, nous prouvons que la suite (% ('Ziii))k est unimodale [45].

1 Transformation de Lah généralisée

Théoréme 3.1. Etant donné une suite initiale a,, = ag ,,(x), nous définissons la matrice M associée a

la suite initale par (3.1), alors

1. Les composantes de la matrice M sont données par :

. ol fn+m—1\ 4 5
Apm (X) = Zﬁ K1)~ S (3.2)
k=0
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2. Soit

-k
z) = Z“HSE

k>0
la fonction génératrice exponentielle de la suite initiale «y,s. Alors la fonction génératrice

exponentielle de la suite (a,,5(x)),>0, la s-iéme colonne de la matrice M, est donnée par

)= Y s (1) (33)

n>0

1 Xz
= (1—z)sAs<1—z>' (3.4)

Démonstration.

1. La preuve se fait par récurrence sur n. Sin = 0, le résultat est vrai. Maintenant nous supposons

que (3.2) est vrai pour n et nous démontrons qu’elle est vrai pour n 4 1. De (3.1), on a

aps1m(x) =(n+ m)an m(X) 4 Xanm41(x)

n'/n+m-—1 "l n+m
:(n+m) k(k+m 1>xklxm+k+zk|<k+m>xk+lam+k+l
=0 k=0

n+m-—1 ol (n+m—1\ 4
n+mn'< > +(n+m);k!<k+m_1>xtxm+k

1

n+m
k+1 n+1
§ ( > Kprk+1 + X Rpnt1

k=

— (1 + m)n! n+m-—1 N —|—(n—i—m)nZln! n+m-—1 Ky,
m—1 m kio(k‘f—l)' k+m m—+k+1

1

n—+m
k+1 n+1
§ ( > Kkl T X Kyl
k=

n+m—1
=(n+ m)n!( 1 >ocm + " i

n—1

TL! nm ni' n+m—1 k+1
+k§) [k!<k+m>+(n+m)(k+1)!( Kt m )]x Mok
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Apres quelques réarrangements, on obtient

— (n+1)! (n+m\ 4y

+§ (k+1>' k+m X Xm+k+1
n-+
n
(m+1)!/ n+m r

+; kU \k+m—1)" “mk
_”H(n—i—l)! n+m
- K \ktm—1)* bmtk

Comme

on trouve

Ce qui achéve la démonstration.

(3.5)

(3.6)

O

Théoréme 3.2. Etant donnée une suite finale B,, = a,(x), nous définissons la matrice M associée a

la suite finale par :

Bunst (1) = (@ (1) = (14 ) @y (2)).

Alors
1. Les composantes de la matrice M sont données par

m

1 em! fm+n—1
Apm (X) :WZ(—1)m+ k!(k—f—n—l)'BHk'

k=0
40
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2. Soit

Zk
Z) = Z,Bk+sﬁ

k>0
la fonction génératrice exponentielle de la suite finale B,+s. Alors la fonction génératrice ex-

ponentielle de la suite (asm (x)),,(, la s-ieme ligne de la matrice M, est donnée par

As(z;x)zzas,m(x)iz x stg( z ) (3.9)

m! (x4 2z) xX+z

Démonstration.

1. Par réccurence sur m. Le résultat est vrai pour m = 0. En utilisant (3.7), on trouve

k=0
1 & em! (m+n—1
—(ner)meZ(—l)er '<k+n ),Bn+k
k=0
1 km! (m+n 1
k=0
1 & em! (m+n—1
“rtmt S e (e D
k=1

—(”+m)xn11+1 (=)™ m!<m :ill_l)ﬁn

1 m(_l)m+k—1 m! m+n
pa (k=)' \k+n—1

1 & makm! (m+n—1
—(n+m)xm+1Z(—1) * k'( >,Bn+k

):BnJrk + orEs ,Bn+m+l

k+n—

1 = ekt m! m+4n ﬁ' m—+n—1
=z )_ (1) [(k 1)! <k+n—1>+(”+m)k!<k+n—1>]ﬁ”+"

1 m-4+n— 1
+(7’l+m) s (—1)m+1 m'( )an eS| ,Bn—l—m-i-l

Apres quelques réarrangements, on obtient
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1 &« k1 (m+1)! [ m+n
Anm+1(%) =l (—1)m+ * <k!<k+n—1>5”+k

1 1 m-+n 1
b (™ (m+1)!< >[5n -

1 1 m+1D) /) m4+n
= (_1)m+ +1( o ) <k+n_1>ﬁ”+k

2. D’aprés (3.8), on a

1 & y m! fm+s—1 z"
As (zx) = E (mE +k <k—|—s );35+k>
k

m>0
m +s—1 "

= é (—1)k H,Bs—&-k n%)(_l) <1]1:-|—581) <§)
o k1 k z
_ W‘Z)sé(_l) P (=1) <x+z>

k

z

B (x+z k;,k'ﬁs*k <x+z)

_ stg( : )
(x +2) X+z

Ce qui achéve la démonstration.

De Théoréme 3.1 et Théoréme 3.2 on obtien le Corollaire suivant :

Corollaire 3.3. Pourn,m > 0,on a

n m
n!'n+m—1\ , _ mekmtfm4+n—1\ _
%k!<k—|—m—l)x Kk+m —Z(_l) T\ krn_1 X" Bk

k=0

(3.10)

L'identité (3.10) est appelée la transformation de Lah généralisée est se réduit a la transformation

de Lah de la suite «, pour m = 0 et x = 1 et a la transformation inverse de Lah de la suite 8, pour

n=0etx=1.
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2 Surles polynémes s-Lah

En prenant la suite initiale a¢,, = 1 dans (3.1), on construit la matrice suivante :

1 1 1 1
X 14+ x 2+x 3+x
x% 4+ 2x x% +4dx +2 x> +6x+6
M= x3 4+ 6x% + 6x x3+9x*+18x+6
xt 4+ 12x3 + 36x% + 24x :

Comme A;(z) = €%, la relation (3.3) donne la fonction génératrice exponentielle de la suite finale :

Bs (z;x) = a _lz)s exp (1327:2) . (3.11)

En particulier, pour s = 0, on a

ot L, (x) sont les polyndmes de Lah.

Le Corollaire 3.3 nous donne l'identité sulvante
m+n—1

n
n! (n+m— om m+k !
%k!(kjtm ) - Z <k+n—1>L”+"(")‘
On prend n = 0, on obtient

Iéé {JM()

Définition 3.4. Nous définissons les polynémes s-Lah, notée L, s (x) par :

n

nlm+s—1\
L (%) :Zk!<k+s_1>x
k=0

_ sik S (s+n—1
—y (R (T b,

Maintenant, nous discutons les deux cas ot le nombre s dans la fonction génératrice exponentielle

(3.11) est pair out impaire.
Pour s = 2r dans (3.11) et on pose Yy, (X) = a,0r (X), alors

B2r Z; x Zan *

n>0
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avec

~ ol (n+2r—1
Yo, (x) = k!<k+2r_1>xk. (3.12)
k=0
2r
B _2rz k(@) (it 2r—1
=X — ( 1) k| k_|_ n— 1 Ln+k (x) . (3‘13)

De Théoreme 3.7 dans [34] nous reconnaissons que
ni 1’ n+2r—1
k], k' \k+2r—1)’

est la formule explicite des nombres r-Lah (de premiere espece).

Maintenant, pour s = 2r + 1 dans (3.11), on pose Z, , (x) = ay, 2,41 (x), alors
Zn
Bory1 (Z;x) = Zzn,r (x) E

n>0
avec
ol (n42r\
Znr ()= 2_ g\ gy or ) G4
k=0~
2r+1
o 1 @2r+1)! ) 2r+n
— 2 1Z (_1>k 1(kl)<k+n—1>L"+k (x). (3.15)
k=0 '

De méme maniere que les nombres r-Lah de premiere espece, nous définissons les nombres r-Lah
k

. N n . . .
de deuxiéme espéece [ par la formule explicite suivante :

r

I
FZ—‘ = % (Z:::;:) pourn >k >0etr > 0. (3.16)
. !

Les résultats suivants sont déduits de (3.16).

Théoréeme 3.5. 1. Les nombres r-Lah de deuxiéme espéce satisfont la relation de récurrence sui-
vante :

V}{HL: _kﬁlwr+(n+k+2r+1) m .

r

2. Ona

n A n _
(x+2r+1)" = Z[Z et (x—2r—1)2 =Y (—1)"* [Z—‘ xk,
k=0 r k=0 r

3. La fonction génératrice exponentielle de la suite des nombres r-Lah de deuxiéme espece est

donnée par
k

LR
= k|,n! k! (1 _Z)k+2r+1'
Théoréme 3.6. Les polynémes L, s (x) satisfont la relation de récurrence suivante :
Luy1,s (x) =sLyst1 (x) + xLpsia (x) -
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Démonstration. On a

d
—Bs (z;x) = sBs+1 (x,2) + xBsy2 (x,2) .

dz
Ainsi
Zﬂ Zn ZI’Z
ZLn-i-l,s <x) E = SZLn,s-H (x) E + xZLn,s+2 (x) E
n>0 n>0 n>0
En comparant les coefficients de %, on obtient le résultat. O

En particulier, on a

Yot1, (%) =2rZp, (%) + xY5 41 (X)

et

Zn_l’_l,r <x> = (27’ + 1) Yn,r_._l (X) + xZn,r+1 (.X) .

Le résultat suivant donne une formule explicite des polyndmes s-Lah en terme de la fonction

hypergéométrique confluente de Kummer.

Théoreme 3.7. On a

—1)! —n
(nts—D! o x|,

Lns (¥) = 7y, .

a
ou1F ;z | est la fonction hypergéométrique confluente de parametres complexes a, b et d’une
b

variable complexe z.

Démonstration. On a

n
_ z‘ Tl"‘s—]. k
L”'s(x)_zk!<k+s—1>x
k=0
vl (nts—1)! i
Kk (k+ts—1)!(n—k)!"’
k=0
d’autre partona (k+s—1)! = sf(s— 1)l et (n —k)! = —__ alors

(=1)k(=n)

_ ok

B VP i
(n+s—1)! —n

= 1k ;=X
(s—1)! s

Maintenant, on peut écrire les polynomes s— Lah sous la forme suivante :
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Théoréeme 3.8. On a

Lus (x) = n'LE™Y (—x) (3.17)

— (_1>n d" (exanrs—l)‘

—eXxsL gy

En utilisant les propriétés des polyndomes de Laguerre associés [2], nous pouvons obtenir plus de

propriétés des polynomes s—Lah. Par exemple, nous avons
%Ln,s (X) — ”Ln—l,s—H (x) .

En effet,

d d o (s-1)

ﬂL"'S (x) = n!aan (—x) (3.18)
=nILY | (—x) (3.19)

|
= (ni.l)!Ln_l,5+1 (X) (320)

= nLn—l,erl (x) .

Remarque 3.9. Pours = 0, le Théoréme 3.8, est réduit au résultat connu récemment par Boyadzhiev

dans [11].

Puisque les racines des polynomes de Laguerre associés IL,(qm) (x) sont positives, on peut prouver

le résultat suivant :

Théoréme 3.10. Les polynémes L, s (x) ne posseéde que des racines réelles négatives.

n+s—1

Corollaire 3.11. La suite (Z,' <k Lso1

> ) est strictement log-concave, donc est unimodale.
k

-1
Démonstration. D’aprés le Théoreme 3.10 et 1'inégalité de Newton, la suite <',Z,' <Ziz 1)) est
- k

strictement log-concave et d’apreés la Proposition 1.8 elle est unimodale.

Remarque 3.12. Le cas particulier ot1 s = 2r, se réduit immédiatement a un résultat connu donné par
Mihoubi et Reggane [33, Proposition 3].

Application

Une application du Théoréme 3.8, Barry prouve que pour m > 1,
det M, = (m— 1)L (1),
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ou det M, est le déterminant de la matrice M = (miff)lgi,jgn avecm;; =1i,m;; =1sii>j,m;;=j—i
sij>i
1123 .- n—1
1 21 2
1 31
Mo = 1 4 1
1 5 1 2
1 S 1
11 1 n e
avec

z™M 1 z
Z detMmHﬁ = (1—2)2 exp (Z—l) .

m>0

Maintenant, a partir de la relation (3.8), on obtient la formule explicite suivante, pour la suite
A066668 dans [41]

On peut aussi monter le résultat précédent par les fonctions génératrice. Si nous commencons par

la suite finale a,,0 = 1, on obtient :

By (z) = €
x0 z
Ao (#52) = (x+z)060 <x+z>
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Pour x = —1, alors

Ao (z,x) = exp <zi1>
_ddZAo (zx) = (1_12>28Xp (zil)

m

—i.Ao Z x Z detMmH—

dz
m>0
m
—Z Om+17 ZdetMm+17
m>0 m>0
d’ou
det My, 11 = —aom+1

De Corollaire 3.3, pour m > 1, on a

m

B n+m—1\  ktm _ _ymrkm! fm4n—1
Z <k—|—m—l)( b detMW—%( D i kena1)

En particulier pour n = 0, on obtient pour m > 1 le théoréme suivant :

Théoréme 3.13.

Sim=0,ona

48

(3.21)



Une formule de récurrence a trois termes pour les

polyndmes de Bernoulli généralisés

1 Introduction

Les polynémes de Bernoulli d’ordre « € C, sont définis par la fonction génératrice suivante :

z & _ (@) z"
<62_1> e* =3 B, ()7

n>0

(@)

Pour x =0, B, (0) := B sont appelés les nombres de Bernoulli d’ordre «.

Clairement, on a

BY (x) =Y (”) By, (4.1)

i=0

Boutiche et al. [10] ont prouvé que la formule explicite pour B,({X) (x) : est la suivante :

B ()= 3 (-1)" (" +’”)_1 (59 | G K E) @2)

m n—m m
m=0

ot S¥ (x) sont les nombres de Stirling a poids de deuxiéme espece ,
Les polynomes de Bernoulli classiques By, (x) sont donnés par :

B, (x) := BY (x)
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et peut étre calculé [39] en construisant une matrice infinie (B, (x))n p>0 dont la premiere ligne de

la matrice By, (x) = 1, et chaque composante By, , (x) est donnée récursivement par

(p+1)°

D2 By pi1 (x). (4.3)

Bui1,p (x) = (x+p) Bup (x) —

La premiére colonne de la matrice B, (x) = B, (x) sont les polynomes de Bernoulli.

1 1 1 1 1
x—3 x—3% x—1 x—1
xX2—x+13 x2—2x x?-lx— 4%
x3—3x24 % B4+ L
xt—2x3 + a2 — %

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la formule de récurrence a trois termes pour les po-
lynémes de Bernoulli généralisés d’ordre k > 1. Pour cela, nous rappelons quelques définitions et
quelques résultats sur les polynémes de Daehee d’ordre supérieur et nous présenterons des for-
mules explicites pour ces polyndmes. Ensuite, nous introduisons une suite a deux indices qui nous

permettera de calculer les nombres de Bernoulli généralisés d’ordre k.

2 Les polynémes de Daehee d’odre «

Récemment, Kim et al. dans [25] ont défini les polynomes d’ordre supérieur de Daehee Dﬁ,k) (x)

(k > 1) par la fonction génératrice suivante :

log (142)\* X z"
<g(z )) (1+2)" =) Dy ()=, (4.4)
n>0
et ont prouvé que
Dy (x) = Y s (n,) B (x) (45)
i=0
= B (x4 1) (4.6)

ot s (n,m) sont les nombres de Stirling de premiere espece signés.
Maintenant, pour x = 0 dans (4.4), D .= p¥ (0) sont appelés les nombres de Daehee d’ordre k

et donnés explicitement par

~1
D = <” ;: k) s(n+kk). 4.7)

Maintenant, par la transformation de Stirling [37], on peut généraliser (4.5).
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Proposition 4.1. Pourn,m > 0, on a
m n
. k n+m k
S s =3 {17 o, .
i=0 i=0 m
Les relations (4.2) et (4.6) donnent facilement une formule explicite pour D,gk) (x) en termes des
nombres de Stirling a poids de deuxieme espéce. De plus, le D,gk) (x) peut étre étendu aux polyndmes

de Daehee D (x) d’ordre &, qui peut étre défini par :

D™ (x) = B{"™™ ) (x +1).

Théoréeme 4.2. On a

n n —1 .
p® ) =Y (-1) (nfz) (2n—i—o¢+1) <n+t.x+z)8’i+i (x+1). (48)

, i n—i i
i=0

Les premiers polynomes D (x) (0<n<4)sont:

S U
—_— O —

NN
—~
= =
~— ~—
[
= =

|

D (x):xz—(a+1)x+%(3oc+5)

(@) () — 43 _3 (% 2, (@+1)Ba+8) afa+2)(ats)
Dy’ (x) =x 3<2+1)x+ 7] x g ,
et
fo)(x):x4—2(a+3)x3+<“+2)(23‘X+11)x2—(“+1)(“;3)((X+4>x
w (1502 + 150a% + 485 + 502)
* 240 '

En particulier, nous obtenons une représentation explicite des polynomes de Daehee d’ordre a & des

arguments rationnels en fonction des nombres r -Whitney de deuxiéme espece.

p® <L) :i(—l)i <2n1—:jci+1> <n+?c+i>w

" m,r+m (7’1 + i, l) .
m P - <n + z>
i

Sion pose x = r et m = 1 dans (4.8), on obtient

(1) (2n+zx—|—1> <n+uc—|—i)
(@) . n—i i n—i—i+r+1}
Dy’ (r) = . { ) .
n % (n—‘i-z> i+r+1 ),
i
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3 Relation de récurrence pour les polynémes de Bernoulli généralisés
d’ordre k

Dans le Théoreme suivant, on propose un algorithme basé sur une relation de récurrence a trois
termes pour calculer les nombres de Bernoulli d’odre k. Il convient d’indroduire la suite suivante

k . .
%,(1,)11 avec deux indices par :

k
%n,m = %1(1,2” =

(m + k)

k " (n+m
)Z{ }mD(k) | 49
avec By, = letB, o= B,Sk).

)

2 s k . N . p N . .
Théoreme 4.3. Les EB,S,m satisfont a la relation de récurrence a trois termes suivante :

m+1 s(m+k+1,k)
m+k+1 s(m+kk)

SBn—l—l,m = %n,m—l—l + m%n,m (4-10)

avec la suite initiale donnée par

Bom = 1.

Démonstration. De la Proposition 4.1 et (1.15), on a

m+k+1
k m+1 ®
Bymil = S k)Z (s(m,i—1)—ms(m,i))B, ;.
7 i=0

Apres quelques réarrangements, on trouve que
m+k+1 s(m+kk)

m+1 s(m+k+1,k)

Bymi1 = (%n—i-l,m — m%n,m) .

Ceci complete évidemment la preuve du Théoréme 4.3. O

Finalement, nous considérons les polynomes %,(1121 x) qui sont definis par :

By () 1= B (x) = <’Z> B,
i=0

’ 2o k k k
C’est évidemment de (4.1) que B (x)=1et %(,3 (x) = B (x).

0,m n
Théoreme 4.4. Les polynémes %,S")n (x) vérifient la relation de récurrence a trois termes suivante :
m+1 s(m+k+1,k)

Bytim (x) = m+k+1 s(m+kk)

Brm+1 (x) + (1 +x) By (x) .- (4.11)
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1 1 1 1

k 1_k _ 3K243k—2
Xx—3 X+5—2 L T )
2 k(3k—1) > (3k-1) k(k—1) .
X" —kx+ =9 XXt T
3_ 31,2 kGBk=1) . K(k-1)
x° — skx® + ==F—x 3

Démonstration. On voit facilement que
n—1

d = (1 3 () i n=1\ 0 ni1
xmciBn,m(x):n%(i)%irmx” Z—nZ( ; >‘Bi+1,mx” .

i=0

Utilisant (4.10), on obtient

d = /n—1 weicg [ m+1 s(m+k+1,k)

Apres quelques manipulations, on trouve (4.11).
Remarque 4.5. Pour k = 1 et de la relation s (1,1) = (—=1)"*! (n — 1)1, on obtient (4.3).

Remarque 4.6. Notons aussi que les s (n + k, k) peut étre déterminé par les relations (4.7) et (4.8)

s(n+kk)= (n;:k>D,(1k).

On a

s(kk)=1,

k
s(k+1,k) = =3 (k+1),

s(k+2,k)= %(k+1) (k+2)(3k+5),

k
s(k+3,k) = —2 (k+1) (k+2)* (k+3)?,
s(k+4,k) = 57k60(k+1) (k+2) (k+3) (k+4) (15k3+150k2+485k+502>.
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Conclusion, Perspectives

Le travail présenté dans cette thése est le fruit de 2 ans de recherche dans le domaine de la
combinatoire énumérative autour des suites classiques (Bernoulli, Bell, Lah etc.). La plupart des
résultats présentés dans ce mémoire sont de nature analytiques (séries génératrices) ot algorithmique
(récurrence a trois termes) .

Plus précisément, le deuxiéme chapitre a été consacrée a la généralisation des nombres de Bell
classique. Cette généralisations a donner une nouvelle généralisation de la transformation de Stirling
qui a été étudier par Rahmani en 2014. Nous nous proposons d’étudier a 'avenir le cas générale,

c’est-a-dire pour n'importe quel suite initiale.

Dans le chapitre trois, nous avons introduit un nouveau coefficient, qu’on a appelé le nombre de
r-Lah de deuxieme espece. La question naturelle qui se pose est I'interprétation combinatoire de ce

nombre.

Nous présentons ici quelques directions qui peuvent faire 1’objet de travaux de recherche ultérieur
ainsi que des idées pouvant faire suite aux résultats obtenus dans ce travail :
— Généraliser les résultats obtenu dans le chapitre deux, on remplagant exp(z) — 1 par une fonc-
tion ¢(z) avec ¢(0) = 0.
— Revisiter la loi beta-Poisson avec les outils que nous avons développer dans le chapitre deux.

— Introduire les g-analogues des polynomes s-Lah.
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