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Resumé

Le but de ce mémoire est 1’étude des deux propriétés topologiques : bornitude et compacité de
I'opérateur de projection sur ’espace de Bergman dit opérateur de Toeplitz, nous exposons
les différentes traveaux concernant ces deux propriétes.

Mots-clés :

opérateur de Toeplitz, espace de Bergman.



Abstract

In this work, we prove characterizations of compact Toeplitz operators with radial sym-
bols on the Bergman space of the unit disk.
Key word :

Toeplitz operator, Bergman space.






Notations et symboles

< .,. > : produit scalaire.
D : le disque unité ouvert dans C.
0D : la frontiere de D.
A(D) : l'espace vectoriel des fonctions analytiques sur le disque unité D.
dA(z) : la mesure de Lebesgue normalisée sur D.
C(D) : I'espace des fonctions continues sur D.
P : la projection orthogonale.
L?*(D) : Pensemble des fonctions carré intégrable sur D.
L3(D) : I'espace de Bergman sur D.
K : noyau reproduisant.
Aut(D) : L’ensemble des automorphisme du disque D.
f : la transformée de Berezin de f.
@.(w) : la fonction Mdbius .

f @ la transformée de Mellin.

1 : une mesure de Borel.
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3.3 Opérateur de Toeplitz compact



Introduction

L’étude des opérateurs de Toeplitz sur ’espace de Bergman a commencé dans les années
1980. Des résultats sur le produit des opérateurs, la caractérisation des opérateurs bornés,
les opérateurs compacts ainsi que la classe de Schatten (classe des operateurs p-compact )
qui ont étés obtenus.

Le sujet de ce mémoire est I’étude de la bornitude et de la compacité des opérateurs de
Toeplitz a symbole quasihomogene en particulier & symbole radial sur I'espace de Bergman.
Ce mémoire expose 'article de Boris KORENBLUM et Kehe ZHU intitulé " An application

", et concerne deux théorémes Tauberiannes

of Tauberian theorems to Toeplitz operators
et leurs utilisations pour obtenir la caractérisation de compacité de 'opérateur de Toeplitz
a symboles radials sur l’espace de Bergman.

On pose D le disque unité ouvert du plan complexe C, soit ¢ une fonction bornée dans D,

on appelle opérateur de Toeplitz de symbole ¢ sur l'espace de Bergman L? des fonctions

analytiques de carrré intégrable par rapport a la mesure de probabilité
1 1
dA = —dxdy = — rdrdf
T s
qui est un sous espace fermé de lespace L? sur D, et on note T, I'opérateur défini par :

T,: Ly(D) — L%D)
[ = Plef)

ol P est la projection orthogonale de L2(D,dA) sur L?(D) et f € L>=(D).

Plusieurs questions naturelles se posent. Parmi elles, nous discuterons dans le cadre du mé-
moire la question suivante :

Sous quelles conditions 'opérateur de Toeplitz est-il borné ou bien compact ? (le chapitre 3

traite cette question).



Dans la définition de Popérateur de Toeplitz il est claire que T}, est borné sur L2(D) pour
¢ € L™, mais T, peut étre borné sur L2(D) sans que son symbole ne soit borné, et il y
a aucun relation entre la compacité de 'opérateurs de Toeplitz T, et la bornitude de son
symbole ¢.

Le mémoire est organisé de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre nous rapplons les notions de bases, en donnant les définitions et
les propriétés élémentaires des opérateurs bornés et compacts sur I’espace de Banach, et on
définit les fonctions analytiques et harmoniques, et on définie par la suite la définition de
I’espace de Bergman ainsi que ses propriétés élémentaires qu’ils sont utiles dans 1’étude des
opérateurs de Toeplitz sur I'espace de Bergman, puis nous donnons une propriété importante

de 'espace de Bergman qui est contenue dans le théoréeme 1.3.10 qui établit ’existence de le
1

(1 —wz)?
Comme l'espace de Bergman L2(D) est un sous-espace fermé de L*(D, dA) et donc la pro-

noyau reproduisant de l'espace de Bergman L?(D,dA) et défini par K(z,w) =

jection orthogonale dite aussi projection de Bergman de L?*(D,dA) dans L?(D) est bien
définie, et nous donnons son expression par Pf(z) = [, K(z,w)f(w) dA(w).

Le chapitre 2 est consacré a la présentation de I'opérateur de Toeplitz et la transformation
de Berezin, la notion de fonction M&bius sur le disque D qui nous permis de définir cette
transformation, et aussi I'opérateur de Toeplitz & symboles quasihomogénes ou radials sont

introduit, soit f € L>*(D) tel que pour tout 0 <r < 1et 0 <6 < 2,
fre) =™ f(r)
Sim = 0 alors f est dite radiale; pour m € Z*, f est dite quasihomogéne.

Dans le dernier chapitre nous parlons de la mesure de Carlson, tel que on peut définir

lopérateur de Toeplitz & partir des mesures de Borel finies sur D par

T,.f(z) = /DK(z,w)f(w) du(w), pour f € L2(D,dA).

Quand du(z) = p(z) dA(z), on a T, = T,, i = ¢, et &, = [i,, d’aprés le résultat précédent
nous approchons I’étude de la compacité et la bornitude de 'opérateurs de Toeplitz de
symbole ¢ par la mesure de Carleson, nous obtenons deux résultats 3.2.3 et 3.3.4. et on
obtient les conditions que que 1"opérateur de Toeplitz doit vérifier pour que se dernier soit
borné ou compact dans le cas des opérateurs a symbole positif, deux théorémes importants

3.3.4 et 3.3.6 sont exposé.



Chapitre 1

Définitions et préliminaires

1.1 Opérateurs bornés et compacts sur un espace de Ba-

nach

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.1 Un espace de Banach est un espace vectoriel (réel ou complexe) normé

complet.

Définition 1.1.2 Soit H un espace vectoriel sur K (K = R ou C). On appelle produit
scalaire sur H toute application notée (.,.), de H x H & valeur dans K telle que pour tout

r,y,2€ HetacK, ona:

1. (x,z) >0 et si(x,z) =0<= 2 =0,

2. (z,y) = (y,x) est le conjugué dans C de (z,y),
8. {x+y,2) = (x,2) +(y, 2), {az,y) = a(z,y), et (z,ay) =a(z,y).
Dans la suite de cette section, on considérera le cas K = C.

Définition 1.1.3 On appelle espace hermitien H un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire.

Théoréme 1.1.1 (Inégalité de cauchy-schwarz) Pour tout x,y € H, on a

[z, y) | < V@, 2)V/ (Y, ).



Définition 1.1.4 (L’espace de Hilbert) Un espace de Hilbert H est un espace vectoriel muni

d’un produit scalaire qui complet pour la norme
Izl = V(. 2).
Remarque 1.1.1 Un espace de Hilbert est espace de Banach muni de produit scalaire.
Example 1.1.1 1. L’espace euclidien
Cr = {2z = (z1,29...,21);2; €C,i = 1,2, ... k},

munt du produit scalaire

k
<9§', y> = Z xiEa
i=1

est un espace de Hilbert.

2. L’espace L* = L*(X, ) muni du produit scalaire usuel donné par

< f.g >=/ fgdu, f,g€ L?
X

et la norme associée ||.||, définie par

I = (] |f<z>|"’du)é .

Définition 1.1.5 (L’espace dual H/) L’ensemble des formes linéaires sur H est appelé dual

est un espace de Hilbert.

topologique de H et noté H .
H ={f:H — C linéaires continue}

Sile H', on note pour x € H, I(z) = (I, z).
L’espace H muni de la norme

()|

12l gy = sup .
T ez el

Théoréme 1.1.2 [3/(Théoreme de représentation de Riesz-Fréchet) Etant donnée | € H' il

existe xg € H unique tel que :

I(y) = (z0,y) . Vy € H.

De plus |[zol| = [[U]| -



Définition 1.1.6 (Base Hilbertienne) On appelle base Hilbertienne une suite (e,) d’élé-

ments de H tels que
1. Jlex|l =1 Vn, {(en,em) =0 Vm,n € N, m # n.

2. L’espace vectoriel engendré par les (e,) est dense dans H.

1.1.2 Opérateur borné

On désigne par (E, ||.||g), (F,].]|r) et (G,]|.]|c) des espaces de Hilbert sur K =R ou C.
Définition 1.1.7 (Opérateur linéaire) Un opérateur T' de E vers F' est dit linéaire si on a :

T(ax + by) = aT(x) + b1 (y),Ya,y € E et a,b € K.

Définition 1.1.8 Un opérateur T' de E vers F' est dit borné s’il existe un réel positif M tel

que
IT@)]l; < Mlle]l, Ve € E.

Dans ce cas, la norme de l'opérateur T est le plus petit M qui assure I'inégalité précédent,

et on écrit aussi

T(x
170 = sup TOUe _ o 1@l
z#£0 H5UHE ||| p=1

Proposition 1.1.1 Un opérateur linéaire T : E — F wvérifie les propriétés équivalentes
sutvantes :

1. T est continu sur F,

2. T est continu en (0,0),

3. T est borné.

Preuve. 1l suffit de montrer que (2) entraine (3) et (3) entraine (1),

Supposons 7' continu en (0,0). On pose D = {z € K | |z| < 1}. Comme T est continu en
(0,0) et T(0,0) = 0, T~!(D) est un voisinage de (0,0) dans E x F. Donc, il existe r > 0 tel
que

{(z.y) e ExF ||z <rllyl <r} cT7H(D)



Alors, pour tous x,y € E'\ {0}, on a

autrement dit

d’ou
1
T (z,y)] < T—Qllifllllyll,

qui est encore vrai si x ou y est nul.

Supposons maintenant qu’il existe k& > 0 telle que, pour tous z,y € E, on a
T (z,y)| < kllll]ly]-
Soit (a,b) € E x F. Alors, pour tout (z,y) € E x F, on obtient

T(x,y) = T(a,0)] = [T(x—a,y) +T(a,b-y)

< kllz = allllyll + Fllalllb = yl| ———0,
(z,y)—(a;b)

ce qui montre la continuité de T en (a,b).

1.1.3 Opérateur compact

On désigne par (E,|.||g), (F,||-|lr) et (G, ||-|l¢) des espaces de Banach sur K =R ou C.
De plus, pour tout K-espace vectoriel normé (X, ||.||x), on désigne par Bx la boule unité

fermée de X, i. e.

Bx ={re X |[zlx <1}

Notation 1.1.1 On note par L(E, F) l’espace de Banach sur K des opérateurs de E dans
F, tandis que L(E,F) désigne l’espace de Banach sur K des opérateurs bornés de E dans
F.

Définition 1.1.9 On dit que T est un opérateur compact de E dans F siT € L(E,F) et
T(Bg) est relativement compact dans F. L’ensemble des opérateurs compacts de E dans F

est noté K(E, F). Lorsque E = F, on note simplement K(E, F) = K(E).



On rappelle que si (X,d) est un espace métrique et Y un sous-ensemble de X est dit

relativement compact si son adhérence dans X est compacte.

Proposition 1.1.2 /9] (Caractérisation des opérateurs compacts) Si'T € L(E, F), alors les

propositions suivantes sont équivalentes :
1. TeK(E,F),

2. Pour toute suite bornée (r,)nen de E, la suite (Tx,)nen admet une sous-suite qui

converge dans F.

Lemme 1.1.1 (Théoréme de Riesz) Soit X un espace vectoriel normé. Alors, la boule unité

fermée de X est compacte si et seulement si X est de dimension finie.

Proposition 1.1.3 Soient T € L(E,F) et S € L(F,G). Si S ouT est compact alors ST

est compact.

Preuve. Si T € K(E, F). Alors, pour toute suite bornée (x,,)nen de E, la suite (T2y,)nen
admet une sous-suite (7T, () )nen qui converge vers un point y € F'. Puisque S est continu,
(S(Txp(n)))nen converge vers Sy € G. Donc ST € K(E,G).

Si S € K(F,G), Alors, pour toute suite (x,)neny d’éléments de E bornée par une constante

M, la suite (T'z,)nen est une suite bornée dans F. En effet, pour tout n € N, on a
[Tznllr < [T lzalle < MI|TY.

Comme S € K(F,G), lasuite (S(Tx,))nen admet une sous-suite (S(7xy(n)))nen qui converge
vers un point z € G. Donc ST € K(E, G).

Définition 1.1.10 Soit T € L(E, F'). On dit que T est un opérateur de rang fini si Im(T')

est de dimension finie.
Proposition 1.1.4 Tout opérateur borné de rang fini est compact.

Preuve. Soit T' € L(E, F') un opérateur de rang fini. L'opérateur 7" est continu donc, pour
tout x € Bg

1) < 171



Alors T'(Bg) est borné dans F' et, par conséquent, T'(Bg) aussi. De plus, Im(T') est fermé

car c¢’est un espace vectoriel de dimension finie, d’ou

T(Bg) C Im(T) = Im(T).

Finalement, T'(Bg) est un fermé borné de I'espace vectoriel de dimension finie Im(7T"), c’est
donc un compact de Im(T'), d'ou T € K(E, F).
L’espace K(E, F') est fermé et tout opérateur borné de rang fini est compact. On en déduit

le résultat suivant :

Corollaire 1.1.1 Toute limite dans L(E, F') d’opérateurs de rang fini est un opérateur com-

pact.

La réciproque est fausse en général mais si F est un espace de Hilbert, on a le résultat

suivant :

Théoréme 1.1.3 [9] Soient (H,(.,.)) un espace de Hilbert sur K et T € K(E, H). Alors,
il existe une suite (T),)nen de L(E, H), d’opérateurs de rang fini, qui converge vers T dans

L(E, H).

1.2 Fonctions analytiques

1.2.1 Fonctions analytiques
Soient C le plan complexe et D = {z € C: |z] < 1} le disque unité ouvert dans C.

Définition 1.2.11 (fonction analytique) Soient zy dans C, U un voisinage de zy et f
une fonction de U dans C. On dit que [ est analytique en zy si f est développable en série

entiére au voisiange de 2y, 1. e. s’il existe v > 0 et une série entiére (a,z"), > 0 telle que :

+00
Vz € B(z,7), f(2)= Zan(z — z)".

Définition 1.2.12 f est analytique sur U si et seulement si f est analytique en tout point

de U.

Notation 1.2.2 On note A(D) ’espace vectoriel des fonctions analytiques sur le disque

unité D.



A(D) est muni la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Dire que la suite
(fn)n converge vers f signifie que, pour tout compact K de D, et tout € > 0, il existe N tel

que si n > N alors

[fu(2) = f(2)| <€ (2 € K).

Soit K, une suite de compacts croissante par l'inclusion de D, c’est-a-dire que K,, C K, 11

et que tout compact de D est contenu 'un des K,,, pour f et g dans A(D).

Mo(f) = sup [F)], 6(F) = Y o= inf(Ma(f),1) , d(f, ) = 3(f — g).

zeKp n—1 2

Alors d est une distance sur A(D) et la topologie définie par cette distance est la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact.

Nous rappelons le théoréme suivant de Weierstrass.

Théoréme 1.2.4 [5] Si (fi)r est une suite de fonctions analytiques dans D qui converge
of

. ) . : Ofk
uniformément sur tout compact, sa limite f est analytique. de plus e converge vers 9
z z

uniformément sur tout compact.

Corollaire 1.2.2 /8/

1. A(D) est fermé dans C(D) espace des fonctions continues muni de la convergence

uniforme sur les compacts,

2. A(D) est un espace complet.

Théoréme 1.2.5 (Principe du Mazimum) Soit Q@ un ouvert conneze et soit f : Q — R une

fonction analytique. Si f admet un maximum relatif sur €, alors f est constante sur 2.

1.2.2 Fonctions harmoniques

Définition 1.2.13 Soit Q un ouvert de C et soit f une fonction f :Q — C. On dit que f

est harmonique sur ) si f est de classe C? sur Q et Af =0 sur Q, ou Af est le Laplacien
2 2
de f défini par Af = ﬂ + %



De plus si la fonction f s’écrit sous la forme f(z) = P(z,y) +iQ(z,y), ot P(z,y) et Q(x,y)
sont deux fonctions de classe C? de R? dans R, f est dite harmonique si les conditions

suivantes sont satisfaisantes :

oP 0
et
oP 0

Les fonctions harmoniques sont intimement liées aux fonctions analytiques. Ainsi :

Théoréme 1.2.6 [// Toute fonction analytique sur un ouvert Q est harmonique sur ) (c’est

une conséquence des équations de Cauchy-Riemann,).

De plus, Une fonction f harmonique a valeurs réelles est localement la partie réelle d’une
fonction analytique : pour tout a de €2 et tout disque D(a,r) contenu dans (2, il existe g

analytique dans D(a,r) telle que f = Re(g) dans ce disque.

Remarque 1.2.2 Soit Q un ouvert de C. Une fonction f : Q2 — C est harmonique si et

seulement si Re(f) et Im(f) sont harmoniques sur §Q.

La remarque ci-dessus est une conséquence immeédiate du fait que :

Re(Af) = A(Re(f)) et Im(Af) = A(Im(f)).

Théoréme 1.2.7 [4] Soit Q un ouvert simplement connexe de C et soit f : Q — R de

classe C%. Si f est une fonction harmonique sur € alors il existe une fonction ¢ analytique

sur §) telle que Re(p) = f.

Proposition 1.2.5 Soit Q un ouvert de C et soit f : Q@ — R de classe C%. Les deux

conditions sutvantes sont équivalentes :
1. f est harmonique sur €2,

2. Pour tout zy € Q, il existe r > 0 et ¢ analytique sur D(zy,r) tels que f = Re(yp) sur
D(zp, 7).

Les fonctions harmoniques sur un disque ouvert D(a,r) (a € C et r > 0), continues sur le

disque fermé D(a,r) et a valeurs complexes.

10



Corollaire 1.2.3 Soit f une fonction continue sur D(a,r) (a € C et r > 0), harmonique

sur D(a,r) et a valeurs complexes. Alors on a la formule de la valeur moyenne pour le cercle

Cla,r) :

1 2 ]
fla) = o/, fla+ret)dt.
et aussi pour le disque D(a,r) :
1 .
fla) = —; f(x + iy) dzdy.
T JD(a,r)

1.2.3 Espace L?

Soit dA(z) la mesure de Lebesgue normalisée sur D. Dans les coordonnées rectangulaires

et polaires, On a

1 1
dA(z) = — dxdy = —r drdf
m m

JRZCES

On désigne par L*(D,dA) 'espace des fonctions f définies sur le disque D telles que :

et

1

3
1= ([ 1R aae) ) <o,
D
Théoréme 1.2.8 (de Riesz-Fisher) Pour tout p € [1,+00], LP est un espace de Banach.

D’aprés le théoréme de Riesz-Fisher, Pespace L?(D) muni de produit scalaire usuel donné
par
(1.9) = [ JEISE ), pour tous f.g € L2(D,dA).
D

est donc un espace de Hilbert.

Propriétés 1.2.1 1. L’inégalité de Minkowski :
Ju+vl[p2 < lullz> [Jo] 22,

2. Siue L? etve L? alors uv € L' car linégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée :
3 3
[t ([ ) ([ 102)
D D D

Juvl| e < flull 2 [|v]] 22

On le note aussi :

11



1.3 Espace de Bergman

1.3.1 Espace de Bergman

Définition 1.3.14 On définit ’espace de Bergman L2(D) comme étant I’ensemble des fonc-

tions analytiques sur D qui sont de carré intégrable par rapport a la mesure dA(z).
L%(D) = A(D)n L*(D).
On écrit L?(D) = L? simplement.
On considére sur L2 la norme ||.||, associée au produit scalaire
< f,g>= / f(2)g(2)dA(z) , pour tous f,g € L.
D

Lemme 1.3.2 Soit C(D) l’espace des fonctions continues sur D. Pour tout compact K de

D, lapplication restriction définie par :

(LD). I, — (€(D).supl)

= Ik

est continue.
Lemme 1.3.3 Soit f € L? alors pour tout 2 € D. On a
O ——
2) < — || fll>.
(1—1z])
Preuve. Pour z € D. On pose r, = 1 — |z|, en utilisant la propriété de la moyenne. On a

1
2) = — w) dA(w
1) / f(w) dA(w)

2
T z—w|<r,

D’ou

pone [ opan < Mle o W

Proposition 1.3.6 L? est un sous espace fermé de L*(D,dA).
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Preuve. Soit (f,), est une suite de Cauchy pour la norme ||.||, dans L2(D). Donc, la suite
(fn),, est aussi de Cauchy pour la topologie de A(D). Soit K un compact de D, alors par le

lemme précédente, on a

SUp | f(2) = fn(2)| < sup W

Comme A(D) est complet pour la convergence uniforme, Il existe donc f analytique sur D,

telle que :

lim sup|f.(2) — f(2)| = 0,YK compact de D.

n—-4o0o €K

De méme L?(D,dA) est complet comme espace d’Hilbert, Donc il existe une fonction g €

L*(D,dA) telle que

lim | fn = gll, = 0.

n—-+o0o

ainsi il existe une sous-suite de (f,, ),y qui converge presque par tout vers g. Finalemet par
la premiére inégalité f = g presque partout et donc f € L2(D). On conclut que I'espace L2

est un espace de Hilbert.

1.3.2 Noyau de Bergman

Théoréme 1.3.9 [2/ Soit H un espace de Hilbert de fonctions définies sur D et a valeurs
dans C muni du produit scalaire usuel et de la norme associée. On dit qu’une application K

de D x D est un noyau reproduisant pour H si
1. Pour tous z,w € D, K, (w) = K(z,w) est une fonction de w qui appartient o H.

2. Pour tout z € D et tout f € H

f(z) = {f, K.)

En particulier pour tous z,w € D,

N

K.(w) = (K., K,) et [|K.| = (K., K.)? = K(z,2)?.

Théoréme 1.3.10 [2/ Soit H un espace de Hilbert de fonctions sur D. Alors H admet un
noyau reproduisant si et seulement si l’évaluation ponctuelle f — f(z) est continue sur H

pour tout z € D.

13



Preuve. Si H admet un noyau reproduisant K alors

[F )= [ KL< A< T

Réciproquement si f —— f(z) est linéaire continue sur H pour tout z € D alors par le

théoréme de représentation de Riesz, pour chaque z € D, il existe g, € H tel que

f(z) ={[.92)
et g, vérifie (1) et (2) du théoréme précédent ce qui conclu a preuve.
Proposition 1.3.7 Soit H un espace de Hilbert de fonctions analytiques sur D admettant
un noyau reproduisant K. Alors
1. K est unique,
2. Pour tout z,w € D, K(z,w) = K(w, 2)
3. Soit z€ D, K(z,2) =0<= f(z) =0 pour tout f € H.
4. Pour tous z,w € D, |K(z,w)| < K(z, z)% X K(w,w)%. Pour tout z € D, application
K, = K(z,.) est borné sur tout compact de D et K est bornée sur tout compact de
D x D.
Preuve.

1. Si K et K’ sont deux noyaux reproduisants pour H alors
I, - KI|* = (K.— K, K. - K)
= (K. - KL K.) — (K. - K, K!)
= (K. - Ki)(z) = (K. = K)(2) = 0.

Ainsi ||K, — K| =0 et K, = K’ pour tout z € D, donc K = K.

2. K(z,w) =(K,,K,) =(K,,K,) = K(w, z),

3. <— est évident car K, € H.
= on remarque que 0 = K(z,z) = (K,, K,) = | K,||* donc K, = 0.
ainsi | f(z)| = [(f, K.)| = 0 pour tout z € D,

4. L’inégalité est immédiate par I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme H C A(D), K,
est analytique sur D donc borné sur les compacts de D. Il est alors clair que K est

borné sur les compacts de D x D.

14



Proposition 1.3.8 Soit (e,,)n>0 une base hilbertienne de H alors pour tout (z,w) € D x D

= Zen(w)e

n>0

ol cette série converge absolument et uniformément sur tout compact de D x D.

Lemme 1.3.4 Les fonctions e,(z) = v/n + 12" (n € N) constituent une base orthonormale
de L2.

Preuve. Pour n,m € N et z € D, on obtient
<€n7 €m> - / (\/ n—+ 1Zn> (\/ ]_Zm) dA
D
21
_ W\/—/ / e L drdg

— \/(TL + m + / / n+m-+1 z(n m) d?”d‘g

2 n+m+2 0
(m+1)* 2x
2m + 2

n,m

ou

Définition 1.3.15 L’application évaluation de L? dans C. qui a toute fonction f lui assosie
sa valeur au point z, est continue pour tout z € D, d’aprés le théoréme 1.3.10, L?(D) admet
un noyau reproduisant K également appelé noyau de Bergman. D’aprés le lemme 1.3.4 La
famille e, (2) est une base hilbertienne orthonormée de L? ainsi par la proposition 1.5.8 on
a pour tout z,w € D,

K.(w) = ) (n+1)z"w"

n>0

B
(1 —Zzw)?

15



Le noyau normalisé est alors

K.(w)  1-—|z
I (1= Zw)?

Ce noyau reproduisant a une propriété qui nous sera utile par la suite.

k.(w) = Vz,w e D.

Lemme 1.3.5 k. converge faiblement vers 0 quand z tend vers le bord du disque.

Preuve. Soit p un polynéme en z sur D, on a

(kz,p) = (1= [2[){p, K.) = (1 = |2*)p(2).

Cette expression tend clairement vers 0 quand |z| tend vers 1. Enfin, comme '’ensemble des

polynomes est dense dans L2, k, tend faiblement vers 0 quand z tend vers le bord de D.

Corollaire 1.3.4

1— 2\2
/ % dA(w) = 1 pour chaque z € D.

p |1 —zw[*

Preuve. pour tout z € D on a

/D (L= |2[%) dA(w) = (1 — |22 (K., K.) = (1 — |2])?K (2, 2) = 1.

|1 — zw|4

1.3.3 Projection de Bergman

Rappelons que Pespace de Bergman L2?(D) est un sous-espace fermé de L?(D,dA) et
donc la projection orthogonale, dite aussi projection de Bergman, de L*(D, dA) dans L?(D)

est bien définie. Notons par P cette projection.

Proposition 1.3.9 Pour toute fonction f € L*(D,dA) et tout z € D,

/sz w) dA(w).

Preuve. Par la propriété reproduisant de K(z,w) = K, (w), on a

Pf(z) = (PfK:) = (f,PK:) = (f, K.)

_ /f dA(w)

:'/sz w) dA(w).

16



Remarque 1.3.3 La projection de Bergman satisfait les propriétés suivantes :
1. P est une projection bornée de L*(D,dA) sur L2(D,dA),
2. P*=P, et P2 =P,

3. ||P|| =1, ou ||.|| est la norme de l’opérateur.
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Chapitre 2

Opérateurs de Toeplitz sur '’espace de

Bergman

2.1 Opérateur de Toeplitz sur ’espace de Bergman

Définition 2.1.1 Soit ¢ une fonction bornée sur D, on définit l'opérateur de Toeplitz a

symbole ¢ par

T,:L(D) — LA(D)

f = Plef)

En utilisant la représentation intégrale de P, nous pouvons voir T, comme un opérateur

intégrale donné par :

T.(:) = PN = (of 1) = [ A g vz e .

(1 — zw)?

Proposition 2.1.1 Soit p € L>(D)

~

Nl < el

. Ty = Id tel que Id est lidentité de L?(D),

IS

3. Ty est l'adjoint de T,,

4. Pour tous A € C, f,g € L™(D), Tayrg = Ty + 1, (i. e. Uopérateur de Toeplitz sur

L? est linéairement dépondant de son symbole),

5. T, =0 si et seulement si p = 0.
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Preuve. (1) on a pour f € L2(D)

[T (NI = IPeHI < NP fIl < llll  ILF

car P est de norme 1. Il s’ensuit que ||7,|| < [|¢]||, et (1) est vérifié.
(2), (3) et (4) découlent immédiatement de la définition de 'opérateur de Toeplitz.

(5) si T, est nul alors pour tous m et n dans N. On a

(To2",2™) = (P(pz"),2")
= (pz",2")

= (p,z"2")

mais la famille 27"2™ est dense dans L2(D,dA) donc ¢ est nulle.

Remarque 2.1.1 1. On peut aussi définir cet opérateur de Toeplitz sur l’espace de

Bergman a partir des symboles non bornés sur D,

2. L'opérateur de Toeplitz Ty sur LZ(D) est borné si le symbole ¢ est borné, mais T,

peut étre borné sur L2(D) sans que son symbole ne soit borné.
Dans la suite, nous allons présenter la notion de fonction Mobius sur le disque D.

Définition 2.1.2 Une fonction Mdébius sur le disque D est une fonction de la forme

Z—w
goz(w)zl_zw,wED

qui transforme z ¢ 0 et 0 a z (z € D).

Proposition 2.1.2 Une fonction Mobius ¢, a les propriétés suivantes :

1. 80;1 = ¥z,

2. Le déterminant réel du Jacobienne de v, en w est

s 2 __ (1 _ ’Z‘2>2

(1= 2% = |w]*)
11— Zw|?

3. 1— IQDZ(M)P =

20



Preuve. (1) On trouve facilement que

Z_QDz(w)
(()OZ o @z)(w) 1 _ Eg&z(w)
z—w
Z_
. 1—Zzw
B =W
1—Z2w
= w.
(2) On a
. (1 =z2w) +2(z —w)
we(w) = (1 —zw)?
—1+zw+ |z —zw
(1 —zw)?
IR
(1—zw)?’
et donc
N 2 (1 — |Z|2)2
’(,OZ(’LU) - |1_§w|4‘

De plus si on pose ¢,(w) = P(x,y) + iQ(z,y) on obtient :

dp., . P 9Q 1P
ay (U)) — ay (m’y)—i_zé?y (‘T7y) - Z(l_zw)27
. _opP 0Q 1=z

donc

Op., .Op,

les condition de Cauchy-Rieman sont satisfaisantes, et alors la matrice réelle Jacobienne de

¢, donnée par :

op 0P orP 0@
_ dxr Oy _ Ox ox
J@z (w> - - Y
9Q  9Q 9Q  opr
ox oy ox ox

et

OP\*> [9Q\’

vl = (%) +(52)
(P 0Q\ (0P 0Q
= <%+Z%) (%—FZ%)

- (ap) Cos)

(1|




3) On a

Lo A= PO =) L=z = (1= (=)~ Jwl?)
|1 — Zw|? |1 — Zw|?
_ (1 —zw)(1 = 2w) — (1= |2*)(1 — w?)
11— zZw|?

lw|? + |2]? — zZw — 2w

11— zwl?
= Jpa(w)%.

On rappelle qu'un automorphisme de D est un application bijective bi-analytique de D
dans D. Tout automorphisme ¢ de D peut s’écrire comme p(w) = ¢, (ew), o z = p(0) € D,
le| = 1.

Notation 2.1.1 L’ensemble des automorphisme du disque D appelé aussi groupe de Mdbius,

est noté Aut(D).

Corollaire 2.1.1 Si p € Aut(D), alors

pour toutes z,w € D, ou

L 24 GO L2 )

(1=2w) (1 - p(2)p(w))?

pour toutes z,w € D.
Preuve. Soit {e, : n > 0} est une base orthonormale de L?. On pose

on(2) = en(p(2))#'(2), n 2 0,

Ainsi

K(z,w) = Y ou(2)on(w)

La proposition suivante qui donne la formule de I'images de noyau reproduisant k, (a € D)

par un opérateur 7.
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Proposition 2.1.3 [12] Soit f € L>(D,dA). Pour tout z € D alors

Ti(k.) = (P(f o ¢2) o . )k,

Dans la suite, nous allons présenter quelques situations ott nous pouvons affirmer que 'opé-
rateur de Toeplitz est borné. Pour cela il nous faut introduire tout d’abord la transformation

de Berezin qui joue un role crucial dans la théorie des opérateurs de Toeplitz.

2.2 Transformée de Berezin
Définition 2.2.3 Soit f € L'(D), la transformée de Berezin f de f est donnée par
1—VU
F&) = (hek) = [ fl)[T= 2 dA(w). vz € D

De plus, Soient f € L2(D) et p,(w) € Aut(D), pour z,w € D. Donc f vérifie la propriété

:éfwwmw

Z = WZ(())

de la moyenne :
Done, On a

On obtient

ﬂw:ﬂ%m»:éjwwwmmm

Le changement de variable y = p,(w) donne

f@>=téﬂwuxwmmw
Af@glﬁbimwy

11— zyl*

En fait, on peut définir plus généralement la transformée de Berezin d’un opérateur T borné
sur un espace de Hilbert de fonctions sur D, possédant un noyau reproduisant normalisé k.,
la transformée de Berezin (symbole de Berezin) de T' est la fonction 7' de D dans C définie

par

T(z) = (Tk.,k.) ¥z € D.
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On a alors pour tout z € D,

Ty(z) = (Tpko ko) = (fhasks) = J(2),
ainsi la transformée de Berezin de f et de T coincident.
Proposition 2.2.4 Soit ¢ € L>(D,dA)

limsup [¢(2)| < limsup [Tk ||, < [T, < [[To] < [lells -
z—0D z—0

Avec || T, ||, = infgep || T, — K| .
Preuve. |T,||, < [[T,] < |lolly est claire, il reste donc & montrer les deux premiéres

inégalités. Soit z € D alors

|@(Z)| = | <90kz7kz> | = |<T<pkz7k7z>| < HTcpszQ'

Soit K un opérateur compact sur L?(D) alors Kk, converge vers 0 quand |z| tend vers 1
car k, tend faiblement vers 0. Ainsi pour tout K compact on a
limsup || T, k.||, = limsup |[(T, — K)k.||, < [|T, — K|
z—0D z—0D
Donc

| S
tim sup | T,k |, < inf T, = K| = [T, ..

z—0D

Maintenant on va prouver que la transformation de Berezin est M&bius invariante effecti-

vement. On a :

Proposition 2.2.5 Pour tout ¢ € Aut(D) et toute fonction f € L'(D,dA)

fop=Ffoop.

Preuve. Soit 0 € Aut(D) et z € D. On pose

v, (w) = i —_w et donc o) (w) = a(z)——w

1—o(2)w

Il vient que

Po(z) 00 09:(0) = @o(z)(0(2)) =0
Po(z) ©0 O @, € A(D)

o) 0009, (D) = D, et @y 000, est bijection.
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D’ou d’aprés le lemme de Schwarz, il existe un constante complexe ¢ de module 1 telle que

pour tout w € D

Po(z) © 00 @ (w) = cw

Pour f € L'(D,dA), on a

(1 —[21*)?

1= zy[* AA().

Foo= [ (toow)

En effectuant le changement de variable y = ¢, (w), on obtient

Fools) = /D (f 0 0 0 p.)(w) dA(w)
- /D (f 0 Pote) 0 Pote) 0 7 0 p2) (w) dA(w)
~ [ Fovme)en)daw)

= [ o))
— flo(2)
= foo(2)

Nous allons énoncer une propriété fondamentale qui lie les fonctions harmoniques et la

transformée de Berezin.

Lemme 2.2.1 i f € L'(D,dA) est harmonique, alors

Preuve. Si f € L'(D,dA) est une fonction harmonique sur D alors f o ¢ est aussi har-
monique pour tout ¢ € Aut(D). D’aprés la propriété de la valeur moyenne, pour tout

¢ € Aut(D) tel que ¢(0) = z, on a

f(2) = f o p.(0) = /D f 0 pu(w) dA(w) = f(2).
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2.3 Opérateur de Toeplitz & symboles quasihomogeénes
et radials
Définition 2.3.4 F € L' est dite radiale si pour tout z € D
F(z) = F(|z]).

Définition 2.3.5 Soit m € Z. Une fonction F' € L>(D,dA) est dite m-quasithomogéne. s’il
existe f € L>=([0,1]) tel que pour tout z=re? € D,0<r <1 etfe[0,2r], On a

F(re®) =™ f(r).

On appelle f la partie radiale de F' et m le coefficient de quasihomogenéité de F. On note
F~ (f,m).

Sim = 0 alors F' est radiale. On distingue le cas radial du cas quasihomogéne est le cas plus
simple & écrire.

Si une fonction F' est le symbole d’un opérateurs de Toeplitz alors nous dirons que Tr est

quasihomogene de degré m.
Lemme 2.3.2 Soit F' un symbole m-quasihomogéne (ou radial) borné alors

0 sim+m <0
Tpen =
cn(Fenym sinon

ol

cn(F)=2vVn+1vn+m+1 /1 f(r)yr?tm iy,
0
Preuve. 1l suffit de calculer (Tre,,e,) = (Fe,,e,) pour tous p,n € N.
(Tren,ep) = Vn+1y/p+ 1/ F(2)z"ZP dA(z)
D

- %\/n——i-l\/m /27r /1 ™ f(r)yremfrPe= "0y drdf
o Jo

= Ly [ e [ et
0 0

1
= 2Vn+1vVn+m+1 / F)r? Tt dr G,
0
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Car [77 /"t =)0 40 = 2 5,y .
La transformée de Mellin est tres utilisée dans 1’étude d’opérateur de Toeplitz a symbole

quasihomogéne.

Définition 2.3.6 On définir la transformée de Mellin de f € L*°(0,1) par

fizm /01 f(r)yr= tdr.

On appelle lintégrale fol f(ryr“=tdr le coefficient de Mellin d’ordre n de f.

Définition 2.3.7 Soit f une fonction intégrable sur D. On définit la radialisation de f, et

on note rad(f), par

1
2m Jo

rad(f(z) = = [ f(e2)do

L’intégrale est existe et finie presque partout car f € L'(D,dA). Il découle directement de

cette définition qu’une fonction f est radiale si et seulement si f = rad(f).

Définition 2.3.8 Pour f € L>(0,1), la transformeé de Berezin de f est celle de
F ~ (0,1). Selon la définition 2.2.3, On a ¥z € D

/f 1_||>dA(w).

Zw|*

Lemme 2.3.3 [10] (page 32) Suppose que X\ > 0 et

lim (1 —¢) Zant"—o

—>1f
n=0
si a, > —C(n+ 1)1 pour C > 0 et pour tout n > 0, alors

lim D Oak = 0.

Théoréme 2.3.1 [7] Suppose que f € L>[0,1) et

an(f) = (n+1)/0 f(r)r™dr, n >0

Alors a,(f) — 0 quand n — oo si et seulement si

t—1—

liml—tZZn—i-lan " =0.
n=0
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Preuve. Comme
o0

(L=t (n+1)t" =1

n=0

pour tout ¢t € [0,1), et a,(f) = 0 (n — oo) alors

lim (1 — )23 (n+ Day(f)t" = 0.
n=0

pour montre I'autre implication, nous utilisions le lemme précédent, alors on suppose

o0

lim (1 — £)*3 (n+ Day(f)t" = 0.

avec un changement de variable, on trouve

t—1—

im [ao(f) 3 (4 () - nanl(f)]t”] -0
par la définition de a,(f), on obti:;tl
(e el ) = na(f) = (422 fyn dre — n? / et
= (2n+1) /01 f(r)yr™dr + n? /01 f(r)(r —1)r"tdr

par un calcul élémentaire on trouve que, la formule au-dessus est bornée en n, si f est

bornée. pour termine le proof on utilise le lemme suivante .

Lemme 2.3.4 (avec A =1) Si

lim (1 =)%Y (n+ Da,(f)t" =0
t—1— 0
alors
L aolf) Sl D) — k(]
n—-+00 n+1 ’
o1
L o) =0
Lemme 2.3.5 [13] Soient K, Ky € L'[0, +00). Si
+00 )
K; ()t dt # 0
0
pour j = 0,1 et pour tout x, alors les deux conditions suivantes
“+o0o +oo
lim Ki(t)g(et)dt =0, lim Ky(t)g(et)dt =0
e—0+ Jo e=0t Jo

sont équivalent pour g € L]0, +00).
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Théoréme 2.3.2 [7] Supppose que f € L0, 1), alors

1
lim

1

st et seulement si

n——+o00

1
lim (n+ 1)/ ftdet = 0.
0
Preuve. Soit
1 1
h(x) = —— t)dt 1).
@ =12 [ fdzep)
On applique la théoréme de Fubini, on obtient

(n+1)(n+ 1)/0 h(z)z"(1 —x)dx = (n + 2)/0 f)ntde

pour tout n > 0.
Pour montre I’équivalence, on utilisie le lemme 2.3.5.

Comme f est bornée, alors

hm(n+D/qﬂﬂﬂﬁ:0

n—-+o0o

est équivalent a (compare t* et t" pour n < s <n+ 1)

n—-+o0o

1
lim s/ fOt'dt =0
0

On fait changement de variable, on trouve

s/lf(t)tsdt = s | fl-tH1-trdt

— s ra-Ha-Yya- [ K@ a
0 s 0
ofle:é
F—1), sio<t<1
g(t) =
0 , sit>%.
et
(1—et)e, sio<t<l
K(t) = ‘

0 ,osit> 1
€
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Comme 0 < K (t) < e alors K.(t) — e~ sur L'[0, +00) quand ¢ — 0.
Donc (et d’aprés le lemme 2.3.5)

1
SEIJPOOS/O f(t)t*dt =0

est équivalent a

+o0
li “tg(et) dt = 0.
dm e glel)
de méme
lim / f(t)
z—1-1—x
est équivalent a
“+o00
lim Xjo,119(et) dt = 0.
64)0"' 0
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Chapitre 3

Bornitude et compacité de 'opérateur

de Toeplitz

3.1 Mesure de Carleson

On peut définir 'opérateur de Toeplitz sur I'espace de Bergman & partir des mesures
finies sur D. Soit x une mesure de Borel finie sur D, on définit 'opérateur T}, sur LZ(D, dA)

par :

T,f(z) = /D K (2, w) f(w)du(w), f € L3(D,dA).

Quand du(z) = p(z) dA(z), on a T, = T,.

Dans ce cas, c’est facile de vérifier cela T,,f = P(¢f) pour tout les polynomes f (lesquels
sont denses dans L?(D,dA)).

Notre probléme dans cet chapiter est trouver des conditions sur i ou ¢ qui nous assurera la
bornitude et la compacité de 'opérateurs de Toeplitz T}, ou T,,. Quand p ou ¢ est positif,

les conditions que nous obtenons sont nécessaires et suffisants.
Proposition 3.1.1 Soient f,g € L2(D,dA), alors

(Tof.g) = /D f(w)g(@)du(w), w € D,

ot | une mesure de Borel positive et finie sur D.
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Preuve. Soient f,g € L2(D,dA), et p une mesure de Borel positive et finie sur D alors

(Tof.g) = / T, f(:)9()dA(2)

Proposition 3.1.2 Soient f € L?(D,dA) et i une mesure de Borel positive et finie sur D

alors

I T A1l = sup {|(To.f, )] : llgll =1 dans L3(D,dA)} .

Nous avons besoin de présenter le concept du transformation de Berezin et la fonction
moyenne au cas d’espace de Bergman. Soit  une mesure de Borel finie sur D, on note [ la

transformée de Berezin de 'opérateurs de Toeplitz T, sur L2(D, dA) définie par :
f(z) = (T,k,,k.),z € D,

ol (.,.) est le produit scalaire sur L2(D,dA) et k. est le nayau reproduisant normalisée de

L3(D,dA), donc d’apres la proposition 3.1.1 on a

i(z) = /D ks Pdpu(w), = € D.

Si r > 0, on définit la fonction moyenne fi,.(z) sur D par :

SRR
On a |D(z,r)| = A(D(z,1)), fir(2) = Z((g(é’ 77:)))), laquelle est la moyenne sur D(z,r) de la

fonction ¢ en ce qui concerne & dA quand du(z) = ¢(z) dA. Donc nous pouvons penser a
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iy (2) comme une fonction moyenne 4 en ce qui concerne a dA.

Pour toute ¢ € L'(D,dA) et r > 0, on définit la fonction moyenne @, de ¢ sur D par

v) _; w w),z
B = [5G, £0)AG), 2 € D

Définition 3.1.1 Soient u une mesure de Borel positive finie sur D, on dit que u est une
mesure de Carleson sur l’espace de Bergman L2(D,dA) s’il existe une constante ¢ > 0 telle

que
/ |f(2)Pdu(z) < c/ |f(2)PdA(2) pour tout f € L2(D,dA).

Remarque 3.1.1 1. On dit que p est mesure de Carleson sur L2(D, dA) si et seulement

si L2(D,dA) C L*(D,du) et que linjection canonique
i L2(D,dA) — LX(D, dp)

est bornée.

2. La mesure de Carleson p sur L2(D, dA) est dit une mesure de Carleson nulle a l'infini

st l'application iy est de plus compacte.

Théoréme 3.1.1 [14] (page 185) Soit p une mesure de Borel positive finie sur D, r > 0

alors p est une mesure de Carleson sur L2(D,dA) si et seulement si

sup{%,z € D} < 0.

Théoréme 3.1.2 [1}] (page 188) Soit p une mesure de Borel positive finie sur D, r > 0

alors on a : p est une mesure de Carleson nulle a Uinfini dans L2(D,dA) si et seulement si

N0IENS)

— 2 = (.
lz2l»1- | D(z,7)|

3.2 Opérateur de Toeplitz borné

Corollaire 3.2.1 Soit ¢ € L'(D,dA) une fonction harmonique alors T, est borné si et

seulement si @ est bornée,
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Preuve. Soit ¢ € L'(D,dA) harmonique, supposons que ¢ soit borné, dans ce cas il existe

M > 0 tel que
1T fIl < MIfIlL f € LE(D)
Par conséquent T, est borné. Réciproquement, supposons que T, soit borné alors on a
(B(2)] = [(Tpka, ko) | < Tl al* = Tl car ||k =1

dans L2(D). Par conséquent, en utilisant le lemme 2.2.1 ¢ = ¢ est borné et la corollaire est

ainsi démontré.

Lemme 3.2.1 Soit F' un symbole quasihomogéne ou radial borné. On a
1.

||| = sup [ca(F)],
n>0

Tl = limsup |eq (F)].

n—aoo

Preuve. Supposons que F' est m-quasihomogéne.

1. Soit v = Y, aie; € L3(D) en utilisant le lemme 2.3.2. On voit que

Trv = Z nCn(F)enim

n>max(0,—m)

et ainsi l'assertion 1, est évidente.
2. On note Tp, la compression de Tr a Vect(ey, ..., e,—1), Il est clair que
|Tr — Trnll = sup |ex(£)].
k>n
Comme T, est compact, ceci implique que
|Trlle = inf ||Tp — K|| < lim ||Tp — Tyl = limsup |c,(F)].
KeD n—>00

n——:oo

Lemme 3.2.2 Soit F' une fonction m-quasihomogéne bornée non nulle alors
Vn €N, e, (F)| < || F||oo-

La méme conclusion reste vraie st F' est radiale, non constante et bornée.
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Preuve. Si F' ~ (f,m) est m-quasihomogéne alors pour n > —m

1
cn(F) =2Vn+1vVn+m+ 1/ Fr)rmtm+igy
0

et

2vn+1vn+m+1
2n+m+ 2

[en(E)] < 1 flloo < F o

Si F' est radiale, bornée et non constante, il existe ¢ > 0 et £ C (0,1) tel que |E| > 0 et
F(E) C[0,]|fllc — €]- On peut écrire

1
cn(F) = (2n—|—2)/ F(r)r2ndr
0
= (2n+ 2)/ f(r)7~2n+1d7" + (2n + 2) / f(r)r2n+1d?n
g (0,)\E
Donc

len(F)| < (I\f!loo—e)(2n+2)/r2”+1dr+uf\|oo(2n+2)/ 20t g,
E

(0,1)\E

VAN

1l — (20 +2) / P < || Fl.
E

Théoréme 3.2.3 [14] On suppose que i une mesure de Borel positive finie sur D. Alors

les assertions suitvantes sont équivalentes :
1. T, est borné sur L2(D,dA),
2. Le symbole de Berezin [i(z) est borné sur D,

3. est une mesure de Carleson sur L2(D,dA).
Preuve. Montrons que (1) implique (2) : Supposons donc que (1) est vérifiée, on a :
_ 2
[1(2)] = [(Tuksr ko) < clka]|” = ¢

ot ¢ > 0 existe car T}, est borné sur LZ(D,dA). Et on obtient (2).

Supposons cette fois-ci que (2) soit vérifié et montrons (3), On a pour r > 0 :

w(D(z,r)) fD ‘kz‘Qd,u(w) B 7u(2))|
D [ e D o) R

car [i est borné sur D. D’oul

w(D(z,7))
sup ————= < M < o0,
zep |D(z,7)]
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d’aprés le théoréme 3.1.1 on conclut que p est une mesure de Carleson sur l'espace de
Bergman.
Montrons maintenant que (3) implique (1); supposons que u est une mesure de Carleson

sur ’espace de Bergman, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que :
[ 15 dne) < ¢ [ |flaAe) pour tout f € Li(D,d4).
D D
Ainsi, si f,g € L2(D,dA) alors fg € LL(D,dA) et

(Tt 9| =

/D F(2)gE)du(z)| < /D F(2)9(2)] d(2)
< o /D F@a(2) dAG) < el gl

d’apres l'inégalité de Holder. Par conséquent en utilisant le proposition 3.1.2 on obtient 7,

est borné sur D

Corollaire 3.2.2 On suppose que r > 0, et p € LY(D,dA) est une fonction positive sur D.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T, est borné sur LZ(D,dA),
2. ¢ est bornée sur D,
3. ©p(2) est bornée sur D.

Preuve. Soient ¢ € L'(D,dA) , ¢ > 0 et r > 0, d’apres le théoréeme de Radon-Nikodym.

on peut définir la mesure de Borel positive, finie sur D

(D (z,7)) :/ o(w)dA(w), = € D.

D(z,r)

- p(D(z,7))
Et ¢.(z2) = ———-

|D(z,7)]
3.2.3 on obtient le corollaire.

= lir(2); de plus T, = T), et 1 = . Ainsi en appliquant le théoréme

3.3 Opérateur de Toeplitz compact

Proposition 3.3.3 Si ¢ est une fonction intégrable et a support compact dans D alors Ty

sur L2(D) est compact.
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Preuve. Soit (f,) une suite bornée dans LZ(D). pour z € D, on définie

¢, € Aut(D) par

0. (w) = _;U,‘v’w eD

Comme les fonctions f, sont analytiques et donc harmoniques sur D alors en particulier

elles vérifient la propriété de la valeur moyenne invariante suivante :

:mewm

fa(2) = fulp.(0 /fncpz ) dA(w).

donc on obtient

Le changement de variables y = ¢, (w) donne

9= [ A= g

—zy[t

(1|2
uwm<u—w

ful |_/ () |> 2A(y).

Donc pour tout n, on a

Pour tout compact K de D, il existe 0 < rg < 1 tel que K soit inclus dans le disque fermé
1

_ 1
(=]t = (1 —rx)t

entier n et tout compact K de D, il existe 0 < rx < 1 tel que

D(0,rg), et alors, pour cet rg, on a ,Vz € K. Par la suite pour tout

sup | fn(2)] <

zeK ( )

71 @)z

D’ou pour tout compact K de D, on a

sup(sup | fn(2)]) < %SUPan(Z/)H?
n zeK (1 TK) n

Donc la suite ( f,,) admet une sous suite (f,,,) qui converge uniformément sur tout les compact
K de D vers une fonction f analytique sur D. Soit K, le support compact de la fonction ¢.

Il vient que

o fn, = Ofll2 = (/K \¢>(Z)!2\fm(Z)—f(Z)!2dA(w)>
< @)z sup [fn,(2) = f(2)]-

Z€K¢
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Comme sup.c, | fn,(2) — f(2)| = 0 quand n; — 400, alors ¢f,, — ¢f en norme |.[|,.
D’autre part la projection de Bergman P est continue sur L?(D), donc P(¢f,,) converge
vers P(¢f) en norme |||, quand n; — +oc.1. e. Ty, converge vers Typ dans LZ(D). Donc

T, est bien un opérateur compact.

Corollaire 3.3.3 Soit ¢ € L'(D,dA) une fonction harmonique alors T, est compact si et

seulement si ¢ est nulle sur 0D.
Preuve. Soit ¢ € L'(D,dA) harmonique, Supposons que T, est compact, alors

P(2) = p(2) = (T, k. k) —— 0 car k, —— 0
|z|]—1— |z]—1—

faiblement dans L2(D), ainsi ¢ = 0 sur dD.
Réciproquement, ¢ € L'(D,dA) harmonique et nulle sur D alors il existe une suite ()

de fonctions continues & support compact sur D telle que

||<P - 90n||oo m 0.

1T = Tl = [[To—pn || < ll = @nllco-
D’ou la suite des opérateurs (7, ) tend fortement vers T, quand n — +o0. Puisque les

opérateurs T, sont compacts, donc T, est compact.

Théoréme 3.3.4 [1}] On suppose que u est une mesure de Borel positive sur D. Alors les

assertions suivantes sont équivalentes :

1. T, est compact sur L2(D, dA),

2. fi(z) = 0 quand |z| — 1,

3. p est une mesure de Carleson nulle a Uinfini sur les espace de Bergman LZ(D,dA).
Preuve. Montrons que (1) implique (2) ; supposons donc que T}, est compact sur L2(D,dA)

avec p une mesure de Borel positive et finie sur D. Comme k, — 0 faiblement quand

|z| — 1~ alors on déduit que

|z]—1—
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Et on obtient (2).

Maintenant montrons que (2) implique (3) c’est a dire supposons que fi(z) T) 0 et
z|—1—

montrons que g est une mesure de Carleson nulle & I'infini sur 'espace de Bergman. Soit

/D(w)|(|du < [ ) dute)

comme |D(z,r)| est comparable & inf {\kz(w)|2 ,w€ D(z,7)} alors

i AP 7))
2l»1- | D(z,7)]

r > (0 et considérons

=0

et d’aprés le théoréme 3.1.2, on obtient le résultat. Supposons maintenant que p est une
mesure de Carleson nulle & I'infini sur I’espace de Bergman et montrons que 7}, est compact

sur L2(D,dA). Soit f € L2(D,dA), on a

IT. Il = sup {KT..f, 9>| gl = 1 dans L5(D, dA)}

- {0

1120 a0 S0P {Hgnmdm gl =1 dans L2(D,dA)} .

llgll = 1 dans L2(D dA)}

IN

Comme g est une mesure de Carleson nulle a Pinfini sur L2(D,dA), alors il existe une

constante ¢ > 0. Telle que
191 12D gy < cllgll pour tout g € L3(D,dA),

d'ott [T, fl < cllfll2(p.ay Pour tout f € Li(D,dA), sion a f, = 0 faiblement dans
) n—-+oo
L3(D,dA), comme iy : L2(D,dA) — L*(D,du) est compact alors

1 fall 22D ay — 0

Il s’ensuit que ||7),f,|| — 0 et par conséquent 7}, est compact et le théoréme est entie-
n—-+o0o

rement prouvé.

Corollaire 3.3.4 On suppose que r > 0, et p € L*(D,dA) est une fonction positive sur D.

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T, est compact sur L2(D,dA),

2. ¢o(z) = 0 quand |z| — 17,
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3. op(2) = 0 quand |z| — 1~.

Preuve. Comme ¢ > 0 dans L'(D,dA) et du(z) = o(2) dA(z) est une mesure de Borel
positive et finie sur D. Ainsi T, = T, t = ¢, @, = [y, et 7 > 0 et en appliquant le théoréme

précédent et le théoréme 3.1.2 on obtient le corollaire.

Théoréme 3.3.5 [12] Soit f € L*(D,dA). Alors les assertions suivantes sont équiva-

lentes :

1. Ty est compact,

2. |P(foe.)|| = 0 quand z — OD.

Preuve. On fixe la fonction f € L*(D,dA). Soit My : L2(D) — L*(D,dA) définie par
M;(g) = fg pour g € LZ(D), P est le projection orthogonal de L*(D,dA) dans L2(D). On
note que T est de la forme PMy = Tyg.

On montre que : (1) = (2). Suppose que PM/ est compact, par les propriétés de noyau
reproduisant On obtient ||k.||3 = k.(2). Si g est une fonction analytique bornée sur D, alors

<g, ﬁ> = k.(2) 2 g(2) = 0 quand z — 9D (car k.(z) — 0 quand z — D).
z |2

Comme les fonctions analytiques bornées sur D sont dense dans LZ, ce montre que — 0

&= 1]
faiblement dans L? quand z — dD. Ainsi

k.,
PM, | ——
H g (nm)

par la proposition 2.1.3, PM(k,) = (P(f o ¢.) 0 ¢,)k,. on a

[P (57)

alors | P(f o ¢.)||2 = 0 quand z — 9D.

— 0 quand z — 0D
2

= [[P(foe:)ll2
2

On montre que : (2) = (1). Suppose que ||P(f o ¢.)|| — 0 quand z — dD. Et on montre
que l'opérateur (PM;)* est compact.
Soit g € P(L*(D,dA)). Alors (PM;)*g € L?, pour z € D on a

(PMy)*g)(2) = ((PMy)'g,k.) = (g,(P(fop.)oe.)ks)
- /D 9(w)P(J o o) (oa (@) (w) dA(w). (3.1)
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c’est pour ¢a on définie pour 0 < r < 1 Popérateur S, : P(L*(D,dA)) — L? par

(Srg)(2) = XTD(Z)/Dg(w)P(fOsoz)(wz(w))kz(w) dA(w),

pour g € P(L*(D,dA)) et z € D. Alors d’aprés le théoréme de Fubini et par changement

de variable on obtient
[ ([ et 0 etoutwn Pl daw) ) daw)
= [ RGP o el aAR) < o.
D’aprés 3.1 et la définition de S, nous trouvons que pour z € D :

(PMy)* — 5.)9)(z) = /D K (2, w)g(w)dA(w)

ou K(w,z) = X.p(2)P(f o@,)(p.(w))k,(w). On voit que ||[(PMs)* — S| -0 0 Comme
r—1-
|P(f o¢.)| — 0 quand z — 0D alors S, — (PM;)* quand r — 17, et comme S, est

compact alors (PMy)* est compact, donc PM; est compact.
Corollaire 3.3.5 Soit f € L>(D). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. My est compact,

2. |f2(2) = 0 quand = — dD.

Preuve. On montre que (2) = (1), pour f € L*(D,dA) on définie f par

~ k. k.,
=) = <f szug’ukznz>
1

- 5 )L Fwlk P dAw). ze D

= /fowsz.
D

Donc pour z € D :

FPG) = 1o el = IP(f o @)l +1If o p- = P(f o 02)ll5.
Alors si | f|2(z) = 0 quand z — dD, ainsi

IP(fop.)|la—0et|fow.—P(fop.)|2— 0 quand z — dD,
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d’aprées le théoreme précédent Ty est compact, donc My est compact.

1726 = o ()

— 0 faiblement dans L2 quand z — 9D, alors si M; est

On montre que (1) = (2), on a

2

x
On déja remarque que el
compact alors |f|*(z) — 0 quand z — 9D.

Corollaire 3.3.6 Soit f € L>°(D) est a support compact de D. Alors Ty est compact.
Preuve. Si f € L®(D) a support compact, alors | f|*(z) — 0 quand z — 9D.

Lemme 3.3.3 Soit f une fonction quasihomogene ou radial borné sur D. Ty est compact

st et seulement si

lim ¢,(f)=0.

n—aoo

Preuve. Soient K un opérateur compact sur L2(D) et (1,)nen une suite strictement crois-

sante d’entiers telle que lim,,_, |c,,(f)] = limsup,_ . |c,(f)|. Comme (e,,) converge
faiblement vers 0, on a lim,,_, || Ke,, || = 0, d’aprés le lemme 3.2.1

im [[(Ty = K)ey, || = Tim [[Tye,,[| = Tim e, (f)];
et donc

lim sup |e, (f)| < [Ty — K|

n——oQ

ce qui démontre le lemme.

Théoréme 3.3.6 [7] Soit f une fonction radial bornée sur D, Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :
1. Ty : L3(D) — L3(D) est compact,
2. f(2) = 0 quand |z — 17,

3. ﬁf; f(t)dt — 0 quand z — 1.
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Preuve. On montre que (1) < (2), On sait que si f est radial alors le transformée de

Berezin f de f est

fe) = -y f‘l_zw,4

= @-1zP) /f

A PRk 1 / P dr

n=0
— (=P 22n+1)2]z\2”/0 F(SP)™ dr.
n=0

soit f*(r) = f(y/r),0 <r < 1, d’aprés le théoréme 2.3.1. alors f(z) — 0 quand |z| — 1 si

2

(n+1)2z"w"| dA(w)

et seulement si a,(f*) — 0 quand n — 400, tel que
an(f*)=(n+1) /1 f(r)yr"dr, n > 0.
0
D’autre part, Les fonctions suivantes constituent une base orthonormale de L?(D).
en(2) =Vn+12", n=0,1,2,....

lorsque f est fonction radial , et 7y dans la base {e, } alors

(Tyenen) = (n+ 1) / SRy dr = an(f7).

Donc, pour une fonction radial f Popérateur T est compact sur L2(D) si et seulement si
an(f*) = 0 quand n — +o0.

Finalement, On montre que (1) < (3),

D’aprés le théoréme 2.3.2 on déduire que Ty est compact si et seulement si

1 1

Comme f est bornée et

1i$/:f*(t)dt= 1+2\/E L_l\/i/jif(t)(t—l)dtjt1_1\/5/\;f(t)dt}.

on trouve que 3.2 est équivalent a

. 1 [

lim

Et le théoréme est entiérement prouvé.
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Conclusion

Ce mémoire s’intéresse a la bornitude et la compacité des opérateurs de Toeplitz & symbole
quasihomogéne plus particuliéerement a symbole radial sur ’espace de Bergman du disque
unité.

Nous avons étudier la compacité de 'opérateur T, dans plusieurs cas différents, le cas au le
symbole est harmonique, le cas au le symbole est positif ot nul et en fin le cas de symbole
radial.

Plusieurs questions restes ouverts parmi ces questions la suivante :

Sous quelles conditions 'opérateur & symbole quelconque est-il compact ?
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