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Abstract

At the beginning of this work, we presented an overview of physical systems subject to a variable
potential (step potential, barrier potential, and trapezoidal potential) and a constant mass. Then, we
conducted a detailed study of each potential in a separate chapter. In each chapter, we addressed the
solution of the Schrodinger equation and applied continuity conditions to find the expressions for the
transmission and reflection coefficients. In the third chapter, where we dealt with the trapezoidal
potential, we discussed the Airy function, which allowed us to calculate the transmission and reflection
coefficients. Finally, in the last chapter, we plotted the curves of these coefficients in terms of energy
(E), potential (Vo), and barrier width (a).

Résumé

Au début de ce travail, nous avons fourni un apercu des systemes physiques soumis a des potentiels
variables (potentiels de marche, potentiels de barriére, potentiels de barriere trapézoidaux) et de masse
constante. Ensuite, nous avons effectué une étude détaillée de chaque potentiel dans un chapitre distinct.
Dans chaque chapitre, nous avons abordé la résolution de I'équation de Schrddinger, puis nous avons
appliqué les conditions de continuité pour trouver les expressions des coefficients de transmission et de
réflexion. Dans le troisiéme chapitre, ou nous avons traité du potentiel trapézoidal, nous avons abordé la
fonction d'Airy, qui nous a permis de calculer les coefficients de transmission et de réflexion. Enfin,
dans le dernier chapitre, nous avons tracé les courbes de ces coefficients en fonction de I'énergie (E), du
potentiel (Vo) et de la largeur de la barriere (a).
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Introduction :

L'équation de Schrédinger [1] est une pierre angulaire de la mécanique quantique, décrivant
I'évolution des systemes quantiques. Lorsqu'elle est appliquée a des particules non relativistes en
interaction avec un potentiel trapézoidal, elle permet de sonder les comportements quantiques dans un
cadre de potentiel complexe, intermédiaire entre une barriere et un puits de potentiel.

Le potentiel trapézoidal, caractérisé par une région centrale plate encadrée par deux pentes linéaires,
constitue un modele intéressant pour étudier la dynamique des particules dans un environnement de
potentiel variable. Ce type de potentiel trouve des applications dans des contextes variés tels que les
piéges a ions, les structures semi-conductrices, et les dispositifs optiques, ou les particules sont
soumises & des forces non uniformes.

En mécanique quantique, I'équation de Schroédinger gouverne la dynamique des particules et permet
de déterminer la fonction d'onde, [¥(x)] qui contient toute I'information sur le systeme. Pour un
potentiel trapézoidal, la résolution de I'équation de Schrédinger offre des connaissances précieuses sur
les états quantiques possibles, les niveaux d'énergie, et les probabilités de transition entre différents
états. Ce potentiel permet de modéliser des situations ou les particules peuvent étre piégeées, réfléchies
ou transmises, en fonction de leur énergie et de la configuration du potentiel.

Il est intéressant de prédire le comportement quantique d’une particule plongée dans un
potentiel trapézoidal. L'analyse de la solution de I'équation de Schrddinger a potentiels trapézoidaux
met en évidence plusieurs phénomenes quantiques intéressants :

1 : Etats liés et quasi-liés : Pour certaines configurations du potentiel, des états liés peuvent exister
ou les particules sont confinées dans la région centrale plate. Ces états sont analogues aux niveaux
d'énergie dans un puits de potentiel mais modifiés par les pentes du potentiel trapézoidal.

2 : Effet tunnel : Les particules peuvent traverser les barriéres formées par les pentes du potentiel par
effet tunnel, un phénomene quantique sans analogue classique. La probabilité de tunnel dépend de la
largeur et de la hauteur des pentes ainsi que de I'énergie de la particule.

3 : Réflexion et transmission : En interaction avec les pentes du potentiel trapézoidal, une particule
quantique peut étre partiellement réfléchie et partiellement transmise, permettant I'étude des
coefficients de réflexion et de transmission qui différent des scénarios de marches et barriéres de
potentiel simples.

Quelles sont les applications et les implications de ces nouveaux phénomenes? La
compréhension des interactions des particules avec un potentiel trapezoidal a des implications
importantes pour diverses technologies quantiques. Par exemple, dans les dispositifs semi-conducteurs,

la modulation des potentiels peut étre utilisée pour contrbler les courants électroniques a I'échelle




nanomeétrique. Dans les pieges a ions, des potentiels trapézoidaux peuvent aider a manipuler les ions
avec une précision accrue pour des applications en métrologie et en informatique quantique.

En somme, I'étude de la dynamique des particules non relativistes en interaction avec un potentiel
trapézoidal via I'équation de Schrddinger enrichit notre compréhension des phénomeénes quantiques
dans des potentiels complexes. Elle ouvre la voie a des applications innovantes en technologie et en
recherche fondamentale, illustrant la richesse des comportements dynamiques des systémes quantiques

dans des environnements potentiels variés.

L'equation de Schrodinger indépendante du temps

Pour une particule de masse m se déplacant dans un potentiel V(x), I'équation de Schrodinger [1]

indépendante du temps s’écrit :

2m dx?

h? d?
(——— + V(x)) Y(x) =E¥(x)

2

d 2m B
W‘P(x) + v (E=V(x)¥x)=0

Ou:
e W(x) : estla fonction d'onde de la particule
o /2:estlaconstante de Planck réduite,
e V(x) : est le potentiel.

L’équation de Schrddinger pour le Potentiel Linéaire :

Pour une particule de masse m en interaction avec un potentiel linéaire V(x) =V, + f(x) I'équation de

Schrédinger indépendante du temps est donnée par :

d? 2m

ORI LRIUOPIIORT

d? 2

@+ 7 [B- Vot fo0)]vew =0

Résous I'équation:

Pour resoudre cette équation, il est utile de faire un changement de variable pour simplifier

I'expression. On introduit une nouvelle variable & définie par :

- (52
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L'équation de Schrodinger se transforme alors en une forme connue de I'équation d'Airy :
d2
V(@) +Ep(©)=0

Les solutions de cette équation sont des fonctions d'Airy linéairement indépendantes, A4;(—¢) et B;(—¢).




Chapitre |

Résolution de I’équation de
Schrodinger pour une marche de

potentiel




I. 1.Marche de potentiel :

Notre potentiel se définit comme suit :

0 x <0
VO x>0

V(x) = {

Nous pouvons le représenter graphiquement comme suit :

| i) A
Region | Region Il
Iy
onde réfléclne _
- onde transimse
o
onde meidente
¥
>

Figure (01) : Marche de potentiel.

L’équation de Schrédinger unidimensionnelle [2] s’écrit comme suit :

HY (x) = E¥ (x)

h? d?
<_ﬁ@ + V(x)) Y(x) =E¥Y(x)

—'P(x) + (E V)¥(x) =0

Dans le cas ou E >V, initialement, I'équation (I.2) doit étre résolue dans chaque région :

I.1.1.La solution dans la région I : pour x < 0 ona, V(x) =0

A partir de I’équation (1.2) en substituant la valeur de V(x), on trouve :
2

e ‘1’(x)+2 (E—0)¥(x) =0

'I’l(x) + IR W) =0

On pose

(1.1)

(1.2)

(1.3)




En substituant la valeur de k;dans I’équation (I.3) nous trouvons :
2

d
— SV + G (@) =0

Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre [3] dont la solution s’écrit:

lpl (X) = Cleik1x+C2€_ik1x

Tel que: c1, ¢, sont des constantes réelles.

I. 2. La solution dans la région Il : pourx > 0 ona, V(x) =V,

En partant de 1’équation (1.2) et en substituant la valeur de V(x), on trouve :

2m

2
;i—zwx) + 2 (E-v(@)¥@) =0

2m

dZ
oz P2(0) + ﬁ(E —Vo)¥,(x) = 0

2m(E — V)
ko= |

Remplacement la valeur de k, dans I’équation (1.5):

On pose

Cette équation devient :

2

d
W‘i’z(x) + ki W (x) =0

Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre dont la solution s’écrit:

W, (x) = czetk2¥+ ¢, e~ thax

L’onde réfléchie n’existe plus dans la deuxiéme région donc la solution générale s’exprime comme suit :

cpe"tkex =0 =>c =0

Donc

W, (x) = czetke®
c3 : C’est une constante réelle.
Les solutions peuvent s’écrire sous la forme :

c,e*1* 4+ ¢ e"ikx x<0
cetkex x>0

Y(x) = {

(1.4)

(1.5)

(1.6)




I1. Les conditions de continuité :
Les conditions de continuité sont nécessaires pour obtenir des solutions physiques cohérentes et

significatives de I'équation de Schrodinger, assurant la conservation des probabilités et la normalisation de la

fonction d'onde, ainsi que le comportement hermitien des opérateurs quantiques.

. S dy -
Les conditions de continuité pour ¥ et de o lorsque x = 0 sont explicitement :

¥1(0) = ¥,(0) (1.7)
dv,(0) B dw¥,(0)
dx dx (1.8)
Basé sur les équations (1.4), (1.6),(1.7) et (1.8) on trouve :
C1 + C) = C3
ik1( ¢y —¢2) = ka3
Donc:
{C1+C2=C3 (19)
k
Ci—C = ﬁC3 (I 10)

On additionne les deux équations (I.9)et (1. 10) :

|:> 2c1=c3(1+:—i)

Maintenant on soustrait les deux équations (I1.9) et (1. 10) :

k
—) 20, = (1= ¢
ky —k;
cy = (Z—kl) 3
I11. Coefficients de réflexion et transmission :

Evaluation de la probabilité de réflexion (R) et de transmission (T) [4] en fonction de la densité de courant

de particules j(x):

Ona:
B ||probabilité d onde réfléchie||
" |Iprobabilité d onde incidentel|




Et

||probabilité d onde transmise||

" ||probabilité d onde incidente||

Par définition, la densité de courant est donnée par la relation [5] :

] ih .
j @) -ﬁ("’ Y ox

¥ (x) :c’est une onde complexe qui a aussi un conjugué ¥*(x)

I11.1.La densité de courant incident :

. _in W*asvi lpa'{';*
Ji(x)—Zm [ 3x [ ox

Ona
lI/i (.X') = Cleiklx
i = cje X

c; . est un nombre complexe conjugué de c¢;

ih . , , ‘
Jit) =—— (cie™™1¥(ikyce™1¥) + cqet1¥ ik  cie~ 1))

. —hkqy , .

Jit)) =—~(ci c1)
: hky
Ji=—m— ey |?

I11.2. La densité de courant réfléchi :

) )_ih ly*awr lpallf;
Jr(x T 2m\ T ax " ox

Ona
l}/r(x) = CZe_iklx
P = chelhax

8




c5: est un nombre complexe conjugué de ¢,

ih | | |
Jr(x) = (c;e™1*(ikyc e~ 1%) + c e~ k1* (ik, oy ett17))

—hk
jr @) = —=(c; )
o Rk,
Jr(x) = 7|Cz|

111.3.La densité de courant transmis :

Jje(x) =5— tox Tt ox

ih ( L0V, 6‘1—’Z>
U4 '4
2m

Ona
P, (x) = cye'k2*
Y = cheikex
c5 . est un nombre complexe conjugué de c;
: ih * ,—ikoX (i ikyx ikyx (; * p—ikox
Je () =ﬁ(c3e 2X(ikycze'2) + cye'k2¥ (ik,c3e~tk2x))
) —hky .
Je(x) = TZ(C3 C3)
hk;
P 2
=—-—]cC
Jt m |c3]
111.4. Coefficient de réflexion :

_ ||probabilité d'onde réfléchie||
" |Iprobabilité d'onde ncidentel|

e _fef

Ji

%
Cq

R




ki—k;
G e _|(k1—k2)2
B (k1+k2) (kg + k)
2k,
Donc :
2
R = (k1—=k7)
= 2
(kq+k3)

111.5. Coefficient de transmission :

||probabilité d onde transmise||

" ||probabilité d onde incidente||

i ks |c2)?
T:J_t:_2|_3
kylcy
2

Ji
k c
T=-2[—3
k1 (M ) c
3
2k,
T—ﬁ| 2k; |12 4koky
kq 1(kq+kz) (k1+k3)?
Donc :
. Akaky
T= (kq+ky)?

Notez que la somme des coefficients de réflexion et de transmission est égale a 1.

_ (k1—kp)?
R= (k1+ky)?
Et:
o Hkakn
(ky + k2)?
pr Gk ® o 4koky _ ka’tkp®-2kpkitdkoky _ ki’ +ko®+2koky _ (kitka)?
(ki+kp) 2 (kitk2)? (k1+ky) 2 (ki+kz)? (ki+kz)?
Donc :
R+T=1

10

(L.11)

(1.12)




Chapitre |1 :

Résolution de I’équation de
Schrodinger pour une barriere

rectangulaire de potentiel

11




I1.1.Barriére rectangulaire de potentiel:

La barriére rectangulaire de potentiel [6] dans les trois régions | a 111 par s’exprime :

0 x<O0
V(x) =1V, 0<x<a
0 x>a

La figure ci-dessous représente la forme d'une barriére rectangulaire de potentiel :

[

= \ V P
Region (I} Yo Région (111}

Region (11)

B

0 aQ X

Figure (02) : barriere rectangulaire de potentiel

11.2. Résolution de I’équation de Schrodinger a une dimension avec masse constante :

En revenant ou premier chapitre, nous constatons que 1’équation de Schrédinger s’écrit :

h? d?
<_ 7t V(x)) ¥Y(x) = E¥(x)
Alor :
LW + 2 (B-v()P() = 0 (11.1)

Dans le cas ou E > V,, initialement, I'équation (I1.1) doit étre résolue dans chaque région :
11.2.1.La solution dans la région | : pourx < 0,V(x) =0

En partant de I’équation (11.1) et en substituant la valeur de V' (x), on trouve :

2

d 2m _
Y0+ 27 (E-V@)¥ () =0

d2
dx—zlfﬁ(x) +

2mE
= e

12

2m

2R () = 0 (11.2)

On pose




En substituant la valeur de k;dans I’équation (I1.2) nous trouvons :

— di—zztpl(xwki W (x) = 0
Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre dont la solution s’écrit:
P, (x) = ¢y etk1¥+c, e k¥ (11.3)
Telque

c1: c3: Ce sont des constantes réelles

11.2.2. La solution dans la région Il : pour 0 <x <a ,V(x) =V,

En partant de 1’équation (11.1) et en substituant la valeur de V(x) , on trouve :
d? 2m

2 2m

;i—zsvz(x) + = (E=Vy(x))#,(x) = 0 (11.4)

2m(E — V)
o= TR

En substituant la valeur de k, dans 1’équation (I1.4) nous trouvons :

On pose

L’équation prend la forme :

d2
— W, (x) + ki W,(x) =0

dx?
Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre dont la solution s’écrit:
W, (x) = czetk2*+ ¢ eikex (11.5)

Tel que

c3: c4: Ce sont des constantes réelles.

11.2.3. La solution dans la région 111 : pour x >a ,V(x) =0

En partant de 1’équation (11.1) et en substituant la valeur de V(x) , on trouve :

d? 2
o? Y(x) + —hr;l (E-V@))Px) =0
2 m
(ZC—Z’PI(x)+2h—2E‘P1(x) ~0 (11.6)

13




On pose

En substituant la valeur de k;dans I’équation (I1.6) nous trouvons :
2

—> W) + KW () = 0

Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre dont la solution s’écrit:
Y, (x) = csetk1¥+c e thrx
On sait qu’il n’y a pas d’onde réfléchie ce qui signifie :
cee kX =0 =c =0
Donc :
W3 (x) = cse'rr”

Telque
cs: C’est une constante réelle.

Les solutions de ¥ (x) dans les trois sont résumées comme suit :

c,e*1* 4 ¢ e"ikx x <0
P(x) =14 czetke® 4+ ¢ e ikex 0<x<a
coetk1x x>a

I11.3.Les condition de continuité :

Les conditions de continuité 8 x =0eta x =a pour la fonction d’onde ainsi que de sa dérivée :

~ ¥1(0) = ¥,(0)

dy1(0) __d¥, 0)
dx o dx

VY, (a) = ¥3(a)

d¥;(a) _ d¥3(a)
- dx o dx

Sur la base des équations (I1.8) , (11.9) , (IL. 10) , (1I. 11) et (1I. 12) on trouve :

c1tcp=c3 tcy
ik1(c1—¢y) = iky(c3 — ¢4 )
Cgeikza _|_ C4e—ik2a: C5€ik1a

iky(csetk2® — ¢y e™th2) = ik czetkr®

14

(I1.7)

(11.8)

(11.9)
(11.10)
(I1.11)

(I.12)




Donc:

/C1+C2:C3+C4

k>
c1—C = 7—(c3—¢y )
< .
C3eik2a + C4e—ik2a — Cseikla

\(cgeikza _ C4e—ik2a): %Cseikla
On additionne les deux équations (1. 13)et (11. 14) :
|:> 2c1 = ¢3 (1 + Z—i)+c4(1 —];—j
o= (5)ar (5
Maintenant on soustrait les deux équations(IlL. 13)et (II. 14) :
|:> 2¢, =3 (1 - I}:—j)+C4 (1 + l;—i)
o= ()t (52)e
On additionne les deux équations (II. 15)et (11. 16) :
|:> 2c;etk2® = (1 + l;—:) etk1ac,

_ k1+k2) i(k1—ky)a
€= ( 2, ) € Cs

Maintenant on soustrait les deux équations (II. 15) et (II. 16) :

. k .
— 2c etk = (1 —k—l)e”‘la cs

2

kz—kl) i(k1+k2)a
Cp=|——)e 17" ¢
4 (2k2 5

Remplace (II. 19)et (II. 20)dans (II. 17):

|:> ¢ = (k1+k2) cs + (kl—kz) Cs

2kq 2k4

ka

(kl + kz) kl + k2
1 =

) ki —
i(ky—kz)a_ o 1
2k, 2k, ¢ T

= [M eilki—kp)a _ k17k2)® ick;+kz)a

4k1ky 4kiky

Remplace (II. 19)et (II. 20)dans (II. 18):

ki—k ki1+k
|:> C2:(1 2)C3+(1+2)C4

2k, 2k,

Yeilli—kac 4 ¢

ky—ky .
)( Zkz )eL(k1+k2)aC5

]Cs

Ky +ky Ky — Ky

)ei(k1+k2)acs

CZ:(kl—kz) ki +k, )

2k, 2k, 2k,

2k,

2 2 2 2
c, = [(kl —k27) piller—kz)a _ 1" =ka7) iky+kz)a

4k1ky 4k1ky
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(I1.13)
(I1.14)

(1. 15)
(1. 16)

(11.17)

(1. 18)

(11.19)

(1. 20)

(I1.21)

(11.22)




En conséquence, les constantes peuvent étre écrites :

= [Mei(kl—kz)a _ Mei(kﬁkz)a] ce

4 4kqk; 4kqk;

2 2
o = [(k1 —k2®) ik —kz)a _Mei(kﬁkz)a]c
2 4k1ky 4k1k> >

< Ky Ko\
c3=( e )el(kl ka g

ky — ki\
C4 — (z—kz> el(k1+k2)a C5

11.4. Les coefficients de réflexion et de transmission :

Pour calculer les coefficients de transmission et réflexion T et R: il faut appliquer les conditions de
continuité au borne de potentiela x =0eta x =a pour la fonction d’onde ainsi que de sa dériveée.

11.4.1. Coefficient de réflexion :

Le coefficient de réflexion de la barriére s’écrit sous la forme

_ ||probabilité d'onde réfléchie||
" |Iprobabilité d'onde incidente||

1

2 2 2 2
Uea=ka®) i(ky—kp)a _ Mez(kﬁkz)a] cs

2

R — 4kq1ky 4kik;
[(kl+k2)2 eilki—kz)a _ Mei(kﬁ‘kz)a] Cs
4k1ky 4k k;

Alors il prend la forme

R = [(k12 — kzz)(eikza _ (e_ikza)]
|[Cey + ky)2ehe — (ky — k;)2e*2e]

En le simplifiant, on arrive a :

[(k1 —kzz)Sln (kza)]

(kl +k22)sm(k2a)+(21k1k2)cos(kza)] (H 23)

R|[

11.4.2. Coefficient de transmission :
On introduit le coefficient de transmission T de la barriére

||probabilité d'onde transmise”
~ ||probabilité d'onde incidentel|

Ce qui conduit a

2
Cs

T=|—
1

16




C
T = >

2 — 2
Ui+ iy —kz)a _ Mei(kﬁkz)a] cs
4k1ko 4k1k;

4k1k2€_ik1a 2

‘[(kl +kp)?e20 — (ky — ky)?e'*2?]

‘ 4k1k23_ik1a
[(klz + kzz + Zklkz)e_ikza - (klz + kzz - Zklkz)eikza]

Apres simplification nous obtenons le coefficient ci-dessous

(4k1k7)?
[(kq+k)*—(k1—k2)*—2(k1+k2)? (k1—k2)? cos 2kyal

Que I'on peut écrire également sous la forme :

4(k1kz)?

T - [(klz—kzz)Sinz(kza)+4k12k22]

(I1.24)
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Chapitre 111 :

Reésolution de I’équation de
Schrodinger pour une barriere

trapezoidale

18




I11.1. Barriere trapézoidale [7]:

Le potentiel de barriére trapézoidale [8] s’exprime en trois régions | a 111 par :
0

x<0
V(x) =4V, + 0y 0O<x<a ,V, <V
0 x>a
Fix)
[
'|’ |
Fegion | Fegion II Eegion 111
0 a .";?-

Figure (03) : Barriere trapézoidale
Avec :

Vo, V1: L’énergie potentielle d'une particule.

L’équation de Schrddinger a une dimension s’écrit :

HY(x) = E¥(x)
2 2
<_ﬂﬁ + V(x)) Y(x) =E¥Y(x)

LW+ 2 E-VE)PE) =0

I11.1.1.La solution dans la région 1 : pourx < 0 onaV(x) =0

En partant de 1’équation (II1. 1)nous trouvons :

2 2m

Wlpl(x) + F(E - O)qjl(X) =0
2

2mE
W‘I’ﬁ(x) +71P1(x) =0

2mE
k=

dZ

On pose
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Dans le cas ou E >V, initialement, I'équation (111.1) doit étre résolue dans chaque région :

(111 1)

(111. 2)




Il s’agit d’une équation différentielle du second ordre dont la solution s’écrit:

W, (x) = Aek* +4 e~tkx (111. 3)
Tel que
Aet A": Ce sont des constantes réelles.

I11.1.2.La solution dans la région Il : pour 0 < x <a onaV(x) =V, + (Vla;v(’)x

En partant de 1’équation (III. 1) nous trouvons :

d? 2m
— Y, (x) + F(E —V(x))¥(x) =0

dx?
d? 2 1 =V)
M—zw(x)+h—?[E— Vo+~—"x )]zp(x) =0 (111. 4)
On pose :
p =4 Avec 0< B<1
Vo
=V, =V, B
Et
n=1-p
2 _ E 2 2mVy
€° = 7 kg = Py

On injecte le parametre V; ou obtient (II1. 4):

d? 2m x
A AC Ry [E ~ (Vo +(B— 1)Vo;)] Y(x) =0 (1IL.5)
On injecte les parametres n , e?et k% on obtient (II1. 5):
dZ

2
) + 27 [E— (6 —n2)] w0 = 0

d? 2mVy [ E x
e + 2 [70+n5—1)]¢(x)=0
Lo+ K [nE+ e —1)]w@ =0 (I1L.6)
On pose
f:f(x):%[ﬂ§+€2_1]
Et

2

2 -
qo = (kpa)3ns
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On aura

dip(x) _ dyp(x)d§ _ dp(x) qon
dx  d¢é dx dé a
d? _dyp(x) dip(x) d§

TR R

dip(x) <qu dt/)(x)> qon _ (qon ?

d2
e \a d¢ a) dlep(f)

En substituant dans 1’équation (III. 6), nous trouvons :

dZ
2P =

(L) 2 Ezl/)(f) v ézp(f) =0

k%

dleli(f) ] D EP(E) =0
i
YO+ 5@ = 0
LW+ f & P()=0
[(koa)§ T] n?
dZ
2 (@) +Ey(9)=0 (I1L.7)

Cette équation dont les solutions sont connues pour exprimées en termes de fonction d’Airy [9]
A (=&) et B;(—=¢).

¥2(§) = BA(=§) + B Bi(=§)
Telque
B, B : Ce sont des constantes réelles.
I11.1.3.La solution dans la région 111 : pour x > 0 onav(x) =V,

En partant de 1’équation (III. 1) nous trouvons :

d? 2m
d—‘1’3(x)+ (E-0)¥;(x) =0

2

2mE
) Y3(x) + —5—

7 (1U3(X) =0

On pose

2mE
72

21




Donc
d2
— S W30 + KW (x) = 0
Il s’agit d’une équation différentielle de 2°™° d’ordre dont la solution s’écrit :
Y3 (x) = Ce+( e
On sait qu’il n’y a pas d’onde réfléchie ce qui signifie :
Ce=0= (¢ =0
Donc :
Yi(x) = Cer*
Telque

C: Est une constante réelle.

Les solutions de ¥ (x) dans les trois régions sont résumées comme suit :

Aelkx 4 A e—ikx x<0
Celkx x>a

Pour diviser toutes les solutions par la constante A :

e kx4 cleikx x<0
Y(x) =1 c4;(=&) + c3B;(—¢§) 0<x<a
cse’ kex xX>a

Les quantités cq,c;, , c3 et ¢, peuvent étre déterminées comme d'habitude en imposant la continuité de la

solution et sa dérivée aux frontieres du potentiel.
I11.2. Les conditions de continuité :

Les conditions de continuitéta x=0eta X =a pour la fonction d’onde ainsi que de sa dérivée :
 ¥1(0) = ¥,(0)
d¥;(0)  d¥,(0)
dx  dx
¥;(a) = ¥3(a)
d¥;(a)  d¥3(a)
_ =

dx dx
Soit :
(1+ ¢ = c4;(—&) + c3B,(=&) (1. 8)
ik(1—cy) = _%[CZA;(_EO) + ¢3B;(—&))] (1I1.9)
02A;(=&,) + c3Bi(=&,)= cse’@ (1I1. 10)
|~ 2L eAi(=€0) + 3B (=€) =ik ce't (111 11)
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On additionne les deux équations (III. 8)et (1IL.9) :

Maintenant on soustrait les deux équations (III. 8)et (II1.9) :

On additionne les deux équations (III. 10)et (II1. 11) :

Maintenant on soustrait les deux équations (III. 10)et (II1. 11) :

¢z [ilA (=) + L A, (=E0) | + c3 |ikBi(—=E0) +

2ik=c, |ikA;(~§0) — LA (=€0) | + e [ikB,(—&0) — 22 B, (~£0))]
2ike=cy |ikA;(—&0) + 2L Ay (=) | + c3 |ikBi(—&0) + 22 B} (—&0)|

2ik ¢t = ¢, |ikA;(—82) = LA (—E)| + 3 |ikBi (&) — 2B (&)

00 B (—&,)| = 0

a

Dans ce but, il convient d’introduire les fonctions F(&) et G(&) définies par :

F(O)=ikA;(=§) = 4;(=8) ,n # 0

G(§)=ikB;(=§) — 1 B;(—§) , 1 # 0

(111

(1L

(1L

(111,

En utilisant les fonctions F(&) et G(&),les équations deviennent (I1I. 12), (1I1. 13), (III. 14) et (III. 15):

A partir de I’équation (III. 19)nous trouvons :

2ik = c;F (&) + c3G(&p)

2ikcy = ¢ F*(§p) + 3G (&p)
2ikcye™™ = c;F(&,) + c3G(&,)
c2F*(§a) + 367 (§,) =0

G'(£,)
“2=7FE)

C3

En remplace 1’équation (II1. 20)dans la relation (III. 16)on a:
2ik = c;F(&o) + c3G(&o)

On pose

Donc

= C3

2ik

_ ~FEG ) HEGE)F Ga)

F'(£a)
2ikF*(&,)

3

T ZF(E0)G (&) + G(E)F (Ey)

A= F*(§a)G (o) — F($0)G™(Sa)

2ik

3 = TF*(fa)
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(111
(111
(111

(111

12)

13)

14)

15)

16)
17)
18)
19)

20)




A partir de I’équation (III. 20)nous trouvons :

G
TR
_ )
= (3 = 6"Ca) Cy (111 21)

En remplace 1’équation (II1. 21) dans la relation (II.16) on a :

2ik = c;F (&) + 3G (o)
F(§0)G™(§q)—F"(£q)G(&0) c
G* () 2

2ikG™($a)
F($0)G"(§0) = F*(§2)G ($0)

2ik=

=Cy =

Donc

—2ik
= C = A

) (111.22)
On remplace les deux équations (II1. 21) et (III. 22) dans (III. 17):
2ikcy = ¢F*(&p) + 367 (o)

—21ik 2 ik

2ikcy = —— G (§)F (§0) + - F*(§)G" (%)
> ¢ =1 (F*(£)6" (o) = F*(§0)G* (&) (111.23)

A partir de 1’équation (III. 18)nous trouvons :

2ik c4ei ka — CZF(Ea) + C3G(€a)

1 )
Cy = ﬂ(CZF(fa) + c3G(Ea))e_l ka
Az 2ik o i
=57\~ (EDF(Ea) +— (£)G(E,) |e

1 .
Cq = Z(F*(Ea)G(fa) — G*(£)F(&,))e ke
Cy =

ikqon

CIo’I

(ERICALICAE
A

(A28, () ~ A28 (£) ~ (B0 (-8 (6] + k
e—l a
[ZACALAC AT

(A0, (60 — A €08 (£) + (U0) 4 (-5, ()]

1 Zk
P A-£0B] (~6) — Ai(—E)B(—E] e ke

Nous avons utilisé la propriété de Wronskien des fonctions d’Airy [10] WI[AI(X), Bi(x)] = 1/=

Cy =

2 ik —i
— qon e ika
mal

C4 (111 24)
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Les solutions peuvent donc s’écrire :

=5 (F(&)6" () — F' (66" (&)
-2 ik

G"(8a)

G =

2 ik

¢3 =_F (S;a)

2 ik _i
qo0n e i ka
mal

. Cy =
Selon la relation (III. 23)on trouve :
1
e = 5 (F"(0)G"(§a) = F*(§a)G"(§0))

h
! <lkA( $0) +MA( Eo)><sz( fa)+ B( §a> l
I |
U )

l>|*—‘

(lkA( £+ 20 A( Ea)><lk3( &) + 221 B( fo))

qon qon qon

j [( K2A,(—0)Bi(— Ea))+< R 4B (- fa)) (k@u £0)B,(~ sa)) (("“’7) A(~)B] (=€) l
k_ [(—kZAi(—fa)Bi<—fo))+ <lk—A( £a)B; (- %)) <lk—A( £)Bi (- %)) ((7) A(~£)B] (=60 U

( _kZ(A.(—EO)B-(—fa)—A-(—Ea)B-(—E()))_ qon(A( ‘fa)B( fO) A( fO)B( fa))
lkM<A( £0B/(~60) ~ 20 4, (~0)5] (- ga)) () (6B (—&0) - A (~E0)Bi (60)

o

N

V.o
JV’;’

[ —e2(A(—E)B(~E) — A(£)B, (&) — i """(A( £DBI(~60) — Ai(~E)Bi(=E)) )
c = 1l 2 ko
1
A L_ ekq""(A( AACHEEINEHAC Ea)) (EZ§,’] ) (A1 (~€)Bi (&) — A (~£)Bi (~£,)) J o’
koa a
En introduisant les grandeurs auxiliaires :
Ry = €*[A;(=&p)Bi(—¢&,) — A;(=&,)B;(=&))] (1. 25)
Ry = ("0”) [(A;(—£)B; (—§0) — A;(=€0)B; (—£))] (1. 26)
h = 25 A (DB (—60) = A (~E)BI(=E)] . %0 (111. 27)
Et
I = 2 A (—€)B(=60) = A(~E)BI (=€), n#0 (IIL. 28)
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¢ = —%[kOZ(Rl +Ry) +i(l; + 1) (111.29)

On pose
Ney = ko> (Ry + Ry) + il + 1)
¢ = % (111. 30)
Et

A= F*(§,)G(§0) — F(§0)G™($a)

(
! <lkA( £+ 204~ fa)>(zk3( §0) — 2L By (- fo)) !
A=

<lkA< fo)—@A( %))(sz( £)+ 2L (- @))J

qon

[ k2 (A(~£)Bi(~60)) — k= (A,(~£)B(~8)) )
don

+ik T2 (4 (—£0B (—60)) - (‘“") (A (~£)Bi (=&))
+(k2Ai(—fo)Bi(—fa))—< kA (—0)Bi (- @))

(u«@A( 0)B,(~ g)) <(?) A;<—fO)B£(—¢’a>)

( —kP[A(~&)Bi(—&a) — Ai(—E)Bi(=E))]
+k@[A( £)B. (—&9) — A(—£0)Bi(=E,)]

A= —k@[A( £)Bi(—80) = Al(—E0)B/ ()] [ 1o

qo7
. (m) [4:(=a)B; (60) = A (~§0)B (—60)])

(€[4 (=8B (—¢&,) — Ai(—E)Bi(—&0)] )
CIOTI

—lk—[A( €a)B;(—&0) — Ay (=§0)Bi(—€,)]

_ 2
A= ky? 4 +l%[fl( £)Bi(—&) — A;(—&)B;(—&,)]

v~

- (%) [4;(~£4)B; (—§0) — Ay (—§0)B; (=&.)],
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Donc
A= ko '[(Ry = Ry) +i(l = )]
La forme algébrique des nombres complexes [11] :
z=X +iy
z=|z|e®

Avec

|z| = 2%+ y?

X

tanf = -
y
En exprimant N.; et A en représentation polaire :
Ny = |Ncllem
Avec
INosl = K2 (R + R)? + Uy + 1)2
I+
tan a=———
R1+R>
Et
A= |AletY
Avec

|81= K2Ry — B2+ (1 — 1Y

I,—1,
R, — Ry

tany =

Le coefficient de réflexion peut s'écrire de maniére tres compacte comme :

INl i i
g =— cl la o=ty
1Al

111.3: ETUDE APPROXIMATIVE

(111. 31)

Utilisent le développement de Taylor [12] étendant la fonction Airy Ai(x) au voisinage du point x, on aura

1
Ai(x) = ?f:o;Ai(n) (xp)(x — xo)"
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Et comme Ai(X) et une solution de 1’équation (III.4) donc :

A (%) = x4,(x) (111 33)
Donc
1 e 2,1, ® 3)
A i (xo) + A (xo)(x Xo)  + A (x0) (x = x0) 3,A (x0) (x = x0)
1 1
Al =9+ A (4)(x0)(x x0)* +5 A <5>(x0)(x x0)* + = A Ol (x - x)® ¢
1 1
[ 574700« — %0 + 5 4P ) — x0)° + )
On pose
X=x- xg
Z=X\[xg
( ' 1 , 1 ' 3 \
Ai(xp) +A; (x0)X + o1 ((xo)A; (xg) ) X2 + 5((960)141' (x0) + A;(x0))X
1 ) 1 '
+Z(2Al (xO) + xOZAi(xO))X4 + E (xOZAi (xO) + 4x0Ai(x0))X5
A =9 ¢ ! , (
+ 5(63(,'0141' (xo) + (4’ + XOSAL'(XO))X6 + %((10 + x03)Ai (XO) + 7x02Ai(x0))X7
1 r r
+§(6x0Ai (x0) + (10x9%4; (x0) + 24 + x*A; (%) ) X8 )
A4 |3 z +Z4+Z6 +- 1+X3 +X3 +- +x°X5 x°X8
A (x) = x 4! 6! 3! 6 30 1440
(= o o[ S S AT SO GO Y 13x0X9+
| o 31 5l 12 ' 504 120 ' 90720 J
On a sait que le développement de cosh x et sinh x s’écrit :
x? x* x°
coshx = 1+E+Z+E+"'
x3 x> X7
sinhx = x+—+§+ +-
Ay(x) = A;(xo)[cosh z] + A; (xp) 7 [sinh Z] + 0(x?) (111. 34)
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Maintenant, nous calculons la dérivée A4; (x) :

' d dzZ d dz
A =240 =ZL 400 =24,0) Z

dA()dZ—A( )sinh Z + 4; (x;)
dZ l'xdx— ixO sSin l'xO

4/ () = A; (xg)[cosh z] + A; (xg) %, )Z—( [sinh Z] + 0(X?) (111 35)

En suivant les mémes étapes, on obtient les développements de Taylor :

- 1
B = ) =B () (x = xo)"
n=0

Tel que }
B; (x) = xoB;(xg)

Donc
(B, (o) + 178, (o) (& - x0)* + 5B, (o) x - 30)? 5B (x) - 3)°

~—

Bi(x) = +LBW&@@ %f+13®@w@ %P+1B@@w@ x0)*

;B“WMx—mY+1B®me—%ﬁ

Lt
&@d+AKMM+5ﬂu@&wJM“§ﬂwwE@@+&@@V3
1 ’ 1 ’
+ Z (2B; (x0) + x0%B;(x0))X* + i (x0%B; () + 4x0B;(x0))X°

B;(x) =« 1 ,' 1' , r
+5(6x031 (X()) + (4‘ + XOBBi(Xo))X6 + %((10 + x03)Bi (XO) + 7XOZBi(X0))X7

1 ' 2p’ 4 8
+§(6XOBL' (X'O) + (10x0 Bi (X'O) + 24 + X Bi (XO))X

A X3 x3 XoX° x0X8
BiGo) — B(x)l +_+6 L T TR VYT R l
, xo2 X4 X+ X7 xoX® 13xX°
|5 (XO)IX<§+ 5! +"'>+E+ﬂ+'"+120+90720+ l}
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Donc
B;(x) = B;(xy)[coshz] + B; (x,) )Z—‘ [sinh Z] + 0(X3)

Maintenant nous calculons la dérivée :

dz d d dz

I d
B; (x) = aBi(x) = d—ZaBi(x) = ﬁBi(x)E

dB( )dZ—B( )sinh Z + B; (x,)
A7 X dx_ iXp) Sin i X

B, (x) = B; (xy)[cosh z] + B; (x) ; [sinh Z] + 0(X?)

Revenant au probléme principal de cette section :

€=E(x)=qO[n§+62—1]

xg = —& = —&(0) = —qp[e* — 1]

2 -2
lkz—kozl qop®  (koa)i n3 p?
Xn = — = =
0 do koz koz koz
Ou
PP =ky'—k?
Et

x=—,=—qo[n +€* =11 = —(qo + &)
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Ona

Z=X\x,
Z = (x - %9)y/x = (=1q0)y/x0

2 -2 1 -1
(koa)3 n3 p? 2 =2y (ko@)3 3 p
Z = (-nq) |——u——= (—n(koa)3 n3 )0—
ko kO

Z=—pa (II1. 40)
Et
X=x-x0=—-Mqo + &) — (—&o)

X= —nqo (IM. 41)
En remplace les relations(III. 38),(II1. 39), (III. 40)et (III. 41)dans (III. 34), (III. 35), (1II. 36)et (I11.37) :

Retour a la relation (II1. 34):
A;(x) = A;(xy)[cosh z] + Ail(xo))z—([sinh Z]1+0(x?)
2 1, 1
A;(=§,) = Ai(=$o) cosh(pa) — (kea)3 n34; (—&o) p—asinh(pa) +0(X?)

Retour a la relation (III. 35):

A; (x) = A, (x)[cosh z] + Ai(xo)xo)z—([sinh Z]1+0(X?

' ' x0X .
A; (x) = A; (=§,) cosh(pa) + Ai(—fo)p—asmh(pa) +0(x?)

Ona

2 2,2 2 2
dop do”p p 2 2
XX = — =— = —n—s|(kga)3ns
0 koz( Qo) = =1 ko nkoz(( 0@)3 7 )

2(k )i

= o A p-(Kpa)s3

x0X=_p2(n3a3kO3):— T S
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La notation O [13] :
X3 = (-1q0)® = — 1’ (koa)? n~?*=—n(koa)?
= 0(X*) =0

Donc

Ai(=62) = A=) cosh(pa) = (koa)s 174, (~60) - sinh( pa) + 0()

A/ () = A/ (=§) cosh(pa) - =522 4, (~¢,) —sinh(pa) + O(n)

n3ko
Retour a la relation (III. 36) :

B.(x) = B(~&)lcoshz] + B (&) [sinh 2] + 0(x%)
B/(—£,) = Bi(—§0) cosh(pa) — (koa)s 03B, (—§0) = sinh( pa) + 0(n)
Retour a la relation (III. 37):

B; (x) = B;(x)[cosh z] + B;(x0)x, )Z_( [sinh Z] + 0(X?)

) ' XoX |
B;(x) = B;(—§,) cosh(pa) + Bi(—fo)p—asmh(/oa) +0(X%)

4
’ ! 2 a 3 .
Bi(¥) = Bi(=§) cosh(pa) = T2 By(—60) o sinh(pa) + O(n)
n3ko

Sur la base de I’équation(IIL. 25), nous trouvons :

_ €qon [Ai(_fa)Blf(_EO) - A;(_EO)Bi(_Ea)]

I
1 koa

En remplace les résultats(I11. 42),(II1. 43), (III. 44)et (II1. 45)dans 1’équation (III. 25)nous trouvons :

2 1, 1 ,
€qo7] J [Ai(_fo) cosh(pa) = (koa)7 1134; (=40) 2 sinh(pa) + 0(77)] B; (=$0)

1=
koa

: 2 1, 1
(~41(~&0) [Bi(~60) cosh(pa) ~ (kaa)’ 18] (o) ——sink(pa) + 00

_ eqqn ZCOSh(Pa) [4;(=&0)B; (=&p) — A;(=&0)Bi(—=&p)]
17 koa |—(koa)3 nipiasmh( pa)\[Ai’(—fo)Blf (=) — A;(—go)lilf (—&)]

—~—

=0
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(I11. 43)
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Ai(=&)Bi(—&) — A; (&) Bi(—&))

/A

21
I = %?)Z cosh(pa) + 0(X3) = %cosh(pa) +0(n) (111. 46)
b = L {4, (~6)Bi(—60) = Ai(=§)B; (~€)1)
0
, P (koa)s 1
Ai (=8q) cosh(pa) ——5——Ai(=4o) ——sinh(pa) + 0() [ Bi(=$o)
[ — E4on ) n3ko P >
L , P (koa)s 1
—A;(=$0) | Bi (=$,) cosh(pa) — —5———B;(=§o) —sinh(pa) + 0(n)
L ko’ pa )

cosh(pa)[4; (—&,)Bi(—&) — A;(—=&)B; (—&,)]
€qon 2 4
{_p (koa)3 1 }

I, =
?7 koa T, —sinh(pa) [—A;(=&0)B;(=&o) + A; (=) Bi(—¢p)]
n3ko
I, = —f—(’”lcosh(pa) + 0@ = —1, (111 47)
oam
Donc
11 + 12 == 0
21
L—I= z%cosh(pa) + 0@ (111 48)

Ry = e2[A(~£0)Bi (=€) — Ai(=E)B,(~&0)]
[ Ao lcmsneo - gt (~60) 5 sinh(pa) + ()
o {Bmo) [ A=) coshpa) = koa’ i (~50) —sinh(pa) + 0(77)]}
cosh(pa) [As(—£0)B(=E0) — Bi(—E0) A (—o)]
Ri=e {+(koa)§ n%sinh(pa) [4; (~£0)B; (~&0) — Ai’(—f())Bi(—fo)]}
R, = €2(kya)s népiasinh(pa) +0() (I11. 49)

2
Ry = (120) [ (~8)B] (~§0) — Ai(~§0)B;(~£)]

koa
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( )

: p ( ) 1.
B (—£0) |4/ (&) cosh(pa) — = A (—&0) — sinh( pa) + O(n)
2 pa
qon niko
R, = (2 ) ! >
koa / p?(k oa) 1
—A4;(=&) | B;(—&) cosh(pa) — ———B;(=&) — sinh(pa) + 0(n)
2 pa
n3ko )
2 cosh(pa)[A; (~§0)Bi(=§0) = Ai(=§0)Bi (=50)]
qon
R, = (—) p? (ko)
* \koa 1—°—smh<pa> [4:(—§0)B; (=&0) — A;(=&0)Bi(—0)]
ko’ P?
R, = — (qon) %’ﬂ sinh(pa) + 0(n) (111. 50)
koa n§k02 pa
Donc
koa)s3 1
R, + Ry =— <q0n> P (1 Oa) —smh(pa) + 0(n)+e? (koa)3 773—smh(pa) +0(n)
koa rﬁkoz pa pa
M 2 ey
1 2 1 3ns3 3
R, + Ry = —sinh(pa) |e€?(kya)3 n3 — ( 0(2 ' P (1 0®)
pa 0 13k
koa)3 1s'nh a
py o, o G rsinh(pa)
T pa
koa)s3 1
R, — Ry = _(Zoﬂ) P Oa) —smh(pa) + 0(n)—e (koa)3 773—smh(pa) +0(n)
0a 775"{02 pa pa
2
Ry — Ry = — S0 00 (2 2y 1 o) Im.51)
o
Ona
Ny = INcllem
Avec

IN| = k2 (Ry + Rp)Z+ (I + )2

En remplace dans les résultats(I1I. 47), (II1. 48), (III. 49)et (II1.50):

2

2
(kga)3 1sinh(pa)
3
_—

N.| = k?
| cll pa
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1
IN.1| = k? <("°“)3 13 Sm};ff’ a)> (II1.52)

I +1; _
R1+R>

tana = (II1.53)
Ona

A= |AletY

Avec

2 2 1
(koa)3 Lsinh(pa) k(kga)3 n3
- 3 — k2 +| 2——=—~cosh(pa
ko’m 7 pa (0 ) nkola (pa)

Al = ko?

21 2 3
(ko@)3 3 | (p* — K*\" | ’
|A] = ko2 aOkOZn p sinh?(pa) + 4k*cosh?(pa)

2 1
ko) m3 ((p? — k2\* 2
|A] = ky? ( oa)ZT) {(p 5 > sinhz(pa)+4k2(1+sinh2(pa))}

aky'm

1

2 _ g2 2 2

|A] = ko? (koa ) Ll {S inh?(pa) ((p ) +4k2)+4k2}
ako p

1
* 4 k' 4 2k%p? :
A = [( Ok) i {smhz(pa) <p 2 P >+4k2} ‘
a

0

| Geayimif ( > 2}‘
|A] = kg l akozn {smh (pa) 2 + 4k

1
.
Al = l(koa)3 n3 k:; {smhz (pa) 42 }zl (II1.54)

ako’n

_’2

tany=——
1
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21
2k(koa)3 n3 cosh(pa)

2
_ ﬂkO a
tany=— 7
(kga)3 >sinh(pa)( .2 1,2
. 2 3 (P —k)
0 s
. _ 2kpcosh(pa)  Zkp th(pa)
T T =KD sinh(pa) ~ (2 - kD)
On pose
k = kycos@
Et
p = kysin@
. B 2kgcosOkysind th(pa)
MY = ((kosind)? — (kocosg)2) °HHPE
. _ 2cosBsinb th(pa)
any = ———o—coth(pa
tany = tan 26 coth(pa) (III. 55)

111.4. Coefficient de réflexion

Nous sommes maintenant préts a évaluer le coefficient de réflexion c¢;donné dans I'équation. (III. 31),
pour un potentiel trapézoidal, a la limite ou # tend vers zéro. Lorsque les équations. (III. 52) Et(III. 54) sont

remplacés dans (III. 31) on obtient, puisque a = 0 :

2
N, . .
R=[¢]*= —l |AC|1| el“e_”’l

T pa

2 ..
kOZ <(k0a)3 7’]5 smh(pa))

R= e_iy

2 1 1
(koa)3 n3 ko?

. {smh (pa) +—k04 }

a kozn.'

2

R = |—Smhled) -y (111.56)
4p2k2 2
kot

[sinh2 (pa)+

L'équation (III. 56)est exactement le coefficient de réflexion pour une barriére trapézoidale.
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111.5. Coefficient de transmission :

L'évaluation du coefficient de transmission c, est également simple dans 1’équation(III. 24), pour un potentiel
trapézoidal, a la limite ou # tend vers zéro. Tout d'abord, laissez-nous réécrivons (III. 24)comme :

1 2

2
2ikqyn _ikal® _ |2ik(koa)3 13
T =[c,]? = [ 90" o lka] — [ t(koa) e—ika

— p— (1. 57)
Ou I'on a utilisé I'équation
2 -2
qo = (koa)3 3
Lorsque les équations. (III. 54)sont remplacés dansl équation(IIL. 57) on obtient
12
T = 2Lk(k0a)3 773 Zlk(koa)3 r]3 o—ika =iy
" malAlel  maldl
12
k k 2 1
21 a)3 n3 . .
T= — ( 0 ) n - e tka o=ty
(koll)3 T]3 ko 2 k2 2
al P — {smh (pa) +2 }
2
[ ]
| 2i(k/ N
T=| ) ce | (111 58)
“smh (pa)+4p k } J
ko

Qui est le coefficient de transmission pour une barriére trapézoidale.
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Chapitre 1V :

ETUDE NUMERIQUE




Dans ce chapitre, nous tracerons les coefficients R et T en fonction d’une variable (E,Vo , a) a la fois.

IVV.1. Marche d’un potentiel :

On peut traces I’évolution des des coefficients de transmission (I. 11)et réflexion ((I. 10), en

fonction de I'énergie E et potentiel V), on obtient les graphiques suivants :

IR

1O

(R

04}

- _E

Figure 04 : Variation de coefficient de transmission et réflexion pour une marche de potentiel

Eq: (1. 11), (I.12) en fonction d’énergie E pour : V, = 3

Courbe de Transmission (T) - en rouge :

» On observe que pour des énergies inférieures a une certaine valeur (approximativement

E = 3) le coefficient de transmission est presque nul, ce qui signifie que presque aucune

particule ne traverse la barriére de potentiel.

> A mesure que I'énergie augmente au-dela de ce seuil, le coefficient de transmission augmente

rapidement jusqu'a atteindre presque 1 pour des énergies élevées (approximativement

E = 6). Celaindique qu'a des énergies suffisamment élevées, presque toutes les particules

traversent la barriére.
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Courbe de Réflexion (R) - en bleu :

> Inversement au coefficient de transmission, pour des énergies inférieures a la méme valeur
seuil (approximativement E = 3). Le coefficient de réflexion est proche de 1, signifiant que

presque toutes les particules sont réfléchies.
> Lorsque I'énergie dépasse ce seuil, le coefficient de réflexion diminue rapidement, tendant
vers zéro pour des énergies élevees (approximativementE ~ 6). Cela signifie qu'a des

énergies élevées, trés peu de particules sont réfléchies.

o—
08 ".ll

0.6 | |

|

Figure 05 : Variation de coefficients de transmission et réflexion pour une

marche de potentiel Eq ((1. 11), (I. 12))en fonction de potentiel V, pour: E =3

Courbe de Transmission (T) - en rouge :

» Pour des valeurs de V, inferieures a une certaine valeur (approximativement V, = 3, le

coefficient de transmission est proche de 1, indiquant que la majorité des particules traversent la

marche de potentiel sans difficulté.
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> A mesure queV,, augmente, le coefficient de transmission diminue rapidement. Au-dela d'une
certaine valeur de V,, (approximativement VV, > 3, le coefficient de transmission devient presque

nul, signifiant que trés peu de particules parviennent a traverser la barriére.

Courbe de Réflexion (R) - en bleu :
> Inversement au coefficient de transmission, pour des valeurs de V,, inférieures a 3, le coefficient

de réflexion est proche de 0, signifiant que peu de particules sont réfléchies.
> LorsqueV,, augmente, le coefficient de réflexion augmente rapidement. Pour des valeurs de V
supérieures a 3, le coefficient de réflexion approche 1, indiquant que presque toutes les particules

sont réfléchies.
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IV.2. Barriere trapézoidale :

On peut traces 1’évolution des coefficients de transmission (II1. 58) et réflexion (III. 56) pour
differentes valeurs de 1’énergie totale E , ou bien pour une valeur constante de E et potentiel V varie,

on obtient les graphes suivantes :

Figure 06 : Variation de coefficients de transmission et réflexion pour une barriére
trapézoidale de potentiel Eq ((III. 56), (1I. 58)) en fonction d’énergie E pour :
Vo=2,a=1et f =096

Courbe de Transmission (T) - en rouge :
» Comportement initial : La transmission commence a une valeur trés faible pour des énergies
proches de zéro.
» Augmentation avec I'énergie: La transmission augmente rapidement avec l'augmentation de
I'énergie, atteignant une valeur proche de 1 (100%) pour E > 6
» Régime stationnaire : Pour des valeurs élevées d'énergie, la transmission se stabilise pres de 1,

indiquant que presque toutes les particules ou ondes traversent la barriére sans étre réfléchies.
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Courbe de Réflexion (R) - en bleu :
» Comportement initial : La réflexion commence & une valeur proche de 1 (100%) pour des

énergies proches de zéro.
» Diminution avec I'énergie : La réflexion diminue rapidement avec l'augmentation de I'énergie,

atteignant une valeur proche de zéro pour E > 6.
» Régime stationnaire: Pour des valeurs élevées d'énergie, la réflexion se stabilise prés de zéro,

indiquant que la barriere ne réfléchit presque plus les particules ou ondes.
* A basse énergie, la barriére est essentiellement opaque, réfléchissant presque toutes les particules ou

ondes.
* A haute énergie, la barriére devient transparente, permettant la transmission presque compléte.

TR

Lo} L h A . ~ —
i N\ A Y 7N .
Iy [ P £ e e
I 1 [ | N/ e’
[ / /
v/ h
| \ S

0.8

04+ ‘ I’\I

Figure 07 : Variation de coefficients de transmission et réflexion pour une barriere

trapézoidale de potentiel Eq ((I11. 56), (III. 58)) en fonction d’énergie E pour :

Vo=2,a=10et f = 0.96
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Courbe de Transmission (T) - en rouge :
» Comportement initial : La transmission est nulle pour les énergies tres faibles.
» Transition rapide : Il y a une transition tres rapide vers une transmission élevée pour des valeurs
d'énergie autour deE = 2.
> Oscillations : Aprés la transition, la transmission montre des oscillations réguliéres avec une
amplitude progressivement décroissante et se stabilise autour de T = 1 pour des énergies plus

élevées.

Courbe de Réflexion (R) - en bleu :
» Comportement initial : La réflexion est de 100% pour les énergies trés faibles.
» Transition rapide : 1l y a une transition tres rapide vers une réflexion faible pour des valeurs
d'énergie autour de E = 2
» Oscillations : Apres la transition, la réflexion montre des oscillations réguliéres avec une

amplitude décroissante et se stabilise autour de R = 0 pour des énergies plus élevées.

* Les oscillations dans les courbes de transmission et de réflexion sont typiques des effets de résonance
quantique dans les barriéres de potentiel.
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Figure 08 : Variation de coefficients de transmission en réflexion pour une barriere
trapézoidale de potentiel Eq ((II1. 56), (III. 58)) en fonction du potentiel V, pour :

E=2,a=1et =096

Relation entre le coefficient de transmission et le coefficient de réflexion d'une barriére trapézoidale
Dans la plage 0 a 2, la valeur de Test maximale et commence a aller vers 0, (a la valeur a=1 il est

T=R=0.5). Apres la valeur a=2, R : est maximum et T et minimum
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Figure 09 : Variation de coefficients de transmission et réflexion pour une barriére
trapézoidale de potentiel Eq ((III. 56), (III. 58)) en fonction du potentiel V, pour :

E=2,a=10et f = 0.96

1. Courbe de Transmission (T) - en rouge :

» Comportement initial : Au début, la transmission est faible et présente des oscillations

importantes. Cela signifie que la majorité des particules ou des ondes sont soit réfléchies soit
absorbées par la barriere.

Transition : Autour de V(x)=2, il y a une transition brusque ou la transmission augmente
rapidement pour atteindre une valeur proche de 1 (100%).

Régime stationnaire : Apres cette transition, la transmission reste constante a 1, indiquant que

presque toutes les particules ou ondes passent a travers la barriére sans étre réfléchies.

2. Courbe de Réflexion (R) - en bleu :

>

Comportement initial : La réflexion est élevée au début, avec des oscillations
significatives similaires a celles observées dans la courbe de transmission.
Transition : Autour de V(x)=2, la réflexion diminue brusquement jusqu'a presque zéro.

Régime stationnaire : Apres la transition, la réflexion reste proche de zéro, indiquant que la
barriére ne réfléchit pratiquement plus les particules ou ondes.
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Les courbes montrent clairement qu'a une tension inférieure a V(x)=2, la barriere réfléchit la

plupart des particules ou ondes, mais au-dela de V(x)=2, elle les laisse passer presque complétement.

Ce comportement peut étre typique de certaines structures quantiques ou dispositifs électroniques ou

un changement de potentiel modifie radicalement les propriétés de transmission et de réflexion.
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Figure 10 : Variation de coefficients de transmission et réflexion pour une barriére
trapézoidale de potentiel Eq ((I11. 56), (1II. 58)) en fonction ka pour :

Vo=2,8=096

Courbe de Transmission (T) - en rouge :
» Comportement initial : La transmission commence a 1 (100%) lorsque ka est tres faible,
indiquant que toutes les particules ou ondes traversent la barriere sans étre réfléchies.
» 2. Oscillations : Au fur et a mesure que kya augmente, la transmission diminue rapidement
puis commence a osciller. Les oscillations deviennent moins prononcées et se stabilisent

autour d'une valeur moyenne d'environ 0.6 a 0.7 pour des valeurs plus grandes de ka.
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Courbe de Réflexion (R) - en bleu :

» Comportement initial: La réflexion est initialement nulle lorsque ka est trés faible, ce qui est
cohérent avec une transmission parfaite.

» 2. Oscillations : Au fur et a mesure que ka augmente, la réflexion augmente et commence a
osciller en phase opposée par rapport a la transmission. Les oscillations deviennent moins

prononceées et se stabilisent autour d'une valeur proche de zéro pour des valeurs plus grandes
de ka.

Les courbes montrent que la transmission est initialement parfaite, mais qu'elle commence a
osciller avec l'augmentation de ka, se stabilisant finalement autour d'une valeur moyenne. La
réflexion présente un comportement complémentaire, débutant a zéro et oscillant jusqu'a se stabiliser

autour de zéro. Ce comportement peut étre typique des structures ayant des propriétés de résonance
ou des interférences multiples
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Figure 11 : Variation de coefficients de transmission et réflexion pour une barriere
trapézoidale de potentiel Eq ((I11. 56), (III. 58)) en fonction en fonction ka pour :

Vo =2, B =0.01 (barriére rectangulaire)
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On remarque les mémes coefficients de transmission et de réflexion sur les figures 10et 11

malgré le changement de la valeur de B

Figure 12 : Variation de coefficients de transmission et réflexion en fonction de la largeur de la
barriére trapézoidale a pour :

Vo =3,E=2et B = 0.96 (barriére dentaire)

Courbe de Transmission (T) - en rouge :
» Comportement initial: La transmission commence a 1 (100%) pour a tres petit, indiquant que
toutes les particules ou ondes traversent la barriere sans étre réfléchies.
» Diminution rapide: Au fur et a mesure que a augmente, la transmission diminue rapidement

et approche de zéro, montrant que la barriére devient de moins en moins transparente.

Courbe de Réflexion (R) - en bleu :
» Comportement initial : La réflexion commence a zéro pour a trés petit, ce qui est cohérent

avec une transmission parfaite.
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» Augmentation rapide : Au fur et & mesure que a, augmente, la réflexion augmente rapidement
pour atteindre une valeur proche de 1 (100%), indiquant que la barriere devient presque

entierement réfléchissante.

La forme trapézoidale de la barriére et I'augmentation de sa dimension a, affectent de maniére
significative la maniére dont les particules ou ondes interagissent avec elle.

Pour des valeurs petites de a, la barriére est essentiellement transparente, permettant la
transmission presque compléte.

Pour des valeurs plus grandes de a, la barriere devient plus opaque, reflétant presque toutes les

particules ou ondes.
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Conclusion générale :

L'étude des particules non relativistes en interaction avec un potentiel trapézoidal conduit a
plusieurs conclusions importantes concernant leur comportement dynamique et les applications
potentielles de ces systémes, I'étude des particules non relativistes en interaction avec un potentiel
trapézoidal offre des insignes précieux sur leur dynamique, avec des implications significatives pour
la recherche fondamentale et les applications technologiques. La capacité a moduler les trajectoires
des particules via des potentiels structurés ouvre des avenues prometteuses pour des avancées dans

divers domaines scientifiques et technologiques.
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Annexe :
L'équation d'Airy

2
L'équation différentielle de la forme ddZ_Zw =Zw

Cette équation dont les solutions sont connues pour exprimées en termes de fonction d’Airy A;(Z) et B(Z).
Tel que: w = ¢pA4;(Z) + ¢, B;(Z)

La fonction d'Airy est définie en tout Z réel par la formule :

A,(2) = %f;w cos (§t3 + zt) dt et: B,(Z) = %f0+°° exp (—§t3 + zt) dt + sin (% ¢3 — zt) dt

Valeurs initiales

1 1
AL(O) = 32/3—1_@ = 0.3550280538 ... Bi (O) = 31/6—1~(§) = 0.6149266274 ...
, , 1/6
A, (0) = L = -0.2588194037 .. B, (0) = > = 0.4482883573 ...

r(3)

R

Maclaurin séries :

73 1476 ' 2.2% 2577
4@ =40 (1+Z+25 1)+ 0 (z+ 2+ EE 1)

7!
’ ' 223 2575 z2 1475
Ai (Z) = Ai (0) (1 +T+T+'“)+Ai(0) (Z+T+ )
z3 | 1425 ' 2.z% | 2577
B(2) = 40 (145 + 22 4 Yo () (2 + 22+ 225 1)

' ' 223 2576 72 1475
B (2) =4/ (0) (1+ 2=+ 254 )4B,(0) (5 + 255 + )

Wronskians:

Wronskians des fonctions d’Airy W [Ai(z), Bi(z)] = /=

Graphiguement:

Airy functions.

Figure 13 : La fonction Ai(z) est en rouge et Bi(z) en vert.
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