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Introduction

L'équation de Schrodinger en mécanique quantique joue le méme rdle que I'équation de Newton
en mécanique classique. Elle est trés importante, d'autant plus qu'elle régit I'évolution temporelle et
spatio-temporelle du systeme, et que sa solution aide davantage dans son étude, et c'est par I'accés a
la fonction d'onde qui contient toutes les informations sur les particules du systeme, et donc la
description du phénomeéne physique par la mécanique quantique.

Depuis la publication des travaux de Schrodinger [1], les physiciens theoriciens I'ont fait
Chercher a trouver des solutions a I'équation de Schrodinger pour différents systemes physiques en
utilisant plusieurs méthodes, qu'elles soient analytiques ou humériques.

Dans le cas des systemes stationnaires, nous séparons les variables et obtenons I'équation de
Schrodinger stationnaire, qui a été résolue analytiquement, mais n'est valable que pour certains
systemes simples. Ce qui n'est pas utilisable pour I'hnamiltonien dépendant du temps, c'est-a-dire le
cas non stationnaire, et pour lequel on peut avoir recours a de nombreuses autres méthodes comme
les méthodes exactes ou les méthodes approximatives pour la solution de 1’équation de Schrodinger,
telles que la méthode d’invariant [2], la méthode de perturbation [3], I’approximation adiabatique,
et ’approximation soudaine [3].

Dans ce mémoire, on va résoudre 1’équation de Schrodinger pour le potentiel de Morse ainsi le
potentiel de Pdsch-Teller stationnaire et non stationnaire.

Le premier est un modéle pratique d'énergie potentielle pour une molécule diatomique [4]. Il
représente une meilleure approximation pour la structure vibrationnelle de la molécule que celle de
I'oscillateur harmonique quantique car il comprend de maniére explicite les effets d'une rupture de
liaison, comme I'existence des états non liés. Il prend aussi en compte I'anharmonicité des liaisons
réelles et la probabilité non nulle de transition pour les états harmoniques et les bandes de
combinaison.

Pour résoudre I’équation de Schrodinger dépendante du temps, on utilise la méthode de
séparation de variables et la méthode (N-U) [5], on obtiendra le spectre d’énergie et les fonctions
d'onde correspondantes en termes du polyndme de Laguerre.

Concernant le potentiel de Posch-Teller, c'est un potentiel qui décrit la vibration moléculaire
diatomique, pour le résoudre dans un cas stationnaire on applique la méthode de Nikiforov-Uvarov
(N-U) [5] pour réduire I'équation différentielle du deuxiéme degré a une équation différentielle de
type hypergéometrique. Enfin, on obtiendra la forme finale des fonctions d'onde en termes de
polynéme de Jacobi.

Alors que pour le cas non stationnaire on utilise la méthode de séparation de variables et la
méthode (N-U), on obtiendra les fonctions d'onde correspondantes aussi en termes du polynéme de
Jacobi.




Notre mémoire est subdivise en quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré a 1’équation de Schrodinger stationnaire (indépendante du
temps) avec ses méthodes de solution.

Dans le deuxiéme chapitre on présente 1’équation de Schrédinger non stationnaire (dépendante
du temps) avec les méthodes de solution.

Dans le chapitre trois, on détaille les solutions de 1’équation de Schrédinger stationnaire et non
stationnaire pour le potentiel de Morse, et a la fin dans le quatrieme chapitre on détaille les solutions
de I’équation de Schrodinger stationnaire et non stationnaire pour le potentiel hyperbolique.
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L’’équation de Schrodinger :

1-Introduction :

L’équation de Schrodinger joue un role fondamental en mécanique quantique non relativiste, le
méme rble que I'équation newtonienne en mécanique classique par exemple, elle décrit I'évolution

temporelle et spatiale de I'état d'un objet quantique représenté par la fonction d'onde [6].
2-Construction de ’équation de Schrodinger :

2.1-Naissance de I’équation (contexte historique) :

Le 19¢me siécle a connu I’apparition de I'une des deux grandes théories physiques du siecle ;
la physique quantique. Tout au début de la mécanique quantique on a été confronté au probleme de
I’explication des états discrets d’un atome. En mécanique classique 1’état d’un systéme physique est
donné par la résolution des équations du mouvement du systeme. Par contre, en mécanique
quantique 1’état du systéme est déterminé par la résolution de 1’équation de Schrodinger. Cette
équation a été proposée par E. Schrodinger en 1926. De Broglie et Schrédinger ont ainsi pu
développer un parallélisme entre la mécanique classique et I'optique et parvenir a la conception de

la mécanique ondulatoire [7]

L'éguation de Schrodinger, trouvée par le physicien Erwin Schrédinger en 1925, est une
équation d'onde qui généralise I'approche de De Broglie ci-dessus aux particules massives non-
relativistes soumises a une force dérivant d'une énergie potentielle. Le physicien autrichien Erwin
Schrodinger utilisa les résultats de De Broglie pour établir une équation régissant 1’évolution
spatiale et temporelle de la fonction d’onde d’un systéme physique. Pour obtenir I’équation de

Schrodinger prenons la formule de 1’onde plane de De Broglie :
Wi t) = Aeiki-on) (I-1)

Ou w :estlapulsation et k:estun vecteur d’onde

Dans la suite il sera plus intéressant de considérer la pulsation o et le nombre d’onde k , qui d’apres les

postulats ci-dessus, sont liés a la particule classique par :

E=hw (1-2)

ol
Il
=
=

(I-3)




Alors

Y(#t) = WyelPT-ED (1-4)

Lorsqu’on dérive I’onde par rapport au temps, il devient :

@ t) = —L EW,el®E) = _Lpw(7 ¢) (1-5)
at h h
EW(#t) = ih—W(Ft) (1-6)
Alors :
P .. 0
E=in (I-7)

E: I’opérateur d’énergie
En dérivant I’onde par rapport au I’espace, il vient :
VW@ t) = hipA l(PT-ED) — %p‘}’(?,t) (1-8)

D’ ou
p = —ihV (1-9)

p : L’opérateur d’impulsion

Avec :
= 50 L0 O
V= la— 6_ +k 3z (|-10)
On mécanique classique 1’énergie mécanique de particule libre est donné par :
2
T=2 (1-11)

2m

Cette quantité apparait dans la formulation hamiltonienne pour une particule libre V(#) =0 de
la mécanique classique.

En appliquant le principe de correspondance entre les valeurs classiques et quantiques, pour
I’énergie, de 1’équation (I-11) et (1-6) on obtient :

pz - . i - _
Py Y7, t) =ih at‘}’(r,t) (1-12)
Et pour I’impulsion :
p =—ihV (1-13)
2 g, t) =——— ihV W@ t) (I-14)

2m




- _ hz w2 -
=~ —V2W(# ) (1-15)
Donc I’équation de Schrodinger devient :
A Y@ ) = inlwie) (I-16)
2m ’ ot !

OU: V2= A est le Laplacien.

L’opérateur hamiltonien du systéme pour une particule libre s’écrit :

—~ h2
H=-—A (1-17)

En utilisant cet opérateur, on peut simplifier 1’écriture de I’équation de Schrodinger, on obtient:

HY@ t) =EWY@Et) (1-18)

Lorsque la particule est plongée dans un potentiel scalaire V(r) (par exemple le potentiel d’un
oscillateur harmonique) d’aprés la mécanique classique, 1’énergie totale du systéme s’écrit comme

suit:

E=2+v(r) (1-19)

Avec cette nouvelle valeur d’énergie et a partir de 1’énergie (I-7) et I’opérateur d’impulsion,

I’équation de Schrodinger devient :

ihZ W(F,t) = [-h’A+ V() | (R t) (1-20)

L’¢énergie totale ce n’est que 1’opérateur Hamiltonien du systeme :

h2

H=——A+V(r) (1-21)
I’équation de Schrodinger s’écrit:
ih% = HY(#t) (1-22)

3- La fonction d’onde :

On peut considérer la fonction d'onde parmi les postulats quantiques qui décrivent I'état d'un
systeme. C’est les solutions de I'équation de Schrodinger, qui porte toutes les informations relatives

a ce systeme




La fonction d'onde W(#, t ) doit satisfaire les conditions suivant:

- Elle doit étre continue pour 7.

i AW A : : L " -
- Ladeérivee - doit étre continue, ces contraints sont appliquées sous condition de la limite

sur les solutions.
- Elle doit étre normalisée. Cela implique que la fonction d'onde en approche a zéro comme X
approche a l'infinité c'est-a-dire :

[ wddr=[|¥*d®r=1 (1-23)
Si ¥Y(#,t) est normé
P=f |¥|” d3r = 1 (1-24)

Avec | ¥(7, t )| est la densité de probabilité.

4-Solution de I’équation de Schrodinger :

4.1- Introduction :
Les physiciens théoriciens se sont penchés a trouver des solutions a partir de plusieurs

méthodes mathématiques pour résoudre 1’équation de Schrodinger : Soit analytique ou numérique.
L’équation de Schrodinger est 1’équation fondamentale de la mécanique quantique. Il s'agit d’une
équation aux dérivées partielles qui décrit I'évolution au cours du temps de la fonction d’onde d’un
systeme physique [6]. C’est une €quation difficile a résoudre pour la plupart de systemes

quantiques. Il existe deux types d’équations de Schrodinger : I’équation de Schrodinger

indépendante du temps et 1’équation de Schrodinger dépendante du temps [8].

4.2- L’équation de Schrodinger stationnaire :
L'équation de Schrodinger est appelée stationnaire si I'hamiltonien du systeme physique non

dépendant du temps, ou I'énergie totale est conservée et les solutions particuliére sont de la forme :

Y7 t) = et o) (1-25)

Ou E : I’énergie, et ¢ r satisfait I'équation de Schrédinger stationnaire :

[~ L2+ V@) () = Eo () (1-26)

Avec:pz—ihV

\ = r r b r ° r r M r .
Ou V : L’opérateur de dérivés partielle ou coordonnées cartésiennes et défini par :




=14 > 0 > 0 )
V= la+]5+k£

4.2.1 -L'equation de Schrddinger stationnaire a une dimension

Schrodinger stationnaire a une dimension Dans ce cas le potentiel dépend d’une seule

dimension, et I’équation de Schrédinger s’écrit comme suit :
[~ ZT2 4+ v@)| ¥@ ) = 2w o)
2m ’ ot !

A cette mémoire, on va traiter 1’équation de Schrodinger a une dimension :

hz _’2 — B i —
[V V| v, = 2 W@, 1)
Séparant les variables :

YTt =e()f(t)

On remplace dans 1’équation de Schrédinger, on obtient :

[_ii + V(x)(p(x)] f(t)=<ihz—];) @(x)

2m 9x2

Par conséquence :

En multipliant par (#)

[—%t;(x)«p(x)] _n(@)

(1-27)

(1-28)

(1-29)

(1-30)

(1-31)

(1-32)

Comme le membre de gauche de 1’équation ne dépend que de t et que le membre de droite ne

dépend que de x ,il ne pourra y avoir de solution de la forme que si 1’équation est égale a une

constante qui ne dépend donc ni de ni de .Cette constante a la dimension d’une énergie appelons la

E.

-



Alors :

thaf _ _
i E (1-34)

Par conséquent :

.Et
f(x) = Ae™"v (1-35)
Tandis que :
1 h? 92 .
s (— LN V(X)(p(x)) y (1-36)
Donc:

~am A0 () +VEe() = Ep(x) (1-37)

C’est I’équation de Schrodinger stationnaire, d’ou:

Wi t) = de " (x) (1-38)

@ (x) : est appelée la solution stationnaire de 1’équation de Schrodinger :

L0020 (E ~V(@)p(x) = 0 (1-39)

dx?

4.2.2-1’équation de Schrodinger stationnaire a deux dimensions

Dans ce cas le potentiel dépend de deux dimensions, et I’équation de Schrodinger s’€crit

comme suit ;

2m \9x2

(‘ﬁ(iJ’;_yzz) +V(X'Y)> e(xy) =E@xy) (1-40)

-



4.2.3-L’équation de Schrodinger stationnaire a trois dimensions

On considére une particule de masse m et de vecteur position 7 se trouve dans un potentiel
central (7). Il est préférable d’utiliser les coordonnées sphériques qui sont mieux adaptées a

lapaient A qui s’écrit :

_1oa( 0\ I -
A= r2or (T‘ 6r) h2r2 (I 41)

Avec :

12 = =0 [ o (sin 0 3) 7 7o) (1-42)

Ou L: est I’opérateur du moment cinétique
Et0 <r < +w,et ¢, 0 sont les angles polaire 0 <0 <met0 < ¢ <2m

L’ha miltonien s’écrit :

H=-1]22(22) 4+ Lty (1-43)

2mr2

Ce qui permet d’écrire 1’équation Schrodinger pour un potentiel central sous la forme :

(L [F2(r? ) + s + V@) ¥ (. 6,9) = E¥(r,6,0) (1-44)

2m 2mr?2

a- La Séparation des variables

L’expression (I-42) montre que toute la dépendance en 8, ¢ est contenue dans I’operateur L? et
ona[H,L?]=0 et[H, L,]=0 . Les trois observables H, L? ,L, admettent un systéme complet de
fonctions propre [9] ; de sorte que I’on a :

HW¥(r,0,¢9) = E¥(r,0,¢) (1-45)
L>¥(r,0,¢) =h2l(L+ D¥(r,0,p) (1-46)
L,¥(r,0,p) =mh¥(r,0,p) (1-47)

Les fonctions propres communes a L? et L, correspondants aux valeurs de | et m fixées sont
les harmonique sphérique Y;™( 8, ¢) . Les fonctions ¥( 6, ¢) sont donc forcément les produit

d’une fonction radial R(r) par les harmonique sphériques Y;/™( 6, ¢) , soit :




¥(r,0,9) =R(T)Y,"(6,9)
En utilisant le fait que :
L> ¥(r,6,¢) = R(L* Y"(6, )
=1 (I+1) h2 R(r)Y™( 6, )

On aboutit a I’équation radiale suivante :

{_ i(ii (rz i)) PGEOLE V(r)}R(r) = ER(r)

2m \r2 or ar 2mr?2

Ou encore :

d?R(r) |, 2m ! (1+1)h? _
{ dr? +h_2[E —V) - 2mr? ]}R(T) =0
Avec | : est le nombre quantique orbital.
5-Les méthodes de résolution de I’équation de Schrodinger

stationnaire :

5.1-Méthode Numeriques :

On peut citer les méthodes suivantes :
1) Méthode d’Euler

2) Heun

3) Euler améliorée

4) Runge et Kutta...

5.2-Les méthodes analytiques

5.2.1- La méthode de perturbation

(1-48)

(1-49)

(1-50)

(1-51)

(1-52)

Pour un probleme stationnaire ou non stationnaire, l'idée est de séparer le Ha miltonien en deux

parties :

H = H, + w telle que I'on sache résoudre le probléeme pour H, , alors que w est considéré comme

une petite correction. On appelle I’opérateur w la perturbation,

g



H, est appelée hamiltonien non perturbé. Si w ne dépend pas du temps, la perturbation est dite

stationnaire.
Supposons donc qu’un systéme physique soit décrit par I’hamiltonien :
H=Hy+w (1-53)

Ou H, represente une grandeur physique ayant une valeur élevée par rapport a celle décrite par

I’opérateur w. L’hamiltonien H, est appelé I’hamiltonien non perturbé et w est la perturbation [10].

Pour bien comprendre les modifications apportées par la perturbation, on introduit un parameétre réel
A que I’on peut faire varier de maniére continue entre 0 et 1 (0 <A < 1), ce qui permet d’installer

progressivement la perturbation et on écrit alors :

H(A)=H, + Aw (1-54)

w est de ’ordre de H,
Pour A, H(A) conoide avec 1’hamiltonien non perturbé H,
Les valeurs propres et les vecteurs propres E (A ) et [¥(A) > de < H(L)| dépendant en général de A
a- La résolution de I’équation de perturbation aux valeurs propres de.H (1)
L’équation aux valeurs propres de H (1) s’écrit :
H (Ho )IW(N) >=E(NI¥(X) > (1-55)
Soit :
(Hy + W) [PQ) >=EM|IPQ) > (1-56)

Onsait que A «< 1, onadmet que : E (A) et|¥#(A) > peuvent étre développés en puissance de A

sous la forme :

EMW=eothe; + Mg+ + A e+ . =Y 2 AP e, (1-57)
Et

[PQ) >= [P0 >+ AP >+ AP|PP > =32 AP |PP > (1-58)

Nous reportons ces développements dans 1’équation (I-56) on obtient :

-



(Ho +2w) (Upo P1¥P >) =550 AP €, (S P[9P >) (1-59)

L'égalité des coefficients de puissances successive de A dans les deux membres donne un ensemble
des équations appelées équation de perturbation:
Ordre 0 :( A9

(Hy — £4) [#° >=0 (1-60)

Ordre 1 :(AY)
(Hy — o) |¥1>+w—e)¥°>=0 (1-61)

Ordre 2 :(A?)
(Hy — o) |¥2>+(w— )| |P > -, |¥°>=0 (1-62)

Ordre p :(AP)
(Hy —eo) PP >+(w—e,1)| |¥PP 1> — e, [WP 2> —vlg, [P0 >=0 (1-63)

On se limitera en fait aux trois premiéres équations, c’est a dire qu’on négligera dans le

développement de E(MA) et [¥()) les termes d’ordre supérieur a 2.
b-La correction d’énergie

On a trouvé la correction a 1'énergie d'ordre 1 jusqu’ a l'ordre 2 par la projection des équations de
perturbation (1-56) sur I’état |¥° > qui donne en tenant compte.
< o |lPO >=1 (|-64)

La correction au premier ordre a 1’énergie non dégénéré E,, est donc égale a la valeur moyenne de
la perturbation w dans 1’état non-perturbé |¢,, > .
Donc :
£, =<¥0 |w|¥'> =<0, |W|@, > (1-65)
Avec
Hy [@on >= Enlon > (1-66)
La correction a I'énergie au deuxiéme ordre s'écrite comme suit :

|< w0 @0 >|2
En_Em

(1-67)

€1 =Xmzn




b .1 - La correction au vecteur propre

La correction au 1€ a 1’ordre du vecteur propre est une superposition linéaire de tous les états

non perturbés autre que cette correction s’écrit sous la forme :

< @n [Wlom >[?
W1 > =Bmen | O > (1-68)

< Qm [W|pn > <@p |W|Q p> 1
|l[!2 >= Zm;tpz:n;tp (Cn%_ Cnﬁ |(pm > _EZnICnlzl(pp >> (|'69)

Avec :

_<o@nlwlp>
Cp=——""
Ep_Em

(1-69)
Les valeurs propres et les vecteurs propres de I'hamiltonien perturbé s'obtiennent en utilisant les
développements (1-57) et (1-58). On obtient donc :

<¢n m >|?
¥ >=10n > + Bmen I g, > 4 (1-70)

< w >|?
[< on IW|Qm >| +

E=E,+< ¢@n W, > +Xnsn EnEm

..... (I-71)

5.2.2- La méthode variationnelle

La décomposition de I'hamiltonien totale H du systéme en une partie principale H, et une
perturbation w facilite la résolution de I'équation pour les différentes valeurs et vecteurs propres
dans la méthode de perturbation constante, mais I'ignorance de ces valeurs et ces vecteurs rendent la
solution de I'équation tres difficile, ce qui nécessite de recourir a I'autre méthode qui nécessite la

connaissance de I'énergie de I'état de base, méthode variationnelle.
a-Principe de la méthode

Considérons un systéeme physique décrit par un hamiltonien H indépendant du temps et
SUPPOSONS gque NoUS CoNNaissons ses vecteurs propres |¢,, > et ses valeurs propres En qui sont

discretes et non dégénérées :
Ona

H | On > = Eplon > (|'72)

Tout vecteur | ¥ > de I'espace des états peut étre toujours développé sur la base des vecteurs
propres de H:




|"IJ >= Zn Cnl Pn > (|'73)

Ou [IC,, représentent les coefficients du développement.

La valeur moyenne de I'énergie du systeme dans I'état | ¥ > donneée par :

< H>= w (|-74)

<P|y>

En remplacant |¥> par son expression nous obtenons :

<YW > = ¥ YmCn Ch < @mlon > (1-75)
= YnXm Cm Codmn < @mlon > = XnlCyl? (1-76)
Et
<WYHIY >=¥nYm CnCn < @mlHlp, > (1-77)
= YnXm Cm CoEnbmn = XnlCal?En (1-78)
Ey ¥nlCol? = Eo <W|¥ > (1-79)

Ou E, est la valeur propre la plus petite de H donc :

Y|H|¥
<H>=w2E0 (1-80)
<Y|w>

Qui désigne que quel que soit le choix de 1'état | ¥ >, la valeur moyenne de 1'énergie est
toujours supérieure ou égale a I'énergie de I'état fondamentale. Cette égalité n'est obtenue que si
tous les coefficients C,, sont nuls sauf Cydans ce cas |V >=|¢@,> et le vecteur d'état n'est autre

que celui de I'état fondamental
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1. introduction:

Il existe plusieurs méthodes pour résoudre I'équation de Schrédinger dépendante du temps et
atteindre la solution [¥ (t) > correspondante a la condition initiale |¥ (t,) >, et ces méthodes varient

selon potentiel et de la fonction d'onde de I'équation étudiée [11].

2-Méthodes de résolution de I’équation de Schrodinger non

stationnaire :

Il'y a deux méthodes de résolution de I'équation de Schrodinger dépendante du temps : les

méthodes approximatives et les méthodes exactes.
2.1 Méthodes approximatives :

- théorie de perturbation.

-méthodes varirationnelles.

-1 ‘approximation adiabatique.

-I'approximation soudaine.

2.2 -Méthodes exactes :

2.2.1-Transformations unitaires :

Le systéme physique a différents angles et références que nous pouvons regarder, Le choix de
référentiel n’a pas de raison d’étre unique, c’est-a-dire que 1’on est libre de passer a un autre
systeme d’axes. Etc. par I’utilisation des opérateurs unitaires U indépendants ou dépendants du

temps avec la condition [3] :
Utu =UUt =1 (11-1)

Les transformations unitaires servent d'outils de recherche de nouvelles représentations.
2.2.2- L'opérateur d’évolution :

L’opérateur linéaire U(t,t,) tel que:

() >= UL, to) ¥ (¢9) > (11-2)

.



C’est un operateur qu'on peut l'utiliser pour déterminer I'évolution de I'état a tout instant, Dans
le cas particulierement simple ou ’hamiltonien du systéme ne dépend pas du temps,

I’opérateur U(t, t,) aune forme simple [3]:
U(t,t,) = e (k) (11-3)

Effectivement, en prenant la dérivée partielle par rapport au temps de la fonction (I1-3) on

obtient :

ih= U(t,to) = HU(t, to) (11-4)

On note que I’équation (I1-4) présente le méme degré de difficulté que 1’équation de
Schrodinger, mais elle présente plus davantage lors de I’utilisation des méthodes d’approximation.
L’opérateur d’évolution total peut étre ainsi décomposé en un produit d’opérateurs d’évolutions

temporelles infinitésimales :
U(t, to) = U(t, tk) U(tk, tk—l) ree wer aee U(tz, tl)U(tll to) (”‘5)

On peut choisir tg, tq, ... ...t de telle sorte que les intervalles entre eux soient égaux. Donc

U(t, ty) peut s’écrire :
U(t, to) = [TiZ; Uit t; — AL) (11-6)

On en arrive a conclure que le mouvement d’un ensemble quantique peut étre assimilé a une
succession de transformations unitaires. Un cas particulier de la transformation (I1-3), ayant de
multiples applications dans la théorie de diffusion des particules, est celui ou I’état initial est fixé
non pas pour t, = 0; mais pour t, = —oo et 1’état final |¥(t) > est considéré pour t = +oo

I’équation (11-6) s’écrit alors :
|¥(+0) >= U(+00;—0) |[¥(-) > (11-7)
Ou il est explicitement indiqué que t, = —oo I’opérateur U étant défini par la formule :

U=U(+o; —x) = lim OoU(t, to) (11-8)

t—+o00,tg—>—
Cet opeérateur porte le nom de matrice de diffusion.
2.2.3-Changement de représentation :

La méthode de description la plus souvent utilisée est la description de Schrodinger [3] :

ih= Ut to) = HU(t, t) (11-9)




Mais il n'est pas toujours nécessaire et dans tous les cas de s'appuyer sur cette méthode, qui
repose principalement sur la solution de I'équation de Schrddinger, ou il est possible d'étudier les
différents phénomeénes dépendants du temps. Dans d'autres descriptions comme la représentation

Hisborn
ih %AH(t) = [44(0), H(®)] + ih (%As(t)>H (11-10)

Et la représentation d'interaction qui est une description intermédiaire. Entre-les deux
descriptions. Les différences entre elles dans certaines propriétés physiques qui peuvent apparaitre

plus immédiatement dans I'une d'elles que dans l'autre.

2.2.4-la théorie des invariants :

1. Introduction :

Cette méthode est basée principalement sur la dérivation de la relation entre les états propres et la
résolution de I'équation de Schrddinger, ce qui en fait I'une des méthodes les plus puissantes qui

donnent des solutions précises a I'équation en fonction du temps.
2 . Les invariants :

On considére I’équation de Schrédinger suivante :

ih% ¥(t) >= H(t) |¥ (t) > (1-12)
Ou est I’hamiltonien du systéme est un opérateur auto-adjoint explicitement dépendant du temps

[71.
La méthode des invariants est basée sur ce principe, elle consiste a introduire un opérateur

hermitien, dit invariant s’il vérifie les deux relations suivantes :

al

) 1
=5 T LH]I=0 (11-12)

I*(t) = I(t) (11-13)
En appliquant 1’équation (II-12) et en utilisant I’équation (I1I-11), nous obtenons :

ih 2L (1) > +1ih = [¥(t) > —H(O)] [¥() >= 0 (11-14)

ih% IP(t) > +IH(E)|W() > —HOI|P(t) >=0 (11-15)




in 2 (1 [¥(t) >) = HE) [¥(0) >) (11-16)
-’opérateur vérifie une solution de I’équation de Schrédinger, sur une autre solution de cette

méme équation. Ce résultat est valide pour tout invariant [12].

2.1. Propriétés de I’invariant :

a -valeurs propres de ’invariant 1:

On suppose que ’invariant a un ensemble complet de fonctions propres, on note les valeurs
propres de part, et les états propres orthonormés associés d’autre part, ou on représente tous les
autres nombres quantiques nécessaires pour spécifier les états propres de ce systéme.

L’équation aux valeurs propres s’écrit comme suit [13] :

IOl > = Ao > (1-17)

Avec le produit hermitien sur I’espace des états :

< Qakl Prr > = 62.6k1 (11-18)
Cet invariant, a un spectre constant du temps, c’est a dire que les valeurs propres de cet opérateur,
sont indépendantes du temps.

En dérivant I’équation (II-17) par rapport au temps, on obtient :

2O loae >) = 2 A loa >) (11-19)

a1 ? A ?
5ilPak >+ oo > = - louc > + A5 o > (11-20)

On applique 1’équation (I11-12) sur les états |¢,, > propres :
al 1
2 \oa > + = [LHO] |oae >=0 (11-21)
20 | > +IH|pae > —2H| @ > = 0 (11-22)
Le produit scalaire de 1’équation (I1I-22) par < ¢;.,. | donne :

- al
< Qurelithg | @i >+ < Quic[IH | Paxe > =< Pare| AH| @ppe >=0 (11-23)

. a1
th < @il 5, | ax > +4 < QuelH| @i > —A < @i |H| e >= 0 (11-24)




. a1
th < @uiel5; [ Q> +(A = ) < Qaie|H| P > =0
Pour: A =1

ol
< Qriel5; | x> =0

En prenant le produit scalaire de 1’équation (11-22) avec I’état propre < @ x| ,

a a a2 a
< @l 5 | P >+< ol 5, | Pan > =< Qarl 5, | an >+A < Qarl 57 [ oan >
a1 2 a2 2
< Pl 5,1 P > +A < ol 5. 1 o > =< ol 5, | Pare >+ A < ol 5; | oarc >
a1 _ a2
< Pl 5; 1 o > = < oarl 5, | oanc >

a1 oA
< ol 5, | P > =57 < Qarc | P >

On a:
< Qi | P > =626k =1
Alors :
a1 al
50 =< Paxl 57 | P >
Ce qui implique :

a1 ol
70 =< 90/1k|a | @ > =0

b -Les vecteurs propresde | :

(11-25)

(11-26)

(11-27)
(11-28)
(11-29)

(11-30)

(11-31)

(11-32)

(11-33)

Pour trouver le rapport entre les vecteurs propres et les solutions de 1’équation du Schrodinger,

on écrit d’abord 1’équation du mouvement |¢@,; > de [13].

En commengant par 1’équation (I1-20) et en utilisant I’équation (II-25), on obtient :
o>+ | Qu>=2 o> A | ou>
o> +15 | Qu>=25 | ouc >
A=D 2 | >= o >

Le produit scalaire de 1’équation avec le vecteur propre < @, | est:

On déduit que :

) al
< <P/1'kr|(l—1)§ | par > =< 40/1'k'|§ | ©ax >

(11-34)
(11-35)

(11-36)

(11-37)

-



a al
A=2) <Puwl 5| oac > = < Qaiel 57 | P2 > (11-38)
Donc:
al
I < @il 5; | Qax > (A= 1) < i |H| e > =0 (11-39)
PourA # A on déduit :

a1
I < @il 5. | P > = < QaielH| Qe > (11-40)

Si I'équation (11-28) est valable pour A = A aussi bien que pour ' # A, alors on déduit
immédiatement que @, > satisfait I’équation de Schrédinger, ¢’est-a-dire, |¢@;;, > est une
solution particuliére de 1’équation de Schrodinger.

Lorsque les phases des états stationnaires ne sont pas fixées, on choisit un autre ensemble de

vecteurs propres | de multiplié par un facteur de phase dépendant du temps.

Alors :
| >a= e Oy > (11-41)
o
th— |9 >o= HlQa >a (11-42)
Ou a(t),, estune fonction réelle de temps arbitrairement choisie. Ces |¢@,, >,sont des états

propres orthonormées | (t) d’associés a A , aussi bien que les |@;;, >, s’ils vérifient I’équation de

Schrédinger, on obtient :

ihi(ei“(t)lkkmk >) = He®®ak|g,, > (11-43)
ia(t)
el Ok |<P,1k > 4 Lh—| O > e = Hel®®ak|gp,, > (11-44)
da(t)
—h%kﬂ ik >t lh—| O > = Hlpy > (11-45)

Le produit scalaire par le vecteur d’état < @,.,. | conduita :

“h 22 < | Qae > +< Qaie l1h= |2 > =< Qe [H] ok > (11-46)
W22 < gl @ae > =< @ai | ihae — H g > (11-47)
B 252 832 810=< @aoe [ 1ha= — H ]| @z > (11-48)
Donc on obtient :
252 = < gy |[ iha — H ]|z > (11-49)




Mise a part ces changements de phase, on peut introduire la deuxieme propriété importante de cet
invariant : tous les états propres de ces invariants sont aussi les solutions particuliéres de I’équation

du Schrodinger (11-11).
c -solution générale :

Du fait que chacun de ces nouveaux états propres satisfait I’équation de Schrddinger, la solution

générale est donnée par [7] :

¥ () = X ax) Car €Ok oy > (11-50)

Ou €y sont des coefficients indépendants du temps et correspondent a ¥ (0) > :

|¥(0) = Xaky Cax " * @2 (0) 5 > (11-51)
Donc | (t) > est la solution générale de 1’équation de Schrodinger et sont les états propres de

I’invariant
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1-la solution non stationnaire :

1.1-Introduction

L'étude des systéemes physiques liés au temps se déféré selon les potentiels stationnaires et non
stationnaires, dont le potentiel de Morse, qui doit son nom au physicien Philip Morse et qui est aussi
rarement utilisé dans les études ; C'est un modele pratique pour I'énergie potentielle des particules
diatomiques [4,15]. qui représente une meilleure approximation de la structure vibrationnelle que
I'oscillateur harmonique quantique.

Tout comme I'existence d'un état non lié. 1l considere également I'anharmonicité Probabilité de
transition non nulle des liens et états réels harmonique.

1.2- Le potentiel de Morse :

Dans ce chapitre, nous allons résoudre I'équation de Schrédinger unidimensionnel dépend du
temps pour le potentiel de Morse.

La forme générale de cette énergie potentielle est définie comme :
V(x) = V;(De 2% — V,(t)e™ ™ (In-1)

L'hamiltonien de ce systeme est donné par la formule suivante :

H(x,t) = Z;’L) +Vy(De™2% — V, (e~ (111-2)

Ou m(t), V4 (t), V,(t) sont des paramétres liésdu temps constants.

Comme application, nous avons choisi :

m(t) = mye H (In-3)
Vi (D) =V, et (1n-4)
V, () = Vy eht (111-5)

Ou m, ,V;,, V,, sont des constantes. En remplagant m(t), V;(t), V,(t) I'expression de I'équation
(111-2), devient:

H(x,t) = #:_”t +V, ette ™2 —V, etle™ ™ (11-6)

En plus:
H(x,0) = 5oy (p+2mg Vi, 72 — 2mq V0™ ) (11-7)

Etdonc :
H@,0) = s (0 +y1e72% = ye7) (111-8)




Avec :
Y1 =2my Vy,
Y2 = 2my Vy,
Y1 et y, sont des constantes.
L'équation de Schrodinger dépendante du temps est :
HY (x,t) = ih= ¥ (x, 1)

Notre systeme a évolué au fil du temps comme suit :

1
2m(t)

ihe W(x,t) = —— (p? + y1e 2% = y,e™%) ¥(x, 1)

Pour reésoudre cette équation, on pose :

§= fzrrj(t)
Et donc :

9__1 9

at — 2m(t) ds
Et:

ih% P(x,s) = (p? + 172 — y,e" ) P(x,s)
Dans ce cas, nous pouvons utiliser la méthode de séparation des variables:

Y(x,s) = @(x)f(s)
Ona:

2 (pGIF(5)) = (2 + 1€ — y,e" ) () ()

En divisant I'équation (111-17) par (¢ (x)f(s)), on obtient finalement :

_ih 9f(s) _ 1 o
7 as = o Hop(x) = &, = constant

On obtient les deux équations différentielles suivantes :
Hop(x) = &0(x)
Avec :

ih of(s) _
& as  n

(11-9)
(111-10)
(11-11)
(11-12)
(111-13)
(111-14)
(111-15)
(111-16)
(11-17)
(111-18)
(111-19)
(111-20)

n



AVec:

20X

Hy = p? + ye 2% — y,e” X (111-21)

La solution de I'équation (111-20) :

iens

f(s) =Che (111-22)
Ou C,: est la constante de normalisation.

En substituant I'expression (111-13) dans la formule (111-22) on obtient :

_i[e”t—l]sn

f(s) = Cpe  zwmon (111-23)

Maintenant, on cherche la solution de I'équation (111-19) :

2a

F=v2e7) (%) = g0 (%) (11-24)

Elle se transforme a I'équation différentielle suivante :

(p? + yse”

(%) + 5 (&0 — Y1672 — y,67) @(x) = 0 (111-25)

Pour résoudre cette équation différentielle, nous allons utiliser ce changement de variable :

z=+yre” ™ (111-26)
D’ou
B4 (DY (o (—ap L L g?g? L _
dx? ~ dx (dx) - ( az dz)( az dz)_a Zdz taz dz2 (||| 27)
Ona:
d? d 1
[O!ZZZE + azza + h—z(Sn — 72 +%Z)] ga(x) =0 (|||-28)
Et donc :
1 1 22 Y &n
‘P"n(X) + ;Qo'n(Z) + = [— peTe) + aZhZZMZ + azhz] 0n(z) =0 (111-29)

Pour résoudre cette équation, nous utilisons la méthode de Nikiforov-Uvarov (N-U) [5]

-



1.3-La méthode (N_U) :

La méthode (N_U) est une méthode qui dépend principalement de la transformation appropriée de
coordonné s = s(t) dans chaque cas des coordonnées et c'est pour simplifier I'équation différentielle
du second degreé et I'amener a une équation de type géométrique comme suite [14] :

o

(s) _
2(s)l}'(s)—o (111-30)

g

, 6y,
4 (s)+a(s)‘{’(s)+

Ou o(s)et 6(s) sont des polyndmes de degré non supérieur a2, etf(s) est unpolynéme d’ordre non
supérieur al. Si nous prenons la factorisation :

Y(s) = 0(s)y(s) (11-31)
L’équation. (II1-30) devient :
a(s)y(s) +t(s)y(s) +9y(s) =0 (11-32)
Et la fonction @(s) est definie comme un dérivé logarithmique :

o(s) _ m(s)

26) o) (11-33)

L’autre partic y(s) est le type de la fonction hypergéométrique dont les solutions Polynomiales
sont données par la formule de Rodrigues :

() = 252 (0" ()p()] (111-34)

Ou By, est la constante de normalisation, et la fonction de poids doit satisfaire la Condition :
(op)y =10 (111-35)

La fonctionm et le paramétre 9 requis pour cette méthode sont définis comme suit:

n@):”‘?+JC;32—5—ka (111-36)

—+
9=k+m (11-37)

Alternativement, dont le but de trouver la valeur de k, I’expression sous la racine carrée doit étre
le carré d’un polynéme. Ainsi, une nouvelle équation aux valeurs propres pour 1’équation
hypergéometrique devient :

nn-1
_nen
2

9 =21, =-nv (11-38)
Ou
7(s) = 7(s) + 2n(s) (11-39)

Et son deérivé est négatif

.



L'équation suivante est une equation qui peut étre obtenue et étudiée en différentes potentiels, et
c'est une forme générale de I'équation de Schrodinger.

d? ai_azs d | —&15%+€e,5—¢3
ds? = s(1-azs)ds s2(1-azs)?

]tp =0 (11-40)

Nous comparons 1’équation. (III-40) avec 1’équation. (ITI-29) de notre systeme, on trouve :

_ 1
( & = aZh?
)4
& = i (11-41)
—&n
€ = a2h?
Et:
a; =1
a, =0 (11-42)
az; =0

Nous pouvons résoudre ceci comme suit. Lorsque 1’équation. (II1-40) est comparée avec
I’équation. (I11-30), nous obtenons

T=a; —a,s (11-43)
Et
0 =5(1-ass) (111-44)
Et aussi
G = —&;5%+e,5 — &5 (111-45)

En substituent ceux-ci dans 1’équation. (I11-36), on obtient

n(s) = a, + ass £/ (ag — kaz)s? + (a; + k)s + ag (IVv-46)
Ou
ay=5(1-a) (111-47)
as = (a, — 2a3) (111-48)
ag = (as® + &) (111-49)
Ay = 20,05 — & (111-50)
ag = a,® + &5 (111-51)




Dans I’équation. (I1I-46), la fonction sous la racine carrée doit étre le carrée d’un
Polyndme conformément a la méthode de (N-U), de telle sorte que
ki, = —(a; + 2azag) £ 2\/@
Ou, nous definissons
ag = aza; + az’ag + ag
Pour chaquek les fonctions i sont obtenues. Pour
k=—-(Ca; +2azag) — 2@

1 Devient

n(s) = a, + ass —

(Ja9+a3¢78)s-¢78]

Pour le méme k, pour les équations. (111-39), (111-43) et (111-46) :

T=a +2a,— (a;—2as)s —2[( ao + asy/ ag)s — ag]

Et

(111-52)
(111-53)
(111-54)
(111-55)
(111-56)

T=—(ay;—2as)—2(Jag+ az/ag) = =2 a3 —2(/ag + asz\/ag) <0 (111-57)

Quand I’équation. (I1I-37) est utilisée avec 1’équation. (ITI-38) et I’équation. (I1I-57)

I’équation suivante est dérivée :

azn—(2n+1)a5+(2n+1)(,/a9+ a3,/a8)+n(n—1)a3+ a;,+2az;ag+ 2, /agag =

0

(111-58)

Cette équation donne le spectre de 1’énergie pour le probléme donné. Pour 1’équation .(111-35)

a10—1 Al gyp-1
p(s) =s%07 (1 — azs) s

Est trouvé et lorsque cette équation est utilisée dans 1’équation. (I11-34)

a11
a10—1,———aq190—1
10 " ag 10

Yn =B (1—2ass)

Est obtenue, ou,
Qo= a1 +2a,+ 2,/ ag
Et

a1 = a2—2a5+2(\/79+ a3\/78)

Et B, sont les polyndmes de Jacobi. Utilisant 1’équation. (I11-33),

(111-59)
(111-60)
(111-61)
(111-62)

.



p(s) = s%2(1 — a3s)_a12_“_133 (111-63)

Est obtenue et le la solution générale devient

¥ = p(s)y(s) (111-64)
_ _f13 _q %11 _ _
W =s%2(1— azs) P @ p, 0 a0 (1 _ 2 q,5) (111-65)

Ici, les fonctions alpha sont données par :
@, = ay++ ag (111-66)
Et
a3 = as— (\/ ag + as\/ ag) (111-67)
Pour quelques problémes a; = 0 . Pour ces types de problémes quant

11 _ alO_l

lim B, “° "as (1—2ass) = L, " (ay,s) (111-68)
a3-50
Et
. - 6flz—ﬂ
lim (1 — a3s) a3 = g 138 (111-69)
QAR-0

La solution donnée dans 1’équation. (I11-65) devient
Y = 5%ze 135, M0~ ) (111-70)

Dans certains cas, on a besoin d’une deuxiéme solution de I’équation. (I11-46). Dans ce cas, si la
méme procédure est suivie on utilise

k=—(a;+2azag)+ 2, ag aq (1m-71)
Cette solution devient
. Pt O S R
W= s%2(1 — ags) "2 @ p, 0T 0 (1 2 g,) (11-72)

Le spectre d’énergie est
azn—Zna5+(2n+1)(\/79+ ag\/78)+n(n—1)a3+ a7+2a3a8+2\/@ + a5=0
(111-73)
Les paramétres predéfinis alpha étoile sont les suivants :
ajo=ay +2a,— 2\ ag (111-74)
ai; = ay —2as+2(Jag + az\/ ag) (111-75)
al=a, —+ ag (111-76)




=as — ( ag + s/ ag)
Ceux-ci nous permettent de calculer les parametres de notre systeme :

a;=1,a,= az=a,=as =0

1 —Y5 —&n 2
%= = 2m U= ey %8 T gm0 T L gpV T
2 1 1
@11 = o Q12 = 44/ Tény X3 = T4
1.4-1énergie :
Les valeurs propres de la fonction ®(X) sont :
En = [(271 + 1) - —\/_
Pour obtenir le spectre d’énergie, on utilise la formule suivante :
E@) = Zm(t)
Et
E) = - o [(2n+1 s

La solution de I’équation (I11-29) est :

ax

En 1 an pen
P(x) = (Vyre™™) @ e @M L@ (= e )
1.5-Fonction d’onde :

La fonction propre de notre systéeme est donnée par :

ut_
_i[e" —1]en x

- e
W) = Cue” T (Ve e e e (e
Ou Lflest le polyndme de Laguerre et C,, est la constante de normalisation.
C,, est déterminée par la condition :
2w () 2dx = 1

On trouve :

(11-77)
(11-78)
(11-79)
(111-80)
(111-81)
(111-82)
(111-83)
(111-84)




272 \B1
o B
n - Zn Zn (_1)m+m,[(n+ﬁ)!]2
m=04m=0(pn—m)!(n—-m)!(B+m)!(f+m)'mim!

r(g+m+m)

. _ _ Y
Ou f=2n+1 -

Nous avons utilisé la propriété de polyndmes de Laguerre suivante :

o _1ym+m 2
o7 2P e (h(2))2dz = Mo B e

M=0 (n_m)I(n—m)(B+m)!(B+m)m!m!

I'(g+m+m)

Avec :

_1\ym 2
Lﬁ(Z) — n ( 1) [(n+ﬁ)!] 2

Mm=0 (n—m)1(B+m)!m!
Ou I'(x) : est la fonction gamma.
On remarque que la fonction d’onde obtenue pour notre systeme contient
Une phase dépendante du temps qui est donnée par:

a’h?
8umg

2
_ Y2 #t _ 4 H
[(Zn +1) v [e 1]Cette phase représente la phase dynamique,
Donc la phase de Berry est nulle.

2- Solution de I’équation stationnaire :

2.1. Introduction

(111-85)
(111-86)
(111-87)

Dans ce cas, la solution de I'équation de Schrodinger permet d'étudier le systéme quantique

relatif a I’ oscillateur harmonique et d'obtenir les énergies et les états propres, et cela passe par la

méthode de changement de variable a une dimension et la méthode directe via les polynémes de

Laguerre.

2.2-Méthode de changement de variable a une dimension :

D’apres ce que nous avons écrit auparavant on dit que 1'équation de Schrédinger ainsi obtenues

considérée comme indépendante du temps sa forme est [4,15] :

2x X

1202 + Vo((eme — 2 e7e Yp(x) = ()

Ou le potentiel de Morse unidimensionnel est :

(111-88)




2x X

V(x) =Vy(ere —2 e;_e)

Pour simplifier cette équation on définit les variables :

V2mE \J2ml|E|
ko = h a = h

—-X

z = 2kor, etee = ar,
De plus on a que :

0% = (072)0; + (0,2)0;

Ainsi I'équation de Schrddinger deviendrait :

1 1k 2
(0F +350, =3+ =2 =@ =0
En posant : kyx =n+e+%
Alors les comportements asymptotiques de I'équation (111-94)

Prennent les formes suivantes :

Pour z - oo I'équation devient :
1
(07 —DY(2) =0

X
Qui a pour solution ez

Pour z — 0 I'équation devient
1 2
(az2 +-0, —%)l[)(z) =0
Qui a pour solution z®

Ainsi on choisit I'Ansat suivant :

Y(z2) = z° 3 (2)

Avec ¢ (z)une fonction a déterminer, on trouve :

(111-89)
(111-90)
(IN-91)
(11-92)
(111-93)
(111-94)
(111-95)
(111-96)

.



(z02+ 2e+1-2)9, +n)p(z) =0 (1-97)
Qui correspond a I'équation hypergeométrique confluente :
z02u(z) + (c —2)0,u(z) —au(z) =0 (111-98)

Qui a pour solution la fonction hypergéométrique confluente

Fi(a; ¢; z) = By 9n 2 (111-99)

(©n n!
Ou (a),, désigne le symbole de Pochames c'est-a-dire :
Op=x(x—1DxXx—-2)eu...(x—n+1) (111-100)
Ainsi :
9(z)=F(—n; 2e + 1; 2) (1-101)
Et la solution de I'équation de Schrodinger est :
W(z2) = Fy(—n; 2e + 1; 2)z% 2 (111-102)
2.3-Méthode directe via les polyndmes de Laguerre :

Dans cette partie du travail, I'équation de Schrodinger est résolue d'une maniére qui permet une
¢tude quantique de 1’oscillateur de Morse et le début de I'étude se fait par un hamiltonien de cet

oscillateur pour une molécule diatomique de masse m :

_ P§
Ho = (2m)

+ V(%) (11-103)

Qui contient une partie cinétique et une partie potentielle importante pour ce travail qui s’écrit

comme:V (x) = 128 e ™ (e ™™ — 2) Ou beta est la profondeur du potentiel

Pour étre dans le méme contexte, nous faisons une équivalence entre les deux potentiels ce qui

nous amene a poser 124 =V,.

Résoudre 1’équation de Schrodinger revient a la détermination des vecteurs propres et leurs

Energies correspondantes via I’expression suivante :

Ho‘Pn = Lp@Pn (“I'104)

Ou ¢, les écrivent comme des polynémes de Laguerre via la fameuse relation :




1 z
@, = Nz" " 2e 21K (2), (111-105)

Avec la substitution suivante on obtient :

_ —x 2 _2mp _ n! 2 )
z=22e7, 22 =2LNn = (k") (111-106)
“keZ an  _
k=21-2n—-1, LK(z)=2 nf ﬁe zgntk (111-107)

Les énergies propres auront I’expression suivante :

N N N _1 ]
En=—"-@A-n-2)° n=012 n<Ai-2 (111-108)
Avec L¥ (z) sont les polyndmes de Laguerre généralisés
2.4 -Les états propres :

Apres la résolution de 1’équation de Schrddinger, les états stationnaires de potentiel de Morse

correspondent aux valeurs propres suivantes :

E(w) = hv (v +3) - rov+)] (111-109)

4D,

Ou v est le nombre quantique de vibration, et v, a une dimension de fréquence, et est

mathématiquement reliée & la masse de la particule, m, et aux constantes de Morse par [4,15]:
v=— [=Z (11-110)

Et I'espace énergétique entre les niveaux d'énergie vibratoire de lI'oscillateur harmonique
L'énergie de la constante quantique entre les niveaux d'énergie adjacents de hv, diminue avec
I'augmentation de v Oscillateur Morse. Mathématiquement, la différence entre les niveaux Morse
est :

hU02
2D,

E(v+ 1) — E(w) =hvy—(v+1) (11-111)

Ce comportement correspond a I'anharmonicité des molécules réelles. Cependant, ce Pour certaines
valeurs dev, ou E(v + 1) — E(v) vaut zéro ou Négatif. Cela est dd au nombre limité de niveaux
d'énergie de liaison dans le potentiel Morse et vice Maintenir la machine virtuelle liée. Pour tous les

niveaux d'énergie supérieurs a v,, Cela peut étre autorise, et I'équation pour E (v) n'est plus valide.




En dessous dev,,, E(v) est une bonne approximation de la structure vibrante réelle Les molécules

diatomiques ne tourne pas. En fait, le spectre moléculaire réel est généralement lissé par la formule

suivante [15] :

% =W, (v + %) — WeXe (v + %)2, (111-112)

Ou les constantes w, , w,x, peuvent étre directement liées aux parametres du potentiel de Morse.

-




/ Chapitre IV : \

La Solution de I’équation de
Schrddinger stationnaire non

stationnaire pour le potentiel de

k Pbosch_Teller : /




1-la solution stationnaire .

1.1-introduction

Comme dans le cas de potentiel de Morse, le potentiel de Poschl-Teller stationnaire décrit la
vibration moléculaire diatomique [4,16] en simplifiant I'équation différentielle du second ordre en
une équation de type hypergéométrique utilisant la méthode N-U pour obtenir les fonctions d'ondes
en terme du polyndmes de jacobi.et ainsi atteindre I'objectif principal, qui est de résoudre I'équation

de Schrodinger .
2-’équation de Schrodinger :
2.1- 1a solution de I’équation de Schrodinger stationnaire :

Le potentiel hyperbolique indépendant du temps unidimensionnel est donné par:

Ch2ax

V(x) =

(IV-1)
Ou V, et a. Sont des constants.

L’équation de Schrodinger stationnaire pour le potentiel hyperbolique unidimensionnel est donner

par :

[:—;+1—T(E+ o )]‘I’(x)zo (IV-2)

Ch2ax
On pose : y = thax on obtient I’équation différentielle suivante :

d? 2y d 2m 1
et s (B Vo= Voy)| P00 = 0 (IV-3)

Pour obtenir la formule qui permet d’appliquer la méthode (N-U) en utilisant le changement de

variable suivant : S = y? I’équation de Schrédinger devient donc sous la forme :

d? %—%; d 1 m mvy o _
{E - s(l—s)£ + s2(1-5)2 [thaz (E - VO)S T 2n2q2 o ] l,U(S) =0 (IV-4)
Cette équation a la forme de I'équation suivante:
[ o d exstresse ) g (V-5
ds? = s(1-azs)ds s2(1—-a3s)?

Pour reésoudre cette équation, on utilise la méthode de Nikiforov-Uvarov (N-U)




2.1.1- La méthodes (N_U) :

Comme nous I'avons mentionné dans l'introduction, cette méthode est la premiére étape pour

atteindre la solution de I'équation, et c'est en la transférant d'une équation différentielle du second

ordre & une équation de type hypergéométrique par une transformation appropriée de coordonnées

s = s(t) comme suit :

a(s)
a2(s)

Wo(s) + %lp’(s) + 29w =0 (IV-6)

Ou a(s) et G(s) sont des polynémes de degré non supérieur a 2, et est un polyndme

D’ordre non supérieur a 1. Si nous prenons la factorisation :

¥(s) = B(s)y(s) (IV-7)

L’Equation. (I\V-6) devient:

a(s)y"(s) +7(s)y (s) + Iy(s) = 0 (1V-8)

Et la fonction @(s) est définie comme dérivé logarithmique :

o) _ )

B(s) - o(s) (|V-9)

L’autre partic y(s) est le type de la fonction hypergéométrique dont les solutions Polynomiales

sont données par la formule de Rodrigues :

Bn

Yn(x) = 222 (0" (5)p(5)] (IV-10)

Ou B,est la constante de normalisation, et la fonction de poids doit satisfaire la condition :

(o'p)' =1p (lV'll)

La fonction et le paramétred requis pour cette méthode sont définis comme suit:

n(s) = L= 4 \/ (""’)2 —G—ko (IV-12)

2

9=k+m (IV-13)

.



Alternativement, dont le but de trouver la valeur de k , I’expression sous la racine carrée doit étre
le carré d’un polynéme. Ainsi, une nouvelle équation aux valeurs propres pour 1’équation

hypergéométrique devient [5,16] :

(1V-14)
ou

(s) = 7(s) + 2n(s) (Iv-15)
Et son dérivé est négatif.

L’équation suivante est une forme générale de I’équation de Schrédinger, qui peut étre obtenue

avec différents potentiels.

[dz ai_azs d —£1$2+£25—£3] -0
ds? = s(1-aszs) ds s2(1-azs)? o

(IV-16)

Nous pouvons résoudre ceci comme suit. Lorsque 1’équation. (1\VV-16) est comparée avec

I’équation. (IV-6), nous obtenons

T=a, —a,s (Iv-17)
Et
o =5(1-a3s) (1v-18)
Et aussi
G = —&.5%+e,5 — &5 (IV-19)

En substituent ceux-ci dans 1’équation. (1V-12)

m(s) = ay + ass £/ (ag — kaz)s? + (a; + k)s + ag (Iv-20)
Oou
ay=5(1-a) (IV-21)
as = (a; — 2at3) (IV-22)
ag = (as? + &) (IV-23)
a; = 20405 — &, (IV-24)




O:8 == (l42 + 83 (IV'25)

Dans I’Equation. (1VV-20), la fonction sous la racine carrée doit étre le carrée d’un polyndme

conformément la méthode de (NU), de telle sorte que
ki, = —(a; + 2asag) +2\/aga, (1V-26)
Ou, nous definissons
ay = aza; + az’ag + ag (IV-27)
Les fonctions sont obtenues. Pour
k=—(a; + 2asag) — 2\/agay (1V-28)

Devient

(IV-29)

n(s) = a, + ass—K aq + a3\/78>s—\/78

Les mémes choses pour les équations. (1\V-15), (1V-17) et (1V-20)

T=a;+2a,—(a,—2as)s — 2[(\/79 + a3\/78)s — \/78] (1v-30)
Et
T=—(a;—2as)—2(Jag+ asyfag) =—2as —2(Jag + as\/ag) <0  (IV-31)
Sont obtenues. Quand I’équation. (1V-13) est utilisée avec 1’équation. (IVV-14) et 1’équation

(IV-31) I’équation suivante est dérive:

an—2n+1)as +(2n+ 1)(,/ g + s,/ ag) +nn—1Da;+ a;+2a3ag+ 2, Jagay =
0 (IV-32)

Cette équation donne le spectre de 1’énergie pour le probléme donné. Pour 1’équation. (IV-11)

a11

p(s) = s%¥071(1 — @zs) @3 @101 (IV-33)
est trouvé et lorsque cette équation est utilisée dans 1’équation. (1VV-10)
alo—l,ﬂ— 0_’10—1
Yn = P, a3 (1-2ass) (1v-34)

est obtenue, ou,

-



a10= a1+2a4+21/ (ZS

Et

a1 = a2_2a5+2(\/79+ a3\/78)

Et P,fa‘ﬁ )sont les polyndmes de Jacobi. Utilisant 1I’équation. (1VV-9)

_ a3
¢(s) =5%2(1 = ags) "
Est obtenue et le la solution générale devient

Y = p(s)y(s)

a
1#— alo—l

—0512—m 10—,
¥ =s%2(1 — azs) a3 P, a3 (1-2ass)

Ici, les fonctions alpha sont données par

alz = a4 + N a840

Et

a3 = Ug — (1/ g + as./ ag)
Pour ces types de problemes quant

a1

. ajo—1—=— a1
lim P, as
a3-0

(1-2a3zs) =1L, a10—1( ®115)
Et

. - alz—&
lim (1 — a3s) a3 = g %138
XR-0

La solution donnée dans 1’équation. (1VV-40) devient

Y = 5%ze ®13S[, M0~ (g )

(IV-35)

(IV-36)

(IV-37)

(IV-38)

(IV-39)

(IV-40)

(IV-41)

(IV-42)

(IV-43)

(IV-44)

Dans certains cas, on est besoin d’une deuxiéme solution de 1’équation. (IV-20). Dans ce cas, si la

méme procédure est suivie on utilise

k=—(a;+2azag)+ 2, ag aq

Cette solution devient

(IV-45)

.



Y = s%2(] — ags)_a; az P (@io=1753~ @0 V(1 =2 ass) (IV-46)

Et le spectre d’énergie est

a;n—2nas+Cn+D(/ag+ asfag) +nn—1az+ a; +2as ag + 2 Jagas + a5 =0

(IV-47)
Les paramétres prédéfinis alpha sont les suivants :
ajo=ay +2a,— 2,/ ag (1V-48)
a1 = a;—2as+2(\ ag + as\/ asg) (1V-49)
ai,=ay —+fag (IV-50)

([ + ax7) (V-1

Les paramétres &, .Et a,, de notre systéme sont

_ mVO _ m _
51 - 2h2 2 '52 - 2h2 2 (E - VO)’ 53 =0 (IV‘52)
1 3 1 1
=5, =5, az=1 =, as=—7 (Iv-53)
_ 1 mVo _ —mVo 1 _ 1 _ m
U6 = 16 ' 2n2q?’ a7 = 2h2a? (E—-Vo) - 8 » 0g = 16' @9 =~ 2h2q? E
3 5 mE 1 1 m
0(10 == 0(11 =-+ 2 Ty alz = -, a13 = - - B E (IV'54)
2 2 2h?a 2 2 2h?a

a-spectre d’énergie :

En substituant les parametres a,, dans 1I’équation (IV-32), on obtient le spectre d’énergie :

E, = 22 l /i””’“ (IV-55)

b-la fonction d’onde :

Pour obtenir la fonction d’onde, on utilise 1’équation (1V-39) :




—-mE 1’2 ,_m_E)
Y (x) = A thax(1 — th?ax) th"""P<2 a%a?/ (1 — 2th%ax) (IV-56)
Telle que :

A, La constante de normalisation qui se détermine a partir de la

Condition : [ 71w (x)|2dx = 1

Onpose:z =1—2th?ax

et on utilisant 1’intégral par partie et la propriété suivante des Polyndmes de Jacobi :

+1 _ NE 20+B M(a+n+1)T(B+n+1)
[fla-2% 1+ 2f |pEP] dz = an L (IV-57)

nlal(a+f+n+1)

Avec :
_ +3 1 2mV0+1
B=2In+7-7 |teaz T2
On trouve :

18T 3
A, = j alin G (IV-58)
F(n+5) r(g+n+1)

3-Solution de I’équation de Schrédinger non stationnaire :

3.1-introduction :

La résolution de I'équation de Schrodinger dans cette partie du travail nous permet d’étudier le
mouvement quantique de potentiel non stationnaire , en passant par la méthode de séparation des
variables et en trouvant le spectre d’Energie et les fonction d’ondes exactes pour le systéme étudié

dont le début de son étude a travers 1’ hamiltonien, suivant :
_ 2 __C® -
H(x,t) = A(t)p e (Iv-59)
A(t) et C(t). Sont des fonctions dépendantes du temps

. 0 s , .,
p = —lha La définition de I’operateur du moment conjugué

Nous essayerons de résoudre I'équation de Schrédinger non stationnaire suivante:




[A(t)hza—z— O H(x,6) = ihZ H(x, )

0x2  Ch2ax

(IV-60)

L'étude du cas général de cet hamiltonien est tres difficile, pour cela on a étudié seulement le cas

special qui correspond a:

co _

=Y = const

Dans ce cas, I'namiltonien de notre systeme s'écrit:

H = A(t)(p? — =2

ChZax
L'équation (IV-60) devient:

c(t)
ChZax

ih—H(x,t) = A(t)(p? — YH(x, t)

On fait un changement de variables :

s = [A(t)dt
Donc

0 _ a2

5 - A(t) as
Et

H(x,t) = H(x,s)

(IV-61)

(IV-62)

(IV-63)

(IV-64)

(IV-65)

(IV-66)

Donc I’équation de Schrédinger dépanadent du temps apres le changement de variables devient :

ih%H(x,s) = (p?—=—Y—)H(x,s)

Ch2ax

On sépare les variables (x, s) :

H(x,s) = o(x)f(s)

L'application de la méthode de séparation des variables sur I'équation (IVV-67), conduit a:

_ih 9f(s) _ 1 B
f(s) as  @n() Hy(x)p,(x) = ¢,

Avec g, const, et

Ho(x) = (p? — =——)

ChZax

(IV-67)

(IV-68)

(IV-69)

(IV-70)

.



Est un hamiltonien indépendant du temps.
Donc, nous obtenons les deux équations suivantes:

Ho(x)pn(x) = n0n(x)

_ih Of(s) _
f(s) s =én

La solution de I'équation (V-72) donne:

iens

f(s) =Cpe i
Ou C,, est la constant de normalisation.
L'équation (V-71) devient:

d?pn,
dx?

_r
Ch2ax

1
+h_2(8n+ ), =0

Cette équation a la forme de 1’équation (V-D2), avec :

Donc, les valeurs propres deg,, sont

£ = —4hta? In+3-2 |42
4

2+ %a? 4
a- Le spectre d’énergie :

Le spectre d’énergie de I’hamiltonien (V-59) est :

2
— 4522 3_1 f y o1
E(t) = 4haA(t)ln+4 > h2a2+4l

b- La fonction d’onde :

La fonction d’onde de notre systéme est donnée par :

iEn t Vi Vi i 1'2 —m—E>
H(x,t) = Cpe~n JoAlt)dt thax(1 — th?ax) ’“‘2“2P<2 N %)) _ 2 thZax)

Ou ¢, estla constante de normalisation qui est donneée par :

(IV-71)

(IV-72)

(IV-73)

(IV-74)

(IV-75)

(IV-76)

(IV-77)

(IV-78)

-



IAT 3
Cp = j—n b ) (IV-79)
F(n+5) r(g+n+1)

Avec :

On remarque que la fonction d’onde obtenue Pour le systéme non stationnaire contient une Phase

dépendante du temps qui est donnée par:

2
a =4 a? [n + Z —% ’hz]:xz + il fotA(t Ndt'

. Cette phase représente la phase dynamique, donc la phase de Berry est nulle.




-

.
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Résumeé :

Dans ce travail, nous avons résolu I'équation de Schrddinger pour un potentiel
dans son état général indéfini, qu'il soit stationnaire ou non stationnaire , puis
nous la résolvons pour un potentiel hyperbolique unidimensionnel et le potentiel
de Morse dans les deux cas dépendant et indépendant du temps, en utilisant des
méthodes pour étudier chaque potentiel.

- Pour le potentiel hyperbolique, nous avons utilisé la méthode de Nikiforov-
Ivarov pour convertir une équation différentielle du second ordre a une équation
hypergéometrique dans le cas stationnaire et la méthode de séparation des
variables dans le cas non stationnaire , aboutissant ainsi a la forme finale des
fonctions d'onde.

- Quant a I'étude du potentiel Morse, nous avons utilisé la méme méthode de
Nikiforov Ivarov dans le cas non stationnaire pour atteindre les fonctions d'onde
et le spectre d'énergie. Dans le cas non stationnaire, nous sommes passes par le
changement de variables et par la méthode directe en utilisant les polyndmes de
Laguerre.

Mots clés :

Equation de Schrodinger, méthode d'lvarov, méthode de Nikiforov, potentiel
hyperbolique, potentiel de Morse, fonctions d'onde, spectre d'énergie.




Abstract:

In this work, we have solved Schrddinger's equation for a potential in its general
undefined state, whether it is stable or unstable, and then solve it for a one-dimensional
hyperbolic potential and Morse's potential in both cases related and unrelated to time, using
specific methods to study each potential.

-For the hyperbolic potential, we used Nikiforov Ivarov's method for converting a second-
order differential equation into a hypergeometric equation in the steady state and the
method of separating the variables in the unstable state, thus arriving at the final form of
the wave functions.

- As for the study of the Morse potential, we used the same method of Nikiforov Ivarov in
the steady state to reach the wave functions and the energy spectrum. In the unstable state,
we went through changing the variables and going through the direct method and using
Lagar polynomials.

Keywords:

Schrédinger equation, Ivarov method, Nikiforov method, hyperbolic potential, Morse
potential, wave functions, energy spectrum.




