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 مقدمة عامة   

 مقدمة عامة: 

تعد التوزيعات الاحتمالية من أهم المفاهيم الأساسية في علم الاحصاء و الاحتمالات، إذ تمثل الأداة 
الرئيسية لوصف سلوك الظواهر العشوائية و تحليلها، فهي تمكن الباحث من فهم كيفية توزع القيم الممكنة  

والتوزيعات الاحتمالية    تقطعة) التوزيعات الاحتمالية الم:  لمتغير عشوائي، تقسم التوزيعات إلى فئتين رئيستين
   .المتصلة( 

بالمتغيرات التي تأخذ قيما محددة و منفصلة مثل  المتقطعة )المنفصلة(تعنى التوزيعات الاحتمالية  
عدد الزبائن الذين يزورون متجرا في يوم معين أو النجاحات في تجربة ما، أما التوزيعات الاحتمالية المتصلة  

   . ، مثل قياس الطول أو الوزن  أو الزمنرفتهتم بالمتغيرات التي تمكن أن تأخذ أي قيمة ضمن مجال مستم

غير أن دراسة التوزيعات لا تقتصر على توصيفها فحسب بل تمتد إلى تقريب التوزيعات و هو 
اسلوب يستخدم عندما يصعب التعامل مع توزيع معين مباشرةً  إذ يمكن استعمال توزيع أبسط أو أكثر شهرة  

تكمن أهمية هذا التقريب في  حيث  مثل تقريب التوزيع ذي الحدين بالتوزيع الطبيعي أو التوزيع البواسوني،  
 .  يتبسيط التحليل الاحصائي و الاقتصاد

كما ان دراسة المتغيرات العشوائية لا تقتصر على متغير واحد، إذ تظهر الحاجة أحيانا إلى تحليل 
، و هنا تبرز أهمية التوزيعات الثنائية المشتركة التي تسمح بدراسة رالعلاقة بين متغيرين عشوائيين أو أكث

الترابط بين المتغيرات و فهم كيفية تأثير الواحدة على الأخرى، تعتبر هذه التوزيعات أدوات هامة في تحليل  
 . ئية البيانات حيث تساعد في فهم العلاقات بين المتغيرات و اتخاذ القرارات المستندة إلى الأدلة الإحصا 

و انطلاقا من ذلك تهدف هذه المطبوعة البيداغوجية التي تقدم عرض شامل و مبسط، و بأسلوب   
سهل و مختصر يعتمد على امثلة و تمارين محلولة، بعيدا على البراهين و العمليات الرياضية المعقدة.  

ية المنفصلة و  وذلك بوضع العلاقة ذات الصلة و شروط استخدامها، لما يتعلق بأهم التوزيعات الاحتمال
المتصلة، مع التطرق إلى استخدامات تقريب التوزيعات و التوزيعات الثنائية المشتركة ، وذلك في اطار  

  ،يسعى الى ترسيخ الفهم النظري و توضيح التطبيقات العملية لهذه المفاهيم في مختلف المجالات العلمية 
ن يساهم في اثراء مكتباتنا الجامعية، و أن أ  و في الأخير آمل أن أكون قد وفقت في تقديم هذا العمل، و

 .يكون مفيدا لطلبتنا الأعزاء، والله من وراء القصد وهو يهدى السبيل
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 الفصل الأول  

 

 

 

 

 

  

 الفصل الأول : 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المنقطعة 

 توزيع برنولي   ✓
 - الثنائي     - توزيع ذي الحدين ✓
 توزيع بواسون  ✓
 التوزيع الهندسي  ✓
 التوزيع فوق الهندسي ✓
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 الفصل الأول 

 : تمهيد

تلعب التوزيعات الاحتمالية المنفصلة دورًا محوريا في مجال الاحتمالات و الاحصاء، حيث تمثل 
تكمن أهمية هذه التوزيعات في قدرتها على    ،اداة قوية لفهم و تحليل الظواهر ذات الطبيعة غير المستمرة

نتائج عددية محددة التي تتضمن  الواقعية  العديد من  الأحداث  التوزيعات الاحتمالية    حيث  نمذجة  تتيح 
المتقطعة للباحثين و المحللين توصيف و تحليل سلوك المتغيرات العشوائية في سياقات غير مستمرة أو 
متقطعة، و تمكن استخدام هذه التوزيعات لتحديد احتمالات مختلفة و توزيعات القيم للأحداث التي تتكرر  

تمالية المفصلة اساسا للعديد من النماذج الاحصائية  ات الاحبشكل متقطع، بالإضافة الى ذلك تعتبر التوزيع
الهندسة و المالية. إن فهم هذه التوزيعات ومميزاتها   ، المستخدمة في مجالات متعددة مثل الاقتصاد، الطب

يعد خطوة اساسية لكل باحث أو مهتم بمجال الاحصاء، لما توفره من تبسيط للعمليات الحسابية و تعزيز  
القدرة على تفسير البيانات المتقطعة بشكل فعال و إشارة إلى النتائج المحتملة بناءًا على النمط الاحتمالي  

   .للظاهرة

سوف نناقش في هذا الفصل أهم القوانين التوزيعية الاحتمالية المنفصلة و التي تعرف بأنها مجموعة 
من القوانين الرياضية التي توفر وصفا دقيقا لتوزيع الاحتمال للأحداث و القيم العشوائية غير المتصلة. من 

ثم قانون   الثنائيالتي يمثل حجر الزاوية للقوانين الأخرى ليلها القانون    تجربة برنولي أشهر هذه القوانين نجد  
 1.لغير ذلك من القوانين الأخرى  فوق الهندسي و التوزيع  الهندسي و التوزيع  بواسون 

 ":     "Bernoulli distributionتوزيع برنولي  -1

هذا  يطلق على  و  الاحتمالات،  و  الاحصاء  في  الاحتمالية  التوزيعات  أساس  برنولي  توزيع  يعد 
  " اسم  لنظرية    " برنولي التوزيع  الأولى  الأسس  بتطوير  قام  الذي  بيرنولي  السويسري  العالم  الى  نسبة 

 يتميز هذا التوزيع ببساطته وقوته في تمثيل الأحداث الثنائية )الحدث الناجح والحدث الفاشل(.  .الاحتمالات

متغير عشوائي منقطع يعبر لنا عن تجربة عشوائية تحتوي على حدثين فقط، بحيث   X اذا كان
فإن الحدث   A و:، فإذا افترضنا أن الحدث الأول هبرنوليجربة  تكون أمام  نأنهما متنافيين، في هذه الحالة  

 
1 - Redjal Kaci (2004), Cours de Probabilités, offices des publications universitaires, Alger pp 

160 – 161. 
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 الفصل الأول 

تساوي     xتكون فيه قيمة المتغير العشوائي    نجاح يمثل لنا   A عتبر كذلك بأن ظهور ن، كما   𝑨̅ و:الثاني ه
احتمال  بتساوي الصفر      X  فإننا نعتبره فشلًا، فتكون فيه قيمة A أما عند عدم ظهورP الواحد باحتمال قدره  

𝐩ن:          حيث أ  qقدره  + 𝐪 = 𝟏 → 𝐪 = 𝟏 − 𝐩  

جاح التجربة أو فشلها و هذا المتغير يسمى المتغير برنولي و سوف نيمثل    X  ان المتغير العشوائي
𝐗    ز: نرمز له بالرم  → 𝐁𝐞𝐫(𝟏, 𝐏)  برنولي  بتوزيع  ، و توزيعه الاحتمالي يسمى  

  : حيث

           Ber رمز توزيع برنولي :.   

             𝐗متغير عشوائي :.   

             𝐩: احتمال النجاح.   

   .يشير إلى أن التجربة و حيدة : 𝟎𝟏             

 1يتميز توزيع برنولي بعدة خصائص تميزه و تحدد سلوكه ، نذكر منها بعض الخصائص الرئيسية :  

 :خصائص توزيع برنولي .1.1

ممكنتين:  ✓ ممكن نتيجتين  نتيجتين  تنتج  تجربة عشوائية  برنولي  توزيع  فقط:  تيصف  أو ين  نجاحا 
 . فشلاا 

. هذه هي الاحتمالية   pيرمز لاحتمالية حدوث النجاح في تجربة برنولي بالحرف    احتمالية النجاح : ✓
 . التي يحدث فيها النجاح في التجربة الفردية

نظرا لأن هناك نتيجتين ممكنتين فقط ) نجاح و فشل(، فإن احتمالية حدوث    احتمالية الفشل:  ✓
 .q ( ويرمز لها بالرمز p-1الفشل تكون ) 

 (0). والفشل باستخدام القيمة( 1يمكن تمثيل النجاح باستخدام القيمة ) تمثيل النجاح و الفشل : ✓

 
1 -Rafik Aldesselam, statistique et Probabilités / Exercices d'application et problèmes. 
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 الفصل الأول 

العشوائي  .  2.1  للمتغير  الكتلة الاحتمالية  العشوائي وفق الصيغة    :   x  دالة  المتغير  يمكن كتابة هذا 
 : الرياضية التالية

𝐏(𝐗 = 𝐱) =  𝐩𝐱𝐪𝟏−𝐱    , 𝐱 = 𝟎, 𝟏  

  :1القانون الاحتمالي التاليبمكن كتابة هذا المتغير العشوائي يكما 

 x 0 1 المجموع 
1 P q P(X = x) 

 

P(X = x) = {
p            x = 1         
q             x = 0         
0            otherwise

   

 :𝐗دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي   .3.1

 : تكتب دالة التوزيع التراكمية وفق الشكل الرياضي التالي 

F(x) = {
0                  ; x < 1         
q           ;  0  ≤ x < 1      
1                       ; x ≥ 1    

  

من بين الحالات التي يمكن اعتبارها تجربة برنولي، رمي قطعة نقود مرة واحدة، فإذا افترضنا أن ظهور  
      مثل لنا نجاح، فإن ظهور الرقم يمثل لنا فشل، كما ان احتمال ظهور أي حادث منهما هو  يالصورة  

p = q =
1

2
 . 1 ، و مجموع الاحتمالات يساوي    

 المميزات العددية لتجربة برنولي:  .4.1

   :رنولي هي كالآتي يإن المميزات العددية لتجربة ب

 : التوقع الرياضي  -أ

 
 .164 163السعودية، ص    ةدار حافظ للنشر والتوزيع، جدة، المملكة العربي ،نظرية الاحتمالات  ،(2008جلال مصيف الصياد ) 1
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 الفصل الأول 

E(X) =∑  x . p ( X = x) =  ∑  x . pxq1
−x
= 0. q + p. 1 = 𝐩 1

x=0
1
X=0  

𝐄(𝐗)   ي:يساو  توقع الرياضي الوبالتالي فإن  = 𝐩.    وهو احتمال النجاح في محاولة برنولي . 

 : التباين -ب 

 :           حيث لدينا 

              E(X) = ∑ x2. p ( X = x ) = ∑  x2.1
x=0  pxq1

−x
= 0. q + P. 1 = P 1

x=0   
 و عليه فإن : 

δx
2 = V(X) =  E(X) − ( E(X))2 = P − p2 = p(1 − P) = Pq 

 : يساوي  التباينوبالتالي فان 

𝛅𝐱
𝟐 = 𝐕(𝐗) = 𝐏𝐪. 

 : الانحراف المعياري  -ج 

𝛅𝐱 = √𝐕(𝐗) = √𝐏𝐪 

  ة:تمارين مقترح -
 : التمرين الأول  -

 : نرمي قطعة نقود متوازنة مرة واحدة المطلوب

   .مثل عدد مرات ظهور كتابةيذي ال Xحدد قيم المتغير العشوائي   - 1
 Xأدرج جدول التوزيع الاحتمالي للمتغير   - 2
 .أدرج تابع التوزيع - 3

 الحل :  

 : Xتحديد قيم المتغير العشوائي    -1
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 الفصل الأول 

لدينا نتائج تجربة رمي قطعة نقود متوازنة مرة واحدة هي إما صورة أو كتابة، أي أن فضاء التجربة هو    
𝛺بحيث     𝛺المجموعة   = {𝐹; 𝑃} مثل عدد مرات ظهور الكتابة فهذا  ي الذي    العشوائي  وبما أن المتغير

 : يعني أنه يأخذ القيم التالية

xi = { 0 ; 1 } 

 : إدراج جدول التوزيع الاحتمالي  -2

 : نلاحظ أن

 n=1ن: التجربة وحيدة ) رمي قطعة النقود مرة واحدة فقط ( أي أ. 

.  qأو ظهور الصورة وهو يمثل الفشل     pفقط: ظهور الكتابة وهو يمثل النجاح    نتيجتين لتجربة تقبل  . ا
 النقود متوازنة فإن:  قطعة  فإن وبما  

𝐩 = 𝐪 =
𝟏

𝟐
 

 : أي أن برنوليةومنه فالتجربة محل الدراسة هي تجرية  

X → Ber (p = q =
1

2
)  

 : اذن

P(X = x) =  pxq1
−x  

P(X = 0) = (
1

2
)
0
. (
1

2
)
1−0

→ p(X = 0) =
1

2
  

P(X = 1) = (
1

2
)
1
. (
1

2
)
1−1

→ p(X = 1) =
1

2
  

 : ومنه فجدول التوزيع الاحتمالي يأخذ الشكل التالي

 1 0 ix 
Σpi = 1 1

2
 1

2
 pi 
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 الفصل الأول 

 :تابع التوزيع  - 3

F(x) =  {

0                   x < 0                        
1

2
                 0 ≤ x < 1                 

1                      x ≥ 1                       

  

 : التمرين الثاني  -

 : " النجاح، أ وجد ما يلي 3مثل لنا ظهور الرقم " ينلقي حجر نرد مرة واحدة، و 

.دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير   - 1 X 

 .، التباين و الانحراف المعياري التوقع الرياضيأحسب  - 2

 الحل : 

  :X  دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير - 1

، تمثل 6،  5،  4،    2,1" يمثل النجاح فإن الأرقام    3لدينا حجر النرد له ستة أوجه، و بما أن الرقم "    
1الفشل، كما أن احتمال النجاح يساوي  

6
1و احتمال الفشل يساوي     

5
و بالتالي فإن دالة التوزيع الاحتمالي    

 تكون بالشكل التالي :  

𝐗 → 𝐁𝐞𝐫( 𝐧 = 𝟏 ;  𝐩 =
𝟏

𝟔
 (   

P(X = x) = {
P                   ; x = 1                       
q                ; x = 0                            
0              ; otherwise                   

  

 : و التباين، و الانحراف المعياري  التوقع الرياضي حساب  - 2

𝐄(𝐗) = 𝐩 =
1

6
  

𝐕(𝐗) = 𝐩𝐪 =
1

6
×
5

6
=

5

36
  

𝛅𝐗 = √𝐕(𝐗) = √𝐩𝐪 = √
5

36
=

√5

6
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 الفصل الأول 

 : Xللمتغير دالة التوزيع التراكمية  –  3

 𝐅(𝐗) = {
  𝟎 ;             𝐱 < 𝟎                
𝐪 ;             𝟎 ≤  𝐱 < 𝟏     
𝟏;                     𝐱 ≥ 𝟏     

 ⇒ 𝐅(𝐗) = {

𝟎;               𝐱 < 𝟎
𝟓

𝟔
;       𝟎 ≤ 𝐱 < 𝟏

𝟏;               𝐱 ≥ 𝟏

 

 ) الثنائي(:  التوزيع ذي الحدين - 2

التوزيع الثنائي هو توزيع احتمالي منفصل يستخدم لوصف عدد النجاحات في سلسلة من التجارب       
 1  .المتكررة ) تجارب برنولي( المستقلة ، حيث تكون احتمالية النجاح ثابتة في كل مرة

من المرات المستقلة، حيث في كل مرة تكون لدينا نتيجتين اما نجاح   n  نفرض أننا كررنا تجربة ما     
q أو فشل باحتمال 𝑝 باحتمال  = 1 − p. 

 : الذي يمثل عدد النجاحات في مجموع هذه المحاولات يتبع توزيعا ذا حدين x المتغير العشوائي

𝐗 → 𝐁(𝐧, 𝐩)  

 : شروط توزيع ذي الحدين - 1-2

 أنه يتبع التوزيع الثنائي إذا تحققت الشروط التالية :   𝑋𝑖نقول عن متغير عشوائي 

𝑛التجربة تتضمن عدد من المحاولات ، والذي تمثل ايضا حجم العينة بحيث يكون    - > 1 
p         بحيث :   q ، أو فشل pلكل محاولة نتيجتين فقط: نحاج   - + q = 1  

1)ومنه فإن احتمالية الفشل تكون  − p). 

المحاولات مستقلة عن بعضها البعض أي أن نتيجة كل محاولة لا ترتبط و لا تؤثر و لا تتأثر  -
ثابت و متساوي   النجاح يكون  فاحتمال  بالتالي  لها. و  اللاحقة  أو  السابقة  المحاولات  بنتائج 

   .لجميع المحاولات و هذا يعني أن المحاولات تتم بالإرجاع ) بالإعادة(

 : قانون التوزيع الاحتمالي للتوزيع الثنائي  - 2-2

 
1 christophe Hurlin, valeric Mignon, statistique et probabilite's en economie- gestións 2 adition, 

DUNOD, 2022, P 197. 
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 الفصل الأول 

    :يتبع التوزيع الثنائي و نكتب 𝑋𝑖اذا تحققت الشروط السابقة فإن المتغير العشوائي     

𝐗 → 𝐁(𝐧, 𝐩) 
 بحيث:  

- 𝐵 ( الحرف الأول من كلمة  : رمز التوزيع الثنائيBinomial  : )1 
-  𝑋 :  متغير عشوائي 
- p   احتمال النجاح في المحاولة الواحدة : 
- 𝑛 عدد مرات تكرار المحاولة ) التجربة ( و يشترط بأن تكون :n > 𝟏 
 2محاولة بالعلاقة التالية :     nمرة بالضبط في xحسب احتمال و قوع حدث معين نو 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐜𝐧
𝐱𝐩𝐱(𝟏 − 𝐩)𝐧−𝐱    ; x = 0 ,1,2 ……n 

𝐏(𝐗 = 𝐱) =  𝐜𝐧
𝐱𝐩𝐱𝐪𝐧−𝐱 :  مايلي                           و نستطيع كتابة   

 .: المتغير العشوائي x    حيث : 

- 𝐩 احتمال وقوع الحدث :.   
- 𝐪 احتمال الفشل :.  
- 𝐜𝐧

𝐱  عدد مرات تحقق :x  نجاح في 𝑛 : محاولة و تحسب بالعلاقة التالية 

𝐜𝐧
𝐱      =  

𝐱!(𝐧−𝐱)!̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
𝐧!  

 المميزات العددية للتوزيع الثنائي : –  2-3

 :   يليتكون المميزات العددية لهذا القانون كما 

𝐄(𝐗)                 :التوقع الرياضي -أ = 𝐧𝐩         
𝐕(𝐗)                                                                         :التباين - ب = 𝐧𝐩𝐪        

 و يمكن استنتاج عبارة الانحراف المعياري كالتالي :  
 

 . 261ص  2000، الرياض  ر،، الطبعة الأولى، مكتبة العبيكان للنشالاحصاء والاحتمالات ،أنيس اسماعيل كنجوة - 1
   .156ص   2013دار المناهج للنشر و التوزيع، عمان، الأردن، الطبعة الأولى   ،الإحصاءكامل فليفل ، فتحي حمدان،   2



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة         

 
11 

 

 الفصل الأول 

𝛅𝐗 = √𝐧𝐩𝐪 

 : 01مثال رقم  -

   4مرات و نهتم بعدد مرات ظهور الرقم  5نرمي قطعة نرد متوازنة 

     𝑥𝑖   الذي يمثل عدد مرات ظهور الرقم𝑋 حدد قيم المتغير العشوائي  - 1
 𝑋  ـــلـ ما هو التوزيع الاحتمالي - 2
 .مرتين على الأقل  4احسب احتمال ظهور الرقم  - 3
 .مرتين على الأكثر 4احسب احتمال ظهور الرقم  - 4
 𝑋أدرج جدول التوزيع الاحتمالي لـ  - 5
   .أحسب التوقع الرياضي، التباين و الانحراف المعياري  - 6

 الحل: 

 .مرات  5لدينا : التجربة تتمثل في رمي قطعة نرد متوازنة 

  إيجاد قيم المتغير العشوائي:      - 1

 :  هي𝑥𝑖في تجربة رمي قطعة نرد خمس مرات فإن قيم  4مثل عدد مرات ظهور الرقم ي  𝑋𝑖بما أن  

xi= {0,1,2,3,4.5 }  

 :   𝑋  التوزيع الاحتمالي للمتغير - 2

 نلاحظ أن : 

✓ 𝑛 = 𝒏 :و هذا يعني أن رات م 5تكرار التجربة  يأ: 5 > 𝟏 
    باحتمال قدره (  4كل رمية ) محاولة ( تقبل نتيجتين فقط : إما نجاح ) أي ظهور الرقم ✓

  𝑝 = 1

6
q = 5( باحتمال قدره  4ختلف عن يأو فشل ) أي ظهور رقم 

6
. 

الرقم   ✓ فيه    4المحاولات مستقلة حيث أن ظهور  يؤثر على فرص ظهوره  في رمية معينة لا 
 الرميات الأخرى و هذا معناه ثبات احتمال النجاح من محاولة إلى أخرى.  

 و نكتب :  التوزيع الثنائي هو  𝑋يمكن القول أن التوزيع الاحتمالي للمتغير
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 الفصل الأول 

𝐗 → 𝐁(𝐧 = 𝟓 ; 𝐩 =
𝟏

𝟔
( 

 و عليه فالقانون الاحتمالي له هو : 

 𝐏(𝐗 = 𝐱) =  𝐂𝟓𝐱 (𝟏𝟔)
𝐱
(
𝟓

𝟔
)
𝐧−𝐱

 

𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶5
2 (

1

6
)
2
(
5

6
)
5−2

 = 10 × 1
36
×
125

216
 

𝑷(𝑿 = 𝟐) = 𝟎. 𝟏𝟔𝟎𝟕   

 مرتين على الأقل:   4حساب ظهور احتمال الرقم  -3

𝑃(𝑋 ≥ 2 ) = 𝑝 ( 𝑋 = 2 ) + 𝑝 ( 𝑋 = 3 ) + 𝑝 ( 𝑋 = 4 ) + 𝑃 (𝑋 = 5 )   

𝑃(𝑋 ≥ 2 ) = C5
2 (

1

6
)
2

(
5

6
)
5−2

+ C5
3 (

1

6
)
3

(
5

6
)
5−3

+ C5
4 (

1

6
)
4

(
5

6
)
5−4

C5
5 (

1

6
)
5

(
5

6
)
5−5

     
𝑃(𝑋 ≥ 2 ) = ( 10 × 

1

36 
 ×

125

216
 ) + (10 × 1

216
×
25

36
 ) + ( 5 ×  

1

1296
×

5

6 
 ) + (1 ×

 
5

7776
× 1 ) 

𝑃(𝑋 ≥ 2 ) = 0.1607 + 0.0321+ 0.0032 + 0.0006 

𝑷(𝑿 ≥ 𝟐 ) = 𝟎. 𝟏𝟗𝟔𝟔  

 مرتين على الأكثر:   4حساب احتمال ظهور الرقم  -4

𝑃(𝑋 ≤ 2 ) = p ( x = 0 ) + P ( x = 1 ) + P (x = 2 )   

𝑃(𝑋 ≤ 2 ) =  C5
0 (

1

6
)
0
(
5

6
)
5−0

+ C5
1 (

1

6
)
1
(
5

6
)
5−1

+ C5
2 (

1

6
)
2
(
5

6
)
5−2

   

𝑃(𝑋 ≤ 2 ) = 0.4019 + 0.4019 + 0.1607  
𝑷(𝑿 ≤ 𝟐 ) = 𝟎. 𝟗𝟔𝟒𝟓  

 إدراج جدول التوزيع الاحتمالي :   –  5

5      4      3      2       1       0       𝑿𝒊 

0.0028 0 .0006 0.0321 0.1607 0.4019 0.4019 𝑷𝒊     

 التوقع الرياضي، التباين، الانحراف المعياري :   - 6
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 الفصل الأول 

 𝐄(𝐗) = 𝐧𝐩 → E(X) = 5 ×
1

6
:التوقع الرياضي -                                     

E(X) = 5 ×
1

6
 = 5/6 

   التباين :  -

𝐕(𝐗) = 𝐧𝐩𝐪 → V(X) = 5 ×
1

6
×
5

6
  

V(X) =
25

36
  

 الانحراف المعياري :    -

𝛅𝐗 = √𝐧𝐩𝐪 → δx = √
25

36
=

5

6
   

 :   02مثال رقم  -

اء من هذا المرض في هذا الجناح  ففي جناح بمستشفى عام يقيم مرضى مصابون بمرض معين ، نسبة الش
 ن هذا الجناح ، فما هو احتمال أن يكون :  مأشخاص   05فإذا سحبنا  % 65هي 

 حالات .   03الشفاء في  - 1
 الشفاء في جميع الحالات   - 2
 عدم الشفاء في أربع حالات   - 3
 الشفاء في حالتين على الأكثر  - 4

   الحل :

، و ذلك لأنها تتضمن تجارب متتالية مستقلة  توزيع ذي الحديننلاحظ أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع        
(، و المتغير العشوائي    شفاء أو عدم شفاءعن بعضها البعض، و كل تجربة تتضمن حدثين أو نتيجتين )  

x يمثل عدد حالات الشفاء في المستشفى.   

 حساب احتمال أن يكون الشفاء في ثلاث حالات :   -1

𝑃(𝑋 = 3) = 𝐶5
3. (0.65)3(0.35)5−3 = 0.3364   
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 الفصل الأول 

 حساب احتمال أن يكون الشفاء في جميع الحالات :   -2

𝑃(𝑋 = 5) = 𝐶5
5. (0.65)5(0.35)5−5 = 0,1160    

 حالات و هذا معناه شفاء حالة واحدة :  4حساب احتمال أن يكون عدم الشفاء في  -3

𝑃(𝑋 = 1) = 𝐶5
1. (0.65)1(0.35)5−1 =   0.0488   

 حساب احتمال أن يكون الشفاء في حالتين على الأكثر :   -4
𝑃(𝑋 ≤ 2) = P ( x = 0) + P(x = 1) + P(x = 2)   
𝑃( 𝑋 = 0) = 𝐶5

0. (0.65)0(0.35)5−0 = 0.0052   
𝑃( 𝑋 = 2) = 𝐶5

2. (0.65)2(0.35)5−2 = 0.1811  
𝑃(𝑋 ≤ 2) = 𝑃 ( 𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) =  0.0052  + 0.0488 
+0.1811 
𝑃(𝑋 ≤ 2) = 0,2351  

 :   03 مثال -
→xنفرض أن  𝐛 ( 𝟏𝟎 ;  جد ما يلي : أو  (𝟎𝟔

 .𝑋دالة الكتلة الاحتمالية ل   - 1
 . 𝑋و التباين ل  التوقع الرياضيأحسب   - 2
    ما يلي :  أوجد - 3

𝑃(𝑋 ≥ 8), 𝑃(𝑋 > 8), 𝑃 (𝑋 ≤ 2) , 𝑃 (𝑋 = 5)  

 الحل :  

 من معطيات السؤال نجد أن معلمات التوزيع هي :  

𝐧 = 𝟏𝟎    ;      𝐩 = 𝟎, 𝟔 
 دالة الكتلة الاحتمالية تكون بالصورة التالية :   - 1

𝐏(𝐗 = 𝐱)=𝐂𝐧𝐱 𝐩𝐱𝐪𝐧−𝐱                   ; 𝐱 = 0,1,2……..n 

 
P(X = x) = C10

x . (0,6)x(0,4)10−x    ; x= 0,1,2…..10 ;  𝐩= 0.6 , 𝐪 = 0.4 

 و التباين :    التوقع الرياضي حساب  - 2
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 الفصل الأول 

𝐄(𝐗) = 𝐧𝐩 = (10)(0.6)  =                              التوقع الرياضي:  𝟔 

𝐕(𝐗) = 𝐧𝐩𝐪                                  :  التباين                             2.4 = (0.4)  (0.6) (10)  =

 حساب الاحتمالات التالية:   -3
• 𝑷(𝑿 = 𝟓) = 𝑪𝟓

𝟏𝟎 (𝟎, 𝟔)𝟓(𝟎, 𝟒)𝟏𝟎−𝟓    

= 10!

(10−5)!(5)!
(0,6)5(0,4)5  ≅ 0.2 

• 𝑷(𝑿 ≤ 𝟐) = 𝑷 ( 𝑿 = 𝟎) + 𝑷(𝑿 = 𝟏) + 𝑷(𝑿 = 𝟐)    
𝐶0
10. (0,6)0(0,4)10−0 + 𝐶1

10. (0,6)1(0,4)10−1 + 𝐶2
10. (0,6)2(0,4)10−2    

 = 0,001048+0,00157+0,01062 = 0,1324 

• 𝑷(𝑿 > 𝟖) = 𝑷(𝑿 = 𝟗) + 𝑷(𝑿 = 𝟏𝟎) 

= 𝑐09 
10 (0,6)3(0,4)10−9 + 𝐶10

10(0,6)9(0,4)10−10  

= 0,04031 + 0,06046 = 0,10077  

• 𝑷(𝑿 ≥ 𝟖) = 𝑷(𝑿 = 𝟖) + 𝑷(𝑿 = 𝟗) + 𝑷(𝑿 = 𝟏𝟎)  

= C8 
10(0,6)8(0,4)10−8 + C9

10(0,6)9(0,4)10−9 = 𝐶09 
10(0,6)3(0,4)10−9 +

 C10
10(0,6)10(0,4)10−10  

= 0,12093 + 0,04031 + 0,06046 = 0,2217  

 تمارين مقترحة:   -
   : 01التمرين  -

وفقا لمركز السيطرة على الأمراض في الولايات المتحدة، تم تشخيص إصابة طفل واحد تقريبا من        
    .أطفال 10طفلا في الولايات المتحدة بمرض التوحد لنفرض أنك بصدد مقابلة مجموعة من  88بين 

   .أذكر المتغير العشوائي - 1
  .أثبت  أن هذه التجربة تتبع التوزيع الثنائي  - 2
   : أوجد احتمال أن   - 3

   لا أحد مصاب بالتوحد -
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 الفصل الأول 

 اثنان على الأكثر مصابان بالتوحد -

  الحل:

 . مثل عدد الأطفال المصابين بالتوحدي x المتغير العشوائي - 1
 : ذات حديناثبات أن هذه التجربة   - 2

 لدينا ما يلي:  
𝒏)  أطفال  10هناك   -أ > هناك عدد محدد من التجارب،   لذلك  ،وكل طفل عبارة عن تجربة،  (𝟏

  = n 10 :في هذه الحالة 
بالتوحد لا تؤثر   اذا افترضنا أنه تم اختيار كل طفل في المجموعة عشوائيا، فإن اصابة الطفل  -ب

 . و بالتالي فإن التجارب مستقلة ، التالي بالتوحد  على فرصة اصابة الطفل
إما أن يكون الطفل مصابا بالتوحد أو لا يعاني من التوحد، لذلك هناك نتيجتان وفي هذه    -ت

 .هو اصابة الطفل بالتوحد النجاح الحالة يكون 
𝟏احتمال إصابة الطفل بالتوحد هو    -ث

𝟖𝟖
كل طفل لديه    لأنوهذا هو نفسه بالنسبة لكل تجربة    

 . نفس الفرصة للإصابة بالتوحد

 𝐪 = 𝟏 − 𝐩 = 𝟏- 𝟏
𝟖𝟖
=

𝟖𝟕

𝟖𝟖
              ;                 P = 𝟏

𝟖𝟖
 

 إيجاد الاحتمالات :   - 3
 طفل مصاب بالتوحد :  ولا    (أ

𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶10
0  𝑝0𝑞10−0 = 

10 !

0 !(10−0) !
 (

1

88
)
0
(
87

88
)
10
= 0.892    

  طفلين على الأكثر مصابين بالتوحد :   (ب 
𝑃(𝑋 ≤ 2 ) = P (X = 0 ) + P( X = 1 ) + P (X = 2 )   

𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶10
0 (

1

88
)
0
(
87

88
)
10
= 0.892  

𝑃(𝑋 = 1) = 𝐶10
1 (

1

88
)
1
(
87

88
)
10−1

= 0,103      
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 الفصل الأول 

 𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶102 ( 188)
2
(
87

88
)
10−2

= 0,005 

𝑷(𝑿 ≤ 𝟐 ) =  𝟎. 𝟖𝟗𝟐 + 𝟎, 𝟏𝟎𝟑 + 𝟎, 𝟎𝟎𝟓 > 𝟎, 𝟗𝟗𝟗   

 التمرين الثاني :   -

 . رمية أي في 5أو  3مرات، نفرض ان النجاح هو الحصول على الرقم   4نلقي حجر نرد             

   ؟ما هو احتمال النجاح لثلاثة مرات - 1
 ؟ 𝑋أوجد التوقع و التباين و الانحراف المعياري للمتغير العشوائي  - 2
  .أحسب قيم دالة التوزيع المتراكمة لهذا المتغير - 3

 الحل :   

 احتمال النجاح لثلاث مرات : - 1

        𝐗 → 𝐁 ( 𝐧 = 𝟒 ;  𝐩 =  
𝟏 

𝟔
+  

𝟏 

𝟔
= 

𝟏 

𝟑
)    

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐂𝐧
𝐱. 𝐩𝐱𝐪𝐧−𝐱                                                        

• P(X = 3) = C4
3. p3 ( 1 − p    qx−n )                                          

P(X = 3) = C4
3. p3 ( 1 − p    q4−3 )  =C43. (13)

3
(
2

3
)
1
= 4(

1

27
) (

2

3
) =

8

81
= 0.0987                                                                                     

 :    𝒙أوجد التوقع و التباين و الانحراف المعياري للمتغير العشوائي - 2

𝐄(𝐗) = 𝐧𝐩 = 4 ×
1

3
  

𝐕(𝐗) = 𝐧𝐩(𝟏 − 𝐏) = 4 × 
1 

3
 .
2 

3
=

8 

9
   

𝛅𝐗 = √𝐕(𝐗) = √np(1 − ρ) = √
8

9
  

  أحسب قيم دالة التوزيع المتراكمة لهذا المتغير : -3

𝐗 → 𝐁(𝐧 = 𝟒   ; 𝐩 =
𝟏

𝟔
+
𝟏

𝟔
=

𝟏

𝟑
)   

F(X) = P(X = x) = Cn
xpx(1 − p)n−x            
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F(0) = P(X = 0) = Cn
x (
1

3
)
x

(
2

3
)
n−x

= 𝐶4
0 (
1

3
)
0

(
2

3
)
4−0

= 0.1975 

F(1) = P(X = 0) + P(X = 1) =  0.1975 + C4
1 (

1

3
)
1
(
2

3
)
4−1

= 0.5926     

F(2) = P(X = 0) + P(X = 1) + 𝑃 (𝑋 = 2) = 0.5926 + 𝐶4
2  (

1

3
)
0
(
2

3
)
4−0

=

 0.8889     
F(3) = P(X = 0) + P(X = 1) + P ( X = 2) + P (X = 3 ) =  0.8889 +

𝐶4
3  (

1

3
)
3
(
2

3
)
4−3

= 0.9877   

F(4) = P(X = 0) + P(X = 1) + 𝑃 (𝑋 = 2) + 𝑃 ( 𝑋 = 3 ) + 𝑃 ( 𝑋 = 4 ) =

 0.9877 + 𝐶4
4  (

1

3
)
4
(
2

3
)
4−4 

= 1  

 :  3التمرين  -

قدرت شركة الخطوط الجوية الجزائرية ان احتمال وصول الطائرة المتوجهة من الجزائر نحو القاهرة       
 ، فإذا قامت أربع طائرات لهذه الشركة متجهة من الجزائر إلى القاهرة ، فأوجد:  0.8في ميعادها بالضبط هو  

 .التوزيع الاحتمالي لعدد الطائرات التي تصل في ميعادها  •
 .متوسط عدد الطائرات التي تصل في ميعادها و كذلك الانحراف المعياري  •
P(Xالقانون الاحتمالي   • = x)   دالة التوزيع مع تمثيلها بيانيا. و 
 . احتمال وصول ثلاث طائرات على الأقل في ميعادها   •

 الحل :  

 : إيجاد التوزيع الاحتمالي لعدد الطائرات التي تصل في ميعادها -

𝑋  :   متغير عشوائي يمثل عدد الطائرات التي تصل في ميعادها، حيث أن𝑛 = 𝑝و   4 =  إذن :  0,8

𝐗 → 𝐁(𝟒 ; 𝟎. 𝟖) 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐂𝐧
𝐱. 𝐩𝐱𝐪𝐧−𝐱 = 𝐂𝟒𝐱. 𝐩𝐱𝐪𝐧−𝐱         ;     x = 0,1,2,3,4   

   :المعياري  إيجاد متوسط عدد الطائرات التي تصل في ميعادها و كذلك الانحراف -
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𝑬(𝐗) = 𝐧𝐩 = 4 × 0,8  
𝛅𝐗 = √𝐧 ⋅ 𝐩 ⋅ 𝐪 = √4 × 0,8 × 0,2 = 0,8   

𝐏(𝐗إيجاد القانون الاحتمالي   - = 𝐱)   :و دالة التوزيع مع تمثيلها بيانيا 

 X 0 1 2 3 4 المجموع  
1 0.4096 0.4096 0.1536 0.0256 0,0016 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

//// 1 0.5904 0.1808 0.0276 0,0016 𝐹(𝑋) 

  
   :حساب احتمال وصول ثلاث طائرات على الأقل في ميعادها -

P(X ≥ 3) = P(X = 3) + P (X = 4) = 0.4096 + 0.4096 = 0.8192          
P(X ≥ 3) = F(3) = 0.5904  

 :  04تمرين رقم  -

طلقات    5، فإذا أطلق  %  85لوحظ خلال فترة طويلة أن صيادا يصيب الهدف باحتمال نجاح يقدر ب      
 على هدف ما، فما هو احتمال :  

 ؟ إصابة الهدف مرتين فقط  -
  ؟إصابة الهدف مرتين على الأكثر -
  ؟مرات على الأكثر 4إصابة الهدف مرتين على الأقل و  -

 الحل :  
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الثنائية محققة   ≤ n)نلاحظ من شروط التمرين أن خواص التجربة  عن بعضها    مستقلة، التجارب  (𝟏
  xرميات، فإن    n=5  في تجربة   xو بالتالي إذا رمزنا إلى عدد الإصابات ب   نجاح و فشلالبعض، لدينا  

    : ثنائي اللتوزيع ليخضع 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐂𝟓
𝐱 𝐩𝐱𝐪𝟓−𝐱 = 

𝟓!

𝐱!(𝟓−𝐱)!
𝐩𝐱𝐪𝟓−𝐱……… . 𝐱 = 𝟎. 𝟏. 𝟐. 𝟑. 𝟒. 𝟓  

 احتمال إصابة الهدف مرتين فقط :   -

P(X = 2) = C5
2. (0.85)2(0.15)5−2 = 0.0244   

 احتمال إصابة الهدف مرتين على الأكثر:  -

P(X ≤ 2) = P(X = 0) + P (X = 1) + P(X = 2)  

P(X = 0) = C5
0. (0.85)0(0.15)5−0 = 0.0001 

P(X = 1) = C5
1. (0.85)1(0.15)5−1 = 0.0022  

P(X ≤ 2) = p (0) + p(1) + p(2) =  0.0244 +  0.0001 +  0.0022 = 0.0267 

 : مرات على الأكثر  4إصابة الهدف مرتين على الأقل و  -

P(2 ≤ X ≤ 4) = P(X = 2) + P (X = 3) + P(X = 4)  

P(X = 3) = C5
3. (0.85)3(0.15)2 =0.1382 

P(X = 4) = C5
4. (0.85)4(0.15)5−4 = 0.3915  

P(2 ≤ X ≤ 4) = P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) = 0.5544  

 :  05التمرين رقم  -

حيث تم إعطاؤه لعشرة أشخاص و    ،تم اختيار لقاح جديد لتحديد مدى فعاليته في الوقاية من الكوفيد      
منهم لم يصابوا بالكوفيد، إذا كان احتمال عدم   8  ة واحدة حيث تم إيجادسنتمت مراقبتهم لفترة زمنية تقدر ب

   .فما هو احتمال ألا يصاب ثمانية اشخاص أو أكثر 0,5الإصابة بالكوفيد خلال سنة هو بصورة طبيعية 

 الحل :  

   .يخضع للتوزيع الثنائي  xبالتالي  و نلاحظ أن شروط التوزيع الثنائي محققة في هذا التمرين



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة         

 
21 

 

 الفصل الأول 

   :أو أكثر 8احتمال أن لا يصاب  -

P(X ≥ 8) = P(X = 8) + P (X = 9) + P(X = 10)  
P(X ≥ 8) = C10

8  (0.5)8(0.5)10−8 +

C10
9  (0.5)9(0.5)10−9  C10

10 (0.5)10(0.5)10−10 = 0,055      

 :   06التمرين  -

سيارات من نفس النوع، فإذا علمت ان هذا النوع يصبح غير صالح    6باعت وكالة سيارات في يوم ما       
متغير عشوائي يمثل عدد     x  اذا اعتبرنا   ،%  25للاستعمال بعد انقضاء سنتين من بدء التشغيل باحتمال  

 .السيارات غير الصالحة للاستعمال بعد انقضاء سنتين

 ع كتابة قانونه الرياضي؟م  xعه حدد نوع القانون الذي يتب -
تكون كل السيارات التي بيعت غير صالحة للاستعمال بعد انقضاء سنتين   لاما هو احتمال أ -

 من بدء التشغيل ؟
ما هو احتمال أن تكون كل السيارات التي بيعت غير صالحة للاستعمال بعد انقضاء سنتين   -

 من بدء التشغيل ؟
ماهوا احتمال ان تكون سيارة واحدة بيعت غير صالحة للاستعمال بعد انقضاء سنتين من بدء   -

 ؟ التشغيل

 الحل :  

𝐩هو القانون الثنائي ) ثنائي الحدين( ، حيث   𝑋  نوع القانون الذي يتبعه = 𝟎, 𝟐𝟓 ; 𝐧 = 𝟔 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐂𝟔
𝐱 (𝟎. 𝟐𝟓)𝐱(𝟎. 𝟕𝟓)𝐧−𝐱                        x = 0,1……….6 

 احتمال أن تكون كل السيارات التي بيعت غير صالحة للاستعمال بعد انقضاء سنتين من بدء التشغيل :ـــ 

P(X = 6) = C6
6 (0.25)6(0.75)6−6  = 0,0002  

 احتمال ألا تكون كل السيارات التي بيعت غير صالحة للاستعمال بعد انقضاء سنتين من بدء التشغيل :  ـــ 

P(X = 0) = C6
0 (0.25)0(0.75)6−0  = 0,1779  

 صالحة للاستعمال بعد انقضاء سنتين من بدء التشغيل :   راحتمال أن تكون سيارة واحدة بيعت غيــــ 
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P(X = 1) = C6
1 (0.25)1(0.75)6−1  = 0,3559 

 : 07التمرين  -

تغير عشوائي م   X  :% من المكالمات الهاتفية. اذا اعتبرنا 80يضمن أحد متعاملي الهاتف النقال نجاح     
 . مكالمات 9يمثل عدد المكالمات الناجحة من بين 

 ؟ xما نوع القانون الذي يتبعه    -أ
 أحسب احتمال فشل مكالمة واحدة ؟  -ب
 أحسب احتمال فشل مكالمة واحدة على الأكثر؟     -ت
 ؟ أحسب مميزاته العددية  -ث

 الحل :  

pلدينا :   -أ = 0.80    ;         n = 𝐗و       9 → 𝐁(𝟗 , 𝟎. 𝟖)    (X يتبع التوزع الثنائي :  ) 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐂𝟗
𝐱. (𝟎. 𝟖)𝐱(𝟎. 𝟐)𝐧−𝐱             ; 𝐧 = 𝟎, 𝟏, …… . 𝟗  

   :مكالمات ناتجة 08يعني   09احتمال فشل مكالمة من بين  - ب

P(X = 8) = C9
8 (0.8)8(0.2)9−8    

P(X = 8) = 9 (0.8)8(0.2)1 = 0,3019  

 : ) يعني فشل مكالمة أو عدم فشل أي مكالمة (: راحتمال فشل مكالمة واحدة على الأكث - ت

P(X ≥ 8) = p(x = 8) + P (x = 9)  
P(X ≥ 8) =  0,3019 + C9

9. (0.80)9(0.10)0    
P(X ≥ 8) =  0,3019 + 0,1342  
P(X ≥ 8) =  0,4361  

 حساب المميزات العددية :   - ث

𝐄(𝐗) = 𝐧𝐩 = 9(0.8) = 7.2 ≈ 7  
𝐕(𝐗) = 𝐧𝐩𝐪 = 9(0.8)(0.2) = 1.44  

𝛅(𝐗) = √𝐕(𝐗) = √1.44 = 1.2     
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 :   08التمرين  -
ة،  بوحدة معي  150  دوحدة منتجة توج  1000اتضح أنه من بين كل    ،في مصنع لصنع المصابيح      

 فأوجد ما يلي :   ،وحدات 05فإذا أخذت عينة مكونة من  
   .احتمال ان تكون كل الوحدات المختارة سليمة -أ

 .احتمال ان تكون وحدة واحدة على الأكثر معيبة -ب
 . احتمال أن تكون وحدتان معطوبتان على الأقل   -ت
 .أوجد التوقع الرياضي ، التباين و الانحراف المعياري   -ث

 الحل :  

pالنجاح في هذه الحالة هو عدد الوحدات المعيبة في العينة العشوائية، فيكون  =
150

1000
= 0.15 

nا  و لدين  = 𝐗يتبع التوزيع الثنائي    x و منه نقول أن 5 → 𝐁(𝐧, 𝐩)  

 احتمال ان تكون الوحدات المختارة سليمة :    -أ

P(X = 0) =  C5
0. (0.15)0(0.85)5−0 = 0,4437  

 احتمال ان تكون وحدة واحدة على الأكثر معيبة :  -ب 

P(X ≤ 1) = P(x = 1) + P(x = 0)  
P(X ≤ 1) = C5

1. (0.15)1(0.85)5−1 + 0.4437 = 0.8352  

 احتمال ان تكون وحدتان معطوبتان على الأقل :  –ت 

 P(X ≥ 2) = P(X = 2) + P (X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5) 
= 1- [P ( X = 0) + P (X = 1)] 

= 1-0.8352= 0.1618 

 :   09التمرين  -

 مرات، أوجد احتمال الحصول على :  6نرمي قطعة نقود 
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 . مرتين بالضبط  Fالوجه  -أ
 . لى الأقلع   Fمرات على الوجه  4الحصول   -ب
 .  F  عدم الحصول على الوجه   -ت
   .أحسب المميزات العددية   -ث

 الحل :  

pلدينا في قطعة النقود   = q = n، فإذا كانت    0,5 =  فإن :  6

   : مرتين بالضبط  Fاحتمال الحصول على الوجه  -أ

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐂𝐧
𝐱 𝐩𝐱𝐪𝐧 − 𝐱 .    

  P(X = 2) = C62 ( 0,5)2(0,5)6−2 = 0,234 

   :على الأقل  Fمرات على الوجه   4احتمال الحصول  -ب

P(X ≥ 4) = P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6)  
P(X ≥ 4) = C6

4 ( 0,5)4(0,5)6−4 + C6
5 ( 0,5)5(0,5)6−5 + C6

6 ( 0,5)6(0,5)6−6    
P(X ≥ 4) = 0,343  

 :    Fاحتمال عدم الحصول على الوجه  -ت

P(X = 0) = C6
0 ( 0,5)0(0,5)6−0 = 0,56=0,0156 

 المميزات العددية :   -ث

𝐄(𝐗) = 𝐧 ⋅ 𝐩 = 6(0,5) = 0,3   ;    𝐕(𝐗) = 𝐧𝐩𝐪 = (6)(0,5)(0,5) = 1.5     

𝛅(𝐗) = √1.5 
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 :  Poisson distributionتوزيع بواسون  –  3

و يسمى   ،ي الكثير من التطبيقات الإحصائية فيعد توزيع بواسون أحد التوزيعات المتقطعة المهمة جدا      
كحوادث سقوط الطائرات، عدد النداءات الهاتفية المستلمة    1في بعض الأحيان توزيع الحوادث نادرة الوقوع . 

مصنع معين و غيرها من الأمثلة التي  ل  ي إنتاج واسعفخلال فترة زمنية محددة، عدد الوحدات المعيبة  
 تتصف بطابع الندرة .  

الفرنسي      الفيزيائي  العالم الرياضي  التوزيع هو   Siméon Denis Poissonإن أول من اشتق هذا 
الحدين و نشر   (1781 – 1840) ثنائي  توزيع  تقاربية من  التوزيع كحالة  اشتقاق هذا  تمكن من  الذي 

 مطلقا اسمه على هذا التوزيع، و فيما يلي تعريف هذا التوزيع :   1837اشتقاقه هذا عام 

إذا كانت دالة الكتلة الاحتمالية لهذا المتغير تأخذ   هو ذو توزيع بواسون   Xيقال أن المتغير العشوائي       
 الشكل التالي : 

P(𝐗 = 𝐱) =
𝛌𝐱⋅𝐞−𝛌

𝐱!
               ; X= 0, 1,2,……… 

    = 0                         otherwise. 

𝜆حيث   > X( تمثل معلمة هذا التوزيع و بالرموز فإن  (0 → P(λ) 

  :بواسون شروط تطبيق توزيع  -3-1

 إذا توفرت الشروط التالية :   يتم تطبيق توزيع بواسون          

أي لا يوجد حد أعلى للمحاولات و غالبا ما يكون كبير   ،غير محدد  nعدد مرات تكرار التجربة   -
 . جدا

pبحيث   q) يكون صغيرا جدا ( أو فشل   pالتجربة تقبل نتيجتين فقط : نجاح   - + q = 1 
استقلالية التجارب، و هذا يعني أن متوسط عدد النجاحات في وحدة قياسية معينة مستقل عن  -

 متوسط عددها في باقي الوحدات القياسية، ) احتمال النجاح الثابت ( 

 

 . 279، ص   1990الموصل، جهوية العراق،   ر،  ، دار الكتب للطباعة و النش الإحصاء الرياضي،  أمير حنا هرمز  1



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة         

 
26 

 

 الفصل الأول 

𝑿𝒊يتبع التوزيع البواسوني و نكتب   𝑋𝑖إذا تحققت هذه الشروط نقول أن  → 𝐏(𝝀)   

 : بحيث

           𝑷 رمز التوزيع البواسوني :.   

           𝑿 متغير عشوائي :.   

           𝝀   . معلمة التوزيع و تمثل متوسط عدد مرات النجاح في الوحدة القياسية المعتبرة : 

 و منه نكتب قانون التوزيع الاحتمالي كالتالي :  

𝐏(𝐗 = 𝐱) =
𝛌𝐱⋅𝐞−𝛌

𝐱!
               ; 𝑥 =  [0, 1,2,………] 

𝜆  معلمة توزيع : 

ⅇ  ، تمثل أساس اللوغاريتم :ⅇ ≈ 2,71828 

P(X = x)   يمثل احتمال تحقيق :𝑥 نجاح في وحدة قياسية واحدة. 

  المميزة(العددية  )القيم: العددية المميزات  -3-2

𝐄(𝐗)التوقع الرياضي:   - = 𝛌.                                                                                 
يحسب بالعلاقة التالية    التباينإذا كان المتغير العشوائي يتبع التوزيع البواسوني فإن     التباين: -

 : 

𝑽(𝑿) = 𝛌.  
 كالتالي :  الانحراف المعياري و يمكن استنتاج عبارة 

                                                                                         𝜹𝑿 = √𝝀 

 :   𝑿 دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي  – 3-3

 :   ( و نكتب 𝜆الذي يتبع توزيع بواسون بثابت )   𝑋دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي    

𝑋 → 𝑃(𝜆)    
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 𝐹(𝑿) =∑
ⅇ−𝝀⋅𝝀𝒙

𝒙!

+∞

𝒙=𝟎
   

 :  01مثال 

 فواتير خاطئة في الأسبوع .   6محاسب في شركة ما يجد  

 أوجد احتمال وجود أربع فواتير خاطئة في أسبوع ما.   -

 الحل:  

 قبل حساب الاحتمال يجب أولا تحديد القانون الاحتمالي المناسب:  

 نلاحظ أن:  

تمثل   6عدد المحاولات غير محدد أي عدد الفواتير المسحوبة في الأسبوع الواحد غير محدد و   -
فاتورة خلال وحدة قياسية زمنية هي    nمتوسط الفواتير الخاطئة المتحصل عليها من سحب  

 أسبوع واحد.  
كل محاولة ) أي سحب فاتورة ( تقبل نتيجتين فقط: إما النجاح الذي يمثل سحب فاتورة خاطئة   -

 أو فشل أي فاتورة غير خاطئة  
𝜆متوسط عدد النجاحات ) إيجاد فاتورة خاطئة ( في الأسبوع هو   - = ، و هو مستقل عن    6

 باقي الأسابيع .  
𝐗 :                                        إذن   → 𝐏(𝟔) 

 القانون الاحتمالي هو :فو منه 

𝐏(𝐗 = 𝐱) =
𝛌𝐱 ⋅ 𝐞−𝛌

𝐱!
=  
𝟔𝐱. 𝐞−𝟔

𝐱!
,             x = {0,1,2, …… . . } 

فواتير خاطئة فهذا يعني أن الاحتمال المطلوب    4بما أن المطلوب هو حساب احتمال وجود   -
:حسابه هو  P(X = 4) 

P(X = x) =
64−ⅇ−6

4!
    

𝑃(𝑋 = 4) = 0,13385  
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 :  02مثال 

تشير الاحصائيات المأخوذة من مصلحة الاستعجالات أن عدد المرضى الذين يصلون إلى هذه المصلحة     
𝜆خلال الفترة الممتدة ما بين التاسعة و العاشرة صباحا يتبع توزيع بواسون بالمعلمة   = 6,9 

 ما هو احتمال أن يكون عدد المرضى خلال هذه الفترة :         

 تماما؟   4يساوي  -
 لا يتعدى مريضين؟  -

 الحل:  

 إن القانون الاحتمالي لهذا المتغير يكتب كما يلي :  

𝐏(𝐗 = 𝐱) =
𝟔.𝟗𝐱𝐞−𝟔,𝟗

𝐱!
                             ;     x = 0,1,2, ………    

 تماما :   4حساب احتمال أن يكون عدد المرضى مساويا إلى  -

P(X = x) =
6.94

x!
e(−6,9) = 

2266,7121

24
( 0,0010) = 0,09518  

 حساب احتمال أن يكون عدد المرضى لا يتعدى اثنين :  -

P(X ≤ 2) = P(X = 2) + P(X = 1) + P(X = 0)  

P(X = 2) =  
6.92ⅇ(−6,9)

2!
=

47,61

2
(0,0010) =  0,02399        

P(X = 1) =  
6.91ⅇ(−6,9)

1!
=

6,9

1
(0,0010) = 0,00695  

P(X = 0) =  
6.90ⅇ(−6,9)

0!
=

1

1
(0,0010) = 0,00100  

P(X ≤ 2) =  0,02399 + 0,00695 + 0,00100 = 0,03194     

 :  03مثال 

متغير عشوائي   𝑋𝑖أشخاص و ليكن    6تستقبل محطة بيع الوقود خلال ساعة ما عدد من الزبائن بمعدل     
 يمثل عدد الأشخاص الذين يصلون إلى المحطة خلال ساعة، المطلوب :  
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 ؟ 𝑋حدد القانون الاحتمالي للمتغير  - 1
   ؟أحسب المميزات العددية - 2
𝑃(0أحسب الاحتمالات  - 3 ≤ X ≤ 2) , 𝑃(𝑋 >  ؟  (0

 الحل:  

 :  𝑿𝒊تحديد القانون الاحتمالي للمتغير  - 1

     𝑋𝑖  :متغير عشوائي يمثل عدد الأشخاص الذين يصلون إلى المحطة خلال ساعة . 

𝑋 → 𝑃(𝜆 = 6) 

 و منه فالقانون الاحتمالي هو : 

𝐏(𝐗 = 𝐱) =
𝛌𝐱 ⋅ 𝐞−𝛌

𝐱!
=  
𝟔𝐱. 𝐞−𝟔

𝐱!
,             x = {0,1,2, …… . . } 

P(X = x) =
6x ⋅ e−6

x!
=  
6x. e−6

x!
,             x = {0,1,2, …… . . } 

   حساب المميزات العددية: - 2

𝐄(𝐗) = λ → E(X) = 6  
𝐕(𝐗) = λ → V(X) = 6   
𝛅(𝐗) = √λ → √6  

 حساب  الاحتمالات:   -3

P(X > 0) = 1 − [P(X ≤ 0)  
P(X = 0) = 1 − [P(X = 0)  

P(X > 0) = 1 − [60ⅇ−6
0!
 ] 

P(X > 0) = 1 − 0,00247  
P(X > 0) = 0,9975  
P(0 ≤ X ≤ 2) =  [P(X = 0) + P(X = 1)]  

P(0 ≤ X ≤ 2) = [
60ⅇ−6

0!
 ] + [

61ⅇ−6

1!
 ]   
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P(0 ≤ X ≤ 2) =  7e−6 =0,01734 

 تمارين مقترحة:  

 : 01التمرين 

متغير عشوائي يمثل عدد الحوادث التي    𝑥حوادث يوميا، نعتبر    4تسجل إحدى الطرق الوطنية معدل     
 . تحدث في أحد الأيام عشوائيا 

 مع حساب مميزاته العددية ؟  𝑋حدد نوع القانون الذي يتبعه   - 1
 وع حادث واحد على الأقل خلال اليوم ؟ قتمال و اح ما هو - 2
 ما هو احتمال وقوع حادث واحد فقط خلال اليوم ؟   - 3
 حوادث في اليوم ؟  5حوادث إلى  3ما هو احتمال وقوع من  - 4

 الحل:  

 :  𝑋نوع القانون الذي يتبعه   - 1

X → P (λ)                        ,     λ = 4  

P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
                     , x = 0,1,2, ………∞    

P(X = x) =
4xⅇ−4

x!
                     , x = 0,1,2, ………∞  

 حساب مميزاته العددية :  

E(X)التوقع الرياضي :   - = λ = 4                 
V(X)التباين   - = λ = 4                                 
δ(X)الانحراف المعياري      - = √V(X) = √4 

 حساب احتمال وقوع حادث واحد على الأقل خلال اليوم:  - 2

P(X ≥ 1) = 1 − P(X ≤ 1)  
              = 1- P(X = 1) 
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              = 1-(4)
0ⅇ−4

0!
= 1 − 0,0183 

P(X ≥ 1) = 0,9817  

 :  اليوم احتمال وقوع حادث واحد فقط خلال  ــــــ 3

P(X = 1) =
λxⅇ−λ

x!
= 

41ⅇ−4

1!
                      

P(X = 1) = 0,0732  
 حوادث في اليوم:   5حوادث إلى  03احتمال وقوع من ــــــ  4

P(3 ≤ X ≤ 5)  
= P(X = 3) + P(X = 4) + P(X = 5)  

= 
43ⅇ−4

3!
+
44ⅇ−4

4!
+  

45ⅇ−5

5!
   

=0,1953+0,1953+0,1562 

=0,5468 

 .02التمرين 

متغير عشوائي يمثل   𝑋مكالمات هاتفية يوميا، نعتبر    5يسجل مركز إحدى مراكز المكالمات الهاتفية     
 . عدد المكالمات التي تحدث في أحد الأيام عشوائيا 

 ، أحسب مميزاته العددية ؟  𝑋حدد نوع القانون الذي يتبعه   - 1
 ما هو احتمال وصول مكالمة واحدة خلال اليوم ؟   - 2
 ما هو احتمال وصول مكالمة واحدة على الأقل خلال اليوم ؟  - 3
 مكالمات في اليوم ؟   6مكالمات إلى  4ما هو احتمال وصول من   - 4

 الحل:  

  .هو قانون بواسون  𝑋نوع القانون الذي يتبعه    - 1

𝑋 → 𝑃 (𝜆)                        ,     𝜆 = 5   
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P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
                     , x = 0,1,2, ………∞    

P(X = x) =
5xⅇ−5

x!
                     , x = 0,1,2, ………∞    

 حساب المميزات العددية:  

E(X)  التوقع الرياضي: - = λ = 5                 
V(X)  :التباين - = λ = 5                                 
δ(X)    :الانحراف المعياري  - = √V(X) = √5 = 2,2360 

 احتمال وصول مكالمة واحدة فقط خلال اليوم:   - 2

P(X = 1) =
51ⅇ−5

1!
= 0,0336  

 احتمال وصول مكالمة واحدة على الأقل خلال اليوم:   - 3

P(X ≥ 1) = 1 − P(X ≤ 1)  

= 1 − P(X = 0) = 1 −
50ⅇ−5

0!
  

= 1- 0,0067 

= 0,9933 

 مكالمات في اليوم:   6مكالمات إلى  4احتمال وصول من  - 4

P(4 ≤ X ≤ 6) = P(X = 4) + P(X = 5) + P(X = 6) 

=
54ⅇ−5

4!
+
55ⅇ−5

5!
+
56ⅇ−5

6!
    

= 0,1754 + 0,1754 + 0,1462  
= 04964  

 : 03التمرين 

 متغير عشوائي يتبع توزيع بواسون حيث :   𝑋إذا كان  



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة         

 
33 

 

 الفصل الأول 

P(X = 1) =
1

2
 P(X = 2)  

𝑃(𝑋أحسب احتمال   ـــــ ≥ 1) 

 الحل: 

X → P (λ)  

P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
                     , x = 0,1,2, ………∞    

 :  لدينا 

P(X = 1) =
λxⅇ−λ

x!
=   λ e−λ                 

P(X = 2) =
λ2ⅇ−λ

2!
=

λ2ⅇ−λ

2
    

λ e−λ = 1
2
 
λ2ⅇ−λ

2
  

λ e−λ = 1
2
 
λ2ⅇ−λ

4
  

 :  يصبح لدينا  𝜆 ⅇ−𝜆بقسمة الطرفين على 

λ ⅇ−λ

λ ⅇ−λ
= 

λ2 ⅇ−λ

4λ ⅇ−λ
  

= λ
4
   →   λ = 4  

P(X  حساب احتمال ــــ ≥ 1)  

P(X ≥ 1) = 1 − P(X < 1)  
= 1- P(X = 0) 

= 1- 4
0ⅇ−4

0!
 

= 1- 0,0182 = 0,9817 
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 :04التمرين رقم  

ين في جامعة ما، و حسب التجربة في سنوات سابقة، فإن متوسط عدد الطلبة الذين  عفي تخصص م   
 . طلبة، فما احتمال أن ينجح في السنة القادمة 7يمكن أن ينجحوا في سنة معينة هو 

 طلبة ؟   5 (1
 طلبة ؟   3 (2
 طلبة ؟   7 (3
 طالبين على الأقل ؟    (4
 طلبة ؟  3أقل من  (5
 طالبين فأقل ؟  (6

 الحل:  

نلاحظ أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع توزيع بواسون، حيث المتغير العشوائي يمثل عدد النجاحات و    
λو متوسط عدد النجاحات هو:  xنرمز له ب   = 7 

P(X   طلبة :  5احتمال أن ينجح  (1 = 5) =
λxⅇ−λ

x!
= 

75ⅇ−7

5!
=  0,1277 

P(X طلبة :  8احتمال أن ينجح  (2 = 8) = λxⅇ−λ

x!
= 

78ⅇ−7

8!
= 0,1304       

P(Xطلبة :  7احتمال أن ينجح  (3 = 7) =
λxⅇ−λ

x!
= 

77ⅇ−7

7!
= 0,1490       

P(Xاحتمال أن ينجح طالبين على الأقل :   (4 ≥ 2) = 1 − P(X < 2) 

=1-[P(X = 0) + P(X = 1) 

1-[(7
0ⅇ−7

0!
+
71ⅇ−7

1!
 )] = 1 − ( 8e−7) = 1 − 0,00729 ≈ 0,9927  

 طلبة :  3احتمال أن ينجح أقل من   (5

P(X < 3) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2)  
70ⅇ−7

0!
+
71ⅇ−7

1!
+
72ⅇ−7

2!
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= (1 + 7 + 49) e−7 = 57 . e−7 = 0,05198 

 احتمال أن ينجح طالبين فأقل :   (6

P(X ≤ 2) = P(X < 3) = 0,05198     

 . 5التمرين رقم 

شيكات    5في أحد البنوك، و حسب الخبرة و التجربة الواقعية في الماضي، فإنه يستلم في المتوسط    
 بدون رصيد في اليوم .  

 المطلوب: ما احتمال أن يستلم:  

 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي ؟  6 (1
 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي ؟    4على الأقل  (2
 شيكات بدون رصيد في الأسبوع الموالي ؟   10 (3
 على الأكثر شيكين بدون رصيد في الأسبوع الموالي ؟  (4

 الحل :  

 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي:   6احتمال أن يستلم  (1

كات بدون ينلاحظ أن هذه التجربة الاحتمالية تتبع توزيع بواسون، حيث المتغير العشوائي يمثل عدد الش   
𝜆)و    𝑋رصيد في اليوم و نرمز له بالرمز   = كات بدون رصيد في اليوم و  يهو متوسط عدد الش  (5

 بالتالي الاحتمال المطلوب هو: 

P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
  

P(X = 6) =
56ⅇ−λ

6!
= 

105,280

720
≈ 0,1462  

 شيكات بدون رصيد في اليوم الموالي هو :  4احتمال أن يستلم على الأقل  (2

P(X ≥ 4) = 1 − P(X < 4) = 1 − [P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) + P (X = 3) 

= 1-[5
0ⅇ−5

0!
+
51ⅇ−5

1!
+
52ⅇ−5

2!
+
53ⅇ−5

3!
]  
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= 1- (1+5+12,5+20,833)ⅇ−5 ≈ 0,7349 

شيكات بدون رصيد في الأسبوع الموالي: متوسط عدد الشيكات بدون رصيد  10احتمال ان يستلم  (3
𝜆2في الأسبوع هو   = 𝜆. 5 = 5 × 7 = و نرمز للمتغير العشوائي الممثل لعدد الشيكات    35
 و بالتالي يكون الاحتمال المطلوب هو:  𝑌في الأسبوع ب  

P(Y = g) =
λ2
y
ⅇ−λ

2

y!
  

P(Y = 10) =
3510ⅇ−35

10!
= 0,76018e−44  

 احتمال أن يستلم على الأكثر شيكين بدون رصيد في الأسبوع الموالي هو :   (4

P(X ≤ 2) = P(0) + P(1) = P(2) =
350ⅇ−35

0!
+
351ⅇ−35

1!
+
352ⅇ−35

2!
              

= [1 + 35 + 612,5] × e−35 = 0,6485 × e−35  

 :  06التمرين رقم 

متغير عشوائي يمثل عدد المرات التي يتعطل فيها محرك كهربائي حيث يبلغ معدل التعطل    𝑋إذا كان      
 في الأسبوع الواحد فما هو احتمال:   % 40

 ؟عدم تعطل المحرك خلال أسبوع واحد (1
 أسابيع (؟   03أن يعمل الجهاز لمدة ثلاث أسابيع ) عدم تعطل الجهاز خلال  (2

 الحل : 
X → P(λ)                             λ = 0,4 

 احتمال عدم تعطل الجهاز خلال أسبوع واحد:   (1

P(X = 0) =
0,40ⅇ−0,4

0!
= 0,67  

 احتمال أن يعمل الجهاز لمدة ثلاث أسابيع:  (2
P(X = 0) × P(X = 0) × P(X = 0) = (0,67)3 = 0,301  
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 :  07التمرين رقم 

 تتلقى عاملة الهاتف في شركة الاتصالات المكالمات الهاتفية بمعدل مكالمتين في الدقيقة :    

 ما هو احتمال ألا تتلقى العاملة أية مكالمة خلال الدقيقة ؟   - 1
 ما هو احتمال وصول مكالمتين خلال الدقيقة ؟   - 2
 ما هو احتمال أن لا يتلقى أية مكالمة خلال خمسة دقائق ؟   - 3

 الحل:  

Xلدينا    → p(λ)                             λ = 2             

P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
  

 احتمال ألا تتلقى العاملة أية مكالمة خلال الدقيقة:   - 1

P(X = 0) =
20ⅇ−2

0!
= 0,135   

 احتمال وصول مكالمتين خلال الدقيقة:   - 2

P(X = 2) =
22ⅇ−2

2!
= 0,27  

 احتمال أن لا يتلقى أية مكالمة خلال خمسة دقائق:   - 3
[P(X = 0)]5 = ( 0,135)5 = 0,000045 

 :  08التمرين رقم 

 .يقدر معدل حوادث المرور في منطقة معينة بحادث واحد كل يومين    

 حوادث في الأسبوع في تلك المنطقة ؟   0,1,2,3,4,5,6 ــأحسب الاحتمالات الموافقة ل (1
 ما هو عدد الحوادث الأسبوعية الأكثر احتمالا ؟   (2
 كم يوم في الأسبوع يمر بدون حوادث مرور ؟  (3
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 الحل:  
                                               𝑋 → 𝑃(𝜆) 

                                                     P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
 

 حوادث المرور في الأسبوع :   0,1,2,3,4,5,6الاحتمالات الموافقة ل  - 1
 نحسب معدل حوادث المرور كل أسبوع :  -

λ = (0,5)(7) = 3,5 
X → P(λ = 3,5) 

P(X = x) =
3,5xⅇ−3,5

x!
  

P(X = 0) =
3,50ⅇ−3,5

0!
= 0,03  

P(X = 1) =
3,51ⅇ−3,5

1!
= 0,106  

P(X = 2) =
3,52ⅇ−3,5

2!
= 0,185  

P(X = 3) =
3,53ⅇ−3,5

3!
= 0,216  

P(X = 4) =
3,54ⅇ−3,5

4!
=  , 1890  

P(X = 5) =
3,55ⅇ−3,5

5!
= 0,132   

P(X = 6) =
3,56ⅇ−3,5

6!
= 0,077   

xعدد حوادث المرور أكثر احتمالا أسبوعيا هو  - 2 = 3  
 احتمال أن يكون يمر يوم بدون حوادث مرور:   - 3

𝜆نحسب معدل عدد الحوادث المرورية لكل يوم:   = 0,5 

P(X = 0) =
0,50ⅇ−0,5

0!
= 0,607  
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 :   09التمرين رقم 

ي الساعة، ما هو احتمال تلقي مكالمتين في ساعة مختارة  فمكالمات    5يتلقى قسم الشرطة متوسط      
 عشوائيا. 

 احسب التوقع الرياضي، التباين، الانحراف المعياري ؟  -

 الحل :  
X → P(λ)                   (λ = 5)  

P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
  

 احتمال تلقي مكالمتين في ساعة مختارة عشوائيا:  (1

P(X = 2) =
52ⅇ−5

2!
= 0,08  

   حساب التوقع الرياضي: (2
E(X) = λ = 5 

 التباين :   -
V(X) = λ = 5 

 الانحراف المعياري :   -
              δ(X) = √V(X) = √5  

 

 :  10التمرين رقم 

الاستعجالات الطبية بأحد المستشفيات، يقدر متوسط عدد المرضى الذين يدخلون المصلحة    في مصلحة   
   .بمريضين في كل دقيقة

 ؟ حدد معالمه ؟   𝑋: ــما هو القانون الاحتمالي ل - 1
 أحسب احتمال أن يتم خلال دقيقة دخول:  - 2

 ثلاث مرضى على الأقل؟   -مريضين، ث -مريض واحد، ت -و لا مريض، ب -أ
 أحسب التوقع الرياضي و الانحراف المعياري ؟   - 3



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة         

 
40 

 

 الفصل الأول 

 الحل:  

من خلال ملاحظة توفر شروط التدفق البسيط، و بوجود معدل تحدث به الحوادث، فإن المتغير  (1
 الذي يمثل تدفق المرضى إلى مصلحة الاستعجالات يتبع توزيع بواسون .  𝑋العشوائي  

f(x) = P(X = x) =
λxⅇ−λ

x!
       , x = 0,1, …… . .∞   

 معالمه:  تحديد   -
- P(X = x)  هو احتمال وقوع عدد𝑥   من الحوادث 
- 𝜆  هو متوسط عدد الحوادث في وحدة الزمن(𝜆 = 2)  
- e  أساس اللوغاريتم الطبيعيe = 2,71828  

 حساب أن يتم خلال دقيقة دخول :   (2

𝑃(𝑋و لا مريض:       -أ = 0) =
20ⅇ−2 

0 !
= 

0,1353

1
= 0,1353 

𝑃(𝑋مريض واحد:          -ب = 1) =
21ⅇ−2 

1!
= = 0,2706 

𝑃(𝑋مريضين:       -ت = 2) =
22ⅇ−2 

2!
= 

0,1353

1
=

4×0,1353

2
=

0,5412

2
= 0,2706 

 مرضى على الأقل :   03احتمال أن يتم خلال دقيقة دخول   -ث
𝑃(𝑋 ≥ 3) = 1 − [𝑃(𝑋 = 2) + P(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 0)   
= 1- (0,2706 + 0,2706 + 0,1353)  
= 1-( 0, 6765) = 0,3235 
𝑃(𝑋 ≥ 3) = 0,3235  

 حساب التوقع الرياضي:   (3
𝐸(𝑋) = 𝜆 = 2 

 التباين:   -
𝑉(𝑋) = 𝜆 = 2 

 الانحراف المعياري:   -

                                        𝛿(𝑋) = √𝑉(𝑋) = √2 

 



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة         

 
41 

 

 الفصل الأول 

   Geometric distribitionالتوزيع الهندسي :  (4

يعد هذا التوزيع من التوزيعات المهمة في التطبيقات الإحصائية، خاصة المتعلقة بدراسة الإحصاء       
السكاني، حيث يستخدم في دراسة معدلات النمو و معدلات الوفيات و الولادة .... إلخ، فإذا كان هناك  

كل   نتيجة  كانت  و  المستقلة  برنولي  محاولات  من  متوالية  من  تتألف  إحصائية  هذه  تجربة  من  محاولة 

  1.   لحين الحصول على أول نجاحالمحاولات إما نجاح أو فشل، و ستجرى التجربة 

متغير     n) الحظ هنا أن عدد المرات    𝑝على فرض أن احتمال النجاح ثابت في كل محاولة، و ليكن   
 بينما في حالة ذي الحدين عدد المرات ثابت(.  ،شوائيع

يتوزع وفق     x يمثل عدد المحاولات المطلوبة لوقوع أول حالة نجاح فإن  𝑥و كان المتغير العشوائي     
   .التوزيع الهندسي 

 و من الأمثلة على ذلك:  

 يتم إلقاء عملة نقدية معدنية تكرارا حتى ظهور أول صورة .  ــ 

"، سحب عناصر من صندوق به عناصر فاسدة و أخرى صالحة    4إلقاء مكعب نرد حتى ظهور الرقم "  ــ  
 . بشكل متتالي و مع الإعادة حتى الحصول على عنصر فاسد ، ..... إلخ

 يمكن صياغة تعريف هذا التوزيع كالآتي :  

متغيرا عشوائيا يمثل عدد المحاولات المطلوبة للحصول على أول حالة نجاح في متوالية من    𝑥إذا كان  
يتوزع    𝑥و هو ثابت من محاولة لأخرى، فإن     𝑝المحاولات المستقلة لتجربة ما و كان احتمال النجاح هو 

 بدالة كتلة احتمال معرفة بالصيغة التالية :   التوزيع الهندسي و فق 

P(𝐗 = 𝐱) = {
𝐩𝐪𝐱−𝟏                𝐱 = 𝟏, 𝟐,………𝟎 < 𝐩 < 𝟏                       

                                                                               𝟎  ذلك خلاف 

 باختصار فإن شروط تطبيق التوزيع الهندسي هي :  

 

، فاليتا،  ELFA ،2000، النظرية و التطبيق، منشورات الإحصاء و الاحتمالاتعلي حسين العجيلي،  علي عبد السلام العماري،   1
 334. مالطا، ص



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة         

 
42 

 

 الفصل الأول 

  .غير محدد  nعدد مرات تكرار التجربة  -
pبحيث   𝑞أو فشل  pالتجربة تقبل نتيجتين فقط: نجاح    - + q = 1 
 استقلالية التجارب.   -

  1يخضع ) يتبع ( التوزيع الهندسي و نكتب 𝑋إذا تحققت هذه الشروط نقول أن 

𝐗 → 𝐠(𝐩) , 𝐏 (𝐗 = 𝐱) = 𝐏(𝟏 − 𝐩)𝐱−𝟏           ; 𝐱 = 𝟏, 𝟐, ………. 
 بحيث :  

 𝑔  الحرف الأول من كلمة ( رمز التوزيع الهندسي :geometric ) 

 𝑋 متغير عشوائي :.  

 p  . معلمة التوزيع و تمثل احتمال النجاح في المحاولة الواحدة : 

 :   01مثال رقم 
 .لأول مرة 6نرمي قطعة نرد متوازنة إلى غاية الحصول على الرقم 

 المطلوب :  
    .بعد سبع محاولات  6أحسب احتمال ظهور الرقم 

 الحل :  
 قبل حساب الاحتمال يجب أولا تحديد القانون الاحتمالي المناسب، نلاحظ أن :     

 عدد المحاولات غير محدد، بل تكرار المحاولة لغاية الحصول على النجاح الأول .   -
كل محاولة ) أي كل رمية لقطعة النرد ( تقبل فقط نتيجتين: إما النجاح الذي يمثل ظهور الرقم  -

𝑝باحتمال قدره    6 =
1

6
أو   3أو    2أو    1) أي الوجه    6أو فشل أي ظهور رقم يختلف عن    

𝑞( و هذا باحتمال قدره  5أو  4 =
5

6
  

  .كل محاولة مستقلة عن المحاولات الأخرى  -

 إذن : 

 
1 Sheldon Ross (2008); A First Cour in Probability; Pearson edicaionic United states of amirica 8 Th 

ed, PP 155-157 . 
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𝑿 → 𝒈(𝒑) 

𝑿 → 𝒈(
𝟏

𝟔
) 

 و منه فالقانون الاحتمالي هو : 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = (
𝟏

𝟔
) (

𝟓

𝟔
)
𝐱−𝟏

    , 𝐱 = {𝟏, 𝟐, 𝟑…… . }    

محاولات فهذا معناه أن النجاح    7( بعد    6بما أن المطلوب هو حساب احتمال النجاح أي ظهور الرقم )  
𝑃(𝑋أي أن الاحتمال المطلوب حسابه   8سيحدث في المحاولة رقم  = 8) 

P(X = 8) = (
1

6
) (

5

6
)
8−1

  

P(X = 8) = 0,046  

 :  02مثال رقم 

، أحسب احتمال أن 0,05إذا علمت ان احتمال أن يكون أحد الأجهزة من إنتاج شركة ما معطوبا هو      
   .يكون الجهاز السادس معطوبا ضمن مجموعة من الأجهزة المسحوبة من إنتاج هذه الشركة

 الحل: 

بما أن عدد الأجهزة الذي سيتم سحبه غير محدد، و كل عملية سحب ستؤدي إلى سحب جهاز معطوب     
( كما أن عمليات السحب  0,95( أو جهاز غير معطوب )فشل باحتمال قدره    0,05) نجاح باحتمال  

𝑿مستقلة فهذا يعني أن:   → 𝒈(𝟎, 𝟎𝟓) 

 و منه فالقانون الاحتمالي هو : 

P(X = 6) = (0,05)(0,95)6−1  
𝑃(𝑋 = 6) = 0,039  

 القيم العددية المميزة: 
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الرياضي:   -أ يحسب التوقع  الرياضي  التوقع  فإن  الهندسي  التوزيع  يتبع  العشوائي  المتغير  كان  إذا 
 :   1بالعلاقة التالية 

𝑬(𝑿) =
𝟏

𝒑
    

 التباين:   - ب

 إذا كان المتغير العشوائي يتبع التوزيع الهندسي فإن التباين يحسب بالعلاقة التالية:  

𝛅𝟐 = 𝐕(𝐗) =
𝟏−𝐩

𝐩𝟐
=

𝐪

𝐏𝟐
  

𝛅𝐱و يمكن استنتاج عبارة الانحراف المعياري كالتالي :   = √
𝐪

𝐩𝟏
 

 تمارين مقترحة:   -

 التمرين الأول: 

يمثل عدد    𝑋"، فإذا كان المتغير العشوائي     01فرض أنه ألقى مكعب )زهرة( نرد حتى ظهور الرقم "  ب    
 " لأول مرة، فأوجد:   1المحاولات المطلوبة حتى ظهور الرقم " 

.دالة كتلة الاحتمال للمتغير العشوائي   -أ 𝑋  
 " في المحاولة الثالثة.   1احتمال الحصول على الرقم "  -ب
 .  𝑋القيمة المتوقعة و التباين للمتغير العشوائي   -ت

 الحل:  

 تكون على الصيغة الآتية :   𝑋دالة الاحتمال المتغير العشوائي 

 

ص   2009، دار اليازوري العلمية للنسر و التوزيع، الأردن، عمان الطبعة العربية ، الطرق الإحصائية محمد صبحي أبو صالح،  1
201 . 
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𝐏(𝐗 = 𝐱) = {
(
𝟓

𝟔
)
𝐱−𝟏

(
𝟏

𝟔
)                  𝐱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑 

 خلاف   ذلك                     𝟎
 

 في المحاولة الثالثة هو :  1احتمال الحصول على الرقم  -ت

P(X = 3) =  (
5

6
)
3−1

(
1

6
) =  

25

216
 

 القيمة المتوقعة و التباين على الترتيب هما :   -ث
E(X) =

1

p
= 6  

V(X) =
q

p2
=

(5∕6)

(1∕6)2
= 30   

 التمرين الثاني: 

يحملون شهادة البكالوريوس في    ها من المتقدمين للعمل ب  %  30وجدت الشركة العامة للإلكترونيات أن      
 الحاسوب، و أن المتقدمين يتم اختيارهم بطريقة عشوائية و بشكل متتالي:  

الشخص  -أ الحاسوب هو  البكالوريوس في  مقابلته و يحمل شهادة  تتم  أول شخص  أن  احتمال  ما 
 ؟ الخامس 

تكاليف المقابلة  ل دينار، أوجد القيمة المتوقعة و التباين الإجمالي    15إذا كانت كل مقابلة تكلف   -ب
 . حتى يتم الحصول على العدد المطلوب من الأشخاص للوظائف الشاغرة

 الحل:  

يرمز لعدد المحاولات المطلوب للحصول على أول شخص تتم مقابلته و    𝑋 بفرض أن المتغير العشوائي    
 يحمل شهادة البكالوريوس في الحاسوب.  

 يتوزع وفق التوزيع الهندسي بدالة كتلة احتمال لها الصيغة التالية :  𝑋و عليه فإن المتغير العشوائي 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = {
(0,3)  (0,7)𝑥−1               𝑥 = 1,2,3………… .

   خلاف   ذلك                     0

𝑃(𝑋 = 5) = (0,3)  (0,4)5−1 = 0,072  

  فإن: ترمز لإجمالي التكلفة و عليه  cبفرض أن  –ب 
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C= 15 𝑥 

 و منها نجد أن : 

𝐸(𝑐) = 15𝐸(𝑋) = 15 (
1

𝑝
) = 15 (

1

0,3
) = 50  

 و أن :

𝑉(𝑐) = (15)2𝑉(𝑋) = (15)2 (
𝑞

𝑝2
) =  (15)2 (

0,7

(0,3)2
) = 1750  

 التمرين الثالث: 

رميات على    03إلى      تحتاجإلى أعلى، ما احتمال أنك    3نقوم برمي زهرة نرد منتظمة حتى يظهر العدد     
 ؟  محاةلات

 : الحل 

X :  احتمال النجاح 3عدد المحاولات حتى نحصل على الرقم ،p=1/6،   ومنه احتمال الفشل: q=5/6 
𝑃(𝑋     0.1157 =                        :وبالتالي   = 3) = (6/1)(6/5)1−3 

 الرابع: التمرين

رميات على    4فماهو احتمال أنك احتجت إلى    ،Hرميت قطعة نقود متزنة حتى حصلت على صورة    
 الأقل؟ 

    الحل : 

1الواحدة يساوي   في الرمية Hاحتمال الحصول على الصورة       

2
𝑝أي أن:     =

1

2
   ،𝑞 =

1

2
  . 

𝑃(𝑋يمثل عدد المحاولات التي تحتاجها للحصول على الصورة فيكون المطلوب   𝑋بفرض أن  ≥ 4)  

 متغير عشوائي هندسي باستعمال قانون المتممة نجد :   𝑋لاحظ أن 

𝑃(𝑋 ≥ 4) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 4)  
𝑃(𝑋 < 4) = 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3)  
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= (
1

2
)
1−1

. (
1

2
) + (

1

2
)
2−1

. (
1

2
) + (

1

2
)
3−1

. (
1

2
)     

= 
1

2
+
1

4
+
1

8
=

7

8
  

𝑃(𝑋 ≥ 4) = 1 −
7

8
=

1

8
  

   .التمرين الخامس

متغير عشوائي   𝑋من المكالمات الهاتفية، إذا اعتبرنا  %   80يضمن أحد متعاملي الهاتف النقال نجاح       
 مكالمات.   09ة من بين جحيمثل عدد المكالمات النا

 ، مع حساب مميزاته العددية ؟ 𝑋ما نوع القانون الذي يتبعه   -أ
 أحسب احتمال فشل مكالمة واحدة ؟   -ب

 متغير عشوائي يمثل عدد المحاولات اللازمة لنجاح مكالمة .   𝑌إذا اعتبرنا  

 ، مع حساب مميزاته العددية؟ 𝑦ما نوع القانون الذي يتبعه   -أ
 أحسب احتمال نجاح مكالمة في محاولتين على الأكثر؟  -ب

 الحل:  

 ،   n=9   ،p = 0,8لدينا :  – 1

𝑿:      التوزيع الثنائي  هو قانون  𝑥و منه القانون الذي يتبعه   → 𝐁(𝟗. 𝟎, 𝟖) 

P(X = x) = cn
xpxqn−x             , x = 0,1,…… ..  

P(X = x) = c9
x(0.8)x(0,2)9−x  

   المميزات العددية:

E(X) = np = (9)(0,8) = 7,2  
V(X) = npq = (9)(0,8)(0,2) = 1,44  
δ(X) = √npq = √(9)(0,8)(0,2)    =  √1,44  

 مكالمات :   8مكالمات ، هذا يعني نجاح  9احتمال فشل مكالمة واحدة من بين  –ب 

P(X = 8) = c9
8(0.8)8(0,2)9−8 = 9(0.8)8(0,2)1  
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P(X = 8) = 0,3019  

 متغير عشوائي يمثل عدد المحاولات اللازمة لنجاح مكالمة :   𝑦إذا اعتبرنا  

   التوزيع الهندسي: هو  𝑌نوع القانون الذي يتبعه   ( أ
𝐩 = 𝟎, 𝟖            , 𝐘 → 𝐆(𝐩)  
P(Y = y) = P(1 − p)y−1  
P(Y = y) = ( 0,8)(0,2)y−1   

 

 المميزات العددية :  

𝐸(𝑌) =
1

𝑃
=

1

0,8
= 1,25  

𝑉(𝑌) =
𝑞

𝑝2
=

0,2

(0,8)2
= 0,3125  

𝛿(𝑌) =  √0,3125 = 0,5590  

 احتمال نجاح مكالمة في محاولتين على الأكثر:   ( ب

P(Y ≤ 2) =?  
P(Y ≤ 2) = p ( y = 2) + p(y = 1)  
P(Y ≤ 2) = 0,8(0,2)2−2 + 0,8(0,2)1−1   
P(Y ≤ 2) = 0.16 + 0,8  
P(Y ≤ 2) = 0,96  

 التمرين السادس:  

مصنع إنتاجي يحتوي على عدد من الخطوط الإنتاجية التي تنتج إلى غاية توقف أحد الخطوط الإنتاجية،      
 ، المطلوب:  0,1حيث احتمال توقف احد هذه الخطوط عن العمل لمدة يوم واحد يساوي 

 احتمال أن يتوقف الخط الإنتاجي عن العمل ثلاث أيام .   -أ
 احتمال أن يتوقف الخط الإنتاجي عن العمل ثلاث أيام على الأكثر.  -ب
    .و التباين التوقع الرياضيأوجد   -ت
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 الحل:  
𝐗 → 𝐆(𝐩 = 𝟎, 𝟏) 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = (𝟏 − 𝐩)𝐱−𝟏 ⋅ 𝐩 

 احتمال أن يتوقف الخط الإنتاجي عن العمل ثلاث أيام :   - 1

𝑃(𝑋 = 3) = (1 − 0,1)3−1(0,1) = 0,081  
   : احتمال أن يتوقف الخط الإنتاجي عن العمل ثلاث أيام على الأكثر - 2

P(X ≤ 3) = P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) = (1 − 0,1)1−1(0,1)(1 −

0,1)2−1(0,1)(1 − 0,1)3−1(0,1)   
P(X ≤ 3) = 0,1 + 0,09 + 0,081  

 و التباين:   التوقع الرياضي - 3

E(X) =
1

p
=

1

0,1
= 10  

V(X) =
1−p

p2
=

1−0,1

(0,1)2
= 90  

  التمرين السابع :

كرات سوداء ، نسحب كرة بالإرجاع إلى غاية الحصول على كرة    3كرات بيضاء و    5يحتوي وعاء على  
 سوداء، المطلوب :  

 .  𝑋دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  - 1
   .مرات للحصول على كرة سوداء 4ما هو احتمال القيام بالسحب  - 2
 ما هو احتمال القيام بالسحب على الأقل مرتين للحصول على كرة سوداء  - 3
 ما هو احتمال القيام بالسحب على الأقل ثلاثة مرات للحصول على كرة سوداء  - 4
 𝑋أحسب التوقع و التباين و الانحراف المعياري للمتغير العشوائي  - 5
 𝑋دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي   - 6

 الحل :  
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 :  𝑋دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  - 1

pيتوزع وفق التوزيع الهندسي حيث    𝑋المتغير العشوائي  =
C3
1

C8
1 −

3

8
 

𝐗 → 𝐆(𝐩 =
𝟑

𝟖
)  

𝐏(𝐗 = 𝐱) = {
  (𝟏 − 𝐩)𝐱−𝟏𝐩                    𝐱 = 𝟏, 𝟐, 𝟑………… .+∞ 

                       خلاف   ذلك                                         𝟎

P(X = x) = {
  (
5

8
)
x−1

(
3

8
)              x = 1,2,3………… .+∞ 

                     خلاف   ذلك                                         0
       

 مرات للحصول على كرة سوداء:   4احتمال القيام بالسحب  - 2

P(X = 4) = (1 − p)x−1p = (
5

8
)
4−1

(
3

8
) = 0,0915  

 هو احتمال القيام بالسحب على الأقل مرتين للحصول على كرة سوداء - 3

P(X ≥ 2) = 1 − P(X ≤ 2) = 1 − p(1) = (
5

8
)
1−1

(
3

8
) = 1 −

3

8
=

5

8
  

 احتمال القيام بالسحب على الأقل ثلاث مرات للحصول على كرة سوداء   - 4

P(x ≥ 3) = 1 − p(x < 3) = 1 − [p(1) + p(2) = 1 − [(
5

8
)
1−1

(
3

8
) +   (

5

8
)
2−1

(
3

8
)] =

1 − [
3

8
+
15

64
] = 0,391                                                         

 :   𝑥احتمال توقع و تباين و الانحراف المعياري للمتغير العشوائي  - 5
 التوقع:  -

𝐄[𝐱] =
𝟏

𝐩
=

𝟏

𝟑∕𝟖
=

𝟖

𝟑
    

 التباين :   -

V(X) =
1−p

p2
=

1−3∕8

(3∕8)1
=

5∕8

9∕64
= 4,444  

 الانحراف المعياري :   -

δx = √V(X) =      √
1−p

p2
= √4,444 = 2,108  
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 : 𝑿دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي 

 :    تكون دالة التوزيع التراكمية بالصيغة التالية

F(X) =

{
 
 

 
 
0            ;  x < 1                                                                                                                                                                        

1 − (1 − p)x        ; x = 1,2…… . n ⇒                   F(X) = { 

     0                         ; x < 1 

1 − (1 −
5

8
)
x

            

1                    ; x = +∞

    ; x = 1,2 … … . n                                 

1               ; x = +∞                                                                                                                                                                     

    

 

 التمرين الثامن:

منها منتهية الصلاحية، ليكن المتغير العشوائي الذي يمثل   05علبة من منتج معين،    20صندوق به     
منتهية   علبة  سحب  من  التمكن  حتى  الصندوق  من  للعلب  بالإرجاع  السحب  عملية  تكرار  مرات  عدد 

 الصلاحية. 
 𝑋.حدد القانون الاحتمالي للمتغير (1
 أحسب احتمال الحصول على علبة منتهية الصلاحية عند السحب الأول.  (2
 أحسب احتمال الحصول على علبة منتهية الصلاحية عند السحب الرابع.  (3
 أحسب المميزات العددية.  (4

 الحل:  

  :تحديد القانون الاحتمالي للمتغير - 1
 بما أن:  -
 .سحب غير محددلعدد مرات تكرار ا -
كل عملية سحب تقبل نتيجتين فقط: إما سحب علبة منتهية الصلاحية ) معناه نجاح ( باحتمال   -

pقدره  =
5

20
=

1

4
 

p  أو سحب علبة غير منتهية الصلاحية ) معناه فشل ( باحتمال قدره =
15

20
=

3

4
 

 السحب بالإرجاع و هذا معناه أن كل عملية سحب مستقلة عن عمليات السحب الأخرى فإن :   -
𝑿 → 𝒈(

𝟏

𝟒
)  
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 و منه فالقانون الاحتمالي هو : 

P(X = x) = (
1

4
) (

3

4
)
x−1

                ; x =  {1,2,3, …… . . } 

 احسب احتمال الحول على علبة منتهية الصلاحية عند السحب الأول :   - 2

P(X = 1) = (
1

4
) (

3

4
)
1−1

  

P(X = 1) =
1

4
= 0,25   

 أحسب احتمال الحصول على علبة منتهية الصلاحية عند السحب الرابع :   - 3

𝑃(𝑋 = 4) = (
1

4
) (

3

4
)
4−1

  
𝑃(𝑋 = 4) =

27

256
  

 حساب المميزات العددية :   - 4
𝐸(𝑋) =

1

𝑝
→ 𝐸(𝑋) =

1

1∕4
  

𝐸(𝑋) = 4  
𝑉(𝑋) =

𝑞

𝑝2
→ 𝑉(𝑋) =

3∕4

(1∕4)2
  

𝑉(𝑋) = 12  
   :  Hypergeomitric distributionالتوزيع فوق الهندسي :  -5

يسمى أيضا بالتوزيع الهندسي الزائد و الفرق الأساسي بين التوزيع الثنائي و التوزيع فوق الهندسي هو أن 
 عكس التوزيع الثنائي الذي يكون بالإعادة.  بدون إعادة  التوزيع فوق الهندسي يكون السحب فيه

 شروط تطبيق التوزيع فوق الهندسي:   -

 إذا تحققت الشروط التالية :   فوق الهندسي أنه يتبع التوزيع  𝑋نقول عن متغير عشوائي 

و الذي يمثل أيضا حجم العينة بحيث    nعدد المحاولات غير المستقلة  التجربة تتألف من   -
𝑛يكون  > 1  . 

pبحيث   qأو فشل  p: نجاح   نتيجتين فقطلكل محاولة  - + q = 1 
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و بالتالي فهي غير مستقلة عن بعضها البعض أي أن نتيجة كل    تتم بدون إعادةالمحاولات   -
فاحتمال النجاح يكون  محاولة تأثر و تتأثر بنتائج المحاولات السابقة أو اللاحقة بها، و بالتالي  

   .غير ثابت من محاولة إلى أخرى 
 قانون التوزيع الاحتمالي للتوزيع فوق الهندسي:  •

وحدة تحقق خاصية معينة ) مثلا: معيبة، صالحة،    M  وحدة منها    Nليكن لدينا مجتمع يحتوي على      
(، نسحب عشوائيا و   N – Mمريضة ...( و بالتالي فعدد الوحدات التي لا تحقق هذه الخاصية سيكون ) 

  .N < Mوحدة بحيث  nبدون إرجاع  

العينة    xiنرمز       المسحوبة )ضمن  الوحدات  المرغوبة،nلعدد  الخاصية  تحقق  التي  قيم  و  (  فإن  عليه 
xi  :هي   Xالمتغير   = {1,2……𝑘}      بحيث𝑘     الخاصية تحقق  التي  الوحدات  عدد  أقصى  يمثل 

   .M و  Nالقيمة الأصغر بين  𝑘المرغوبة ضمن العينة المسحوبة و بالتالي فقيمة  

   .nو حدة تحقق الخاصية ضمن العينة المسحوبة  xلنحسب الآن احتمال أن نحصل على       

 نعلم أن :  

𝐏(𝐗 = 𝐱) =
عدد  الحالات  الملائمة  لظهور 𝐱 وحدة  تحقق الخاصية 

عدد  الحالات  الكلية 
 

CMوحدة تحقق الخاصية المرغوبة هو :   xعدد الحالات الملائمة لظهور  -
x CN−M

n−x  
𝐶𝑁عدد الحالات الكلية هو :   -

𝑛 

 يحسب كما يلي :    nوحدة تحقق الخاصية ضمن العينة المسحوبة  𝑥احتمال أن نحصل على  :و منه

𝐏(𝐗 = 𝐱) =  
𝐂𝐌
𝐱 𝐂𝐍−𝐌

𝐧−𝐱  

𝐂𝐍
𝐧                ; 𝐱 = {𝟎, 𝟏, 𝟐,………𝐤} 

 1و نكتب :   فوق الهندسي و نقول أن المتغير يتبع التوزيع 

𝐱 → (𝐍,𝐌, 𝐧) 

 
   195.192، دار حافظ للنشر و التوزيع، جدة، المملكة العربية السعودية ص نظرية الاحتمالاتجلال مصطفى الصياد،  1
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 بحيث :  

• H  الحرف الأول من كلمة( رمز التوزيع فوق الهندسي :hypergeometric  ) 
• 𝑋 متغير عشوائي :.   
• 𝑁  عدد عناصر المجتمع :.   
• M  عدد عناصر المجتمع التي تحقق الخاصية المرغوبة :. 
• n   المحاولة تكرار  مرات  عدد  عن  أيضا  تعبر  و  المسحوبة  العناصر  عدد  أي  العينة،    : حجم 

𝒏، و يشترط بأن يكون )السحب(   > 𝟏  

  1لهذا القانون هي :   المميزات العدديةإن 

 : فإن التوقع الرياضي فوق الهندسي : إذا كان المتغير العشوائي يتبع التوزيع التوقع الرياضي  -أ
𝑬(𝑿)يحسب كما يلي:   = 𝐧

𝑴

𝑵
= 𝒏𝑷   

  : فإن التباين يحسب بالعلاقة التالية   فوق الهندسي إذا كان المتغير العشوائي يتبع التوزيع    التباين:  -ب

𝜹𝑿
𝟐 =   𝒏

𝑴

𝑵
(𝟏 −

𝑴

𝑵
) (

𝑵−𝒏

𝑵−𝒏
 )  

𝜹𝑿
𝟐 = 𝑽(𝑿) = 𝒏𝒑𝒒(

𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
 )  

)حيث أن المقدار:  
𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
 .  سمى معامل التصحيح: ي( 

 و يمكن استنتاج عبارة الانحراف المعياري كالتالي: 

𝛿𝑋 = √𝑛𝑝𝑞 (
𝑁−𝑛

𝑁−1
 )  

 𝑋لنعتبر    . كرات دفعة واحدة  5سوداء، نقوم بسحب    4بيضاء و    6كريات منها    10صندوق به    مثال:
 متغير عشوائي يمثل عدد الكريات البيضاء المسحوبة: 

 ؟  𝑋أوجد القانون الاحتمالي للمتغير العشوائي  -
 كرات بيضاء ؟   3ما هو احتمال الحصول على  -

 
  .2017، دار هومة للطباعة و النشر و التوزيع، الجزائر، الإحصاء الاستدلاليمحمد بداوي   1
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 ؟  𝑋كرات دفعة واحدة، أوجد القانون الاحتمالي للمتغير العشوائي  8لنفرض أننا سحبنا  -

 الحل : 

 : 𝑿إيجاد القانون الاحتمالي للمتغير العشوائي   -

 لدينا :  

   X → 𝐻(N,M, n)  ، حيثN=10   ،M=6  ،n=5    : أي أن ، 

𝐗 → 𝑯(𝟏𝟎, 𝟔, 𝟓)  

𝐏(𝐗 = 𝐱) =  
𝐂𝐌
𝐱 𝐂𝐍−𝐌

𝐧−𝐱  

𝐂𝐍
𝐧 = 

𝐂𝟔
𝐱𝐂𝟒
𝟓−𝐱 

𝐂𝟏𝟎
𝟓       ; 𝐱 = 𝟎, 𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟒, 𝟓  

 كريات بيضاء :  3حساب احتمال الحصول على  -

𝑃(𝑋 = 3) =  
𝐶6
3𝐶4

5−3 

𝐶10
5 = 

𝐶6
3𝐶4

2 

𝐶10
5 =

20×6

252
= 0,4761   

  4كرات سوداء من بين    2كرات بيضاء و    6كرات بيضاء من بين    3لو نلاحظ البسط نجد أننا سحبنا  
 .كرات  5كرات سواء لأننا نسحب 

 :    𝑋إيجاد القانون الاحتمالي للمتغير العشوائي  -

كرات سوداء فهذا يعني أن أقل عدد الكرات البيضاء    4كرات بيضاء و    6كرات و نحن لدينا    8عند سحبنا  
كرة بيضاء نجد أن هذا الحادث مستحيل لأننا    0كرات من بينها    8لماذا؟ لو قلنا أننا نسحب    4الممكنة هو  

 1كرات من بينها    8ا نسحب  كرات، لو قلن  8و السحب لا بد أن يحتوي على    4عدد الكريات السوداء هو  
كرات سوداء ... و هكذا نجد أن أقل    7بيضاء كذلك نجد أن هذا الحادث مستحيل لأنه لابد أن يكون لدينا  

كرات سوداء (، و لا يمكن أن تتجاوز عدد الكرات    4) ترافقها    4عدد الكرات البيضاء المسحوبة هو لقيمة  
   .دد ممكن لها كرات لأنه يمثل أكبر ع 6البيضاء المسحوبة 

𝐗إذن :  → 𝑯(𝟏𝟎, 𝟔, 𝟓)           

𝐏(𝐗 = 𝐱) =  
𝐂𝐌
𝐱 𝐂𝐍−𝐌

𝐧−𝐱  

𝐂𝐍
𝐧 = 

𝐂𝟔
𝐱𝐂𝟒
𝟖−𝐱 

𝐂𝟏𝟎
𝟖       ; 𝐱 = 𝟒,    أي أن :  𝟓,6
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يأخذون هذه الحالة بعين الاعتبار مثلما    فوق الهندسي لذلك نجد في بعض المراجع عند كتابة القانون    
 هو موضح في العلاقة التالية :  

𝐏(𝐗 = 𝐱) =  
𝐂𝐌
𝐱 𝐂𝐍−𝐌

𝐧−𝐱  

𝐂𝐍
𝐧 = 𝐱 ∈ {𝐦𝐚𝐱( 𝟎, 𝐧 − 𝐍 +𝐌);…… . .𝐦𝐢𝐧( 𝐧,𝐦)}   

 تمارين مقترحة:  

 :التمرين الأول 

أجهزة    04أجهزة معطوبة، اختار الزبون عشوائيا و بدون إرجاع    4جهاز من بينها    11طلبية مؤلفة من  
 لفحصها المطلوب :  

العشوائي   - 1 للمتغير  الاحتمالي  التوزيع  قانون  المعطوبة ضمن    Xأكتب  الأجهزة  عدد  يمثل  الذي 
 الأجهزة المختارة؟

 احسب احتمال ان يكون ضمن الأجهزة التي اختارها الزبون جهازين معطوبين ؟   -2
 و انحراف عدد الأجهزة المعطوبة ضمن العينية المسحوبة  ؟  توقعاحسب  -3

 الحل:  

 :  Xالتوزيع الاحتمالي للمتغير   - 1

 : هي 𝑋يمثل عدد الأجهزة المعطوبة ضمن الأجهزة الأربعة المختارة فإن قيم   𝑋يما أن  

xi= {0,1,2,3,4} 

 نلاحظ أ ن :  

n=4   أي تكرار عملية السحب اربعة مرات أي> 1 . 

كل عملية سحب )محاولة( تقبل نتيجتين فقط: اما نجاح ) أي ظهور جهاز معطوب ( أو فشل ) أي ظهور  
 .جهاز غير معطوب(

 .المحاولات غير مستقلة لأن السحب تم بدون اعادة -

 ، و نكتب : فوق الهندسي هو التوزيع 𝑋 ومنه: يمكن القول أن التوزيع الاحتمالي للمتغير 
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𝐗 → 𝑯(𝑵 = 𝟏𝟏,𝐌 = 𝟒, 𝐧 =  𝟒)  
 و عليه فالقانون الاحتمالي له هو :  

P(X = 2) =  
C4
XC11−4

4−X  

C11
4 = 

C4
XC7

4−X 

C11
4       ; x = {0,1,2,3,4}  

 حساب احتمال أن يكون ضمن الأجهزة التي اختارها الزبون جهازين معطوبين:   - 2
P(X = 2) =  

C4
2C11−4

4−2  

C11
4 = 

C4
2C7

2 

C11
4 = 

6×21

330
  

P(X = 2) =  0,3818  
 و انحراف عدد الأجهزة المعطوبة ضمن العينة المسحوبة :    توقعحساب  - 3

𝐄(𝐗) = 𝐧𝐩 = 4 ×
4

11
  = 1.45 

𝛅𝐗 = √𝐧𝐩𝐪 (
𝐍−𝐧

𝐍−𝟏
 ) → δ(x) = √4 (

4

11
) (

7

11
) (

11−4

111
)   

δX = 0,80  

 التمرين الثاني:

فيها عطل،    3ثلاجة من الحجم الكبي، من بينها    15يتوفر في أحد معارض بيع الأجهزة الكهرو منزلية  
   .ثلا جات دون فحصها  6قام أحد الزبائن بشراء 

 الذي يمثل عدد الاجهزة المعيبة.  𝑋اكتب القانون الاحتمالي للمتغير العشوائي  - 1
 ما هو احتمال ان يكون من ضمن ما اشتراه الزبون ثلاجتين معطلتين ؟ - 2

 :الحل 

 .فوق الهندسي متغير عشوائي يتبع التوزيع  Xالقانون الاحتمالي:   - 1

N :  ثلاجة.  15مجتمع يحتوى على 

M  معطلة.ثلاجات  3: العناصر الى تمثل النجاح هي 

N-M   صالحة. ثلاثة  12: العناصر التي تمثل الفشل هي 

n  ثلاجات.  6: العينة المسحوبة هي 
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 الفصل الأول 

𝑿 → 𝑯(𝑵 = 𝟏𝟓,𝐌 = 𝟑, 𝐧 =  𝟔)  

P(X = x) =  
CM
x CN−M

n−x  

CN
n = 

C3
xC12

6−x 

C15
6  , x = 0,1,2,3,  

 احتمال أن يكون من ضمن ما اشتراه الزبون ثلاجتين معطلتين :   - 2

P(X = 2) =  
C3
2C15−3

6−2  

C15
6 = 0,297  

 التمرين الثالث: 

وحدات معيبة،    5وحدة في ساعة واحدة، تم احصاء    50في عملية مراقبة الجودة لمنتج معين، تم انتاج  
 وحدات لاختبار الجودة )بدون إعادة(، المطلوب :   3سحبت 

 .) عدد الوحدات المعيبة(  𝑋  أكتب القانون الاحتمالي لـ - 1
P(Xاحسب   - 2 = 2) , P(X = 1), P( X = 0) 

 الحل:  

xiهي :   𝑋إن مجموعة القيم الممكنة للمتغير العشوائي  = {0,1,2,3} 

X → H(N = 50,M = 5, n = 3 )         N = 50,M = 5, n = 3 

P(X = x) =  
C5
xC45

3−x 

C50
3                                            , xi = 0,1,2,3,  

 بعد الحساب نجد :  

P(X = x) = 0,726  
P(X = 1) = 0,2505  
P(X = 2) = 0,023  

 التمرين الرابع: 

طلاب   7طلبة )ذكو(، اختير من هذا التخصص    9طالبات )اناث( و    6يتكون تخصص ادارة الأعمال من  
 دون إرجاع.  
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 الفصل الأول 

 الذي يمثل عدد الطالبات المختارات؟ 𝑋 اكتب دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي (1
 طالبات؟  3ما هو احتمال أن يكون من بين الطلاب المختارين   2 (2
 أوجد المتوسط الحسابي والانحراف المعياري؟   (3

 الحل:  

 يتبع التوزيع فوق الهندسي .    𝑋 دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  - 1

N :  طالب.  15مجتمع يحتوى على 

M  طالبات   6: العناصر الى تمثل النجاح هي. 

N - M  طلاب 9: العناصر التي تمثل الفشل هي .   

n  طلاب  7: العينة المسحوبة هي.   

X → H(N = 15,M = 6, n =  07)  

P(X = x) =  
CM
x CN−M

n−x  

CN
n = 

C6
xC9

7−x 

C15
7  , x = 0,1,2,3,4,5,6  

 طالبات:   3احتمال أن يكون من بين الطلاب المختارين   - 2

P(X = 3) =   
C6
3C9

7−3 

C15
7 = 0,392  

 و الانحراف المعياري:   التوقع الرياضيإيجاد   - 3
 :  لتوقع الرياضي ا (أ
 : التوقع الرياضي  -

 𝐄(𝐗) = 𝐧𝐌

𝐍
= 7 ×

6

15
= 2,8   

 التباين:   -

𝛅𝐗
𝟐 =   𝐧

𝐌

𝐍
(𝟏 −

𝐌

𝐍
) (

𝐍−𝐧

𝐍−𝐧
 )  

𝐕(𝐗) = 𝐧𝐩𝐪 (
𝐍−𝐧

𝐍−𝟏
 )  
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 الفصل الأول 

V(X) = 7 ×
6

15
(1 −

6

15
) (

15−7

15−1
) = 0,958  

 الانحراف المعياري:   -

δX = √V(X) = √0,958 = 0,979   

 التمرين الخامس:  

منتجات، من بين هذه المنتجات الإثني عشر يوجد    12تتلقى احدى الشركات شحنات على دفعات من   
منتجات دفعة واحدة، في حالة وجود منتوج واحد غير صالح    6منتوجين غير صالحيين، نسحب عشوائيا  

 .تغير عشوائي يمثل عدد المنتجات غير الصالحةم 𝑥 يتم رفض التسليم اذا اعتبرنا

 ع كتابة قانونه الرياضي ؟ م 𝑋  حدد نوع القانون الذي يتبعه - 1
 ما هو احتمال قبول التسليم من طرف الشركة ؟ - 2

 الحل:  

 : هو التوزيع فوق الهندسي 𝑋القانون الذي يتبعه 

𝐗 → 𝐇(𝐍,𝐌, 𝐧)  
N = 15,        M = 6,        n =  07  

P(X = x) =  
CM
x CN−M

n−x  

CN
n   

P(X = x) =  
C2
xC10

6−x 

C12
6         , x = 0,1,2   

 احتمال قبول التسليم من طرف الشركة:   - 3

P(X = 0) =  
C2
0C10

6  

C12
6 =

210

924
= 0,2272 . 
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 الفصل الثاني    

 

 

 

 

 

 

 

 

 المحور الثاني: أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة. 

 

  .التوزيع الطبيعي ✓
  .التوزيع المنتظم ✓
  .التوزيع الاسي ✓
 .( Gamma )توزيع قاما  ✓
 . (Betta )توزيع بيتا   ✓
   .توزيع كاي مربع  ✓
  .توزيع ستيودنت  ✓
  . توزيع فيشر ✓
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 الفصل الثاني :    

 تمهيد:

محور موجه،      ر جميع نقاطم التوزيعات الاحتمالية المستمرة يمسح فيها المتغير العشوائي المست
وبالتالي فإنه بالإضافة لكون عدد قيم هذا المتغير لا نهائيا، فإن هذا العدد غير قابل للعد كنقاط المجال  

(a,bالمثال عمر مصباح كهربائي المستمرة نذكر على سبيل  المتغيرات    ، ( مثلًا. وكبعض الأمثلة على 
للحصول على نموذج احتمالي لمتغير مستمر   ،طول إنسان .... إلخ  ،أخطاء القياسات في تجربة مخبرية

و لا بد لهذه الدالة أن تحقق    𝑓(𝑥)مثل ما يسمى بدالة الكثافة الاحتمالية  ينبدأ باختبار منحنى مستمر  
 :1الشرطين التاليين 

𝒇(𝒙)  (أ ≥  . 𝒙من أجل جميع قيم    𝟎
 و المحور السيني تساوي الواحد .  𝒇(𝒙)المساحة بين المنحنى  ( ب

و عندئذ سيكون احتمال أي حادث ممثلا المساحة تحت منحنى الكثافة، و نتيجة ذلك فإن احتمال 
𝑃(𝑋مثلا   aمساويا للقيمة  𝑋فرض أن المتغير  = a)  هي المساحة تحتى المنحنى فوق المساحةa   من

و هذه المساحة صفر، و هكذا نجد ان احتمال أن يأخذ المتغير العشوائي المستمر ) قيمة    المحور السيني
و هذا تعبير واقعي عن استحالة توصل الانسان إلى أجهزة دقيقة بصورة مطلقة لذلك    .بحد ذاتها ( معدوم

تبقى هذه النتيجة مقبولة طالما بقي الانسان غير قادر على الادعاء بأن قياساته لعمر مصباح كهربائي 
هي قياسات لا تخضع لأي خطأ على الاطلاق، إذ مهما أوتي جهاز القياس من الدقة و مهما بلغت   ،مثلا

   .مهارة الانسان الذي يستخدم هذا الجهاز فلا بد من ارتكاب خطأ مهما كان صغيرا

   : The Normal distribution .التوزيع الطبيعي - 1

فائدة التوزيعات الاحتمالية أهمية و  أكثر  التوزيع الطبيعي من  التوزيع يصف   ، ويعتبر  هذا 
 العديد من الظواهر التي تحدث في الصناعة، البحوث العملية و منها على سبيل المثال لا الحصر :  

لتوزيعها  - يكون  حيث  الصناعية  الأجزاء  كقياسات  عديدة  مجالات  في  الفيزيائية  القياسات 
 الاحتمالي تقريب جيد مع التوزيع الطبيعي .  

 

 ،، المملكة العربية السعودية8، مركز النشر العلمي، جامعة الملك عبد العزيز ط  الاحتمالات و الإحصاء ،محمد غالب المدني 1
  .201ص   ،2004
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 الفصل الثاني :    

 الأخطاء في القياسات المعملية يمكن تقريبها بشكل جيد من التوزيع الطبيعي.   -
  . كذلك وجد أن الكثير من الظواهر الطبيعية تتوزع احتماليا وفق لهذا التوزيع أيضا  -

اسم        التوزيع  هذا  على  أطلق  السبب  لهذا  الطبيعيو  التوزيعالتوزيع  هذا  يعرف  و    التوزيع باسم    ، 
   :" أيضا و ذلك نسبة إلى الرياضياتي الألماني Gaussian Distribution" الغاوسي 

"Gouse johann carl friedrich (1777 – 1855) " 

 :  1و كثافة احتمال هذا التوزيع هي 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝜹√𝟐𝝅
ⅇ
−(𝒙−𝒖)𝟐

𝟐𝜹𝟐           ;   𝑥 ∈ 𝑅    

 : تمثلان الوسط و الانحراف المعياري على الترتيب و دالة التوزيع له هي :   𝜇     ،𝛿حيث أن :  

𝐅(𝐱) = 𝐏(𝐗 ≤ 𝐱) =
𝟏

𝛅√𝟐𝛑
∫ 𝐞

−(𝐱−𝐮)𝟐

𝟐𝛅𝟐

𝐱

−∞

𝐝𝐱   

بالتوقع     Normally Distributedموزعة توزيعا طبيعيا    xلها دالة التوزيع السابقة فنقول أن    xفإذا كانت  
𝜇   و التباين𝛿2 . 

رياضيا    هخاضع )يتبع( التوزيع الطبيعي فإننا نعبر عن  𝑋: ليكن لدينا متغير عشوائي  و كخلاصة لما سبق
 بالكتابة التالية :  

𝐗 → 𝐍(𝛍𝐱; 𝛅𝐱)  
 حيث دالة الكثافة الاحتمالية تأخذ العلاقة التالية:  

𝒇(𝒙, 𝝁𝒙,  𝜹𝒙) =
𝟏

𝜹√𝟐𝝅
ⅇ
−𝟏 

𝟐
(
𝒙−𝒖

𝜹
)
𝟐

  

 بحيث :  

N  رمز التوزيع الطبيعي :.  

 X  متغير عشوائي معرف على المجال :]−∞ , +∞[. 

 

ص   2004، 1، ملخصات شوم، الدار الدولية للاستثمارات الثقافية، مصر ط الاحتمالات و الإحصاءموراي شبيجل و آخرون،  1
54. 
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 الفصل الثاني :    

 μxمتوسط المجتمع :.   

  δx الانحراف المعياري :.   

 𝜋   ( مقدار ثابت :𝜋 = 3,14  ) 

 ⅇ أساس اللوغاريتم النيبيري :ⅇ = 2,781. 

 التمثيل البياني للتوزيع الطبيعي و خصائصه :  -

، كما    𝜇𝑥يأخذ التمثيل البياني لدالة كثافة احتمال التوزيع الطبيعي شكل جرس متناظر بالنسبة للوسط       
 يوضحه الشكل التالي :  

 التمثيل البياني للتوزيع الطبيعي.

 

   كما نلاحظ أن نقاط  ،إن المساحة التي هي تحت هذا المنحنى تساوي الواحد لأنها دالة كثافة احتمالية      
𝜇الانعطاف الأولى لهذه الدالة تساوي   ± 𝛿    أما    %  68,27و تبلغ المساحة الممتدة بين هاتين النقطتين

𝜇النقطتين   ± 2𝛿    تساوي بينهما  المساحة  المساحة    %  95,45فإن  تساوي  𝜇في حين  ± 3𝛿   مقدار
99,73 %. 

 :  نستنتج مجموعة من الخصائص يتميز بها التوزيع الطبيعي( 01) :الشكل رقم من خلال
   .منحنى التوزيع الطبيعي دائما موجب - 1
.إلى   ∞−مدى المتغير العشوائي الذي يتبع التوزيع الطبيعي يمتد من  - 2 +∞  
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 الفصل الثاني :    

مجموع  - 3 أن  بما  و  معين،  احتمالا  تمثل  الطبيعي  التوزيع  منحنى  تحت  المساحة  من  جزء  كل 
د ـــــالاحتمالات لأي توزيع احتمالي يساوي الواحد، فإن المساحة الكلية تحت المنحنى تساوي الواح

 (، أي أن تكامل دالة الكثافة على مجال التعريف يساوي الواحد:   % 100) أي 
∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟏
+∞

−∞
  

 .𝜇منحنى التوزيع الطبيعي متناظر ) متماثل ( بالنسبة للوسط   - 4
 

 التوزيع الطبيعي المعياري و حساب الاحتمال:   •

 متغيرا عشوائيا يمثل العلاقة التالية:   𝒁إذا اعتبرنا  

𝒁 =
𝒙−𝒖

𝜹
  

هي الصفر بانحراف    𝑍، و القيمة المتوقعة للمتغير  𝑋فإنها تسمى بالمتغير القياسي التابع للمتغير العشوائي  
=عندما يكون    𝑍معياري الوحدة، و في هذه الحالة تكون دالة كثافة الاحتمال للمتغير   𝟎   𝝁  ،𝜹𝟐 = 𝟏 

 كالتالي:  

𝒇(𝒛) =
𝟏

𝜹√𝟐𝝅
ⅇ 
−𝒛

𝟐

𝟐

  

 و تمثل دالة كثافة الاحتمال المعيارية، و دالة التوزيع التي تتبعها هي: 

𝑭(𝒛) = 𝑷(𝒁 ≤ 𝒛) =
𝟏

√𝟐𝝅
∫ ⅇ

−𝒖𝟐

𝟐

𝟐

−∞

  𝒅𝒖 =  
𝟏

𝟐
+ 

𝟏

√𝟐𝝅
∫ ⅇ

−𝒖𝟐

𝟐

𝟐

−∞

 𝒅𝒖.  

 .  Standard Scoreبالدرجة المعيارية:  𝑍للمتغير المعياري   𝑍و تسمى أحيانا القيمة  

,𝑎]ضمن مجال معين   𝑋إن حساب احتمال أن يقع المتغير العشوائي   𝑏]   يكون من خلال حساب نتيجة
   :تكامل دالة كثافة التوزيع الطبيعي ضمن هذا المجال أي

𝑷(𝒂 ≤ 𝑿 ≤ 𝒃) = ∫  
𝟏

𝜹𝒙√𝟐𝝅
ⅇ
−𝟏

𝟐
(
𝒙−𝟐

𝜹
)𝟐  

𝒃

𝒂
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 الفصل الثاني :    

التوزيع الطبيعي  و نظرا لصعوبة حساب هذا التكامل تتم الاستعانة بتوزيع آخر كما ذكرنا سابقا و هو  
𝜇𝑥، حيث يكون فيه  المعياري  = 0    ،𝛿𝑥 = و عليه فإن حساب الاحتمال يكون من خلال الخطوتين    1

 التاليتين:  

𝑥يتبع التوزيع الطبيعي الذي  𝑋المتغير  ويضتع - 1 → 𝑁(𝑢𝑥, 𝛿𝑥)  بمتغير آخر𝑍𝑖    : بحيث 

𝒁𝒊 = 
𝒙−𝒖𝒙

𝜹𝒙
→ 𝑵(𝟎 , 𝟏)    

𝑃(𝑋فمثلا إذا كان المطلوب حساب   ≤ 𝑥)   : فإن 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) =  
𝑥−𝑢𝑥

𝛿𝑥
≤

𝑥−𝑢𝑥

𝛿𝑥
  

𝑃(𝑧𝑖 ≤ 𝑎)   
= 𝜙(𝑎)  

، أي القيمة  𝜙(𝑎)( لاستخراج قيمة الاحتمال  01نستعين بجدول التوزيع الطبيعي) أنظر الملحق   - 2
𝑍الموافقة للقيمة  = 𝑎   .المتوصل إليها في الخطوة الأولى 

 و للتوضيح أكثر نستعين بالمثال التالي:  

𝑋متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي حيث   𝑋ليكن   مثال: → 𝑁( 10 ,  أحسب الاحتمال التالي  (25

𝑃(𝑋 ≤ 16,15)  .  

 الحل:  

  التوزيع الطبيعي المعياري إلى    التوزيع الطبيعي من    𝑥لحساب الاحتمال سنقوم بتحويل المتغير العشوائي  
 و ذلك بوضع: 

𝒁 =
𝒙−𝒖

𝜹
= 

𝒙−𝟏𝟎

𝟏𝟓
  

𝑢حيث :   = 10  ،𝛿 =  √25  

𝑃(𝑋 ≤ 16,15) = 𝑃 (
𝑥−10

5
≤

16,15−10

5
) = 𝑃(𝑧 ≤ 1,23) =  𝛷(1,2,3)      
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 الفصل الثاني :    

و تكون   1,23بعد هذه المرحلة ننتقل إلى استخدام الجدول الطبيعي المعياري من خلال البحث عن القيمة  
 طريقة البحث كالتالي :  

لأن جدول التوزيع الطبيعي المعياري يتكون من   1,23=1,2+0,03كالتالي    1,23نكتب القيمة   •
أسطر و أعمدة، العمود الأول يحتوي على رقم واحد بعد الفاصلة، و السطر يحتوي على رقمين 

 بعد الفاصلة.  
و في السطر نبحث عن القيمة   1,2في حالة هذا المثال سنبحث في العمود الأول على القمة   •

.0,03  
بعد تحديد القيمتين نبحث عن نقطة التقاطع بينهما، و التي ستعطي لنا الاحتمال المساوي للقيمة   •

 مثلما هو موضح في جدول التوزيع الطبيعي المعياري.   0,8970

 

 ملاحظات هامة جدا:  

𝑃(𝑋لا يمكن حساب الاحتمال لمتغير خاضع للتوزيع الطبيعي من اجل قيمة معينة مثلا   • = 𝑎) 
𝑃(𝑋لأن هذا الاحتمال يساوي الصفر   = 𝑎) = 0. 

يمكن استخدام أشكال مختلفة من جدول التوزيع الطبيعي المعياري لتسهيل استخراج القيم الاحتمالية   •
 Zوقيم 

و بالتالي فكل    المتغير من مجال معينحيث يمكن فقط حساب الاحتمال من أجل قيم تراكمية أي أن يكون  
 الاحتمالات الخاصة بالتوزيع الطبيعي تكتب في شكل متراجحات مثلا:  
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 الفصل الثاني :    

𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) , 𝑃(𝑋 ≥ 𝑎) ,𝑃(𝑋 ≤ 𝑎) 

𝑃(𝑋بما أن   • ≤ 𝑎) = 𝑃(𝑋فإن    0 < 𝑎)  =𝑃(𝑋 ≤ 𝑎)    أي أن إشارة )تساوي( لا تؤثر على
 نتيجة الاحتمال.  

• 𝑃(𝑍 ≥ 𝑎) = 1 − (𝑍 ≤ 𝑎) = 1 − 𝜙(𝑎) 
• 𝑃(𝑍 ≤ −𝑎) = 1 − (𝑍 ≤ 𝑎) = 1 − 𝜙(𝑎) 
• 𝑃(𝑍 ≥ −𝑎) = 𝑃(𝑍 ≤ 𝑎) = 𝜙(𝑎) 
• 𝑃(𝑎 ≤ 𝑍 ≤ 𝑎) = 2 . 𝜙(𝑎) − 1 

 مثال: 
𝑋متغير عشوائي خاضع للتوزيع الطبيعي بحيث  𝑋ليكن    → 𝑁(𝑢𝑥 = 45 , 𝛿𝑥 = 10)  

𝑃(𝑋 أحسب الاحتمالات التالية:       < 23) ,     𝑃(𝑋 ≤ 50,8)   ,𝑃(30 ≤ 𝑋 ≤ 55)  

 .  𝑷(𝑿 ≤ 𝟓𝟎, 𝟖) = P(
𝑥−𝑢

𝛿
≤

50,8−45

10
) :                                             الحل  

= 𝑃(𝑧 ≤ 0,85)  
= 𝜙(0,58) = 0,7190  
𝑃(𝑋 ≤ 50,8) = 71,90%  

𝑧0,7190يمكن كتابة   =  0,58تساوي  0,7190الموافقة للاحتمال   𝑧و تقرأ : قيمة    0,58

 
 من جدول التوزيع الطبيعي كما يلي:  0,7190و قد تم الحصول على الاحتمال  
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 الفصل الثاني :    

. 𝑷(𝑿 > 𝟐𝟑) = 𝟏 −   𝑷(𝑿 ≤ 𝟐𝟑)  
= 1 − 𝑃(

𝑥−𝑢

𝛿
≤

23−45

10
)   

=   1 − 𝑃(𝑧𝑖 ≤ −2,2)   
= 1 − 𝜙(−2,2)  
 = 1 − [1 − 𝜙(−2,2)] 
= 1 − [1 − 0,9861]  
= 0,9861 
= 98,61. 

.  
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 الفصل الثاني :    
 ويكون التمثيل البياني لهذا الاحتمال كالتالي:

 

. 𝑷(𝟑𝟎 ≤ 𝑿 ≤ 𝟓𝟓) = 𝑷(
𝟑𝟎−𝟒𝟓

𝟏𝟎
≤

𝑿−𝒖

𝜹
≤

𝟓𝟓−𝟒𝟓

𝟏𝟎
( 

= 𝑃(−1,5 ≤ 𝑧𝑖 ≤ 1).  
= 𝜙(1) − 𝜙(−1,5)  
= 𝜙(1) − ⌈𝜙(1,5)⌉   

= 0,8413-[1 − 0,9332] 

= 0,7745 

𝑷(𝟑𝟎 ≤ 𝑿 ≤ 𝟓𝟓) = 𝟕𝟕, 𝟒𝟓%  

 و يكون التمثيل البياني كالتالي:  
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 الفصل الثاني :    

 تمارين مقترحة: 

 التمرين الأول: 
د م، أوجد احتمال    3,33دم و انحراف معياري    20إذا كانت درجة الحرارة تخضع للتوزيع الطبيعي بتوقع     

 د م.   26,66د م و   2,11أن تتراوح درجة الحرارة بين  
   الحل :

الحالة يجب تحويل وحدات   الطبيعيفي هذه  الطبيعي  إلى وحدات    𝑁(  3,33,    20)  التوزيع  التوزيع 
 وفق العلاقة:    𝑁 ( 0 , 1 ) القياسي 

𝐙 =
𝐱−𝐮

𝛅
  

 أي أن :  

. 𝑷(𝟐𝟏, 𝟏𝟏 ≤ 𝑿 ≤ 𝟐𝟔, 𝟔𝟔) = 𝑃 (
21,11−20

3,33
≤

𝑥−𝑢

𝛿
≤

26,33−20

3,33
)  

𝑃(0,33 ≤ 𝑧 ≤ 2) = 𝑃(0 ≤ 𝑧 ≤ 2) − 𝑃(0 ≤ 𝑧 ≤ 0,33)  
= 0,4772 − 0,1293 = 0,3479  

 التمرين الثاني: 

𝑋لنعتبر  → 𝑁(151;  أوجد الاحتمالات التالية:    (225

𝑃(𝑋 ≥ 30);  𝑃(𝑋 ≤ 120);  𝑃(𝑋 ≤ 155);  𝑃(136 ≤ 𝑋 ≤ 170)  

 الحل:  

𝝁:  لدينا  = 𝟏𝟓𝟏 , 𝜹 =  √𝟐𝟐𝟓 

  نضع:

𝒁 =
𝒙−𝒖 

𝜹
= 

𝒙−𝟏𝟓𝟏

𝟏𝟓
  

. 𝑷(𝑿 ≤ 𝟏𝟓𝟓) = 𝑃 (
𝑥−151

15
≤

155−151

15
) = 𝑃(𝑍 ≤ 0,26)  

𝑃(𝑋 ≤ 155) = 𝜙(0,26)  
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 الفصل الثاني :    

  0,06و    0,2من خلال نقطة التقاطع بين بين    الطبيعي المعياري نبحث عن هذه القيمة في جدول التوزيع  
 لنجد أن الاحتمال يساوي:  

𝑷(𝑿 ≤ 𝟏𝟓𝟓) = 𝝓(𝟎, 𝟐𝟔) = 𝟎, 𝟔𝟎𝟐𝟔  

. 𝑷(𝑿 ≤ 𝟏𝟐𝟎) = 𝑃 (𝑍 ≤
120−151

15
) =  𝜙(−2,26) = 1 − 𝜙(2,26)  

𝑃(𝑋 ≤ 120) = 1 − 0,9803 = 0,0197  

. 𝑷(𝑿 ≥ 𝟑𝟎) = 𝑃 (𝑍 ≥
130−151

15
) = 𝑃(𝑍 ≥ −1,4)  

𝑃(𝑋 ≥ 30) =  𝑃(𝑍 ≤ 1,4) = 𝜙(1,4) = 0,9192   

. 𝑷(𝟏𝟑𝟔 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟕𝟎) = 𝑃 (
136−151

15
≤ 𝑧 ≤

170−151

15
)   

𝑃(136 ≤ 𝑋 ≤ 170) = 𝑃(−1 ≤ 𝑧 ≤ 1)   
𝑃(136 ≤ 𝑋 ≤ 170) = 2. 𝜙(1) − 1 = 2(0,8413) − 1 = 0,6828   

 التمرين الثالث:

في أحد المجتمعات البشرية يتوزع وفق التوزيع الطبيعي    الطولالذي يمثل   𝑋إذا كان المتغير العشوائي  
 سم. 5سم وانحراف معياري  165بمتوسط 

 المطلوب:

𝑥 172أوجد القيمة المعيارية للقيمة  .1 = . 

𝑍إذا كانت القيمة المعيارية هي   𝑥أوجد القيمة   .2 =  −0,52 . 

 احسب الاحتمالات التالية:  .3

• 𝑃(180 ≤ 𝑋 ≤ 200).  
• 𝑃(𝑋 ≥ 170).  

 : الحل 

X :  يتبع التوزيع الطبيعي ثوابته𝝁𝒙= 𝟏𝟔𝟓 , 𝜹𝒙= 𝟓  . 
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 الفصل الثاني :    

𝑿القيمة المعيارية للقيمة   .1 = 𝟏𝟕𝟐: 
𝑍 =

𝑥−𝑢 

𝛿
=

172−165

5
= 1,4  

 

𝒁القيمة إذا كانت القيمة المعيارية هي : .2 =  −𝟎, 𝟓𝟐 
𝑍 =

𝑥 − 𝑢 

𝛿
→ 𝑥 − 𝑢𝑥 = 𝑧. 𝛿𝑥 → 𝑥 = 5 − (0,52) + 165 

𝑋 = 162,5   
 حساب الاحتمالات التالية: .3

. 𝑷(𝟏𝟕𝟓 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟖𝟎) = 𝑃 (
175−𝑢𝑥

𝛿𝑥
≤

𝑥−𝑢𝑥

𝛿𝑥
≤

180−𝑢𝑥

𝛿𝑥
) = 𝑃 ( 

175−165

5
≤ 𝑍 ≤

180−165

5
)  

𝑃(2 ≤ 𝑧 ≤ 3) = 𝑃( 𝑧 ≤ 3) − 𝑝(𝑧 ≤ 2) =  𝜙(3)−=  𝜙(2) = 0,9987 − 0,9977 

𝑷(𝟏𝟕𝟓 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟖𝟎) = 𝟎, 𝟎𝟐𝟏𝟓.    

. 𝑷(𝑿 ≥ 𝟏𝟕𝟎) = 𝑃 (
𝑥−𝑢 

𝛿𝑥
≥

170−165

𝛿𝑥
) = 𝑃(𝑧 ≥ 1) = 1− 𝑃(𝑧 ≤ 1)  

=1 −  𝜙(1) = 1 − 0,8413 = 0,1587   

 من خلال الاستعانة بجدول التوزيع الطبيعي المعياري أوجد ما يلي :  التمرين الرابع:

• 𝑃(0 < 𝑍 < 1).  
• 𝑃(𝑍 ≥ 1)  
• 𝑃(−1 ≤ 𝑍 ≤ 1) 
• 𝑃(−2 ≤ 𝑍 ≤ 1) 
• 𝑃(𝑍 ≤ −1) 
• 𝑃(0,65 ≤ 𝑍 ≤ 1,26) 
• 𝑃(−0,65 ≤ 𝑍 ≤ 0) 

 الحل:  
𝑷(𝟎 < 𝒁 < 𝟏) = 𝜙(1) −  𝜙(0) = 0,3413 

 
𝑷(𝒁 ≥ 𝟏) = 0,5 − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1) = 0,5 − 0,3413 = 0,1587.  
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 الفصل الثاني :    

 
𝑷(𝒁 ≤ 𝟏) = 0,5 + 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1) = 0,5 + 0,3413 = 0,8413. 

 
𝑷(−𝟏 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏) = 2𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1) = 2(0,3413) = 0,6862 

 
𝑷(−𝟐 ≤ 𝒁 ≤ 𝟏) = 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 2) + 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1)   
= 0,4772 − 0,4251 = 0,0521 

 
𝑷(𝒁 ≤ −𝟏) = 𝑃(𝑍 ≥ 1) = 0,5 − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1) = 0,5 − 0,3413 = 0,1587 
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 الفصل الثاني :    

 
𝑷(− 𝟎, 𝟔𝟓 ≤ 𝒁 ≤ 𝟎) = 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 0,65) = 0,2422. 

 

 التمرين الخامس:  

𝜇  :إذا كان من المعروف أن توزيع عمر المصابيح الكهربائية يتبع التوزيع الطبيعي حيث    = 100 ℎ  
𝛿و = 8ℎ ساعات احتراق؟   120و  110، ما احتمال أن مصباحا اختير عشوائيا له عمر بين 

 الحل:

𝑷(𝟏𝟏𝟎المطلوب إيجاد  < 𝑿 <  إلى زمن الإضاءة مقيسا بالساعات بمعلومية   𝑋حيث تشير  (𝟏𝟐𝟎

𝜇 = 100 ℎ   و𝛿 = 8ℎ 

   نضع: 

    𝑍 =
110−100

8
= 1,25                 𝑍 = 120−100

8
= 2,50                ;                                

𝑷(𝟏, 𝟐𝟓 ≤ 𝑿 ≤ 𝟐, 𝟓𝟎) = 𝜙(2,50) − 𝜙(1,25) 
= 0,4938 − 0,3944  
𝑷(𝟏𝟏𝟎 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟐𝟎) = 𝟎, 𝟗𝟗𝟒  
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 الفصل الثاني :    

 التمرين السادس:  

𝜇افترض أن دخول الأسر تتبع التوزيع الطبيعي     = 𝛿و  160000 = 2000𝐷  

 ما احتمال أن يكون دخل أسرة اختيرت عشوائيا: 

 دينار؟ 18000دينار و   15000بين  ( أ
 دينار؟ 15000أقل من  ( ب
 دينار؟ 18000أعلى من  ( ت
 دينار؟  20000أعلى من  ( ث

 الحل:  

𝑃(15000أحسب احتمال  (أ ≤ 𝑋 ≤ 18000) 

𝑷(𝟏𝟓𝟎𝟎𝟎 ≤ 𝑿 ≤ 𝟏𝟖𝟎𝟎𝟎) = 𝑃 (
15000−16000

2000
≤

𝜇−𝑥

𝛿
≤

18000−16000

2000
)   

= 𝜙(1) − 𝜙(−0,5)  
= 𝜙(1) − [1 − 𝜙(0,5)]  
= 0,5328  

𝑃(𝑋حساب احتمال  ( ب ≤ 15000) 

𝑷(𝑿 ≤ 𝟏𝟓𝟎𝟎𝟎) = 𝑝 (𝑍 ≤
15000−16000

2000
)   

= 𝑃(𝑍 ≤ −0,5) = 0,3085  
𝑝(𝑋حساب احتمال  ( ج ≥ 18000) 

𝑷(𝑿 ≥ 𝟏𝟖𝟎𝟎𝟎) = 𝑃 (𝑍 ≥
18000−16000

2000
)  

= 𝑃(𝑍 ≥ 1) = 1 − 𝜙(1) = 0,1587  

𝑃(𝑋 > 20000) = 𝑝 (𝑍 ≥
20000−16000

2000
)  

= 𝑝 (𝑍 >
4000

2000
)  

𝑷(𝒁 > 𝟐) = 1 − 𝑝(𝑧 ≤ 2)  
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 الفصل الثاني :    
= 1 − 𝜙(2) = 0,0228  

 ع: التمرين الساب 

وحدة نقدية بانحراف معياري    635قدرت النفقات الشهرية المتوسطة لطالب جامعي بـ    2024خلال سنة      
 .وحدة نقدية )النفقات الشهرية تتبع التوزيع الطبيعي(  55يقدر بـ 

 وحدة نقدية؟   580ما هو احتمال أن تكون النفقات الشهرية أقل من  -أ
 وحدة نقدية؟  720ما هو احتمال أن تكون النفقات الشهرية أكبر من  -ب
 وحدة نقدية؟  700و  580ما هو احتمال أن تكون النفقات الشهرية محصورة بين   -ت
بناءً على المعطيات السابقة قررت وزارة التعليم العالي رفع منحة الطالب خلال السنة الجامعية   ❖

 .وحدة نقدية 596,50المقبلة إلى 
 ما هو احتمال أن تغطي المنحة الجامعية النفقات الشهرية للطالب؟   -أ

 % ؟95ما هو مبلغ المنحة الجامعية التي تسمح بتغطية النفقات الشهرية باحتمال يساوي   -ب

 :  الحل 
 لدينا: 

 𝑋  متغير عشوائي يمثل النفقات الشهرية :.  

𝑋 → 𝑁(635 , (55)2)  

𝒁      نضع : =
𝒙−𝝁

𝜹
 

 وحدة نقدية:   525احتمال أن تكون النفقات الشهرية أقل من  -أ

𝑷(𝑿 < 𝟓𝟖𝟎) = 𝑝 (𝑍 <
580−635

55
)  

= 𝑃(𝑍 < −1)  
= 𝑃(𝑍 > 1) = 1 − 𝑝(𝑧 < 1)  
= 1 − 𝜙(1)  
= 1 − 0,8413  
𝑃(𝑋 < 580) = 0,1587  
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 الفصل الثاني :    

 وحدة نقدية :   700احتمال أن تكون النفقات الشهرية أكبر من  -ب

𝑷(𝑿 > 𝟕𝟎𝟎) = 𝑃 (
𝑥−𝑢

𝛿
>

700−𝑢

𝛿
)  

= 𝑃 ( 𝑍 >
700−635

55
)  

= 𝑃(𝑍 > 1,8) = 1 − 𝑝(𝑧 < 1,8)  
= 1 − 𝜙(1,8)  
= 1 − 0,8810  
𝑃(𝑋 > 700) = 0,119  

 وحدة نقدية:   700وحدة نقدية و   580ة محصورة بين ياحتمال أن تكون النفقات الشهر  -ت
𝑷(𝟓𝟖𝟎 ≤ 𝑿 ≤ 𝟕𝟎𝟎) = 𝑃 (

580−635

55
≤ 𝑍 ≤

700−635

55
)  

= 𝑃(−1 ≤ 𝑍 ≤ 1,8)  
= 𝑃(𝑍 ≤ 1,8) − 𝑃(𝑍 ≤ +1)  
= 𝜙(1,8) − 𝜙(1)  
= 0,8810 − 0,1587  
𝑃(580 ≤ 𝑋 ≤ 700) = 0,7223  

 احتمال أن تغطي المنحة الجامعية النفقات الشهرية للطالب:   -ث
𝑷(𝑿 ≤ 𝟓𝟗𝟔, 𝟔𝟎) = 𝑃 (𝑍 ≤

596,50−635

55
)  

= 𝑝(𝑍 ≤ −0,7)  
= 𝑝(𝑍 > 0,7)  
= 1 − 𝑝(𝑍 ≤ 0,7)  
= 1 − 𝜙(0,7)  
1 − 0,7580  
𝑃(𝑋 ≤ 596,60) = 0,242  

   % 95مبلغ المنحة الجامعية الت تسمح بتغطية النفقات الشهرية باحتمال  ❖
𝑷(𝑿 ≤ 𝒂) = 𝟎, 𝟗𝟓  
𝑝 (𝑍 ≤

𝑎−635

55
) = 0,95  

𝜙 (
𝑎−635

55
) = 0,95  

 نبحث عن أقرب قيمة لها داخل جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجدها عند: 
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 الفصل الثاني :    
1,64+1,65

2
= 1,645  

 و عليه:  

𝑎−635

55
= 1,645  

→ 𝑎 = 55(1,465) + 635  
→ 𝑎 = 725,47  

   وحدة نقدية و ذلك باحتمال   725,47و منه: مبلغ المنحة الجامعية التي تسمح بتغطية النفقات الشهرية هو  
  %. 95 قدره:

 التمرين الثامن: 

 إذا كانت درجات الاختبار النهائي لطلاب مقرر الإحصاء تتبع التوزيع الطبيعي بمتوسط     

  𝜇 = 𝛿انحراف معياري    و40 = اختير طالب من الذين تقدموا للاختبار بشكل عشوائي، فما هو  ،  3
 :احتمال

 درجة؟  38أن تكون درجته أقل من   -أ
 درجة؟  45أن تكون درجته أكبر من  -ب
 ؟ درجة 45و  38أن تكون درجته ما بين  -ت

 الحل:  

هذا المتغير العشوائي ل  فعندئذ سيكون شوائيا راصدا لدرجة الطالب،  ع   𝑋متغيراً   من أجل ذلك سنأخذ      
 : وبالتالي فمن أجل الطلب  N(40,3)توزيعاً طبيعي 

𝑷(𝑿يكون الاحتمال المطلوب هو  -أ <  ، حيث لدينا: (𝟑𝟖
𝑃(𝑋 < 38) = 𝑃 (

𝑥−40

30
<

38−40

3
) = 𝑃(𝑍 < −0,67) = 0,2514  

𝑷(𝑿يكون الاحتمال المطلوب هو  - ب >  :  وحيث لدينا (𝟒𝟓
𝑃(𝑋 > 45) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 45) = 1 − 𝑃(

𝑥−40

3
≤

45−40

3
)  

= 1 − 𝑃(𝑍 ≤ 1,67) = 1 − 𝑃(𝑍 < 1,67) = 1 − 𝜙(1,67)  
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 الفصل الثاني :    
= 1 − 0,9525 = 0,0475  

 التمرين التاسع: 

إذا كانت درجات الحرارة )مقدرة بالدرجات المئوية( لعدة أصناف من المياه المعدنية لها توزيع طبيعي    
𝜇بمتوسط   = 𝛿ري  وانحراف معيا  0 = اختير أحد هذه الأصناف عشوائياً، فما هو    درجة مئوية، و 2

 ل:  احتما

 أن تكون درجة تجمده أعلى من الصفر؟  -أ
 أن تكون درجة تجمده أدنى من درجة مئوية؟   -ب
 درجة مئوية؟  1-و  1أن تكون درجة تجمده ما بين   -ت

   الحل:

تجمّد الماء الذي تم اختياره، فعندئذ سيكون لهذا   راصدا لدرجة  متغيراً عشوائياً   𝑋من أجل ذلك سنأخذ       
𝑋المتغير العشوائي توزيع طبيعي  → 𝑁(0,2)   :وبالتالي من أجل المطلوب 

𝑃(𝑋يكون الاحتمال المطلوب هو -أ >  حيث لدينا:  (0

𝑃(𝑋 > 0) = 1 − 𝑃 (
𝑥−0

2
>

0−0

2
)  

= 1 − 𝑃(𝑍 < 0) = 1 − 0,5 = 0,5  

𝒁علما أننا وضعنا   =
𝒙−𝒖

𝜹
 

𝑃(𝑋يكون الاحتمال المطلوب هو   -ب <  حيث لدينا:    (2−

𝑃(𝑋 < −2) = 𝑃 (
𝑥−𝑢

𝛿
>

−2−0

2
)   

𝑃(𝑍 < −1) = 0,1587  
𝑃(−1يكون الاحتمال المطلب هو   -ث ≤ 𝑋 ≤  حيث لدينا:   (1

𝑃(−1 ≤ 𝑋 ≤ 1) = 𝑃(𝑋 < 1) − 𝑃(𝑋 ≤ −1) = 𝑃 (
𝑋

2
≤

1

2
) − 𝑃 (

𝑋

2
≤

−1

2
)   

= 𝑃(𝑍 < 0,5) − 𝑃(𝑍 ≤ −0,5)   
= 0,6915 − 0,3085 = 0,3830  
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 الفصل الثاني :    

 :  رالتمرين العاش 

𝜇متغيرا عشوائيا طبيعيا بمتوسط   𝑋ليكن       = 𝛿انحراف معياري     و  1− = فإذا كان من أجل    0,5
P(Xلدينا   𝑅من   𝑋قيمة   < x) =  ؟   𝑥فما هي قيمة  0,9901

 :  الحل 

باست     نقوم  ذلك  أجل  الطبيعي    عيارمن  التوزيع  جدول  استخدام  ثم  من  و  المعطى  العشوائي  المتغير 
 :  المطلوبة، حيث لدينا  𝑋المعياري لتعيين قيمة 

𝑃(𝑋 < 𝑥) = 𝑃 (
𝑥−(−1)

0,5
<

𝑥−(−1)

0,5
) = 𝑝(𝑍 < 𝑧) = 0,9901  

 :  من جدول التوزيع الطبيعي المعياري نجد أن و

(
𝑋−(−1)

0,5
) = 2,33  

⇒ (𝑋 + 1) = (0,5)(2,33)  
⇒ 𝑋 + 1 = 1,165  
⇒ 𝑋 = 1,165 − 1  
⇒ 𝑋 = 0,165  

 : Uniform distributionالتوزيع المنتظم   -2

يعد التوزيع المنتظم أحد أنواع التوزيعات الاحتمالية الهامة في علم الإحصاء والاحتمال،  يتميز هذا    
التوزيع بتوزيع الاحتمالات بشكل متساوٍ على مدى محدد من القيم. ببساطة يعكس التوزيع المنتظم فرصا  

 . يم صفرا متساوية لحدوث أي قيمة داخل النطاق المحدد، حيث يكون الانحراف بين الق

العشوائي معرفا على مجال محدد      المتغير  إذا كان  المستمر  المنتظم  التوزيع  ,𝒂]يستخدم  𝒃] دالة    و
 .كثافته ثابتة على هذا المجال )أي أن الاحتمالات متساوية( 

 استخدام التوزيع المنتظم المستمر:   -2-1

التشغيلية، مثل      اللوجستية و  السيناريوهات  العديد من  فعال في دراسة  المنتظم بشكل  التوزيع  يستخدم 
 الخ. ...وصول الشاحنات إلى محطات التفريغ، وصول البواخر إلى الموانئ  
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 الفصل الثاني :    

الحمولة • تفريغ  في جدول  البواخر  تفريغ حمولة  وقت  لفهم فرص  المنتظم  التوزيع  استخدام  يتم   :
يساعد القرار في تحديد جداول زمنية  يمكن أن  الموانئ، من خلال تحليل توزيع المنتظم للأوقات،  

 .فعالة لتفريغ الحمولة

: يمكن أيضا استخدام التوزيع المنتظم لتقدير فرص أوقات مغادرة البواخر أو تقدير أوقات المغادرة •
 1. الشاحنات من الموانئ أو محطات التفريغ 

: بالمثل ، يستخدم التوزيع المنتظم لتحليل وقت وصول وقت وصول الشاحنات إلى محطات التفريغ •
الشاحنات إلى محطات التفريغ، على أن يكون هذا ذا أهمية كبيرة في تخطيط عمليات اللوجستيات  

 .  وضمان استمرارية التدفقات العملية 

 :  دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع المنتظم المستمر )القانون الاحتمالي(  -2-2

فإننا نعبر عن ذلك رياضيا بالكتابة  خاضعا )يتبع( التوزيع المنتظم المستمر    𝑥𝑖ليكن لدينا متغيرا عشوائيا    
 التالية:  

𝑿 →∪ (𝒂, 𝒃)  
 له، فهي تأخذ شكل العلاقة الرياضية التالية:   دالة الكثافة الاحتماليةأما 

𝒇(𝒙) = 𝒇(𝒙) = {
𝟏

𝒃−𝒂
,       𝒔𝒊: 𝒂 ≤ 𝒙 ≤ 𝒃

𝟎     ,     𝒔𝒊:  𝒏𝒐𝒏
  

 بحيث:  

X   متغير عشوائي معرف على المجال :[𝑎, 𝑏]. 

 a :   الحد الأدنى للمجال 

  b  الحد الأعلى للمجال : 

 
ص   2015الطبعة الثانية، دار صفاء للنشر و التوزيع، عمان   الإحصاء الاستدلاليحسين ياسين طعمة، ألمان حسين حنوش،   1

150 . 
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 الفصل الثاني :    

 دالة كثافة لا بد من تحقق شرطين:   𝑓(𝑥)حتى تكون  

𝒇(𝒙): لا بد أن تكون  الشرط الأول - ≥ 𝑎و هذا الشرط محقق كون     𝟎 < 𝑏     و بالتالي فإن
 الفرق بينهما دوما موجب.  

∫: و هو أن يكون  الشرط الثاني  - 𝒇(𝒙)𝒅𝒙 = 𝟏
+∞

−∞
يقابل في المتغير العشوائي   ما ، و هو    
 المنقطع بمجموع الاحتمالات لا بد أن يساوي الواحد. 

 يمكن التحقق من هذا الشرط كما يلي:   -

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝑏

𝑏

𝑎

𝑎

−∞

+∞

−∞
    

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0 + ∫
1

𝑏−𝑎
𝑑𝑥 + 0 =

1

𝑏−𝑎
∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

+∞

−∞
  

=
1

𝑏−𝑎
= [𝑥]𝑎

𝑏  

∫ 𝒇(𝒙)𝒅𝒙
+∞

−∞ =
𝟏

𝒃−𝒂
(𝒃 − 𝒂) = 𝟏  

  .هي دالة كثافة احتمالية 𝒇(𝒙)و منه :  

 إن التمثيل البياني لدالة الكثافة يكون وفق الشكل التالي: 

 الشكل التالي:  دالة التوزيعتأخذ 

 𝐹(𝑥) = {

0                                   𝑠𝑖:   𝑥 < 𝑎          
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
                        𝑠𝑖:   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 

1                                𝑠𝑖 ∶   𝑥 ≥ 𝑏        

 

 حساب الاحتمالات:   –  2-3

 إذا كان المتغير العشوائي يتبع التوزيع المنتظم المستمر فإن حساب الاحتمالات يكون كالتالي:  
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 الفصل الثاني :    

𝑃(𝑋 < 𝑥) = 𝐹(𝑥) =
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
  

𝑃(𝑋 > 𝑥) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)  
= 1 − 𝐹(𝑥)  

𝑃(𝑋 > 𝑥) = 1 − (
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
)  

𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2) = 𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1)  

= (
𝑥2−𝑎

𝑏−𝑎
) − (

𝑥1−𝑎

𝑏−𝑎
)  

=
𝑥2−𝑎−𝑥1+𝑎

𝑏−𝑎
  

𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2) =
𝑥2−𝑥1

𝑏−𝑎
  

𝑃(𝑥1بالنسبة للاحتمال    ملاحظة: ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2)    يجب أن يكون المجال[𝑥1 , 𝑥2]    ينتمي إلى المجال
[𝑎, 𝑏]  

 1القيم العددية المميزة:   - 2-4
 التوقع الرياضي:   -أ

𝐸(𝑋) = ∫ 𝑥. 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0 + ∫
1

𝑏−𝑎
𝑑𝑥 =

1

𝑏−𝑎
∫ 𝑥. 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

+∞

−∞
  

𝐸(𝑋) =
1

𝑏−𝑎
= [

𝑥2

2
]
𝑎

𝑏

=
1

𝑏−𝑎
[
𝑏2−𝑎2

2
] =

1

𝑏−𝑎
[
(𝑏−𝑎)(𝑏+𝑎)

2
]  

𝑬(𝑿) =
𝒂+𝒃

𝟐
   

 التباين:  -ب
𝑉(𝑋) = 𝐸(𝑋2) − [𝐸(𝑋)]2   

𝐸(𝑋2) = ∫ 𝑥2𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = ∫
1

𝑏−𝑎
𝑑𝑥 =

1

𝑏−𝑎

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
∫ 𝑥2. 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
  

𝐸(𝑋2) =
1

𝑏−𝑎
[
𝑥3

2
]
𝑎

𝑏

=
1

𝑏−𝑎
[
𝑏3−𝑎3

3
]  

 
X   
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 الفصل الثاني :    

𝐸(𝑋2) =
1

𝑏−𝑎
[
(𝑏−𝑎)(𝑏2)

2
] =

𝑏2+𝑎+𝑎2

3
  

𝑉(𝑋) =
𝑏2+𝑏𝑎+𝑎2

3
−
𝑏2+2𝑏𝑎+𝑎2

4
   

𝑉(𝑋) =
4𝑏2+4𝑎+4𝑎2−3𝑎2−6𝑏𝑎−3𝑏2

12
=

𝑎2−2𝑏𝑎+𝑏2

12
  

𝑽(𝑿) =
(𝒃−𝒂)𝟐

𝟏𝟐
  

 الانحراف المعياري:  -ت

𝜹(𝑿) =
𝒃−𝒂

√𝟏𝟐
   

 مثال: 

 وحدة نقدية:   [210,250]ليكن سعر أحد المنتجات ينتمي إلى المجال  

  .240 أحسب احتمال أن يكون السعر أقل من -أ
  .230أحسب احتمال أن يكون السعر أكبر من   -ب
  .240و   230أحسب احتمال ان يكون السعر محصور بين   -ت
 أحسب السعر المتوقع و التباين و الانحراف المعياري له.    -ث

 الحل:  

X :  متغير عشوائي يمثل سعر منتج ما𝑋𝜖[210,250]  

𝑿 →∪ (𝟐𝟏𝟎, 𝟐𝟓𝟎)  

 : 240حساب احتمال أن يكون السعر اقل من   ❖

𝑃(𝑋 < 240) = 𝐹(240) =
240−210

250−210
  

𝑃(𝑋 < 240) = 0,75  
 : 230حساب احتمال أن يكون السعر أكبر من  ❖

𝑃(𝑋 > 230) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 230)  
= 1 − 𝐹(230)  



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة                

 
86 

 

 الفصل الثاني :    

= 1 − (
230−210

250−210
) 0.25  =  

 : 240و   230حساب احتمال أن يكون السعر محصور بين  ❖

𝑃(230 ≤ 𝑋 ≤ 240) = 𝑓(240) − 𝑓(230)  
=

240−230

250−210
  

𝑃(230 ≤ 𝑋 ≤ 240) = 0,25  
 حساب التوقع ، التباين و الانحراف المعياي للسعر:   ❖

𝐸(𝑋) =
𝑎+𝑏

2
⇒ 𝐸(𝑋) =

210+250

2
= 230  

𝑉(𝑋) =
(𝑏−𝑎)2

12
=

(250−210)2

12
= 133,33  

𝛿𝑋 = √133,33 = 11,547  

 تمارين مقترحة:  

 التمرين الأول: 

طن بطاطس، ووضعها في مخزن، وقام ببيعها بكميات متساوية    1500استورد أحد المراكز التجارية     
 على مدار شهور السنة، إذا كانت الفترة الزمنية للبيع تتبع توزيع منتظم، فأوجد الآتي: 

 دالة كثافة الاحتمال المعبرة عن الفترة الزمنية للبيع؟  ( أ
 بعد مرور سبعة أشهر من بداية البيع، ما هي الكمية الموجودة بالمخزن؟  ( ب

 الحل: 

 دالة كثافة الاحتمال المعبرة عن الزمن: ( أ

0يعبر عن الفترة الزمنية للبيع مقاسة بالشهر، أي أن   𝑋نفرض أن المتغير     < 𝑋 < و من ثم   ،12
 تأخذ دالة كثافة الاحتمال المعبرة عن الزمن الصورة الآتية : 

𝒇(𝑿) =
𝟏

𝟏𝟐−𝟎
=

𝟏

𝟏𝟐
 ; 𝟎 < 𝑿 < 𝟏𝟐  

 ب( حساب الكمية الموجودة بالمخزن بعد سبعة أشهر من بداية البيع: 
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 الفصل الثاني :    

هي كمية البطاطس المستوردة ، تكون الكمية المتبقية بالمخزن بعد مرور سبعة أشهر من  Qنفرض أن     
 بداية البيع هي: 

𝑄 × 𝑃(𝑋 > 7) = 𝑄 × (1 − 𝐹(7) = 1500 (1 −
7−0

12−0
) = 625 Ton  

 التمرين الثاني:

دقيقة بشكل منتظم كل    50تنطلق عبارة لنقل المسافرين بين ضفتي نهر البوسفور من الموقف أ، كل     
 أيام الأسبوع، و ذلك ابتداءً من الساعة السادسة صباحاً إلى الساعة الثامنة مساءً. 

أوجد دالة الكثافة الاحتمالية التي تعبر عن زمن بقاء العبارة في موقفها؟ واكتب دالة التوزيع التراكمي للمتغير   ( أ
 العشوائي. 

 دقائق الأخيرة على الأقل؟ 10ما هو احتمال أن تنطلق العبارة خلال    ( ب
 دقيقة الأخيرة ؟ 15ما هو احتمال أن تنطلق العبارة خلال  ( ت
 احسب القيمة المتوقعة والتباين لانطلاق العبارة من الموقف أ؟  ( ث

 الحل :  

 و منه يصبح لدينا:   Xنعرف زمن بقاء العبارة في موقفها بالمتغير العشوائي  

 دالة الكثافة الاحتمالية التي تعبر عن زمن بقاء العبارة في موقفها هي:   -أ

𝑓(𝑋) = {
1

𝐵−𝑎
, 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝐵

0               , 0/𝑤
   

0دقيقة، فإن أي  50بارة في موقفها هو  عو بما أن زمن بقاء ال < 𝑋 <  فإن دالة الكثافة تكون:   50

𝑓(𝑋) =
1

50−0
             0 ≤ 𝑋 ≤ 50  

 دالة التوزيع التراكمي:  

𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = {

0                    𝑥 ≤ 0                                         
𝑥

50
                0 ≤ 𝑥 ≤ 50                                

1                   𝑥 ≥ 50                                      

   

 دقائق الأخيرة على الأقل:   10احتمال أن تنطلق العبارة خلال ال -ب
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 الفصل الثاني :    
𝑃(𝑋 > 50 − 10) = 𝑃(𝑥 > 40)    
𝑃(𝑋 > 40) = 1 − 𝑃(𝑥 ≤ 40)   
𝑃(𝑋 > 40) = 1 − 𝐹(40)  

𝑃(𝑋 > 40) = 1 − (
40

50
)  

𝑃(𝑋 > 40) = 0,2  
 دقيقة الأخيرة:   15احتمال أن تنطلق العبارة خلال 

𝑃(35 ≤ 𝑋 ≤ 50) = 𝐹(50) − 𝐹(35)   

𝑃(35 ≤ 𝑋 ≤ 50) = (
50

50
) − (

35

50
)  

𝑃(35 ≤ 𝑋 ≤ 50) = 0,3  
 القيمة المتوقعة و التباين لانطلاق العبارة من الموقف أ :   -د

 : التوقع الرياضي -

 µ𝑋 = 𝑎+𝑏

2
=

0+50

2
= 25 𝑚𝑖𝑛  

  التباين: -

 𝛿𝑋 = (𝐵−𝑎)
2

12
= 

(50−0)2

12
=

2500

12
= 208,33     

 الانحراف المعياري:   -
𝛿𝑋 =

𝐵−𝑎

√12
= 14,43  

 التمرين الثالث: 

 دقيقة بشكل منتظم خلال أيام الدراسة .   45تنطلق حافلة النقل الجامعي من الموقف الرئيسي كل    

 :  : أوجد ما يلي المطلوب 

 ؟   𝑋للمتغير العشوائي  الاحتماليةدالة الكثافة  -
 ؟  𝑋دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي   -
 دقائق الأخيرة على الأقل ؟  10ما هو احتمال أن تنطلق الحافلة خلال   -
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 الفصل الثاني :    

 دقيقة الأخيرة ؟  15ما هو احتمال أن تنطلق حافلة خلال  -
باتجاه   - الرئيسي  الموقف  من  الحافلة  المعياري لانطلاق  الانحراف  و  المتوقعة  القيمة  أحسب 

 الجامعة.  

 الحل:  

𝑋   متغير عشوائي يتبع التوزيع المنتظم على المجال[𝑎, 𝑏] = [0 , 45]  

 للمتغير العشوائي:   الاحتمالية دالة  الكثافة -

𝑋 → 𝑈(𝑎 = 0 , 𝑏 = 45)  

𝑓(𝑋) = {

1

(𝑏−𝑎)
           , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0,                     0/𝑤
 ⇒ 𝑓(𝑋) = {

1

45
,             𝑥 < 0

0,               0/𝑤
  

 دالة التوزيع التراكمية للمتغير العشوائي:  

𝐹(𝑥) = {

0,                     𝑥 < 0       
𝑥−𝑏

𝑏−𝑎
             𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏            

1 ,                    𝑥 ≥ 𝑏                 

 ⇒ 𝐹(𝑥) {

0,                        𝑥 < 0                  
𝑥

45
                     0 ≤ 𝑥 ≤ 45          

1                      ;  𝑥 ≥ 45       

 

 دقائق الأخيرة على الأقل:   10ما هو احتمال أن تنطلق الحافلة خلال  

𝑃(𝑋 ≥ (45 − 10)) = 𝑃(𝑋 ≥ 35) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 35) = 1 − 𝐹(35) = 1 −
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
  

= 1 −
35−0

45−0
= 1 −

35

45
=

10

45
=

2

9
= 0,22  

 دقائق الأخيرة:  15ما هو احتمال أن تنطلق حافلة خلال 

𝑃(30 ≤ 𝑋 ≤ 45) = 𝑃(𝑋 ≤ 45) − 𝑃(𝑋 ≤ 30) = 𝑓(45) − 𝑓(30) =
45 − 0

45 − 0
−
30 − 0

45 − 0
 

=
45

45
−

30

45
=

15

45
=

1

3
= 0,33  

   :حساب القيمة المتوقعة و الانحراف المعياري  -
 :  التوقع  •

𝐸(𝑋) =
(𝑏+𝑎)

2
=

45+0

2
=

45

2
= 22,5   
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 الفصل الثاني :    

 التباين:   •

V(X) =
(𝑏−𝑎)2

12
=

(45−0)2

12
=

2025

12
= 168,75  

 

 الانحراف المعياري:   •

𝛿𝑋 = √𝑣(𝑥) = √
(𝑏−𝑎)2

12
= √168,75 = 12,99  

 

 التمرين الرابع: 

بين      لدينا مجال زمنيا  التفريغ و    10و    05ليكن  الشاحنات إلى محطة  استخدام    نريددقائق لوصول 
 التوزيع المنتظم لتحديد احتمال وصول الشاحنة في أي لحظة معينة داخل هذا النطاق المطلوب: 

 .𝑥دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير  -أ
 .𝑥دالة التوزيع التراكمي للمتغير  -ب
 التوقع، التباين، الانحراف المعياري .   -ت
 ة.  عأحسب احتمال وصول الشاحنة على الأقل في الدقيقة الساب -ث

 الحل:  
,𝑎]: متغير عشوائي يتبع التوزيع المنتظم على المجال  𝑥 -أ 𝑏] = [5 , 10]   
 𝑋دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير -أ

𝑋 → 𝑈(𝑎 = 5 , 𝑏 = 10)  

𝑓(𝑥) = {

1

(𝑏−𝑎)
           , 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏

0,                     𝑜𝑡ℎⅇ𝑟𝑤𝑖𝑠ⅇ
 ⇒ 𝑓(𝑥) = {

1

5
,             5 ≤ 𝑥 ≤ 0

0,                𝑜𝑡ℎⅇ𝑟𝑤𝑖𝑠ⅇ
 

 دالة التوزيع التراكمي:   -ب

F(x) = {

0,                     x < 0       
x−b

b−a
             a ≤ x ≤ b            

1 ,                    x ≥ b                 

 ⇒ F(x) {

0,                         x < 0                 
x

45
                     0 ≤ x ≤ 45          

1                      ;  x ≥ 45     
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 الفصل الثاني :    

 التوقع، التباين، و الانحراف المعياري:   -ج
 :  التوقع  •

E(X) =
(b+a)

2
=

10+15

2
=

15

2
  

 التباين:   •

V(X) =
(b−a)2

12
=

(10−5)2

12
=

25

12
  

 

 الانحراف المعياري:   •

𝛿𝑥 = √𝑉(𝑋) = √
(𝑏−𝑎)2

12
= √

25

12
=

5

2√3
  

 حساب احتمال وصول الشاحنة على الأقل في الدقيقة السابعة:   -د

𝑃(𝑋 ≥ 7) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 7) = 1 − 𝐹(7) = 1 −
𝑥−𝑎

𝑏−𝑎
= 1 −

7−5

10−5
= 1 −

2

3
=

3

5
  

 :Exponentiel distribution : التوزيع الأسي -3

يُستخدم التوزيع الأسي في المسائل المتعلقة بالزمن كمدة تفريغ باخرة شحن، مدة انتظار زبون            
قبل الحصول على خدمة، مدة خدمة شباك البريد، للإشارة فإن التوزيع الأسي له علاقة بالتوزيع البواسونـي،  

د تكرار الحدث خلال فترة زمنية فإذا كان التوزيع البواسونـي هو التوزيع الذي يتبعه المتغير الذي يمثل عد
 .معينة ، فإن المتغير الذي يمثل الفترة الزمنية بين الأحداث )أو مدة كل حدث( هو يتبع التوزيع الأسي

 :دالة الكثافة الاحتمالية للتوزيع الأسي  - 3-1

إذا كانت دالة كثافته من الشكل     𝜃   توزيعاً أسياً بالوسيط   𝑋نقول بأن للمتغير العشوائي المستمر    
 :التالي

𝒇(𝑿) =
𝟏

𝜽
ⅇ−

𝟏

𝜽
𝒙           ; 𝒙 ≥ 𝟎  

 حيث: 
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 الفصل الثاني :    

𝑥 0]: متغير عشوائي معرف على المجال, +∞] 

𝜃 عبارة عن عدد ثابت ويمثل معلمة التوزيع، وهو(𝜃 >  أكبر من الصفر.  (0 

e( أساس الدالة الأسية :e = 2.71828 .) 

 :حساب الاحتمالات  -3-2

فإن حساب الاحتمالات يكون من خلال حساب التكاملات    التوزيع الأسي إذا كان المتغير العشوائي يتبع    
 كالتالي: 

𝑃(𝑋 ≤ 𝐾) =  ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝐾

0
  

= ∫
1

θ

𝐾

0
ⅇ−

1

θ
𝑥  𝑑𝑥  

=
1

𝜃
 ∫ ⅇ−

1

θ
𝑥  𝑑𝑥

𝑘

0
  

=
1

θ
[−θⅇ−

1

θ
𝑥]
0

𝑘

  

=
1

θ
[(−θⅇ−

1

θ
𝑘) − (−θⅇ−

1

θ
0)]  

= −ⅇ−
1

θ + 1  

𝑷(𝑿 ≤ 𝑲) = 𝟏 − ⅇ−
𝟏

𝛉   

𝑃(𝑋 ≥ 𝐾) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

𝐾
= ∫

1

θ

+∞

𝐾
ⅇ−

1

θ
𝑥𝑑𝑥  

=
1

θ
∫ ⅇ

−
1

θ
𝑥
𝑑𝑥

+∞

𝐾
  

=
1

θ
[−θⅇ−

1

θ
𝑥]
 

 

  

=
1

θ
[(−θⅇ−

1

θ
+∞) − (−θⅇ−

1

θ
𝐾)]  
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 الفصل الثاني :    

𝑃(𝑋 ≥ 𝐾) = ⅇ−
𝐾

θ  
𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2) = 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1)  
𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥2) − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥1)  

 المميزة:  العددية  القيم 3-3

𝑿  متغير عشوائي يتبع التوزيع الأسي   𝑋إذا كان   → 𝑬𝒙𝒑(𝛉) :فإن 

𝑬(𝑿) = 𝜽  
𝑽(𝑿)  =  𝛉² ⇒ 𝛔(𝐱)  =  𝛉  

 دالة التوزيع التراكمية:  4-3

 يمكن كتابة دالة التوزيع التراكمية كالتالي: 

> 𝑋إذا كان  𝐹(𝑋)فإن     0  = 0 

 : فإن x ≥ 0ذا كان ا

𝐹(x) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0
=

1

θ
∫ ⅇ−

𝑥

θ
𝑘

0
 𝑑𝑥  

 = 1

θ
[−θⅇ−

𝑥

θ]
0

𝑥

= [−ⅇ−
𝑥

θ]
0

𝑥

= −ⅇ−
𝑥

θ + 1     

= 1 − ⅇ−
𝑥

θ  

 تمارين مقترحة:  
  التمرين الأول:

 سنوات.   6إذا كانت مدة حياة نوع من المركبات الإلكترونية تأخذ شكل التوزيع الأسي بمتوسط مقداره    
 احسب: 

 أ( احتمال أن يعمل هذا المركب الإلكتروني لمدة أربع سنوات على الأقل. 

 ب( احتمال أن يعمل هذا المركب الإلكتروني تسع سنوات على الأكثر.
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 الفصل الثاني :    

 سنة على الأقل علماً أنه عمل ثلاث سنوات على الأقل.   12ج( احتمال أن يعمل هذا المركب الإلكتروني  

   الحل :

𝑋𝑖 .متغير عشوائي يمثل مدة حياة مركب إلكتروني معين 

𝑿ت:  لدينا من المعطيا  → 𝑬𝒙𝒑(𝛉)  :ًومن المعطيات أيضا𝐸(𝑋)  = 𝐸(𝑋)و نعلم أن:  6  = 𝜃  

𝜃ومنه:    = 6 

𝑿إذن:             → 𝑬𝒙𝒑(𝟔).                                                

 احتمال أن يعمل هذا المركب الإلكتروني لمدة أربع سنوات على الأقل:  ( أ

𝑃(𝑋 ≥ 𝑘) = ⅇ− 
𝑘

θ  
 

𝑃(𝑋 ≥ 4) = ⅇ
(− 

4

6
)
= 0.5134  

 
 : راحتمال أن يعمل هذا المركب الإلكتروني تسع سنوات على الأكث ( ب

𝑃(𝑋 ≤ 𝑘) = 1 − ⅇ−
𝑘

θ  
𝑃(𝑋 ≤ 9) = 1 − ⅇ− 

9

6 = 0,7769   
 

 ساعة على الأقل علماً أنه عمل ثلاث ساعات على الأقل:  12احتمال أن يعمل هذا المركب الإلكتروني  ( ج

𝑃(𝑋 ≥ 12/𝑋 ≥ 3) =
𝑃(𝑋≥12∩𝑋≥3)

𝑃(𝑋≥3)
  

=
𝑃(𝑋≥12)

𝑃(𝑋≥3)
  

=
ⅇ
− 
12
6

ⅇ
−3
6
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 الفصل الثاني :    

 التمرين الثاني:

 دقائق، أوجد ما يلي:  5إذا كانت مدة خدمة زبون لاتصالات الجزائر تتبع التوزيع الأسي بمتوسط    

 أ( دالة الكثافة الاحتمالية التي تعبر عن مدة خدمة الزبون.  

 دقائق.   4ب( احتمال إنهاء خدمة الزبون في مدة أقصاها 

 دقائق.  4دقائق و 2ج( احتمال إنهاء خدمة الزبون في مدة تتراوح بين 

 د( احسب معالم النموذج. 

   الحل:

مدى قيم موجبة:    فيالذي يمثل مدة خدمة زبون اتصالات الجزائر، وذلك     𝑋نُعرف المتغير العشوائي   
𝑋 ≥ 0 

دالة الكثافة الاحتمالية التي تعبر عن مدة خدمة الزبون: من معطيات الدراسة لدينا متوسط مدة   ( أ
 دقائق، أي:  5خدمة الزبون هو 

𝑓(𝑋) =
1

5
ⅇ− 

1

5
𝑥               , 𝑥 ≥ 0  

𝑓(𝑋) = 0,2ⅇ−0,2𝑥          , 𝑥 ≥ 0              

 كما يعبر عن دالة التوزيع التراكمية كما يلي: 

𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = [1 − ⅇ−
1

𝜃
𝑥
 

] ⇒ 𝑓(𝑥) = 1 − ⅇ−0.2𝑥  

 دقائق 4ب( حساب احتمال انهاء خدمة الزبون في مدة اقصاها 

𝑃(𝑋 ≤ 4) = 1 − ⅇ−0.2(4) = 0.551  

 .دقائق 4دقيقة و  2ج(حساب احتمال انتهاء خدمة الزبون بين 

𝑃(2 < 𝑋 ≤ 4) = 𝐹(4) − 𝐹(2) = [1 − ⅇ−(0.2)(4)] − [1 − ⅇ−(0.2)(2)]  

𝑃(2 ≤ 𝑋 ≤ 4) = 0.678 − 0.449 = 0.221  
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 الفصل الثاني :    

 حساب معلمات هدا التوزيع: 

µ𝑿= θ =𝟓 د 

𝛅𝑿
𝟐 = 𝝈𝟐 =   𝟐𝟓 د

𝜹𝑿 = 𝜽 =  𝟓 دقائق   

 التمرين الثالث: 
دالة كثافة احتمالية    له    في مدة انتظار حافلة للنقل الجامعي في صف الانتظار تشكل متغيرا عشوائيا     

 كالتالي:  

𝑓(𝑋) =  
1

4
ⅇ−

1

4
𝑥             ; 𝑥 ≥ 0  

   .قل ست دقائق أ( أحسب احتمال ان تنتظر الحافلة على الأ

 . دقيقة 20و  10ب(احسب احتمال ان تنتظر الحافلة ما بين 

    .ج( احسب متوسط وقت الانتظار 

   الحل:

𝑋𝑖 ل مدة انتظار الحافلة: ثمتغيّر عشوائي يم 

𝑓(𝑋) =
1

4
ⅇ−

1

4𝑥         ⇒ 𝑥𝑖 →  𝐸𝑥𝑝(4)   

 حساب احتمال أن تنتظر الحافلة على الأقل ستة دقائق:  ( أ

𝑃(𝑋 ≥ 𝑘) = ⅇ− 
𝑘

𝜃  
𝑃(𝑋 ≥ 6) = ⅇ(−6/4) = 0,2231    

 دقيقة:  20و  10حساب احتمال أن تنتظر الحافلة ما بين  ( ب
𝑃(10 ≤ 𝑋 ≤ 20) = 𝐹(20) − 𝐹(10)  
𝑃(𝑋 ≤ 20) − 𝑃(𝑋 ≤ 10)  

= (1 − ⅇ(
−20

2
)) − (1 − ⅇ(

−10

4
))  
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 الفصل الثاني :    

= ⅇ(
−
10

4
) − ⅇ(

−
20

4
)  

 =0,0821-0,0067 

𝑃(10 ≤ 𝑋 ≤ 20) = 0,0754  

 : وقت الانتظار  توقعج( حساب 

𝐸(𝑋) = θ ⇒ 𝐸(𝑋) = 4  

 التمرين الرابع 
يمثل مدة البقاء )بالساعة( لجزء إلكتروني يستخدم في أجهزة    𝑋  المتصل  إذا كان لدينا المتغيّر العشوائي     

 التلفاز، له دالة كثافة احتمالية تأخذ الشكل التالي: 

𝑓(𝑋) = {
1

500
ⅇ
(
−𝑥
500

)
                          ; 𝑥 ≥ 0

0                                            ;  𝑜𝑡ℎⅇ𝑟𝑤𝑖𝑠ⅇ
 

 :المطلوب

 أوجد دالة التوزيع التراكمي؟  (أ
 ساعة على الأكثر؟  600ما هو احتمال أن يعمر هذا الجزء مدة  (ب
 ساعة؟ 600و   400ما هو احتمال أن يعمر هذا الجزء مدة بين  (ت
 ؟ ايناحسب متوسط عمر هذا الجزء والتب  (ث

 : الحل 

𝑋  :                 لدينا → Exp(500)  

𝑓(𝑋) = {

1

θ
ⅇ−

𝑥
θ                  ; 𝑥 ≥ 0

0                          ;    0/𝑤 
⇒  𝑓(𝑋) = {

1

500
ⅇ−

𝑥
500             ; 𝑥 ≥ 0

0                             ;  𝑜/w
 

 دالة التوزيع التراكمي:  ( أ
𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 1 − ⅇ−

𝑥

500  

 ساعة على الأكثر  600احتمال أن يعمر هذا الجزء مدة  ( ب
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 الفصل الثاني :    

𝑃(𝑋 ≤ 600) = 𝑓(600) = 1 − ⅇ−
𝑥
𝜃  = 1 − ⅇ−

600
500 = 1 − ⅇ−1.2 = 0.699 

 ساعة:  600و  400احتمال أن يعمر هذا الجزء مدة بين  (ج
 

𝑃(400 ≤ 𝑋 ≤ 600) = 𝑃(𝑋 ≤ 600) − 𝑃(𝑋 ≤ 400) = 𝐹(600) − 𝐹(400) 
= [1 − ⅇ−

600

500] − [1 − ⅇ−
400

500]   
= ⅇ−

400

500 − ⅇ−
600

500 = = ⅇ−0.8 − ⅇ−1.2 = 0.449 − 0.301 = 0.148  
 

 د( حساب متوسط عمر هذا الجزء و تباينه:  

 :  التوقع  •
𝑬(𝑿) = 𝛉 = 𝟓𝟎𝟎 

 التباين:  •
𝑽(𝑿) = 𝛉𝟐 = (𝟓𝟎𝟎)𝟐 = 𝟐𝟓𝟎𝟎𝟎𝟎 

  Gamma Distribution:  غاما  توزيع -4

ى مجال  فتمثل إحدى التوزيعات الاحتمالية المتصلة، حيث تُمثل دالة معرفة    تعريف دالة غاما:  -4-1
 الأعداد الحقيقية الموجبة، تأخذ هذه الدالة الصيغة الرياضية التالية: 

𝚪(𝒏) = ∫ 𝒙𝒏−𝟏ⅇ−𝒙𝒅𝒙
∞

𝟎
              

 حيث: 

 𝒂 > 𝟎 ، 𝒙 ≥  𝟎 

 1إن حساب التكامل لهذه الدالة يكون عن طريق التجزئة، والذي سيؤدي إلى الحصول على ما يلي : 

𝚪(𝒏) = (𝒏 − 𝟏)!  

 
  . 156، ص  2001،  1دار الكتب صنعاء، ط   ،مبادئ الإحصاء و الاحتمالات و الإحصاء الرياضيصلاح علي مبخوت، 1
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 الفصل الثاني :    
𝚪(𝒏 + 𝟏) = 𝒏𝚪(𝒏) = ⋯ = 𝒏!  

𝚪 (
𝟏

𝟐
) = √𝛑  

توزيع      استخدام  إذ    Gammaإن  الأسّي،  التوزيع  يختلف عن  لكنه  الانتظار  بمدة  التنبؤ  يستعمل في 
، على عكس التوزيع الأسّي الذي يساعد في التنبؤ بمدة الانتظار  kيستطيع التنبؤ إلى غاية وقوع الحدث  

 للحدث الأول فقط. 

 أنه يخضع لتوزيع غاما إذا كانت دالة كثافته الاحتمالية كما يلي:  𝑋نقول عن المتغير العشوائي المتصل  

𝒇(𝑿) = {
𝒙𝒏−𝟏ⅇ−

𝒙
𝛉

𝛉𝒏𝚪(𝒏)
             ;  𝒙 > 𝟎   , 𝛉 > 𝟎 

𝟎                         ;   𝒙 ≤ 𝟎                 

 

𝑿      ونكتب :     → 𝚪(𝒏; 𝛉) 

 فإن توزيع غاما يتحول إلى التوزيع الأسّي.  n=1: عندما تكون ملاحظة 

 المميزات العددية لتوزيع غاما: 2-4

 إن المميزات العددية لهذا التوزيع هي كالآتي: 

 التوقع الرياضي:         (أ
𝑬(𝑿) = 𝒏𝜽 

 : التباين ( ب
𝑽(𝑿) = 𝒏𝛉𝟐 

 مثال: 
 

 متغير عشوائي دالة كثافته الاحتمالية معرفة كما يلي:  𝑋إذا كان  

𝑓(𝑋) = {
𝑋4ⅇ

−
𝑋
2

25Γ(5)
                      ; 𝑥 > 0              

0                              ; 𝑥 ≤ 0           
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 الفصل الثاني :    

 ؟ 𝑋ما نوع القانون الذي يتبعه   -
 استنتج التوقع الرياضي والتباين؟ -

 الحل: 

 بالمطابقة مع دالة كثافة توزيع غاما نستنتج أن:

𝑛 − 1 =  4 ⇒ 𝑛 =  5      ;𝜃 =  2 

𝑿ه:                         و علي → 𝚪(𝒏; 𝛉) 

 𝐸 (𝑋) = 𝑛𝜃 = 5(2 ) = 10 

𝑉(𝑋) = 𝑛𝜃2 = 5(2)2  

 تمارين مقترحة:  

 التمرين الأول:

ذو    غاما  توزيع  يتبع  التقليدي  السكين  في صناعة  الحرفي  يقضيها  التي  الساعات  عدد  أن  علمت  إذا 
𝑋 المعلمتين  → 𝐺(2,2) . 

 فالمطلوب:

Γ1 احسب قيم غاما للحالات التالية:   .1
2
 ,
 Γ2 , Γ2 , Γ𝑛 ؟ 

أوجد دالة التوزيع الاحتمالي، وبين أنها دالة كثافة احتمالية، ثم أوجد دالة التوزيع التراكمي لهذا  .2
 التوزيع؟ 

 ساعات على الأكثر لصناعة سكين تقليدي؟  5ما احتمال أن يقضي الحرفي  .3

 ساعات؟  5و  3ما احتمال أن يكون عدد الساعات التي يقضيها الحرفي بين  .4

المعياري  .5 الانحراف  وكذا  السكين،  في صنع  الحرفي  يقضيها  أن  المتوقع  الساعات  عدد  احسب 
 المقابل لها. 
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 الفصل الثاني :    

 الحل: 

نعرف المتغير العشوائي الذي يمثل عدد الساعات التي يقضيها الحرفي في صناعة السكين التقليدي،    
 والذي يتبع توزيع غاما كما يلي: . 

 حساب قيم غاما للحالات التالية:  -1
Γ1
2

= 𝜋 = 3,143  
Γ2 = 1  
Γ3 = ( 3 − 1)! = 2  
Γ𝑛 = (𝑛 − 1)! = (𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)…… . . (2)(1)  

 إيجاد دالة التوزيع الاحتمالي، وتبيان أنها دالة كثافة احتمالية:  -2

𝑓(𝑋) = {
𝑥𝑛−1ⅇ

−
𝑥
θ

θ𝑛Γ(𝑛)
                 ;  𝑥 > 0, θ > 0                     

0                           ; 𝑥 ≤ 0                        

  

𝑛)وبما أن   = 2, θ = 2): 

𝑓(𝑋) =
1

22Γ(2)
𝑥2−1ⅇ−

𝑥

2 =
𝑥

4
ⅇ−

𝑥

2  

 إثبات أنها دالة كثافة: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

0
= ∫

𝑥

4

+∞

0
ⅇ−

𝑥

2𝑑𝑥 =
1

4
∫ 𝑥
+∞

0
ⅇ−

𝑥

2𝑑𝑥  

 =
1

4
[−2ⅇ−

𝑥

2]
0

∞

− ∫ (−2ⅇ−
𝑥

2) 𝑑𝑥
∞

0
  

=
1

4
[0 + 2∫ ⅇ−

𝑥

2𝑑𝑥
∞

0
]
0

+∞

  

= 0 +
1

2
[−2ⅇ−

𝑥

2]
0

+∞

  

= −[0 − 1]  

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

0
= 1  

 ومنه دالة التوزيع الاحتمالي هي دالة كثافة احتمالية. 
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 الفصل الثاني :    

 هو على الشكل: 𝑓(𝑥)ودالة التوزيع التراكمي للدالة 

 𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) =
1

θ𝑛Γ(𝑛)
∫ 𝑥𝑛−1ⅇ−

𝑥

θ𝑑𝑥
𝑥

0
  

=
1

4
[−2𝑥ⅇ−

𝑥

2]
0

𝑥

− [ⅇ−
𝑥

2]
0

𝑥

  

= [ⅇ−
𝑥

2 [(−
𝑥

2
) − 1]]

0

𝑥

  

𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = [−ⅇ−
𝑥

2 [(
𝑥

2
) + 1]]

0

𝑥

  

 ساعات على الأكثر لصناعة سكين تقليدي:  5حساب احتمال أن يقضي الحرفي   -3

𝑃(𝑋 ≤ 5) = [−ⅇ−
𝑥

2 [(
𝑥

2
) + 1]]

0

5

  

= [−ⅇ−
5

2 [(
5

2
) + 1]]

0

5

  

= [−ⅇ−
5

2 [(
5

2
) + 1]] − [−ⅇ−

0

2 [(
0

2
) + 1]]  

𝑃(𝑋 ≤ 5) = −0.2873 − (−1)  
𝑃(𝑋 ≤ 5) = 0.7127  

  ساعات: 5و  3حساب احتمال أن يكون عدد الساعات التي يقضيها الحرفي بين  -4

𝑃(3 ≤ 𝑋 ≤ 5) = 𝐹(5) − 𝐹(3)  
𝑃(3 ≤ 𝑋 ≤ 5) = −0.2873 − (−0.5578)  
𝑃(3 ≤ 𝑋 ≤ 5) = 0.2705  

    حساب عدد الساعات المتوقع أن يقضيها الحرفي في صنع السكين، والانحراف المعياري المقابل لها:  -5

  ي: التوقع الرياض 

µ𝑥 = 𝑛θ = 2(2) = 4                                                                                
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 الفصل الثاني :    

 التباين: 

       𝛿𝑋2 = 𝑛θ2 = 2(2)2 = 8                      

حراف المعياري:                                                                                 نالا  

 𝛿𝑥 = √8                                         

  التمرين الثاني:

الذي يمثل عدد السنوات التي يقضيها الطالب بالجامعة للحصول على    𝑋ليكن لدينا المتغير العشوائي  
الليسانس، فإذا علمت أن قيمة المعلمتين   , 𝜃شهادة  𝑛  أي أن:3تبع توزيع غاما بمقدار يعادل  ي ،     

𝑛 = 𝜃 

; 𝛤2احسب قيم غاما للحالات التالية:    𝛤3  

 أوجد دالة التوزيع الاحتمالي، وبين أنها دالة كثافة احتمالية؟ 

 أوجد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع؟ 

 سنوات على الأكثر في الجامعة للحصول على شهادة الليسانس؟   3ما هو احتمال أن يبقى الطالب 

 الحل: 

; 𝛤2حساب قيم غاما للحالات التالية:   -1  𝛤3 
Γ(𝛼) = ∫ 𝑥𝛼−1ⅇ−𝑥𝑑𝑥

+∞

0
   

Γ2 = ∫ 𝑥2−1ⅇ−𝑥𝑑𝑥
+∞

0

= ∫ 𝑥
+∞

0

ⅇ−𝑥𝑑𝑥 = [−𝑥ⅇ−𝑥 − ⅇ−𝑥]0
+∞ = (0 − 0) − (0 − 1) = 1 

Γ3 = ∫ 𝑥3−1ⅇ−𝑥𝑑𝑥
+∞

0
= ∫ 𝑥

+∞

0
ⅇ−𝑥𝑑𝑥 = [−𝑥2ⅇ−𝑥 − 2𝑥ⅇ−𝑥 − 2ⅇ−𝑥]0

+∞  

= (0 − 0 − 0) − (0 − 0 − 2) = 2  

 أوجد دالة التوزيع الاحتمالي، وبين أنها دالة كثافة احتمالية:  -2

 دالة التوزيع الاحتمالي:   -
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 الفصل الثاني :    
𝑋 → (  𝑛 = 3  , θ = 3  ) 

 إثبات أنها دالة كثافة احتمالية:  

𝑓(𝑋) =

{
  
 

  
 

1

𝜃𝑛Γ(n)
𝑋𝑛−1ⅇ− 

𝑥

𝜃           ;  𝑥 < 0                                                       

                                                        ⇒ 𝑓(𝑋) = {

1

54
𝑋2ⅇ−

𝑥

3
         ;𝑥≥0

 
0               𝑜/𝑤

         0          𝑜𝑡ℎⅇ𝑟𝑤𝑖𝑠ⅇ                                                                       

        

 إثبات أنها دالة كثافة احتمالية:   -

{
. 𝑓(𝑋) ≥ 0             

. ∫ 𝑓(𝑋)𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞

  

1/ 𝑓(𝑥) ≥ 0 [∀𝑥, 𝑥 ≥ 0] 
2/ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

+∞

0
= ∫

1

54

+∞

0
𝑥2ⅇ−

𝑥

3𝑑𝑥 =
1

54
∫ 𝑥2ⅇ−

𝑥

3𝑑𝑥
+∞

0
 

=
1

54
[−3𝑥2ⅇ−

𝑥

3 − 18𝑥ⅇ−
𝑥

3 − 54ⅇ−
𝑥

3]
0

+∞

  

=
1

54
(0 − 0 − 0) −

1

54
(0 − 0 − 54) = 1  

 أوجد دالة التوزيع التراكمي لهذا التوزيع:    - 3

𝐹(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0
=

1

θ𝑛Γ(𝑛)
∫ 𝑥𝑛−1ⅇ−

𝑥

θ𝑑𝑥
𝑥

0
   

=
1

54
∫ 𝑥2ⅇ−

𝑥

3𝑑𝑥
𝑥

0
  

 

= [
−3

54
𝑥2ⅇ−

𝑥

3 −
18

54
𝑥ⅇ−

𝑥

3 − ⅇ−
𝑥

3]
0

𝑥

  

= [−
1

18
𝑥2ⅇ−

𝑥

3 −
1

3
𝑥ⅇ−

𝑥

3 − ⅇ−
𝑥

3]
0

𝑥

  

= [ⅇ−
𝑥

3 (−
1

18
𝑥2 −

1

3
𝑥 − 1)]

0

𝑥
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 الفصل الثاني :    

سنوات على الأكثر في الجامعة للحصول على شهادة الليسانس باستعمال    3احتمال أن يبقى الطالب   -2
 ية: دالة التوزيع التراكم

𝑃(𝑋 ≤ 3) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
3

0
= [ⅇ−

𝑥

3 (−
1

18
𝑥2 −

1

3
𝑥 − 1)]

0

3

   

= [ⅇ−1 (−
1

2
− 1 − 1)] − [−0 − 0 − 1]  

= −
5

2
ⅇ−1 + 1  

 Beta Distribution"  بيتــا توزيـع  -5
الفعلية   القيمة  لدينا  يكون  لا  عندما  سيناريوهات  تصور  يمكننا  الواقعية  الحالات  من  كثير  في 

لتمثيل   بيتاللاحتمال، ولكن لدينا تخمينات مسبقة حول قيمة الاحتمال. في هذه الحالة يمكن استخدام توزيع  
جميع القيم التي يمكن أن يأخذها الاحتمال، وبالتالي فإن استعماله يكون في نمذجة الظواهر العشوائية التي  

 مسبقاً.   التي نعرفها  ، حيث يعد الأفضل لتمثيل الاحتمالات 1و  0تأخذ مجالًا يتراوح بين 
كون عدة أشكال للتوزيع اعتماداً  نستطيع أن   ن، كما    𝛽و     𝛼يعتمد توزيع بيتا على معالم اثنين هما

 . 𝛽و  𝛼  على قيم 
 كما يلي:  لبيتاتكتب الدالة الرياضية  -

𝑩(𝛂, 𝛃) = ∫ 𝒕𝛂(𝟏 − 𝒕)𝛃−𝟏𝒅𝒕
𝟏

𝟎
; ∀𝛂 > 𝟎, ∀𝛃 > 𝟎; 𝟎 ≤ 𝒕 ≤ 𝟏         

   أنه يتبع توزيع بيتا إذا كانت دالة كثافته الاحتمالية مكتوبة كما يلي 𝑋نقول عن المتغير العشوائي   

𝑓(𝑋) =
Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)
𝑥α−1(1 − 𝑥)β−1 ;                    0 ≤ 𝑥 ≤ 1   

𝑓(𝑋) =
1

𝐵(α,β)
𝑥α−1(1 − 𝑥)β−1;               0 ≤ 𝑥 ≤ 1  

𝑿و نكتب :                                     → 𝑩(𝜶 ;  𝑩) 
          معالم موجبة. 𝛽و 𝛼 علم فإن و لل

 يكون كما يلي:  𝛽و    𝛼  إن التمثيل البياني لدالة الكثافة في حال تغير قيم 
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 الفصل الثاني :    

 
 المميزات العددية لتوزيع بيتا:   -5-1

 1لحساب المتوسط والتباين لتوزيع بيتا فإن: 

𝑬(𝑿) = ∫
Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)

1

0
× 𝑥α−1(1 − 𝑥)β−1𝑑𝑥  

=
Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)
⋅
Γ(α+1)Γ(β)

Γ(α+β+1)
  

=
Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)
×

αΓ(α)Γ(β)

(α+β)Γ(α+β)
=

𝛂

𝛂+𝛃
  

 وبنفس الأسلوب يمكن إيجاد التباين وذلك خلال حساب:

𝑬(𝑿𝟐) = ∫
Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)

1

0
𝑥2𝑥α−1(1 − 𝑥)β−1𝑑𝑥  

=
Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)
⋅
Γ(α+2)Γ(β)

Γ(α+β+2)
=

(𝛼+1)𝛼

(𝛼+𝐵+1)(𝛼+𝐵)
  

 و بذلك نحصل على:  

𝑉𝑎𝑟(𝑋) = δ2 = 𝐸(𝑥2) − (𝐸(𝑥))
2
=

(α+1)α

(α+β+1)(α+β)
− (

α

α+β
)
2
  

=
αβ

(α+β+1)(α+β)2
  

 
 . 180، مرجع سبق ذكره ص ة الاحتمالاتيمقدمة في نظر جبار عبد مضحى،   1
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 الفصل الثاني :    

 𝑬(𝑿) = 𝛂

𝛂+𝛃
 

𝑽(𝑿) =
𝛂𝛃

(𝛂+𝛃)𝟐(𝛂+𝛃+𝟏)
  

 يمكن اختصارها في العلاقة التالية: غاما و بيتا توجد علاقة بين توزيع  ملاحظة:

𝑩(𝛂, 𝛃) =
𝚪(𝛂)𝚪(𝛃)

𝚪(𝛂+𝛃)
  

𝛼فمثلا لو نأخذ قيمة   = 4 ,𝛽 =  ∶إنه ف,  5

𝐵(4,5) =
𝛤(4)𝛤(5)

𝛤(4+5)
  

Γ(4) = 3! = 2 ;  Γ(5) = 4! = 24 ;  Γ(9) = 8! = 40320    

𝐵(4,5) =
48

40320
= 0.00119  

 تمارين مقترحة: 
 التمرين الأول:

إذا كانت نسبة الضياع في إنتاج الطاقة الكهربائية في الجزائر عبارة عن متغير عشوائي يتبع توزيع     
𝑿بيتا ذو المعلمتين  → 𝑩(𝟑, 𝟐) 

 أوجد دالة التوزيع الاحتمالي، وأثبت أنها دالة كثافة احتمالية، ثم أوجد دالة التوزيع التراكمية له؟  -1

 % من إجمالي الإنتاج؟ 25ما هو احتمال ألا تتجاوز نسبة الضياع  -2

 % على الأقل؟10ما هو احتمال أن تكون هذه النسبة  -3

 احسب متوسط نسبة الضياع في الطاقة الكهربائية والانحراف المعياري المقابل له؟  -4

 الحل:  

الذي يعبر عن نسبة الضياع في إنتاج الطاقة الكهربائية في الجزائر، والذي    𝑋نفرض المتغير العشوائي     
𝑋  يعبر عنه كما يلي  → 𝐵(3,6) 
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 الفصل الثاني :    

 إيجاد دالة التوزيع الاحتمالي، وإثبات أنها دالة كثافة احتمالية، ثم إيجاد دالة التوزيع التراكمية له:  -1

𝑓(𝑋) = {

Γ(α+β)

Γ(α)Γ(β)
𝑥α−1(1 − 𝑥)β−1    ;     0 ≤ 𝑥 ≤ 1

0                                        ;      𝑜/w
  

 وبتعويض قيمة معلمتي هذا التوزيع نحصل على دالة الكثافة الاحتمالية التالية:  -

𝑓(𝑋) =
Γ(3+2)

Γ(3)Γ(2)
𝑥3−1(1 − 𝑥)2−1 = 12𝑥2(1 − 𝑥)    

 يجب أن يكون: دالة كثافة احتماليةلإثبات أنها  -

𝒂) 𝒇(𝒙) ≥ 𝟎     ; ∀𝒙 ≥  𝟎  

𝒃) ∫  𝒇(𝒙)
𝟏

𝟎
  𝒅𝒙 = ∫ [𝟏𝟐𝒙𝟐(𝟏 − 𝒙)]𝒅𝒙

𝟏

𝟎
  

= 12∫ (𝑥2 − 𝑥3)𝑑𝑥
1

0
  

= 12 [
𝑥3

3
−
𝑥4

4
]
0

1

  

= 12 (
1

3
−
1

4
) = 1  

 إيجاد دالة التوزيع التراكمية له: 

𝑓(𝑋) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥

0
= 12 [

𝑥3

3
−
𝑥4

4
]
0

𝑥

  

 : % في إجمالي الإنتاج25حساب احتمال ألا تتجاوز نسبة الضياع  -2

𝑃(𝑋 ≤ 0.25) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
0.25

0
= 12 [

𝑥3

3
−
𝑥4

4
]
0

0.25

  

𝑃(𝑋 ≤ 0.25) = 0.051  

 % على الأقل: 10حساب احتمال أن تكون هذه النسبة  -3

𝑃(𝑋 > 0.1) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 0.1) = 1 − 12 [
𝑥3

3
−
𝑥4

4
]
0

0.1

= 0.9963  
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 الفصل الثاني :    

 نسبة الضياع في الطاقة الكهربائية والانحراف المعياري المقابل له:    توقعحساب  -4

 ∶التوقع الرياضي

μ𝑥 =
α

α+β
=

3

3+2
= 0.6   

 التباين: 

δ𝑥
2 =

αβ

(α+β)2(α+β+1)
=

3⋅2

(3+2)2(3+2+1)
  

δ𝑥
2 = 0.04  

   :الانحراف المعياري 

𝛿𝑥 = √𝛿𝑥
2 = √0,004  

 التمرين الثاني:
 متغير عشوائي دالة كثافته الاحتمالية مكتوبة كما يلي:  𝑋إذا كان  

𝑓(𝑋) = 12𝑥2(1 − 𝑥) ;  0 ≤ 𝑋 ≤ 1  

 ما هو القانون الذي يتبعه هذا المتغير؟ 

 استنتج التوقع الرياضي والتباين؟

   الحل:

 : يمكن استنتاج أنكثافة بيتا بالمطابقة مع دالة 

β −  1 =  1 ⇒ β =  2      , α −  1 =  2 ⇒ α =  3 

 و بالعودة إلى كثافة بيتا:  

 وبالعودة إلى دالة كثافة بيتا:

𝒇(𝑿) =
𝟏

𝑩(𝛂,𝛃)
𝒙𝛂−𝟏(𝟏 − 𝒙)𝛃−𝟏  
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 الفصل الثاني :    

 يمكننا التحقق من أن:   

1

𝐵(α,β)
= 12   

α :حيث ان   = β و 3 =  ∶عند الحساب نجد ان :  2

𝐵(3,2) =
Γ(3)Γ(2)

Γ(3+2)
=

2!⋅1!

4!
=

2

24
=

1

12
  

 :إذن
1

𝐵(3,2)
=

1
1

12

= 12  

𝑓(𝑋) =
1

𝐵(3,2)
𝑥3−1(1 − 𝑥)2−1 = 12𝑥2(1 − 𝑥)  .  

𝑥 → 𝐵(3,6) ومنه:                                          

 استنتاج التوقع الرياضي والتباين:  -

𝑬(𝑿) =
𝛂

𝛂+𝛃
=

3

3+2
=

3

5
  

𝑽(𝑿) =
𝛂𝛃

(𝛂+𝛃)𝟐(𝛂+𝛃+𝟏)
=

3×2

(3+2)2(3+2+1)
=

6

25×6
  

𝑽(𝑿) =
𝟏

𝟐𝟓
  

 

 Chi-Square Distributionتوزيع كاي مربع "  -6

يتم استخدام توزيع كاي مربع على نطاق واسع في عدة مجالات كالإحصاء وعلم الأحياء وعلوم 
فهو أيضاً من التوزيعات الاحتمالية المتصلة المهمة، حيث له استخدامات واسعة في    االاجتماع وغيرها، إذ

𝝌𝜶,𝒗ز مجالات الاستدلال الإحصائي المتعلقة بالتباين، ويرمز له بالرم
𝟐 

 دالة الكثافة الاحتمالية لتوزيع كاي مربع:  -6-1
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 الفصل الثاني :    

 : تعطى دالة الكثافة الاحتمالية لتوزيع كاي مربع بالعلاقة التالية

𝒇(𝛘𝟐) = 𝒄(𝛘𝟐)
𝛎−𝟐

𝟐 ⅇ−
𝛘𝟐

𝟐   

νتمثل درجة الحرية، علماً أن   :νحيث   =  𝑛 −  يرمز لحجم العينة.  nحيث    1 

C .عبارة عن ثابت : 

 التمثيل البياني لتوزيع كاي مربع وخصائصه:   -6-2

 من خلال الشكل نلاحظ أن توزيع كاي مربع يتميز بما يلي: 

مدى المتغير الذي يتبع توزيع كاي مربع يبدأ من الصفر إلى اللانهاية، وبالتالي فالتمثيل البياني  •
 يقع في الربع الأول من المستوى.

التمثيل البياني لكاي مربع غير متناظر ملتوي جهة اليمين لأن مداه محدود بالصفر من جهة اليسار  •
 وغير محدود من جهة اليمين.

 فإن  𝛼المساحة تحت المنحنى تساوي الواحد، وبالتالي إذا كانت لدينا نقطة  •

𝑃(𝜒2 ≤ α) + 𝑝(𝜒2 > α) = 1  

 

 ع: حساب الاحتمال و استخدام جدول كاي مرب   6-3
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 الفصل الثاني :    

يتشابه جدول توزيع كاي مربع من حيث تركيبته و طريقة استخدامه مع جدول توزيع ستيودنت، حيث     
 يتكون من:

 . محور عمودي يضم درجات الحرية-

 . محور أفقي يضم الاحتمالات-

ستخدم جدول كاي يالموافقة لدرجات حرية معينة  و 𝜒2   ما بين المحورين أي داخل الجدول يضم قيم  
𝑃(𝜒2 مربع مباشرة لحساب احتمال معين، فمثلا لحساب الاحتمال  ≤ 𝑎):نتبع الخطوات التالية  

 . نبحث عن درجة الحرية عل العمود الخاص بدرجات الحرية-1

   .أو أقرب قيمة لها على السطر المقابل للدرجة الحرية المحددة في الخطوة الأولى 𝜒2    نبحث عن قيمة -2

 نقوم بالإسقاط على المحور الأفقي الخاص بالاحتمالات فنتحصل على الاحتمال المطلوب. -3

 مثال:

= 𝑣 من أجل درجة الحرية -1 𝑃(𝜒2 احسب الاحتمالات التالية :   10  ≤ 20,5) 𝑃(𝜒2 > 20,5) 

𝑣الحرية  من أجل درجة -2 = 𝑃(𝜒2بحيث  aأوجد   15 > 𝑎) = 0,25 ، 𝑃(𝜒2 > 𝑎) = 0,10 

 :الحل 

𝑃(𝜒2  والذي هو خاص بالاحتمالات من الشكل  𝜒2   باستخدام الجداول الإحصائية الخاصة بـ ≤ 20,5) 
 مباشرة نجد: 

𝑃(𝜒2 > 20,5) = 0,975  
𝑃(𝜒2 > 20,5) = 1 − 𝑃(𝜒2 > 20,5)  

𝑷(𝝌𝟐      :تذكر أن ≤ 𝒂) + 𝑷(𝝌𝟐 > 𝒂) = 𝟏 

= 1 − 0,975  

𝑃(𝜒2 > 20,5) = 0,025  

𝑣علما أنّ    𝑎أوجد قيم   -2 = 15 



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة                

 
113 

 

 الفصل الثاني :    
𝑃(𝜒2 > 𝑎) = 0,10 ⇒ 1 − 𝑝(𝜒2 ≤ 𝑎) = 10   

⇒ 𝑃(𝜒2 ≤ 𝑎) = 0,90  
⇒ 𝑎 = 22,31  

 ،  0.90 التي تقبل نقطة تقاطع العمود الموافق للاحتمال   𝑎إذن نبحث داخل جدول كاي تربيع عن قيمة     
𝑣و السطر الموافق لدرجة الحرية  =  كما يلي:  15

𝑷(𝝌𝟐 > 𝒂) = 𝟎, 𝟐𝟓 ⇒ 𝟏 − 𝑷(𝝌𝟐 ≤ 𝒂) = 𝟎, 𝟐𝟓  

⇒ 𝑷(𝝌𝟐 ≤ 𝒂) = 0,75  
⇒ 𝑎 = 18,25  

 :Fisher distributionتوزيع فيشر •

من التوزيعات الاحتمالية الهامة التي تستخدم في مجال الإحصاء التطبيقي، نظريا   Fيعتبر توزيع  
و كل منهما له درجات حرية خاصة به،    𝝌𝟐كنسبة لتوزيعيين مستقلين يتبعان توزيع    Fيمكن تعريف توزيع  

قيمة  f ، فإن: و كل منهما له درجات حرية خاصة به، فإذا كانتFتغير العشوائي  للمقيمة    fفإذا كانت   
 : 1فإن Fالمتغير العشوائي

 
 . 20، بدون سنة نشر، صمدخل حديث للإحصاء و الاحتمالاتثروت محمد عبد المنعم، - 1
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 الفصل الثاني :    

𝑓 =
𝑋1
2/𝑉1

𝑋2/𝑉2
=

𝑆1
2/𝜎1

2

𝑆2
2/𝜎2

2 =
𝜎2
2𝑆1

2

𝜎1
2𝑆2

2  

𝒙1حيث :  
𝑉1بدرجات حرية     𝝌𝟐 هي قيمة لتوزيع    2 = 𝑛1 − 𝒙2، و     1

بدرجات   𝝌𝟐 هي قيمة لتوزيع     2
𝑉2حرية   = 𝑛2 − 1   

𝜎1من مجتمع طبيعي به تباين  1nنختار عينة عشوائية من الحجم   Fلحساب قيمة
    و نحسب   2

𝑆1
2 / 𝜎1

𝛿2من مجتمع طبيعي آخر له تباين    𝑛2أيضا نختار عينة عشوائية مستقلة من الحجم      2
و   2

𝑆2   نحسب
2

𝜎2
𝑆1  النسبة للقيمتين،     2

2

𝜎1
𝑆2  و   2

2

𝜎2
تمثل         حيث    𝑓، توزيع كل القيم الممكنة من  𝑓تنتج قيمة      2

𝑆1
2

𝜎1
𝑆2 والبسط   2

2

𝜎2
 .2vو  1vبدرجات حرية   𝑓تمثل المقام و يسمى توزيع     2

 التمثيل البياني لتوزيع فيشر وخصائصه:  7-1

 ر شكل مشابه لتوزيع لكاي مربع كما هو موضح أدناه.شيأخذ التمثيل البياني لدالة كثافة توزيع في    

 
 يتميز توزيع بالخصائص التالية: 

 هو توزيع غير متناظر، حيث أنه ملتوي جهة اليمين.  -
 . توزيع فيشر دائما موجب -
يعتمد شكل التوزيع على درجات الحرية، حيث كلما ازدادت درجات الحرية اقترب شكل توزيع فيشر  -

 . التوزيع الطبيعي شكلمن 
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 الفصل الثاني :    

 حساب الاحتمال وطريقة استخدام الجدول الإحصائي لفيشر: -7-2

ويتطلب استخدام الاحتمال من الجدول    α  ، يرتبط كل جدول باحتمال معينرهناك عدة جداول لتوزيع فيش   
، حيث يتكون الجدول   Fإلى جانب قيم احصاءه فيشر   v 2ودرجة حرية المقام ν₁  توفر درجة حرية البسط 

  :من

 .ν1محور أفقي يضم درجة حرية البسط   -

 .ν2محور عمودي يضم درجة حرية المقام  -

حيث كل قيمة ترتبط بدرجة حرية معينة للبسط و أخر للمقام و احتمال   𝑓   ما بين المحورين تضم قيمة  
,𝑓(𝛼 معين أي : ν1 , ν2 )  :و يتم استخدام الجدول كالتالي ، 

إذا كان المطلوب هو استخراج قيمة احصاءه فيشر الموافقة لدرجات حرية واحتمال معين، فإننا نختار    -
التي تمثل نقطة تقاطع العمود الموافق لدرجة    𝑓الجدول الخاص بالاحتمال المطلوب، و فيه نبحث عن قيمة  

 . ν2 و السطر الموافق لدرجة حرية المقام ν1حرية البسط  

إذا كان المطلوب هو البحث عن الاحتمال الموافق لإحصائه فيشر بدرجات حرية معينة فإننا نبحث في  -
, ν1 )الجداول )كل جدول على حدى( عن قيمة   ν2)  .التي تمثل نقطة التقاطع أو أقرب قيمة لها 

هامة: بالاحتمالات    ملاحظة  جداول  وجود  لعدم  القيم  بعض  استخراج  نستطيع  لا  الأحيان  بعض  في 
 الخاصة بها، هنا نستعين بالعلاقة التالية: 

𝐹(𝛼, ν1 , ν2 ) =
1

𝑓(1−𝛼,𝑉1 ,𝑉2 ) 
  

 01مثال: 

   الحالات التالية:   𝐹أوجد قيمة الإحصاء  -أ

𝐹 (0.95, 10, 15)          , 𝐹(0.05, 5, 10)  

,𝐹(𝛼بحيث:   αأوجد الاحتمالات -ب 9 , 7 ) = 3,68 
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 الفصل الثاني :    

 : الحل 

 : 𝐹إيجاد قيم  -أ

𝐹 (0.95, 10, 15) =? 

𝛼نختار جدول فيشر الموافق للاحتمال   = لدرجة    ثم نبحث عن نقطة التقاطع بين العمود الموافق    0,95
ν1الحرية   = ν2لدرجة الحرية  والسطر الموافق  10 =  فنجد أن :    15

𝐹(0,95 , 10 , 15 ) = 2,54  

 : كما هو موضح في الجدول أدناه

 
𝑭(𝟎. 𝟎𝟓, 𝟓, 𝟏𝟎)= ? 

 α = 0.05 المفروض أن نتبع نفس الطريقة، لكن نلاحظ أن الاحتمال المعطي هنا هو:

 و لا يوجد ضمن الجداول المعطاة، هنا نستعمل القاعدة:

𝐹(𝛼, 𝑉1 , 𝑉2 ) =
1

𝑓(1−𝛼,𝑉1 ,𝑉2 ) 
  

 حيث:  

1 − 𝛼 = 1 − 0,05 = 0,95  

 إذن:
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 الفصل الثاني :    

𝐹(0.05,5,10) =
1

𝐹(0.05 ,10 ,5)
  

, 𝐹(0,95  نستخرج القيمة 10 ,  :حيث نجد 0.95بنفس الطريقة من الجدول بالاحتمال   ( 15

𝐹(0,95 , 10 , 15 ) = 4,74  

  :ومنه

𝐹(0.05 , 5 , 10 ) =
1

4.74
  

𝐹(0.05 , 5 , 10 ) = 0.21  

 :إيجاد الاحتمالات-2
𝐹(𝛼 , 9 , 7 ) = 3,68  

ر شفي كل جداول في 72v=مع السطر      91v=الناتجة عن تقاطع العمود F=3,68نبحث عن القيمة      
و أقرب قيمة لها هو  أ  F=3,68المعطاة )أو أقرب قيمة لها(، و الاحتمال المسجل على الجدول الذي يضم  

 F(95, 9, 7) = 3.68حيث  0,95بالبحث نجد أن الاحتمال المطلوب هو  .الاحتمال المطلوب

 :2مثال 

 أوجد ما يلي: 

𝐹(0.01, 6, 10)  
𝐹(0.05, 8, 12)  
𝐹(0,99 , 6 , 8 )  
𝐹(0,99 , 10 , 6)  

 الحل:

𝐹(0.01, 6, 10)  =  5.3858  
𝐹(0.05, 8, 12)  =  2.8486  

𝐹(0.99, 6, 8) =  
1

𝐹(1−0,99,8,6)
=

1

𝐹(0.01,8,6)
=

1

8,1017
= 0,1234  
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 الفصل الثاني :    

𝐹(0.99 , 10 , 6 ) =  
1

𝐹(1 − 0,99,6, 10)
=

1

𝐹(0.01,10,6)
=

1

3,2172
= 0,3108  

 Student distribution   توزيع ستيودنت-8

توزيع ستيودنت هو أحد التوزيعات الإحصائية الهامة التي تستخدم في تحليل البيانات الصغيرة و في    
  W.S.GOSSETاجراء الاختبارات الإحصائية، ثم اقتراح هذا التوزيع لأول مرة بواسطة العالم الإيرلندي  

حيث يتميز توزيع ستيودنت بشكل أساسي باعتماده على مفهوم    1908م  يموس غوسيت في عا سويليام  
اذ كلما كانت درجات الحرية أقل زادت    .درجات الحرية، حيث يؤثر تعيين درجات الحرية على شكل التوزيع

 الاحتمالات المرتبطة بالاحتمالات عند حساب المتغيرات الإحصائية.

 : دالة التوزيع الاحتمالية لتوزيع ستيودنت:8-1

الذي يخضع للتوزيع    zأولهما ممثل المتغير العشوائي    ،من متغيرين مستقلين  tستيودنت    ع نشتق توزي  
𝑢𝑥متوسط حسابي  بالطبيعي المعياري  = 𝛿1و تباين قيمته  0

2 = 1 

الذي يخضع إلى توزيع مربع كاي بدرجة     𝑥2 أما المتغير العشوائي الثاني يمثل الجذر التربيعي للمتغير  
 . 𝑘حرية  

𝒛 =  
𝒙−𝒖𝒙

𝝈𝒙
  

𝑥2 → 𝑥(𝑘)
2   

 1يعرف بالصيغة التالية:    t، و بالتالي يكون المتغير العشوائي  مستقلين   𝑥2و    𝑧يعد المتغيرين العشوائيين  

𝒕 =
𝒛

√𝒙(𝒌)
𝟐 /𝒌

 

 

 . 197، ص 2014، دار اليازوري العلمية، الأردن ،spssمقدمة في الإحصاء و تطبيقات ،  عايد كريم عبد عون الكتاني- 1



 

 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة                

 
119 

 

 الفصل الثاني :    

( 30في حالة العينات الصغيرة و على وجه التحديد عندما يكون حجم العينة أقل من )  t يستخدم توزيع  
𝑛مشاهدة أي   < 30  .1 

بدرجة    t الذي يخضع لتوزيع ستيودنت    𝑥في ضوء ما تقدم فإن دالة التوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائي  
 كتب كما يلي: ت kحرية 

𝒇(𝒙, 𝒌) =
𝜞(
𝒌+𝟏

𝟐
)

√𝒌𝝅 𝜞(
𝒌

𝟐
)
[𝟏 +

𝒙𝟐

𝒌
]
−(

𝒌+𝟏

𝟐
)

       − ∞ ≤ 𝒙 ≤ +∞  

 

 و يمكن تبسيطها كما يلي: 

𝒇(𝒙, 𝒌) =
(
𝒌+𝟏

𝟐
)!

√𝒌𝝅 𝜞(
𝒌

𝟐
)!
[𝟏 +

𝒙𝟐

𝒌
]
−(

𝒌+𝟏

𝟐
)

       − ∞ ≤ 𝒙 ≤ +∞  

𝑘هو عدد درجات الحرية لتوزيع ستيودنت :.   

𝛤دالة قاما : 

كل النهائي  ش)درجة الحرية( كان ال  𝑘م درجات الحرية، و كلما زادت قيمة  و توزيع ستيودنت يعتمد على مفه
 . للتوزيع يقترب أكثر من التوزيع الطبيعي القياسي

يتبع توزيع ستيودنت فإن دالة كثافته تعطي بالعلاقة    tمن خلال ما سبق نقول إذا كان لدينا متغير عشوائي  
 التالية: 

𝑓(𝑡) = 𝑐(1 +
𝑡2

𝑉
)−

(𝑉+1)

2   

𝑉:   درجة الحرية𝑉 = 𝑛 −  ترمز لحجم العينة. 𝑛  علما ان  1

C  عبارة عن ثابت : 

 

استخدام الأساليب الإحصائية في بحوث العلوم الاجتماعية ) دليل كامل ( لبرنامج  سليمان أبو بدر ، ترجمة باسم سرحان،   1
 332ص  2019الطبعة الثانية المركز العربي للأبحاث و دراسة السياسيات للنشر، قطر ، ( spssالحزمة الإحصائية 
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 الفصل الثاني :    

 حيث:  𝑇𝛼,𝑉و نكتب 

𝑇 ترمز لتوزيع ستيودنت ، و :α  .تمثل قيمة الاحتمال 

 التمثيل البياني لتوزيع ستيودنت وخصائصه: -8-3

كل التوزيع الطبيعي إلا أنه أقل ارتفاعا منه، و  شيأخذ المثيل البياني لدالة كثافة توزيع ستيودنت نفس     
𝑉 يعتمد منحنى توزيع ستيودنت على درجة الحرية   = 𝑛 − حيث كلما ازدادت درجة الحرية أصبح    1

 شكل توزيع ستيودنت يقترب أكثر من شكل التوزيع الطبيعي و هو ما يمكن توضيحه في الشكل التالي: 

في الكثير من   هبه التوزيع الطبيعي، و يتشارك معشمن خلال الشكل نلاحظ أن توزيع ستيودنت ي
   الخصائص منها:

 ∞+إلى   ∞−مدى المتغير العشوائي الذي يتبع توزيع ستيودنت يمتد من  -1
يأخذ التمثيل البياني لتوزيع ستيودنت شكل جرسي لكنه أقل ارتفاعا من منحنى التوزيع الطبيعي و  -2

 . 𝑛يزداد الارتفاع كلما زادت درجة الحرية أي كلما زادت  
 فإن:  (a)المساحة تحت المنحنى تساوي الواحد، و هذا يعني أنه إذا كانت لدينا قيمة معينة  -3

𝑷(𝒕 ≤ 𝒂) + 𝑷(𝒕 > 𝒂) = 𝟏   

 (. 0ي )توزيع ستيودنت متناظر حول الوسط الحساب-4

لهما احتمالان متكاملان )أي  ،   (t-)و  (t)( فإن القيمتين المتناظرتين  4( و )3انطلاقا من الخاصيتين )-5
 أن مجموعهما يساوي الواحد(. 
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 الفصل الثاني :    

 حساب الاحتمال واستخدام الجدول الاحصائي لستيودنت: -8-4

المساحات      حساب  على  ستيودنت  لتوزيع  خاضع  المتغير  احتمال  حساب  وهذه    )التكاملات(  يعتمد 
الطبيعي في جدول خاص هو جدول توزيع   للتوزيع  بالنسبة  الحال  الاحتمالات محسوبة مسبقا )كما هو 

 و يختلف هذا الجدول في تركيبته عن الجدول التوزيع الطبيعي، حيث يتكون من:، ستيودنت

 . محور عمودي خاص بدرجات الحرية -
 . محور أفقي خاص بالاحتمالات  -
و    المقابلة لدرجة حرية معينة و احتمال معينt ما بين المحورين عبارة عن أعداد تمثل قيم   -

 نتبع الخطوات التالية:  tلاستخراج قيمة الاحتمال الموافقة لقيمة معينة لـ 
𝑉نبحث عن المحور العمودي )الخاص بدرجات الحرية( عن درجة الحرية  -1 = 𝑛 − 1 
أقرب   )  أو  tعلى السطر الموافق لدرجة الحرية المبحوث عنها في الخطوة السابقة نبحث عن قيمة   -2

لمقابل بدرجة الحرية  ا يكون فقط على السطر    tقيمة لها( و هنا نؤكد على أن البحث عن قيمة  
 حتى لو كانت هناك قيم أقرب في باقي الجداول. 

قيمة    بعد -3 الاحتمال   t إيجاد  تمثل  إليها  المتوصل  القيمة  و  الأفقي  المحور  بالإسقاط على  نقوم 
  المطلوب 

𝑃(𝑡م الاحتمالات من الشكل  ضإذا لم يتم استخدام الجدول الذي ي  ملاحظة : ≤ 𝑎)     نستخدم الخاصية :  
𝑃(𝑡 ≤ 𝑎) + 𝑃(𝑡 > 𝑎) = 1 

 : 01مثال

= V)من أجل درجة الحرية  -1 𝑃(𝑡    أوجد (4  > 3,747); 𝑃(𝑡 < 1,532) 

= V)من أجل درجة الحرية -2 <)𝑃 بحيث𝑎   ةأوجد قيم (20  𝑎) = 0,1  

 الحل:  

𝑉)  حساب الاحتمالات لدينا (1 = 4)           𝑃(𝑡 < 1,532) =? 

 (02باستخدام جدول توزيع ستيودنت )أنظر الملحق رقم

𝑃(𝑡 < 1,532) = 90%  
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 الفصل الثاني :    

ثم نبحث على السطر المقابل  V=4 م التوصل لهذه النتيجة بالبحث في عمود الجدول عن درجة الحرية  ت
لها    t=1,533لها عن   قيمة  نأخذ أقرب  القيمة غير موجودة   ،t= 1.533    نقوم بالإسقاط على هذا ثم 
   .0.9أي  %90الاحتمال المطلوب هو   نجدالمحور ف

𝑷(𝒕 > 𝟑, 𝟕𝟒𝟕) =? 
𝑃(𝑡 > 3,747) = 1 − 𝑃(𝑡 ≤ 3,747)  
= 1 − 0,99  
𝑃(𝑡 > 3,747) = 0,01  

𝑃(𝑡  بحيث  𝑎  إيجاد قيمة -2 > 𝑎) = 0,1 

V التي تقابل درجة الحرية  tالمطلوب هنا هو إيجاد قيمة     =    :أي  0,1الاحتمال  و 20 

𝑡(0.1 , 20) بطريقة  ?= يكون  الجدول  في  فالبحث  بالتالي  و  الأول  السؤال  في  المطلوب  أي عكس   ،
 عكسية.

𝑃(𝑡 > 𝑎) = 0,1 ⇒ 1 − 𝑃(𝑡 ≤ 𝑎) = 0,1  
⇒ 𝑃(𝑡 ≤ 𝑎) = 0,9  
⇒ 𝑎 = 1,325  

 : 02مثال 

 المطلوب أوجد:  19بدرجة حرية   tيخضع لتوزيع ستيودنت  t يفرض أن المتغير العشوائي 

• 𝑃(t ≤ 1.729) 
• . 𝑃(1.328 ≤  t ≤  2.861) 
• 𝑃(−1,729 ≤  t ≤  2,539) 

 الحل: 

• 𝑃(t ≤  1.729)  =  0.95 
• 𝑃(1.328 ≤  t ≤  2.861) =  𝑃(t ≤  2.861) −  𝑃(t ≤  1.328) 

= 0,995 − 0,9 = 0,095  
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 الفصل الثاني :    

• 𝑃(−1.729 ≤  t ≤  2.539) =  𝑃(t ≤  2.539) −  𝑃(t ≤  −1.729) −

[1 − 𝑃(𝑡 ≤ 1,725) = 0,99 − 1 + 0,95 = 0,94] 
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 الفصل الثالث :    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .الثالث: تقريب التوزيعات الاحتمالية الفصل 
 

   .ن تقريب توزيع ثنائي الحد إلى توزيع بواسو  ✓

  .تقريب توزيع ثنائي الحد إلى التوزيع الطبيعي ✓

   .تقريب توزيع بواسون إلى التوزيع الطبيعي ✓

    .تقريب قانون فوق الهندسي إلى قانون ثنائي الحدين ✓
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 الفصل الثالث :    

يمثل التقارب أحد المحاور الرئيسية التي اهتم الاحصائيون عند ارتفاع حجم العينة إلى مستوى    
 .معين، بحيث يهدف هذا النوع من التقريب إلى تبسيط النماذج الإحصائية للأحداث العشوائية

احتمال     بخصوص  متقاربة  نتائج  إعطاء  أو  إيجاد  الاحتمالية،  التوزيعات  بين  بالتقارب  نقصد 
 معين، و مما يعني إمكانية استخدام توزيعين احتماليين لحساب الاحتمالات و دراسة التوزيعات. 

 :1تقريب توزيع ثنائي الحد إلى توزيع بواسون -1

 The Poisson Approximation to the Binomial Distribution: 

روط معينة،  شيمكن اشتقاق توزيع بواسون من توزيع ذي الحدين، و ذلك كحالة تقريبية تحت     
فتوزيع بواسون يعتبر حالة خاصة من توزيع ذي حدين و ذلك عندما يكون احتمال النجاح صغير جدا  

(p → المحاولات     (0 𝑛  كبيرا(n) و عدد  → تبقى     ∞ 𝛌 بحيث  = 𝐧𝐩  المتغير   ،ثابتة فإذا كان 
 يتوزع وفق التوزيع الثنائي)ذي الحدين( و تتوفر فيه الشروط التالية: 𝑥 العشوائي 

.  كبيرا غالبا  (n)عدد الاحتمالات   -1 𝐧 ≥ 𝟓𝟎 
𝐩  صغير جدا في الغالب (p)   احتمال النجاح -2 ≤ 𝟎. 𝟏𝟎 . 
.أي أن    5أقل من  np  حاصل ضرب  -3 𝐧𝐩 ≤ 𝟓 

 ، أي أن قريبا من توزيع بواسون  فإن هذا المتغير يتوزع توزيعا 

𝐏(𝐗 = 𝐱) = 𝐂𝐧
𝐱𝐩𝐱𝐪𝐧−𝟏 = 

𝐞−𝛌𝛌𝐱

𝐱!
  , 𝛌 = 𝐧𝐩  

بديلا   بواسون ان لهذه الخاصية أهمية خاصة من الناحية التطبيقية، حث إنها تسمح باستخدام توزيع      
   كبيرة  nعند احتساب احتمال حدوث حدث معيين، و ذلك بمجرد التأكد من أن  لتوزيع ذي الحدين

   𝐧 ≥ 𝐩  و احتمال النجاح صغير جدا  𝟓𝟎 ≤ 𝟎. 𝟏𝟎. 

 

 

 
 .345، النظرية و التطبيق، دار الحكمة، طرابلس، ص الإحصاء و الاحتمالاتعلى عبد السلام العماري، على حسين العجيلي، - 1
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 الفصل الثالث :    

 : 01مثال 

تلتزم الشركة العامة للإلكترونيات بإصلاح الأجهزة خلال مدة ستة أشهر من تاريخ بيعها، فإذا   
جهاز  300، فما احتمال أن من بين  0,02علمت ان احتمال حدوث عطل بأي جهاز خلال هذه المدة هو  

 تم بيعها سوف تلتزم الشركة بإصلاح على الأقل أربعة منها؟ 

 الحل: 

 توزيع بواسون صغيرة، و عليه نرى من الأفضل استخدام    p=0.02كبيرة و     n=300حيث أن  
يمثل    Xيكون معقدا، فإذا كان المتغير العشوائي    توزيع ذي الحدينفي حساب هذا الاحتمال، لأن استخدام  

 عدد الأجهزة التي حدث فيها العطل فإن: 

λ = n p = 300 (0.02) = 6. 

 ذلك يكون الاحتمال المطلوب هو: بو 

𝑃(𝑋 ≥ 4) = ∑ ⅇ−6⋅6𝑥

𝑥!
= 1 − 𝑃(𝑋 < 4) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 3)∞

𝑥=4  

= 1 - ∑ ⅇ−6⋅6𝑥

𝑥!

3
𝑖=0  

= 1 - [0.0025 + 0.0149 + 0.0446 + 0.0894] 

= 1 - 0.1502 = 0.8498 

 تقريب التوزيع فوق الهندسي إلى التوزيع الثنائي: -2
:Approximation Hypergéométrique by Binomial   

 يمكن للتوزيع فوق الهندسي ان يعطي نتائج متقاربة مع التوزيع الثنائي في ظل توفر شروط معينة.   

 الثنائي: إلى شروط تقريب التوزيع فوق الهندسي -2-1

عنصر يحقق خاصية معينة مراد دراستها و    Mعنصر به  Nنعلم أنه اذا كان لدينا مجتمع يتكون من    
الذي يمثل عدد العناصر التي تحقق الخاصية المراد x فإن المتغير العشوائي    nنقوم بسحب عينة حجمها  

 دراستها ضمن العينة المسحوبة يتبع التوزيع فوق الهندسي، و نعبر عن ذلك رياضيا بالكتابة التالية: 
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 الفصل الثالث :    

𝑿 → 𝒈(𝑵,𝑴, 𝒏) تغير عشوائي م . 

 و يكون متوسط التوزيع فوق الهندسي: 

 𝐄(𝑿) = 𝐧𝐩  
𝐕(𝐗) = 𝐧𝐩𝐪 (

𝐍−𝐧

𝐍−𝟏
)  

𝑁−𝑛) فإن المقدار    nمع  كبيرة جدا مقارنة  N إذا كانت  لاحظ أنه  
𝑁−1

) → واحد و السيؤول إلى  1
𝑽(𝑿)  يصبح التباين  بالتالي  = 𝒏𝒑𝒒   و منه نستنتج أنه: يمكن    .للتوزيع الثنائي هو نفسه قانون التباين  و

𝑁−𝑛  اذ كان المقدار  التوزيع الثنائي إلى    فوق الهندسي تقريب التوزيع  
𝑁−1

يؤول إلى واحد و عموما يضع   
𝒏  ة:هي العبارة التالي Nو  n الاحصائيون العلاقة بين 

𝑵
≤ 𝟎, 𝟎𝟓 

 : كشرط لتقريب التوزيع فوق الهندسي إلى التوزيع الثنائي و نكتب  

𝐠(𝐍,𝐌, 𝐧) ≈ 𝓑(𝐧, 𝐩 =
𝐌

𝐍
) 

 مثال:

يحتوي    في صناديق  منتجاتها  الأطفال  جوارب  انتاج  في  المختصة  المؤسسات  إحدى  توضب 
على   الواحد  الجوارب،    100الصندوق  من  و    60زوج  الذكور  الجودة    40منها  مراقب  للإناث، سحب 

 عشوائيا و بدون ارجاع ثلاث أزواج من الجوارب لفحصها. 

 ر. احسب احتمال الحصول على زوجين من الجوارب الذكو -1

 الحل: 
𝑥𝑖 .متغير عشوائي يمثل عدد ازواج جوارب الذكور المسحوبة ضمن العينة : 

𝑥𝑖 = {0 , 1 , 2 ,3 }  

 واضح من المعطيات أن: 

𝑋 ∼ 𝑔(𝑁 = 100,𝑀 = 60, 𝑛 = 3)  

  فالقانون و بالتالي    ( كل تجربة تعطي نتيجتين و السحب بدون ارجاع  ،من مرة)لأن التجربة مكررة أكثر  
 هو: يالاحتمال
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 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶𝑀
𝑥 ⋅𝐶𝑁−𝑀

𝑛−𝑥

𝐶𝑁
𝑛 =

𝐶60
𝑥 ⋅𝐶40

3−𝑥

𝐶100
3    

 و الاحتمال المطلوب حسابه هو :  

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶60
2 ⋅𝐶40

1

𝐶100
3   

و نلاحظ أيضا أن   القانون فوق الهندسي نلاحظ وجود مشقة في حساب هذا الاحتمال باستخدام  
 شرط التقريب إلى التوزيع الثنائي محقق حيث: 

𝑛

𝑁
=

3

100
= 0,03 ≤ 0,05  

 ومنه: 

⇒ 𝑔(𝑁,𝑀, 𝑛) ≈ ℬ (𝑛  , 𝑝 = 𝑀

𝑁
) 

⇒ 𝑔(100,60,3) ≈ ℬ (3, 𝑝 = 60

100
= 0,6) 

 و منه يمكن حساب الاحتمال المطلوب باستخدام قانون التوزيع الثنائي كالتالي: 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶𝑛
𝑥 ⋅ 𝑝𝑥 ⋅ 𝑞𝑛−𝑥  

𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶3
2 ⋅ (0,6)2 ⋅ (0,4)1  

𝑃(𝑋 = 2) = 0,432  

كما يمكن تقريب بعض توزيعات الاحتمالية المتقطعة إلى توزيعات احتمالية مستمرة، فمثلا يمكن 
لكن    ،شروط معينةإذا توفرت    التوزيع الثنائي و التوزيع البواسوني إلى  التوزيع الطبيعي تقريب كل من  

ملاحظة أساسية هي ان حساب الاحتمالات بعد تقريب التوزيعات المتقطعة إلى توزيعات مستمرة يتطلب  مع  
 ، أي تحويله من متغير متقطع إلى مستمر.تصحيح استمرارية المتغيرالقيام بخطوة مهمة تتمثل في 

 : رتصحيح الاستمرارية للمتغي -

اذا كان المتغير العشوائي المدروس يتبع في الأصل توزيعا متقطعا و توفرت فيه شروط التقريب  
الاعتماد على توزيع المستمر المقرب إليه  ب، و أردنا حساب احتمال معين لهذا المتغير  رإلى توزيع مستم
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المستمر التوزيع  لتتماشى مع  المتقطع  العشوائي  المتغير  قيم  القيام بتصحيح  هو ما يعرف و    فإنه يجب 
 حسب ما يوضحه الجدول التالي:  (0,5)بتصحيح الاستمرارية و ذلك بإضافة أو طرح المقدار 

 تصحيح الاستمرارية: :(1الجدول رقم)

 .رالاحتمال المطلوب في توزيع المستم يتحول إلى  . الاحتمال المطلوب في التوزيع المتقطع

𝑃(𝑋 = 𝑥)  𝑃(𝑥 − 0,5 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 + 0,5) 

𝑃(𝑋 < 𝑥)  𝑃(𝑋 < 𝑥 − 0,5) 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)  𝑃(𝑋 ≤ 𝑥 + 0,5) 

𝑃(𝑋 > 𝑥)  𝑃(𝑋 > 𝑥 + 0,5) 

𝑃(𝑋 ≥ 𝑥)  𝑃(𝑋 ≥ 𝑥 − 0,5) 

𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2)  𝑃(𝑥1 − 0,5 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2 + 0,5) 

𝑃(𝑥1 < 𝑋 < 𝑥2)  𝑃(𝑥1 + 0,5 < 𝑋 < 𝑥2 − 0,5) 

 تقريب التوزيع الثنائي إلى التوزيع الطبيعي: -3

 شروط تقريب التوزيع الثنائي إلى التوزيع الطبيعي:-3-1

𝑋خاضع للتوزيع الثنائي أي   𝑋لنفترض لدينا المتغير العشوائي   ∼ ℬ(𝑛, 𝑝)   إذا كانتn  كبيرة  
التوزيع  فإنه من الممكن تقريب    1و    0أو بعيدتان عن  0,5 متقاربتان و قريبتان من    qو   pبشكل كافي و  

 : التالية تقريب إذا تحققت الشروط بالصيغة العدديةالو عموما يمكن  الثنائي إلى توزيع الطبيعي

𝒏 ≥ 𝟑𝟎
𝒑 ≅ 𝒒 ≅ 𝟎, 𝟓
𝒏𝒑 ≥ 𝟏𝟓

}   ⇒ 𝓑(𝒏, 𝒑) ≈ 𝑵(𝝁𝒙 = 𝒏𝒑 , 𝝈𝒙 = √𝒏𝒑𝒒)    

 أي أن معالم التوزيع الطبيعي سيتم حسابها انطلاقا من معالم التوزيع الثنائي حيث:

𝝁𝒙 = 𝒏𝒑  
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𝛔𝒙 = √𝒏𝒑𝒒  

 مثال: -3-2

 مرة، المطلوب:  200 في تجربة نقوم برمي قطعة نقود متوازنة
 . صورة 120و  80احسب احتمال الحصول على ما بين  -1
 . صورة 90احسب احتمال الحصول على أٌقل من  -2
 .صورة 115أو أكثر من  85احسب احتمال الحصول على أقل من  -3
 صورة تماما.  100احسب احتمال الحصول على  -4
 الحل:

𝑥𝑖 مرة 200: متغير عشوائي يمثل عدد الصور الظاهرة في رمي قطعة نقود متوازنة.  

𝑥𝑖  =     {0, 1, 2, … , 200} 

المعطيات   من  المناسب  الاحتمالي  القانون  إيجاد  من  لابد  المطلوبة  الاحتمالات  حساب  قبل 
𝑋       لدينا:  ∼ ℬ(𝑛 = 200, 𝑝 = 0,5) 

جاح يمثل ظهور الصورة و ذلك باحتمال نمرة كل رمية تعطي نتيجتين،    200  ةكرر ملأن التجربة  )
و استقلالية الرميات، و بالتالي يمكن حساب    q=0.5فشل يمثل ظهور الكتابة باحتمال قدرهو   p=0,5قدره  

 الاحتمالات المطلوبة بالقانون الاحتمالي للتوزيع الثنائي كالتالي: 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶200
𝑥 (0,5)𝑥(0,5)200−𝑥 

 يمكن حساب الاحتمالات المطلوبة: 

𝑃(80 ≤ 𝑋 ≤ 120) = 𝑃(𝑋 = 80) + 𝑃(𝑋 = 81) + ⋯+ 𝑃(𝑋 = 120)  
= 𝐶200

80 (0,5)80(0,5)120 +⋯+ 𝐶200
120(0,5)120(0,5)80  

نلاحظ وجود مشقة في حساب هذا الاحتمال باستخدام التوزيع الثنائي و نلاحظ أيضا شروط التقريب إلى  
    محققة حيث:التوزيع الطبيعي 

𝑛 = 200
𝑝 ≅ 𝑞 ≅ 0,5

𝑛𝑝 = 100 ≥ 15
}   ⇒ ℬ(200 , 0,5) ≈ 𝑁(µ𝑥 = 100 , 𝜎𝑥 =  7,07)    
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 علما أن: 

 {
𝜇𝑥 = 𝑛 ⋅ 𝑝 = 200 ⋅ 0,5 = 100                 

𝜎𝑥 = √𝑛𝑝𝑞 =  √200 × 0,5 × 0,5 = 7,07
 

 : صورة 120و 80حساب الاحتمال الحصول على ما بين  أ(

𝑃(80 ≤ 𝑋 ≤ 120) = 𝑃(79,5 ≤ 𝑋 ≤ 120,5)  

= 𝑃 (
79,5−100

7,07
≤

𝑥−𝑢𝑥

𝜎𝑥
≤

120,5−100

7,07
)  

= 𝑃(−2,89 ≤ 𝑧 ≤ 2,89)  
= ϕ(2,89) − ϕ(−2,89)  
= ϕ(2,89) − [1 − ϕ(2,89)]  
= 0,9981 − [1 + 0,9981]  
= 0,9981 − 1 + 0,9981  
𝑃(80 ≤ 𝑋 ≤ 120) = 0,9962  

 صورة: 90حساب احتمال الحصول على أقل من    ب(

𝑃(𝑋 < 90) = 𝑃(𝑋 ≤ 89,5)  

= 𝑃 (
𝑋−𝑢𝑥

σ𝑥
<

89,5−100

7,07
)  

= 𝑃(𝑍 < −1,48)  
= ϕ(−1,48)  
= 1 − ϕ(1,48)  
=  1 −  0,9306  
𝑃(𝑋 <  90)  =  0,0694  

صورة:   115أو أكثر من  85حساب احتمال الحصول على أقل من ج(   
𝑃(𝑋 < 85) + 𝑃(𝑋 > 115) = 𝑃(𝑋 < 84,5) + 𝑃(𝑋 > 115,5)  
= 𝑃(𝑋 < 84,5) + 1 − 𝑃(X ≤ 115,5)  
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= 𝑃 (
X−𝑢𝑥

σx
<

84,5−100

7,07
) + 1 − 𝑃 (

X−𝑢𝑥

σx
≤

115,5−100

7,07
)  

= 𝑃(𝑧 < −2,19) + 1 − 𝑃(𝑧 ≤ 2,19)      
= Φ(−2,19) + 1 − Φ(2,19)  
= 1 − Φ(2,19) + 1 − Φ(2,19)  
= 2 − 2Φ(2,19)  
=  2 −  2(0,9857)  
𝑃(𝑋 < 85) + 𝑃(𝑋 > 115) = 0,0286  

 صورة تماما:  100احتمال الحصول على   د( حساب
𝑃(𝑋 = 100) = 𝑃(99,5 ≤ 𝑋 ≤ 100,5)  

= 𝑃 (
99,5−100

7,07
≤

X−𝑢𝑥

σx
≤

100,5−100

7,07
)  

𝑃(−0.07 ≤ z ≤ 0.07)  
= Φ(0.07) − Φ(−0.07)  
= Φ(0.07) − [1 − Φ(0.07)]  
=  0.5279 −  1 +  0.5279  
𝑃(𝑋 = 100)  =  0.0558  

 تقريب التوزيع البواسوني إلى التوزيع الطبيعي:-4

 ::شروط تقريب التوزيع البواسوني إلى التوزيع الطبيعي4-1

𝑿الخاضع للتوزيع البواسوني أي    𝑥𝑖لنفترض أنه لدينا المتغير العشوائي     → 𝑷(𝝀)  و كانت قيمة  λ   
و عموما يمكن التقريب    تقريب التوزيع البواسوني إلى التوزيع الطبيعي فإنه يمكن    λ ≥ 10كبيرة بحيث  

 إذا تحققت الشروط بالصيغة التالية :  

𝛌 > 𝟏𝟎

    𝛌 > {و من الأفضل𝟏𝟓 ⇒  𝓟(𝛌) ≈ 𝓝(µ𝒙 = 𝛌, 𝛔𝒙 = √𝛌)  
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فإنه لا بد من القيام بتصحيح    التوزيع البواسوني متقطع و التوزيع الطبيعي مستمربما أن    ملاحظة: 
 . الاستمرارية عند حساب الاحتمالات بعد التقريب

احسب احتمال  أن يكون    .من انتاج إحدى الشركات من المصابيح به عيوب   03%: إذا علمت أن  مثال
 مصباح. 1000مصباحا به عيوب في حصة من الإنتاج حجمها  50هناك 

 الحل:  

𝑥𝑖 مصباح1000: متغير عشوائي يمثل عدد المصابيح التي بها عيب في حصة الإنتاج المكونة من   

𝑥𝑖 = {0,1,2, … حيمثل عدد المصابي 𝑋 حيث  {1000,  

𝑃(𝑋قبل حساب الاحتمال المطلوب   = 𝑥) بد من إيجاد القانون الاحتمالي المناسب. لا 

 واضح من المعطيات أن: 

𝑿 → 𝑩(𝒏 = 𝟏𝟎𝟎𝟎 , 𝒑 = 𝟎, 𝟎𝟑)  

   يمثل سحب مصباح به عيب و ذلك باحتمال قدره نجاح  كل مصباح مسحوب يعطي نتيجتين:

  p = qيمثل سحب مصباح غير معيب باحتمال قدره  و فشل 0,03 =  و استقلالية المصابيح.  0,97

 و بالتالي يمكن حساب الاحتمال المطلوب بالقانون الاحتمالي للتوزيع الثنائي كالتالي: 

𝑃(𝑋 = 50) = 𝐶1000
50 (0,03)50(0,97)1000−50  

أن   نلاحظ  أخرى  جهة  ومن  الاحتمال  هذا  في حساب  مشقة  هناك  أنه  جدا  𝒏نلاحظ           كبيرة 
(𝒏 = 𝟏𝟎𝟎𝟎 ≥ 𝟓𝟎) 

جدا    pو   p) صغير  = 0,03 < أنه  (0,1  يعني  هذا  التوزيع  و  إلى  الثنائي  التوزيع  تقريب  يمكن 
 كالتالي:  البواسوني 

B(n = 1000, p = 0,03) ≈ P(λ = n. p = 1000 × 0,03 = 30)  

 و منه  :  

𝑃(𝑋 = 50) =
ⅇ−30⋅(30)50

50!
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 كالتالي:  يفضل التقريب إل التوزيع الطبيعي بالتالي و   λ = 30 > 15نلاحظ أيضا أن: 

𝑃(λ = 30) ≈ 𝒩(𝑢𝑥 = 30, σ𝑥 = √30 = 5,48)  
𝑃(𝑋 = 50) = 𝑝(49,5 ≤ 𝑋 ≤ 50,5)  

= 𝑃 (
49,5−30

5,48
≤ 𝑍 ≤

50,5−30

5,48
)  

= 𝑃(3,56 ≤ Z ≤ 3,74)  
= Φ(3,74) − Φ(3,56)  
=  0,9999 −  0,9998   
𝑃(𝑋 = 50) = 0,0001  

    تمارين مقترحة:
 :01التمرين 

منهم اناث، بحيث يتم اختيار طالبين    53منهم ذكور، و    47طالب،    100يحتوي قسم علم التسيير على  
 .منهم تشير الطلبة في الاجتماعات البيداغوجية 

 يمثل عدد الطلبة ذكور الذين تم اختيارهم، المطلوب: 𝑥 ليكن المتغير 

 . 𝑋ما هو القانون الاحتمالي الأصلي لـ    -
 .ما هو القانون الاحتمالي الذي يمكن أن نقرب إليه -
 . 𝑋أوجد دالة التوزيع الاحتمالي  ل  -
 .𝑋أوجد التوزيع الاحتمالي لـ    -
 .الرياضي و الانحراف المعياري التوقع أكتب  -

 الحل:  

𝑋 .متغير عشوائي يمثل عدد الطلبة الذكور الذين تم اختيارهم : 

N  طالب.  100: مجتمع يحتوي على 

1N  طالب )ذكور( 47: العناصر التي تمثل النجاح هو 

1N-N   طالبة.  53: العناصر التي تمثل الفشل هي 
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n  طالبين.  2: قيم العينة المسحوبة هي 

هو القانون فوق الهندسي لأنه من الضروري اختيار الأعضاء دون ارجاع   X القانون الأصلي لـ -
 )عضوين مختلفين( 

𝑿 → 𝑯(𝑵𝟏, 𝑵 − 𝑵𝟏)  

 كما لدينا  N=100 ، يبدو صغيرا مقارنة بحجم المجتمع n=2نلاحظ أن حجم العينة  -

    𝑛

𝑁
=

2

100
= 0,02 ≤ 0,05 

𝑿قانون ثنائي الحد و عليه نقرب إلى   → 𝑩(𝒏, 𝒑)   .لأن شروط التقريب متوفرة 

 )التوزيع ثنائي الحد(.   x دالة التوزيع الاحتمالي لـ -

𝑋 → 𝐵(𝑛, 𝑝)  ,  𝑥 = 0,1,2, … , 𝑛 
𝑓(𝑋) → 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶𝑛

𝑥𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 
 نجد:    pو   nبتعريض 

X → B(n = 2  , p =
47

100
= 0,47)  ,  x = 0,1,2  

𝑓(𝑥) → 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶2
𝑥(0,47)𝑥(0,53)2−𝑥 ,  𝑥 = {0,1,2}  

 x = {0, 1, 2}، حيث xالتوزيع الاحتمالي ل 

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐶2
𝑥(0,47)𝑥(0,53)2−𝑥   

𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶2
0(0,47)0(0,53)2 = 1 ⋅ 1 ⋅ (0,53)2 = 0,2809  

𝑃(𝑋 = 1) = 𝐶2
1(0,47)1(0,53)1 = 2 ⋅ (0,47) ⋅ (0,53) = 0,4982  

𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶2
2(0,47)2(0,53)0 = 1 ⋅ (0,47)2 ⋅ 1 = 0,2209  

 ويمكن تلخيص ذلك كالتالي: 

∑𝑃 (𝑥) 2 1 0 X        

1 0,2209 0,4982 0,2809 𝑃(𝑋 = 𝑥) 
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 :المعياري حساب التوقع و الانحراف   -

 التوقع الرياضي:  -

𝜇𝑥 = 𝐸(𝑋) = 𝑛 ⋅ 𝑝 = 2 ⋅ (0,47) = 0,94  

 التباين :  -

𝑉(𝑋) = 𝑛 ⋅ 𝑝 ⋅ 𝑞 = 2 ⋅ (0,47) ⋅ (0,53) = 0,4982  

  الانحراف المعياري: -

σ𝑋 = √𝑉(𝑥) = √0,4982 = 0,7058  

 :2التمرين 

 .أجوبة واحدة فقط صحيحة 4سؤال لكل سؤال  300لنفرض أنه لدينا 

 .إجابة صحيحة 78أوجد احتمال أن يحصل الطالب على   -

 .إجابة صحيحة  100و  72أوجد احتمال أن يحصل الطالب على   -

 الحل: 

pعدد الإجابات الصحيحة  ،  𝑥 لدينا  =
1

4
 , 𝑛 = 300 

u =  𝑛 ⋅ 𝑝 =  75 
σ =  7,5 

 لنحسب هذا الاحتمال باستعمال ذو الحدين، فنحصل على:  

𝑏 (78; 300;
1

4
) = 𝐶300

78 (
1

4
)
78

(
3

4
)
222

=. . . . . .. 

كبيرة فإنه يمكن تقريب ذو الحدين    n إن حساب هذا الاحتمال يتطلب الكثير من الحسابات، و حيث أن  
   .بالتوزيع الطبيعي

 :إجابة صحيحة  78احتمال أن يحصل الطالب على -أ



 

 تقريب التوزيعات الاحتمالية                               

 
137 

 

 الفصل الثالث :    

𝑃(𝑋 = 78) = 𝑃 (
77,5−75

7,5
≤ 𝑍 ≤

78,5−75

7,5
)  

= 𝑃(0,333 ≤ Z ≤ 0,467) = 0,051  

 : إجابة صحيحة 100و  72احتمال أن يحصل الطالب على -ب

𝑃(72 ≤ 𝑋 ≤ 100) = 𝑃 (
71,5−75

7,5
≤ Z ≤

100,5−75

7,5
) =  0,680  

 :03التمرين 

في صناعة الأواني الزجاجية، قد تتكون فقاعات داخل الزجاج مما يقلل من جودته إلى مستوى الدرجة      
 . قطعة منتجة  1000ذا كان متوسط القطع المنتجة التي تحتوي على فقاعة قطعة واحدة من كل إالثانية، 

 قطعة من الدرجة الثانية؟  300احسب احتمال أن تكون ستة قطع بالضبط من بين -

 الحل: 

 : عدد الزجاجات التي تحتوي عل الفقاعات 𝑋نفترض أن 

𝑋 → 𝐵(3000,0,001) 

 :لدينا 

𝑃 = 0,001 < 0,005 ,  𝑛 = 3000 > 100   

 اين:  تقريب التوزيع الثنائي إلى توزيع بواسون و من ثم يمكننا 

λ = 𝐧𝐩= 3000 × 0.001 = 3 

 قطعة  من الدرجة الثانية يساوي ما يلي: 3000ومنه احتمال أ يكون ستة قطع بالضبط من بين 

𝑃(𝑋 = 6) =
ⅇ−3⋅36

6!
≈ 0,0498 ≈ 0,05  
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 الفصل الثالث :    

 :04التمرين

مصباح، إذا أشارت    100يقوم مصنع  بإنتاج مصابيح كهربائية تعبأ في صناديق تحتوي على     
من المصابيح المنتجة معيبة، فما هي النسبة المئوية للصناديق التي    %0,5 دراسات مراقبة الجودة إلى أن  

 ستحتوي على:

 لا تحتوي على أي مصابيح معيبة؟ -أ
 تحتوي على مصباحين معيبين أو أكثر؟  -ب

 الحل: 

nلدينا = pكبيرة،   :  100 = بواسون    توزيع  إلى  الثنائي  التوزيع  تقريب: صغيرة، ومنه يمكننا    0,005
 حيث:  

𝑋  .عدد المصابيح المعيبة في الصندوق : 

𝑋 → 𝑃(λ) ,  λ = 𝑛. 𝑝 = 100 × 0,005 = 0,5  

 : أي مصابيح معيبةاحتمال  أن لا  تحتوي الصناديق على  

𝑃(𝑋 = 0) =
ⅇ−0,5⋅(0,5)0

0!
=

ⅇ−0,5⋅1

1
  

= ⅇ−0,5 = 0,6065 ≈ 61%  

 احتمال أن تحتوي الصناديق على مصباحين أو أكثر معيبين:-ب

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 𝑃(𝑋 = 2) + 𝑃(𝑋 = 3)+. . . . ..  
𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2)  
= 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1)]  

𝑃(𝑋 = 1) =
ⅇ−0,5⋅(0,5)1

1!
=

ⅇ−0,5⋅0,5

1
= 0,3033  

𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − [0,6065 + 0,3033] = 0,0902 ≈ 9%  
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 الفصل الثالث :    

 التمرين الخامس:
 حرك كهربائي يكون معيبا في المتوسطم 1000تشير النتائج السابقة إلى أن واحدا من كل 

 حرك؟م 2000 محركات كهربائية معيبة في دفعة من 4أوجد احتمال  وجود  ( أ
من المحركات الكهربائية التي يمكن وضعها في صندوق بحيث يكون احتمال   Nما هو أكبر عدد  ( ب

 على الأقل؟  2/1 عدم وجود أي محرك كهربائي معيب يساوي 

 الحل: 
 :المعيبة  المركبات عدد 𝑥 ليكن

𝑋 → 𝐵 (2000,
1

1000
) 

n ، كبيرة جدا  :pبواسون حيث  توزيع إلى   الثنائي التوزيع تقريب : صغيرة جدا و منه يمكن: 

λ = n ⋅ p = 2000 ⋅
1

1000
= 2  

 محرك :  200محركات كهربائية معينة في دفعة من   4احتمال وجود   -أ

 لدينا : 

     𝑃(𝑋 = 4) = λ4⋅ⅇ−λ

4!
=

24⋅ⅇ−2

4!
=

16⋅ⅇ−2

24
= 0,09022 

من المحركات الكهربائية التي يمكن  وضعها في صندوق بحيث يكون احتمال عدم    Nأكبر عدد  -ب  
1وجود أي محرك معيب فيها هو يساوي 

2
 : على الأقل  

λ = 𝑁𝑝 =
𝑁

1000
  

𝑃(𝑋 = 0) =
λ0⋅ⅇ−λ

0!
= ⅇ−λ = ⅇ−

𝑁

1000  

ⅇ−
𝑁

1000 = 0,5     ,  − 𝑁

1000
= ln(0,5)  

𝑁 =  693,14 ≈ 𝑁 = 693  
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 الفصل الثالث :    

 التمرين السادس: 

 دقائق، المطلوب:  5مكالمة هاتفية كل  12,5مستشفى يستقبل في المتوسط 

 11:15و    11:10مكالمات هاتفية على الأكثر في التوقيت بين  10ما هو احتمال ان يستقبل   ( أ
 .صباحا 

 صباحا.   14:15 و  14مكالمات هاتفية في التوقيت بين  11ما هو احتمال أن تستقبل  ( ب
 ليلا. 00:05و  00مكالمات هاتفية في التوقيت بين  15و  5ما هو احتمال ا تستقبل بين  ( ت

 الحل: 

و نظرا لصعوبة حل المسألة باستخدام توزيع   λ =12.5نلاحظ أن هذه التجربة تتبع توزيع بواسون حيث     
ذلك يتم استخدام التوزيع الطبيعي كتقريب لتوزيع بواسون لأن شروط  ل   λ  =12.5≥10  بواسون، كذلك لأن

 التقريب متوفرة و بالتالي: 

σ2 = 𝜇 = λ = 12.  

صباحا    11:15و  11:10مكالمات هاتفية على الأكثر في التوقيت بين    10احتمال أن يستقبل   ( أ
 :هو

 𝑃(𝑋 ≤ 10) = 𝑃(𝑋 ≤ 10 + 0,5) = 𝑃 (𝑍 ≤
10+0,5−12,5

√12,5
) 

𝑃 (𝑧 ≤
−2

3,54
) = 𝑃(𝑧 ≤ −0,56)  

= 1 − 𝑃(𝑧 ≤ 0,56) = 1 − 0,9406 = 0,0594  

 مساءا هو :  14:15 و  14مكالمات هاتفية في التوقيت بين  11احتمال أن تستقبل  ( ب

𝑃(𝑋 = 11) = 𝑃(11 − 0,5 ≤ 𝑧 ≤ 11 + 0,5) = 𝑃 (
11−0,5−12,5

√12,5
≤ 𝑧 ≤

11+0,5−12,5

√12,5
)  

= 𝑃 (
−2

3,54
≤ 𝑧 ≤

−1

3,54
) = 𝑃(−0,56 ≤ 𝑧 ≤ −0,28) = 𝑃(𝑧 ≤ −0,28) − 𝑃(𝑧 ≤ 0,50)  

= [1 − 𝑃(𝑧 ≤ 0,28)] − [1 − 𝑃(𝑧 ≤ 0,56] = (1 − 0,6103) − (1 − 0,7123) = 0,102 

 ليلا.  00:05و  00مكالمات هاتفية في التوقيت بين  15و   5احتمال ا تستقبل بين  (ت
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 الفصل الثالث :    

𝑃(5 ≤ 𝑋 ≤ 15) = 𝑃(5 − 0,5 ≤ 𝑋 ≤ 15 + 0,5) = 𝑃 (
5−0,5−12,5

√12,5
≤ 𝑍 ≤

15+0,5−12,5

√12,5
)  

= 𝑃 (
−8

3,54
≤ 𝑧 ≤

3

3,54
) = 𝑃(−2,26 ≤ 𝑧 ≤ 0,85) = 𝑃(𝑧 ≤ 0,85) − 𝑃(𝑧 ≤ −2,26)  

𝑃(𝑧 ≤ 0,85) − [1 − 𝑃(𝑧 ≤ 2,26)] = 0,8023 − [1 − 0,9881] = 0,7904  

 التمرين السابع: 

اخترنا لقاحا ضد الزكام، و قد أعطى اللقاح لمئتي شخص، و تمت مراقبتهم بالنسبة بإصابتهم بالزكام     
شخصا من الإصابة، فإذا فرضنا ان احتمال عدم الإصابة بالزكام بصورة    120لمدة عام و قد نجا منهم  

نتيجة التي يمكن استخلاصها من هذه التجربة حول فعالية  الفما هي    0,5طبيعية دون استخدام أي لقاح هو  
 اللقاح. 

 الحل: 
n  لنرمز      = pو  200 = لعدد   𝑋  باستخدام التقريب الطبيعي للتوزيع الحداني لنرمز بـ  0,5

 . 120أكبر من أو يساوي  𝑥 الناجين من الإصابة بالزكام، و لنحسب احتمال أن يكون 

  نلاحظ أن:

σ = √npq = √(200)(0,5)(0,5) = 7,07  
μ =  n p =  200(0,5)  =  100  

𝑃(𝑋 ≥ 120) = 𝑃 [
𝑥 − 𝑢

𝜎
≥
120 − 100

7,07
] = 𝑃[𝑧 ≥ 2,828] = 1 − 𝑃(𝑍 < 2,828) 

=  1 −  0,9977 =  0,0023  

نلاحظ أن هذا الاحتمال قريب من الصفر، بحيث تمكن اهماله و هذا يدعونا إلى الاعتقاد بأن 
 اللقاح مفيد بالفعل في منع الإصابة بالزكام.

 التمرين الثامن:
بالمائة    فإذا اخترنا و    %5تحتوي مجموعة بضاعة مصنعة على خمسة  المعابة،  القطع  من 

بصورة عشوائية مائة قطعة من هذه المجموعة، فما هو احتمال أن تحوي هذه المجموعة الصغيرة أكبر من 
 عناصر معابة.  6

 الحل: 
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 الفصل الثالث :    

لعدد العناصر المعابة و الموجودة في العينة المستخرجة في البضاعة نلاحظ أن   𝑦  لنرمز بـ   
𝑛  ; توزيعا حدانيا )ثنائي( بالمتغيرين  𝑦المتغير   = 100   𝑝 = كبيرا، فإننا    𝑛ما أن حجم العينة     0,05

 نستخدم التقريب الطبيعي الحداني بحيث تأخذ: 
μ = np = 100(0,05) = 5  

σ = √npq = √(100)(0,05)(0,95) = 2,179  

P(y > 6) = P (
y−u

σ
>

6−5

2,179
) = P(z > 0,458)  

= 1 − P(z < 0,485)  
 =  1 −  0,6772 =  0,3228  
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 الفصل الرابع :     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 .الرابع: المتغيرات العشوائية الثنائية الفصل 
 

   تقطعةالتغيرات العشوائية المزدوجة الم -1
 ( X , Y )للمتجه العشوائي  متقطعدالة التوزيع الاحتمالي ال ✓
 ( X , Y )دالة التوزيع التراكمي للمتجه العشوائي  ✓
 القيم المميزة للمتغيرات العشوائية المتقطعة .  ✓

 المتغيرات العشوائية المزدوجة المتصلة   -2
 ( X , Y )دالة التوزيع الاحتمالي المتصل للمتجه العشوائي  ✓
 ( X , Y )دالة التوزيع التراكمي للمتجه العشوائي  ✓
 القيم المميزة للمتغيرات العشوائية المتصلة   ✓
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 الفصل الرابع :     

تناولنا سابقا متغيرا عشوائيا واحدا، لكن في الكثير من الحالات قد توجد ظواهر عشوائية تحدث مع 
  Xبعضها البعض فمثلا في الأسواق المالية نجد أسعار الأسهم في ارتباط مع بعضها فعند ارتفاع السهم  

و العكس صحيح، التغيرات العشوائية المزدوجة تشكل جانبا هاما في    yقد يصاحبه ارتفاع في سعر السهم
الإحصاء و علم الاحتمال تعرف هذه المتغيرات بأنها زوج من المتغيرات العشوائية التي يتم دراستها معا  

بين  لفهم العلاقة بينهما و كيفية تأثير كل متغير على الآخر، في هذا السياق تم التحليل الارتباط و التفاعل  
 هذين المتغيرين العشوائيين

و   متقطعة  نقسم المتغيرات العشوائية إلى نوعين من المتغيراتت)  المتغيرات العشوائية ذات بعدين: -1
 ( متصلة 

 قطعة: تالتوزيعات الاحتمالية الثنائية للمتغيرات الم  -2

 حيث:  Sمتغيران عشوائيان معرفان على نفس فضاء العينة  y و X نفرض أن 

𝑆𝑦 = {𝑦1 ; 𝑦2; ……… . . 𝑦𝑛}  و    𝑆𝑥 = {𝑥1; 𝑥2………𝑥𝑛} 

, 𝑥)إذا كان   𝑦)    متغيرا عشوائي ثنائيا فإنℎ(𝑥, 𝑦)    يكون اقترانا احتماليا ) توزيعا مشتركا ( إذا تحقق ما
 1لي :  

{
ℎ(𝑥, 𝑦) ≥ 0                 

𝛴𝑥=1
𝑛 𝛴𝑦=1

𝑚 ℎ(𝑥, 𝑦) = 1
 

   𝑦𝑚 .......... 𝑦2 𝑦1 X           y المجموع  
𝑓(𝑥) ℎ(𝑥1, 𝑥𝑚)  ℎ(𝑥1, 𝑥2) ℎ(𝑥2, 𝑥1) 𝑥1 
𝑓(𝑥2) 

 

𝑓(𝑥𝑛) 

ℎ(𝑥1, 𝑥𝑚) 
 

ℎ(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) 

 ℎ(𝑥1, 𝑥2) 
 

ℎ(𝑥1, 𝑥𝑚) 

ℎ(𝑥2, 𝑥1) 
 

ℎ(𝑥𝑛, 𝑦1) 

𝑥2 
 

𝑥𝑛 

 𝑔(𝑦𝑚)  𝑔(𝑦2) 𝑔(𝑦1)   المجموع 
,𝑥)يمثل هذا الجدول قانون التوزيع المشترك للزوج    𝑦)   

 
1 Nitis Mukhopadhyay, Probability and Statistical Inference, Marcel Dekker, INC, new york, 2000 p 
125. 
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 الفصل الرابع :     

 سمى القيمة: ن -

 𝒇𝑿(𝒙) = ∑ 𝒉(𝒙, 𝒚)𝒚  بالكثافة الهامشية للمتغير𝑥. 

𝒈𝒚(𝒙)أما    = 𝜮𝒙𝒉(𝒙, 𝒚)   فهو اقتران الكثافة الهامشية للمتغير. 𝑦  

 فهي :    𝑦إذا علم  𝑥للمتغير  الشرطية الكثافة أما 

ℎ (
𝑥

𝑦
) =

ℎ(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑦(𝑦)
 

 :فهي  𝑥علم  إذا 𝑦 للمتغير  الشرطية الكثافة العكس و

ℎ (
𝑦

𝑥
) =

ℎ(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑥(𝑥)
 

 : 01مثال 

 معرفين كما يلي:  𝑌و    𝑋ليكن لدينا المتغيرين العشوائيين 

 معرف كما يلي:  𝑋ليكن المتغير العشوائي  

𝑋 الشخص يدخن: = 1 

𝑋   الشخص لا يدخن: = 0 

 : المتغير العشوائي المعرف كما يلي𝑌  و ليكن  

𝑌الشخص مصاب بالسرطان :  = 1 

𝑌   الشخص غير المصاب:   = 0 

,𝒉(𝑿نلخص الاقتران الاحتمالي   𝒀)  :جدول قانون التوزيع الاحتمالي المشترك كما يلي( 

1 0 x          y  
0,02 0,40 0 
0,55 0,03 1 
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 الفصل الرابع :     

 

   :يأ 0.40يكون الشخص لا يدخن و غير مصاب هو  نمن خلال الجدول نجد أن احتمال أ

𝑃(𝑋 = 0  , 𝑌 = 0)  =  ℎ(0 , 0)  =  0.40  
𝑃(𝑋 = 0  , 𝑌 = 1)  =  ℎ(0 , 1)  =  0.02  

 : 02مثال 

 كما يلي: yو  xمن خلال التوزيع الاحتمالي المشترك التالي يمكن إيجاد الكثافة الهامشية للمتغير

 xالكثافة الهامشة 

ℎ (𝑥. 𝑦)     

=  𝛴𝑦 ℎ(𝑥, 𝑦) 

1 0 y x 

0,1 0,0 0,1 0 

0,7 0,4 0,3 1 

0,2 0,1 0,1 2 

 yالكثافة الهامشة  0,5 0,5 1

𝑔𝑌(𝑥) = ∑ ℎ(𝑥, 𝑦)𝑥    

 

 قانون التوزيع الشرطي:  -1-2

و يعرف بأنه جدول القيم   𝑃(𝑥/𝑦): أي حساب قيمة X قانون التوزيع الشرطي للمتغير -
𝑝𝑖𝑗/𝑝𝑗  

 : حيث

𝑝𝑖𝑗 : : هو عبارة عن قيم𝑃(𝑋 =  𝑥𝑖  , 𝑌 =  𝑦𝑖) 

𝑝𝑗 : : هو عبارة عن قيم𝑃(𝑌 =, 𝑦𝑖) 
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 الفصل الرابع :     

 و بالتالي فإن قانون التوزيع الشرطي يساوي إلى المصفوفة التالية: 

𝑃(𝑋/Y) =
𝑃𝑖𝑗

𝑃𝑗
⁄ =

𝑃(𝑋=𝑥𝑖,𝑌=𝑦𝑗)

𝑃(𝑌=𝑦𝑗)
  

  𝑝𝑖𝑗/𝑝𝑖يعرف بأنه جدول القيم  و     𝑝(𝑌 / 𝑋)أي قيمة    :𝒚قانون التوزيع الشرطي للمتغير   -

  حيث:

𝑃(𝑌/X) =    
𝑝𝑖𝑗

𝑝𝑖⁄    =
𝑝(𝑋=𝑥𝑖,𝑌=𝑦𝑗)

𝑝(𝑋=𝑥𝑖)
  

 :Xمن خلال المثال السابق نجد جدول الاحتمال الشرطي للمتغير  :03مثال 

ℎ(𝑥/y) =
ℎ(𝑥, 𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
 

ℎ(𝑥/y)  : اي =
ℎ(𝑥,𝑦)

𝑓𝑌(𝑦)
 :  فتكون على الشكل التالي 

1 0  𝑦 
𝑥 

 

0 0,2 0 

0,8 0,6 1 

0,2 0,2 2 

 

ℎ (𝑥 𝑦⁄ ) = ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑓𝑦(𝑦) = 𝑓(𝑥 𝑦⁄ ) =  
ℎ(0,1)

0,5
⁄ =  

0,1

0,5
= 0,2   

ℎ (𝑥 𝑦⁄ ) = ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑓𝑦(𝑦) = 𝑓(𝑥 𝑦⁄ ) =  
ℎ(1,1)

0,5
⁄ =  

0,3

0,5
= 0,6 

ℎ (𝑥 𝑦⁄ ) = ℎ(𝑥, 𝑦) 𝑓𝑦(𝑦) = 𝑓(𝑥 𝑦⁄ ) =  
ℎ(1,2)

0,5
⁄ =  

0,1

0,5
= 0,2 
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 الفصل الرابع :     

 مستقلين إذا كان:  𝑦و  𝑥 ملاحظة: يكون المتغيرين 

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦)  

 في المثال السابق نجد: 

ℎ(𝑥, 𝑦) ≠ 𝑓(𝑥). 𝑔(𝑦)  
ℎ(0,1) ≠ 𝑓(0). 𝑔(1)   
0.1 ≠  0.1 ×  0.5  
0.1 ≠  0.05  

 الاستنتاج: أي أن المتغيرين مرتبطان )غير مستقلين(. 

)  :04مثال   للزوج  المشترك  التوزيع  نوع  بالفضاء  X,Yحدد  والمعرفة  المستقلة  العشوائية  المتغيرات  ( من 
 ( علماً أن قانون الاحتمال للمتغيرين العشوائيين على الشكل التالي: S, Ωالاحتمالي )

 :Xالكثافة الهامشية للمتغير 

4 3 2 1 𝑋 

0.4 0.3 0.2 0.1 𝑃(𝑋) 

 

 :Yالكثافة الهامشية للمتغير 

0.25 0 -1 𝑦 

0.25 0.5 0.25 𝑃(𝑦) = 𝑔𝑌(𝑦) 

 

 

 ( لدينا: Y, Xلإيجاد التوزيع المشترك للزوج )

ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑋(𝑥) ⋅ 𝑔𝑌(𝑦) = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) ⋅ 𝑃(𝑌 = 𝑦𝑖) 
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 الفصل الرابع :     

𝑓𝑋(𝑥) 

 
1 0 -1 y x    

0.1 0.025 0.05 0.025 1 

0.2 0.05 0.1 0.05 2 

0.3 0.075 0.15 0.075 3 

0.4 0.1 0.2 0.1 4 

1 0.25 0.5 0.25 𝑔𝑌(𝑦) 

 

 ملاحظة: 

∑ ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗) = ∑𝑃𝑖 = 1  

𝑃𝑖 = ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1  ,  𝑖 = 1,2, … , 𝑛  

𝑃𝑗 = ∑ 𝑃𝑖𝑗
𝑛
𝑖=1  ,  𝑗 = 1,2, … ,𝑚1.  

 :(X, Y) دالة التوزيع التراكمي للمتجه العشوائي -2

,𝑓(𝑥متغيرين عشوائيين وكانت    Yو    Xإذا كان       𝑦)  دالة الكثافة المشتركة لهذين المتغيرين عندئذٍ نُعرّف
,𝑓(𝑥( والتي يرمز لها بالرمز X, Yدالة التوزيع التراكمي للمتجه العشوائي ) 𝑦) 

 حيث تكتب بالعلاقة التالية: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥, 𝑌 ≤ 𝑦)  

( متجهاً عشوائياً X, Yعلى الترتيب، فإذا كان )  Yو    Xتمثل أعداداً حقيقية من قيم المتغيرين    yو    xحيث  
 متقطعاً فإن: 

𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑃[𝑋 ≤ 𝑥0, 𝑌 ≤ 𝑦0] = ∑ ∑ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑦≤𝑦0𝑥≤𝑥0   

= ∑ ∑ 𝑝(𝑋 = 𝑥𝑖 , 𝑌 = 𝑦𝑗)𝑦≤𝑦0𝑥≤𝑥0   
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 الفصل الرابع :     

 القيم المميزة للمتغيرات العشوائية المتقطعة   -2-1

سنتطرق في هذه الفقرة إلى ثلاثة معاملات إحصائية وهي: التوقع الرياضي، التباين والانحراف المعياري،  
 .ومعامل الارتباط بين متغيرين عشوائيين أو أكثر

 :التوقع الرياضي .2-2-1

متغيرين عشوائيين منفصلين لهما توزيع مشترك، وكانت دالة الكثافة الاحتمالية لكل    Yو    Xإذا كان     
 : منهما 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥)           .         𝑔(𝑦) = 𝑃(𝑌 = 𝑦)  

 فإن التوقع الرياضي لهذا التوزيع المشترك يكون من الشكل التالي: 

𝐸(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ (𝑥𝑖 ⋅ 𝑦𝑗)𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑦𝑥   

   (:التباين المزدوج )المغاير2-2-2

 )أو المغاير المشترك( بالعلاقة التالية:  Yو  Xيُعرف التباين المزدوج لمتغيرين عشوائيين  

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑ (𝑥𝑖 ⋅ 𝑦𝑗)𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑗𝑖 − ∑ 𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖)∑ 𝑦𝑗𝑔(𝑦𝑗)𝑦𝑥   
𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋, 𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)  

 حيث 

E(X)  وE(Y)  هما المتوسطان الحسابيان للمتغيرينX  وY  .على الترتيب 

 وبطريقة مكافئة: 

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑ [𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋)][𝑦𝑗 − 𝐸(𝑌)]𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗)𝑗𝑖   

= 𝐸 [(𝑥𝑖 − 𝐸(𝑋)) (𝑦𝑗 − 𝐸(𝑌))]  

 (Corrélations Coefficientمعامل الارتباط ) 

 :  معامل الارتباط بين متغيرين عشوائيين  - 2-2-3
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 الفصل الرابع :     

 ويعطى بالعلاقة التالية: Yو  Xإن معامل الارتباط يقيس شدة العلاقة بين المتغيرين 

𝜌(𝑋, 𝑌) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

σ𝑥⋅σ𝑦
  

 حيث  

 −1 ≤ 𝜌 ≤ 1 

 :باختصار 

 التوقع الرياضي:  -

𝐸(𝑋) = u𝑥 = ∑ ∑ 𝑥𝑦𝑥 ⋅ 𝑃(𝑥, 𝑦)  
𝐸(𝑌) = μ𝑦 = ∑ ∑ 𝑦𝑦𝑥 ⋅ 𝑃(𝑥, 𝑦)  

 

   :التباين -

σ𝑥
2 = ∑ ∑ (𝑥 − 𝐸(𝑋))

2
𝑦𝑥 ⋅ 𝑃(𝑥, 𝑦)  

σ𝑦
2 = ∑ ∑ (𝑦 − 𝐸(𝑌))

2
𝑦𝑥 ⋅ 𝑃(𝑥, 𝑦)   

 التباين المشترك:  -

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 𝐸(𝑋, 𝑌) − 𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)  

 حيث أن : 

𝐸(𝑋, 𝑌) = ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑥 ⋅ 𝑦𝑗 ⋅ 𝑃𝑖𝑗    

 : المتغيرات العشوائية المتصلة – 3

( متجهاً مستمراً إذا كانت كل من مركباته عبارة عن متغير عشوائي مستمر، X, Yيسمى المتجه العشوائي )
( متصل إذا كانت قيمه تشكل مجموعة غير منتهية وغير قابلة للعد من الأزواج X, Yأي أن المتجه )

 المرتبة من الأعداد الحقيقية.
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 الفصل الرابع :     

 

  :(X, Y) دالة التوزيع الاحتمالي المتصل للمتجه العشوائي  -3-1

المعرفة على مجموعة قيم هذا المتجه    f(x, y)( متجهاً عشوائياً مستمراً، عندئذٍ تكون الدالة  X, Yليكن )
دالة كثافة احتمالية للمتجه العشوائي المستمر إذا حققت    Rوالتي تأخذ قيمها من مجموعة الأعداد الحقيقية  

 الشرطين التاليين:

{

𝒇(𝒙, 𝒚) ≥ 𝟎

∫ ∫ 𝒇(𝒙, 𝒚)
+∞

−∞

+∞

−∞

 𝒅𝒙 𝒅𝒚 = 𝟏
 

 من التعريف السابق نجد ان 

𝑃[𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2, 𝑦1 ≤ 𝑌 ≤ 𝑦2] = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑦2
𝑦1

𝑥2
𝑥1

 𝑑𝑥 𝑑𝑦  

,𝑥1    وذلك لجميع الأعداد الحقيقية    𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 حيث𝑥1 ≤ 𝑥2    و       𝑦1 ≤ 𝑦2. 

 كما يلي:  Yو  Xكما يمكننا الحصول على دالة الكثافة لكل من المتغيرين العشوائيين المستمرين 

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
+∞

−∞
 𝑑𝑦  

𝑔(𝑦) = ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)
+∞

−∞
 𝑑𝑥   

  : على الترتيب  Yو    Xبالدالتين الكثافة الهامشية للمتغيرين العشوائيين    g(y)و    f(x)حيث تسمى الدالتين  
 المتغيرات العشوائية المزدوجة. دوال

   : (X, Y) دالة التوزيع التراكمية للمتجه العشوائي  -3-2

 ( متجهاً عشوائياً مستمراً فإن: X, Yإذا كان )

𝑓(𝑥0/𝑦0)  =  𝑝 [𝑥 ≤ 𝑥0 , 𝑦 ≤ 𝑦0] =  𝑝[𝑥 < 𝑥0 , 𝑦 < 𝑥0 , 𝑦] =  ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝑥0

−∞

𝑥0

_∞

 

  :القيم المميزة للمتغيرات العشوائية المستمرة  -3-3

 التوقع الرياضي :  3-3-1
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 الفصل الرابع :     

 فإن:  f(x, y)متغيران عشوائيان متصلان ومعرفين بالتوزيع الاحتمالي المشترك  Yو   Xإذا كان 

𝐸(𝑋) = μ𝑥 = ∫∫𝑥 ⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦  
𝐸(𝑌) = μ𝑦 = ∫∫𝑦 ⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦  

  التباين : -3-3-2

 يكون التباين بالعلاقة التالية:

𝜎𝑥
2 = ∫∫(𝑥 − 𝐸(𝑋))

2
⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦  

σ𝑦
2 = ∫∫(𝑦 − 𝐸(𝑌))

2
⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦  

  :التباين المشترك  -3-3-3

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = ∫𝑅 ∫(𝑥 − μ𝑥)(𝑦 − μ𝑦) ⋅ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦  

  :  معامل الارتباط  -3-3-4

ρ(𝑋, 𝑌) =
𝐶𝑜𝑣(𝑋,𝑌)

σ𝑥⋅σ𝑦
  

 .على الترتيب Y و X هما الانحراف المعياري لـ 𝜎𝑥 و 𝜎𝑦حيث   

 ملاحظة 

 مستقلين. Yو   X، أي أن المتغيرين p = 0فإن معامل الارتباط   Cov(X,Y) = 0ادا كان  

   :تمارين مقترحة

 :01التمرين 

كرات دفعة واحدة   3كرات زرقاء. نسحب    5كرات خضراء،    4كرات بيضاء،    3صندوق يحتوي على    
 .عدد الكرات الخضراء المسحوبة  Y متغير عشوائي يمثل عدد الكرات البيضاء المسحوبة، و X ونفرض أن

 .Y و X المطلوب: أوجد جدول التوزيع الاحتمالي المشترك للمتغيرين
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 الفصل الرابع :     

 الحل :  

  Yو   X، الذي هو عبارة عن احتمال وقوع المتغير العشوائي Z( بـ X, Yلنسمِّ القانون الاحتمالي المزدوج )
 في آن واحد، حيث أن: 

𝑃𝑖𝑗 = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖 ∩ 𝑌 = 𝑦𝑗)  
0 ≤ 𝑃𝑖𝑗 ≤ 1 

∑∑𝑃𝑖𝑗

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

= 1      

 ومنه:  

بيضاء، وكذلك الأمر    3بيضاء إلى غاية    0كرات دفعة واحدة فإنه من الممكن الحصول على    3عند سحب  
 ي: خضراء، وعليه القانون الاحتمالي المزدوج يكتب كما يل 3إلى  0بالنسبة للكرات الخضراء من 

 Y 0 1 2 3 المجموع

  x 

84/220 (C3
0 × C4

3 × C5
0)/C12

3

= 4/220 

 

(C3
0 × C4

2 × C5
1)

/C12
3 = 30/220 

 

C3
0 ⋅ C4

1 ⋅ C5
2/C12

3

= 40/220 

 

C3
0 ⋅ C4

0 ⋅ C5
3/C12

3

= 10/220 

 

0 

108/220 0 (C3
1 × C4

2 × C5
0)

/C12
3 = 18/220 

 

(C3
1 × C4

1 × C5
1)

/C12
3 = 60/220 

 

(C3
1 × C4

0 × C5
2)

/C12
3 = 30/220 

 

1 

 0 0 (C3
2 × C4

1 × C5
0)

/C12
3 = 12/220 

 

(C3
2 × C4

0 × C5
1)

/C12
3 = 15/220 

 

2 

220/1 0 0 0 C3
3 ⋅ C4

0 ⋅ C5
0/C12

3

= 1/220 

 

3 

220/220 

=1 

 المجموع 220/56 220/112 220/48 220/4
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 الفصل الرابع :     

 2التمرين 

بأنه   Y يخصص لكل ثنائية الرقم الأكبر فيهما، و  الذي  بأنه متغير عشوائي X نلقي حجري نرد ونعرف   
 .متغير عشوائي يخصص مجموع الرقمين في كل ثنائية 

 :المطلوب 

 y  وx اوجد التوزيع المشترك ل  -1

 . g(y)و  f(x)أوجد توزيع الدوال الهامشية   -2

 أوجد التوقع والتباين المشترك -3

   :الحل 

 (: X, Yالتوزيع المشترك ) .1

∑  12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 X/y 

36/1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 36/1 1 

36/3 0 0 0 0 0 0 0 0 36/1 36/2 0 2 

36/5 0 0 0 0 0 0 0 36/1 36/2 0 0 3 

36/7 0 0 0 0 36/1 36/2 36/2 36/2 0 0 0 4 

36/9 0 0 36/1 36/1 36/2 36/2 36/2 0 0 0 0 5 

36/11 36/1 36/2 36/2 36/2 36/2 36/2 0 0 0 0 0 6 

1 36/1 36/2 36/3 36/4 36/5 36/6 36/5 36/4 36/3 36/2 36/1 ∑  

 𝑔(𝑦)و  𝑓(𝑥)أوجد توزيع الدوال الهامشية   .2
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 الفصل الرابع :     

  𝒇(𝒙)الدالة الهامشية   -

∑  6 5 4 3 2 1 x 

1 36/11 36/9 36/7 36/5 36/3 36/1 f(x) 

-6 1.5 0.5 -0.5 -1.5 -2.5 -3.5 [x - E(x) ] 

 

σ𝑥 = √
∑[𝑥 − 𝐸(𝑥)]2

𝑛
= √

(−6)2

6
= √6 = 2.4 

 :g(y)الدالة الهامشية  -

∑  12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 y 

1 36/1 36/2 36/3 36/4 36/5 36/6 36/5 36/4 36/3 36/2 36/1 g(y) 

0 5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 [y - 
E(y) ] 

 

𝐸(𝑌) = ∑𝑦𝑗 ⋅ 𝑔(𝑦𝑗)  
𝐸(𝑌) = 2(1/36) + 3(2/36) + 4(3/36) + ⋯+ 12(1/36) = 07  

σ𝑦 = √
∑[𝑦𝑗−𝐸(𝑦)]

2

𝑛
= √

(0)2

11
= 0  

 

 :Yو  Xأوجد التوقع والتباين المشترك بين المتغيرين  .3

,𝑬(𝒙التوقع المشترك  • 𝒚) 
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 الفصل الرابع :     

𝐸(𝑥, 𝑦) =∑∑(𝑥𝑖 ⋅ 𝑦𝑗) ⋅ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) 

 

= 1 ⋅ 2 ⋅ (1/36) + 2 ⋅ 3 ⋅ (2/36) + 2 ⋅ 4 ⋅ (1/36) + 3 ⋅ 4 ⋅ (2/36) + 3 ⋅ 5 ⋅ (2/

36) + 3 ⋅ 6 ⋅ (1/36) + 4 ⋅ 5 ⋅ (2/36) + 4 ⋅ 6 ⋅ (2/36) + 4 ⋅ 7 ⋅ (2/36) + 4 ⋅ 8 ⋅

(1/36) + 5 ⋅ 6 ⋅ (2/36) + 5 ⋅ 7 ⋅ (2/36) + 5 ⋅ 8 ⋅ (2/36) + 5 ⋅ 9 ⋅ (2/36) + 5 ⋅

10 ⋅ (1/36) + 6 ⋅ 7 ⋅ (2/36) + 6 ⋅ 8 ⋅ (2/36) + 6 ⋅ 9 ⋅ (2/36) + 6 ⋅ 10 ⋅ (2/

36) + 6 ⋅ 11 ⋅ (2/36) + 6 ⋅ 12 ⋅ (1/36)   

=
2

36
+
12

36
+

8

36
+
24

36
+
30

36
+
18

36
+
40

36
+
48

36
+
56

36
+
32

36
+
60

36
+
70

36
+
80

36
+
90

36
+
50

36
+

84

36
+
96

36
+
108

36
+
120

36
+
132

36
+
72

36
=

1232

36
  

= 34.22  

 التباين المشترك  •

𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = ∑∑(𝑥𝑖 ⋅ 𝑦𝑗) ⋅ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − ∑𝑥𝑖 ⋅ 𝑓(𝑥𝑖) ⋅ ∑ 𝑦𝑗 ⋅ 𝑔(𝑦𝑗)  
𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐸(𝑥, 𝑦) − 𝐸(𝑋) ⋅ 𝐸(𝑌)  

=
1232

36
− (

161

36
⋅
252

36
)  

=
1232

36
−
40572

1296
  

=  34.22 −  31.30 =  2.92  

 :  التمرين الثالث 

 نفرض التوزيع المشترك الاحتمالي التالي:

 Y     x 3- 2 4 المجموع 

0.5 0.2 0.2 0.1 1 

0.5 0.1 0.1 0.3 2 

1 0.3 0.3 0.4 ∑. 
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 الفصل الرابع :     

 المطلوب 

A.  .أحسب التباين المشترك لهذا التوزيع 

B.  أحسب معامل الارتباط، وهلX  وY مستقلان؟ 

 الحل: 
𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = σ𝑥𝑦 = ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑗𝑖 ⋅ ℎ(𝑥, 𝑦) − u𝑥 ⋅ u𝑦   
u𝑥 = ∑𝑥𝑖 ⋅ 𝑓(𝑥) = 1 × 0,5 + 3 × 0,5 = 2  
u𝑦 = ∑𝑦𝑗 ⋅ 𝑓(𝑦) = −3 × 0,4 + 2 × 0,3 + 4 × 0,3 = 0,6  
𝐸(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑗𝑗𝑖 ⋅ ℎ(𝑥, 𝑦) = 1(−3) × 0,1 + 1 × 2 × 0,2 + 1 × 4 × 0,2  
. . . . . . . . . +2 × 4 × 0,1 = 0  

   :ومنه

𝐶𝑜𝑣(𝑋, 𝑌) = 0 − 2.0,6 = −1,2  
σ𝑥
2 = ∑𝑥𝑖

2 × 𝑓(𝑥) − u𝑥
2 = (1 × 0,5 + 4 × 0,5) − 4 = 1  

 من جهة اخرى لدينا 

𝜎𝑦
2 =∑𝑦𝑗

2 × 𝑓(𝑦) − 𝜇𝑦
2 = (9 × 0,4 + 4 × 0,3 + 16 × 0,3) − 0,36 = 9,24 

 لنصل الى 

𝜌(𝑥, 𝑦) =
𝐶𝑜𝑣(𝑥,𝑦)

𝜎𝑥⋅𝜎𝑦
=

−1,2

1⋅√9,24
= −0,4  

 غير مستقلين لأن معامل الارتباط غير معدوم. Yو  Xمن المؤكد أن  •
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 قائمة الملاحق 
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Standard Normal distribution  
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Critical values of F ( Area = 0.050)  
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Critical values of F ( Area = 0.010)  
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