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Préface

Ce polycopie de cours s’adresse essentiellement aux étudiants des premiéres années troncs
communs des Sciences de la Matiére (SM) et Sciences et Techniques (ST). L’objectif de
ce document pédagogique est de leur permettre d’avoir une base pouvant les guider afin
de comprendre certaines notions fondamentales de la mécanique du point matériel pour
I’acquisition d’autres connaissances dans le cadre d’études plus approfondies. Le polycopié

se divise en quatre chapitres :

1. Le premier chapitre comporte des généralités sur les principales notions de ’analyse
dimensionnelle avec un rappel mathématique et quelques définitions sur les notions de

base du calcul vectoriel.
2. Le deuxiéme chapitre présente la cinématique du point matériel.

3. Le troisiéme chapitre traite la dynamique du point matériel et illustre les bases fondamentales

de la mécanique de Newton avec ses trois lois.

4. Le dernier chapitre traite le travail et ’énergie du point matériel.

Je tiens a remercier les collegues qui ont bien voulu juger le manuscrit et tous ceux qui

me ferait part de leurs remarques et suggestions pour m’aider a I’améliorer.
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Chapitre 1

ANALYSE DIMENSIONELLE

1.1 Les grandeurs physiques

L’étude des phénomenes physiques nécessite la définition de grandeurs physiques. On appelle
grandeur physique toute propriété de la nature qui peut étre quantifiée par la mesure ou par
le calcul tel que la longueur, le temps, la température, etc. .., et chaque grandeur physique
est caractérisée par sa dimension qui s’exprime a ’aide d’un nombre accompagné d’une unité
de mesure, par exemple une longueur peut s’exprimer en métre, en pouce, en angstrém, etc..,.

En fait les grandeurs de base utilisées en mécanique sont la masse, la longueur et le temps.

1.2 Grandeurs fondamentales

Toute grandeur physique peut s’exprimer sur la base des unités fondamentales (de base), qui
sont considérées comme indépendantes du point de vue dimensionnel et qui permettent de
définir toutes les autres grandeurs.

Le systéme international est un systéme cohérent et universel d unités, basé sur 7 grandeurs,

auxquelles sont associées 7 unités de base comme le résume le tableau suivant :



Grandeur Symbole dimensionelle Unité Symbole de 'unité
masse M kilogramme Kg
longueur L meétre M
temps T seconde S
intensité électrique 1 ampeére A
température 0 kelvin K
intensité lumineuse J candela Cd
quantité de matiére N mole mol

Table 1.1: Unites de bases du SI.

Les autres grandeurs sont des grandeurs dérivées,toutes les dimensions des grandeurs
dérivées sont écrits sous la forme de produits de puissances des dimensions des grandeurs de
base, sont liées & ces grandeurs fondamentales, comme par exemple :

Une aire A étant le produit de deux longueurs, sa dimension est [A] = L%, la vitesse d’un
point matériel a pour dimension [v] = L.T~! L’accélération a pour dimension [a] = L.T72,

La dimension de la force F est [F] = [m.a] = [m].[a] = M.L.T*

1.3 Equation aux dimensions

Une équation aux dimensions est une relation mathématique qui exprime la dimension d’une
grandeur physique en fonction des dimensions des grandeurs fondamentales, la dimension
nous renseigne sur la nature physique de la grandeur.

Si G a la dimension d’une longueur, on dit qu’elle est homogéne & une longueur. La
relation [G] = L correspond a 'équation aux dimensions de la grandeur G.

Dans le cas général I'équation aux dimensions de la grandeur (G), est la suivante :

[G]= M*.LP.T¢.1°.6°. N/ .J9 (1.1)

Ou:

a,b,c,d,e, f et g sont des entiers positifs ou négatifs.

M,L,T,I,0,N et J sont respectivement les symboles de la masse, la longueur, le temps,
la température, 'intensité lumineuse, et la quantité de matiere.

*Les grandeurs M, L et T permettent de décrire toutes les grandeurs de la mécanique,

I’équation aux dimensions de la grandeur dérivée (G) est 'expression suivante :



[G]= M*.LP.T* (1.2)

*L’équation aux dimensions d’une grandeur G sans dimension se réduit a [G] = 1.

*Un angle ainsi les fonctions exponentielles, logarithmiques, trigonométriques, les constants
sont des grandeurs sans dimension [o] = 1, [sinz] = 1, [exp] = 1, [Logz] = 1, [4] = 1.

*Toute relation doit étre homogeéne en dimension, c¢’est-a-dire que ses deux membres ont
la méme dimension. Ainsi I’équation A = B + C.D n’a de sens que si les dimensions de
A et de (B + C.D) sont identiques. Pour obtenir la dimension du second membre on doit
appliquer les régles suivantes :

e la dimension du produit C.D est le produit des dimensions de chacune des grandeurs
CetD: [C.D]=][C]. [D]=[A];

e la dimension de la somme B + C.D est la somme des dimensions de chacun des deux
termes B et C.D : [B+ C.D] = [B]+ [C.D] = [A].

*Les équations aux dimensions permettent de vérifier I’homogénéité des formules :

Example 1 : un pendule simple de masse m et de longueur | est placé dans le champ de

N . . . - — /3
pesanteur g . Il oscille sinusoidalement avec une pulsation propre wy avec wy = \/7 .

Vérifier ’homogénéité de cette formule.
La pulsation propre wy est reliée a la période Ty des oscillations par la relation :
w=2%= |w=|E]=E=1"

On sait que le champ de pesanteur est homogeéne & une accélération donc :

N R e

Les deux membres ont méme dimension, 1’équation est bien homogene.

1.4 Systémes d’unités en physique

Une unité de mesure est un étalon nécessaire pour la mesure d’une grandeur physique.
Systéme CGS (trois grandeurs et trois unités):
* grandeurs de base : longueur, masse, temps.
* unités : centimetre, gramme, seconde.
Systéme MKSA ou de GIORGI (quatre grandeurs et quatre unités):
* grandeurs de base : longueur, masse, temps, intensité électrique.
* unités : metre, kilogramme, seconde, ampére.

Systéme SI (sept grandeurs et sept unités):
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* grandeurs de base : longueur, masse, temps, intensité électrique, température thermodynamique,
quantité de matiére, intensité lumineuse.

* unités : metre, kilogramme, seconde, ampére, kelvin, mole, candela.

Application
Exercicel: Déterminer la dimension des deux paramétre A et K qui apparaissent dans
la loi:
f=Amuv+ Kuv* ot m s’exprime en kg, v en m/s et f en N
Réponce:
[f] = [Am.w] + [K.0?
[f] = [Am.v] . [f] = [A].[m].. [v]
[f] = [K.07] [f] = [K]. [v”]
(4] = o . [A] = MLIZ — 7
K] = (K] = MLLZS — prp?

Exercice2: Soit A, une grandeure physique de dimension: [A] = M?.L?.T*

Cette grandeur physique est calculée & partir de l’équation suivante:

A=Bu.f ' "4Kptm2g?

Ou f est une force, v une vitesse, m une masse, p une pression et g l’accélération de la
pesanteur.

Etablir la dimention de B et K pour que l’équation sit dimensionelle correct.

Réponce:

A=Bu f'"4+Kptm=2g"?

[A]= [Bw.f ']+ [Kp tm 297!

[A] = [B.v.f ] N [A] = [B].[v] . [f71]
[A] = [Kp~m™2.g7] [(A] = [K].[p"] - [m ] [g 7]
( ] = LT
[B] = [v}.[[?]ﬁ avee [f) =ML 11
(K] = =t Y =[fY.L2 = M LLNT?
\ g =111
[B] = 2 L2120 [B] = M3.L2.T~*
Donc: : — .
[K] _ M2.12.17-38 [K] — MBS I2T T

M-1.LY 72 M~-2L-1.72
Exercice3: L’équation d’état des gaz parfaits s’écrit: P.V = nRT

Donner l’équation aux dimensions de la constante molaire des gaz parfaits.
Réponce:

Désignons par [R] la dimension de R



Alors: [R] = Y (1)

[n].[T]
Cherchons la dimension de chaque paramétre:

(P la pression du gaz en (Pa soit en N/m? ou encore en Kg.s™2.m™!
[P]= MT*L™*
[V]= L*mol™!
[T]=10

\

En remplagant dans (1),
[R]= M.L>. T *.mol .07"

1.5 Grandeurs scalaires et grandeurs vectorielles

Les grandeurs physiques se divisent en deux groupes :

1.5.1 Grandeurs scalaires

Les grandeurs scalaires sont des grandeurs sans direction, complétement définies par des
nombres réels, exemple la masse d’un corps, la longueur, le temps, la charge d’un électron,

I’aire d’une sphere et son diameétre, le volume, ,

1.5.2 Grandeurs vectorielles

Les grandeurs vectorielles sont caractérisées par leurs intensités, leurs directions et leurs sens,

comme : vitesse, force, champs électrique. .. etc, sont donc représentées par des vecteurs.

1.6 Définition de vecteur

Un vecteur est un segment de droit orienté et caractérisé par:

=

(A)

Fig.1.1: Définition de vecteur.
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- le point d’application est le point qui sert d’origine & la représentation du vecteur, dans
le schéma, c’est le point A.

- Sa direction qui est définie par celle de la droite (A) qui porte le segment.

- Son sens qui désigne 'orientation du vecteur de A vers B, représentée par une fléche.

- Son module (norme ou intensité) qui est égal a la longueur du segment [AB]. Il représente
la quantité vectorielle.

-On peut désigner un vecteur par une seule lettre,

par exemple : v = E

1.6.1 Propriétés

*Les vecteurs qu’ils ont méme direction, méme sens et méme module sont des vecteurs égaux.

*Les vecteurs qu’ils ont méme direction, méme module mais des sens opposés sont des

vecteurs opposés

B D

*Directement opposés" s’ils ont méme support (A)

| B
C (A

*Le vecteur qui défini par sa direction, son sens et sa longueur sans fixer son point

d’application (son origine) est appelé le vecteur libre.



*Le vecteur qui a un module fixe, un sen fixe et que ’on impose sa droite support (A)

sans fixer son point d’application est appelé le vecteur glissant.

D (A)

*A chaque vecteur on peut associer un vecteur unitaire qui a la méme direction et de

-
2 N LI . . . e
norme égale & 1 (unité). On peut exprimer un vecteur unitaire sous la forme :u = H_‘K/T

H
*On note par 0, le vecteur de longueur nulle, lorsque 'extrémité d’un vecteur coincide

avec son origine. Par convention ce vecteur ne possede aucune direction.

1.6.2 Composantes d’un vecteur

Dans le plan (Systéme cartésien orthonormé bidimensionnel)

Le vecteur position OM donner par OM = OM,+ OM,

— —
OM, =z 1 — — -
Avec: N R Alors OM=z 1 +y j
OMy =Y )
Y A
My - - M(x.y)
_}
it V"
> > >
o =z My X

Fig.1.2: Composantes d'un vecteur dans le plan.
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La norme du vecteur est donnée par la relation suivante :

ot - v

Dans ’espace (Systéme cartésien orthonormé tridimensionnel)

Le vecteur position OM donner par OM = OM ,+ OM, + OM,

— —
OM,=x 1
Avec: O—]\/[y:y? Alors Wz%?—i-yj—)—l—z?
— —
OM, =7z k
y Wi
-_""-.[z
—
— | OM
k

_};,- 1

Fig.1.3: Composantes d'un vecteur dans en 3D.

La norme du vecteur est donnée par la relation suivante :

] - v

1.7 Opération sur les vecteurs

1.7.1 Addition de deux vecteurs

Afin de trouver la somme de deux vecteurs, il existe deux méthodes sont:

13



Regle du triangle Regle du parallélogramme.

o
0 v
N >
v >
— Uty

W - —»
—
0 U
>
U+

Fig.1.4: L’addition de deux vecteurs.

Remarque : L’addition des vecteurs est commutative et distributive.

- = = =
* Commutativité : U +V =V 4+ U
ﬁ

—_ = == — =
* Distributivité :(U + V).C = U.C +V.C

1.7.2 Soustraction de deux vecteurs

- =
La soustraction de deux vecteurs se fera de la fagon suivante : Pour U — V', on va prendre

ﬁ
I’opposé du vecteur V'

—
-
—
W

‘XT*

Fig.1.5: La Soustraction de deux vecteurs.

1.7.3 Relation de Chasles

pour décrire une relation entre vecteurs dans un espace affine, la relation de Chasles s’écrit

de la maniére suivante :

14



— —_— =
AB=AC+C(CB (1.3)
1.8 Produit scalaire
— —
Le produit scalaire de deux vecteurs V; et V5 non nuls et prend la forme suivante:
— — — —
Vi ::)’va“.“ve“cose. (1.4)

— =
Avec 0 l'angle compris entre les deux vecteurs Viet Vs,

—ly

Vi

e |

i

. >
Vicose

Fig.1.6: Le produit scalaire de deux vecteurs.

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit du module de I'un par la mesure
algébrique de la projection de l'autre sur sa droite support.
Le produit scalaire est ;
* commutatif :
— — — — .
V1.Va = V5.V; (puisque cos ) = cos (—6)
*Distributivité par rapport a I’addition :
— =\ — — = — —
(Vi+12) VE=ViV+ 0V
L= — — — — — — . = —
*siVi#£ 0 et Vo#£ 0 et Vi.Vo= 0 ondit V] 1L 1}
Alors Le produit scalaire nous permet donc de déduire la perpendicularité géométrique

lorsqu’il est de valeur nulle.

1.8.1 Forme analytique du produit scalaire

— —
En posant U,, Uy, U, et V,, V,, V. les composantes de U et V dans la base orthonormée

— - —
( 1, J, k ), le produit scalaire de ces deux vecteurs est le scalaire défini par la relation :

— — — — — — — —
UV:Q@¢+%j+@k)(wi+%j+uk>

15



- = —

— = —
ii=5. 5=k k=1

Sachant que ¢ _, S
= k=4.k=0

Il en résulte :

— —
UV =U,V,+U,V,+U..V,

*On peut en déduire I'expression du cosinus:

— —
Uu.v U Vo + UV, +U,.V,
cosf =

[T 7] Vv

*Relation métrique dans un triangle quelconque (Fig.1.7):

Fig.1.7: Relation métrique dans un triangle.

—

— —
Nous avons : BC' = BA + AC.

d’ou
4 — 2 RN —_— 2
Q%j :<BA+AC)
— ~— — - —
BC? = BA? + AC? +2BA.A
— |2 — |2 — |2 — —
HBC’ :HBAH—%Wﬂj +2HBA”HAC‘@%0
2 =a’>+b*>+2.a.b.cosf

\

(1.5)

(1.6)

Remarque : dans le cas d’un triangle rectangle en A, on retrouve le théoréme de

Pythagore :

Z=a’+ b

16



1.9 Produit vectoriel

Le produit vectoriel de deux vecteurs non nuls ﬁ et I_/) faisant entre eux un angle 6 est un
— — = =
vecteur W noté: W = UAV
tel que
— — — .
(=@ |[V]-sime (1.7)

avec 0z0<r

Fig.1.8: Le produit vectoriel de deux vecteurs.

ﬁ
Les caractéristiques du vecteur W sont les suivantes:
. . . . — — — —
*La direction est perpendiculaire au plan formé par les vecteurs U etV telle que: W L U
— —
et W 1LV
H . H _> H H . . . . .
*Le sens de W donne au triplet (U , V,UA V) une orientation directe : cette orientation
est donnée par la régle des trois doigts de la main droite (pouce, index, majeur), illustrée

ci-dessous ;

UnV

Fig.1.9: La regle des trois doigts de la main droite.

*Le module du produit vectoriel de deux vecteur représente I’aire orientée du parallélogramme

17



— — —
formé par ces deux vecteurs (dimension L?), En effet, AH = OAsinf = H U ‘ sin (U , V) et

I’aire du parallélogramme devient:

081 = [T [7] 50 (7.7) 19

Alors le module du produit vectoriel d”efinie par I’ “equation:
— — — — —
[ = 7] |7 - s (7.7) (19

1.9.1 Propriétés du produit vectoriel

Anticommutatif :

Le produit vectoriel est anticommutatif :

— = — =
UANV = -V AU, puisque sin (§) = —sin (—0)

Distributivité par rapport a I’addition :

Le produit scalaire est distributif par rapport a I’addition :
— - = - = = =
UA(V+G)=TAV +TUAG

Non associatif :

— - = - = —

U A (VAG> ” (UAV) AG
Conséquence :

- = = — — = — =
SiU#0etV#0 alors UAV =0 = U ||V

1.9.2 Forme analytique du produit vectoriel

— —
En posant U,, Uy, U, et V,, V,, V. les composantes de U et V dans la base orthonormée
— = —
( 1, 7, k ), le produit vectoriel de ces deux vecteurs est le vecteur défini

par la relation:

— = — — — — — —
UAVz(Ux.i ‘U, j+U. k)A V. i 4V, j+ V. k)
(- = = = = =
AT = JA] = KAE =0
- — =
AT =k
Sachant que NN
TAE =i
AT =7

Il en résulte :
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- = =
i gk
- = — — — —
W=UANV =|U, U, U, |=U,V.=-U. V)i —(UV,-U.. Vo) j+ UV, = U, Vo) k
v, v, V. W, 7, W
(1.10)
Application :

— — —
Calculer le vecteur W, produit des deux vecteurs, U (3,2, —2) et V (2,0, —3) en déduire

I’angle # compris entre eux.

Réponce :
—_ = =
ik

W=UAV =3 2 —2|=[2(-3-07-[3(-3)—2(-2)]7 +0-2@2)] %
2 0 -3

— - — — — —

W=UAV =—67 +5) —4Fk.

= (=6 + (5)° + (—4)* = VT =877

—

|7

o | | I e [ NP 14| ; _
HWH_HUH.HVH.sme = sinf = o = Y =034 = 0=20,3

1.10 Le produit mixte de trois vecteurs

—

Soient A,, A,, A, et B,, By, B, et C,, C,, C, les composantes de Z, B et C dans la base
— - —
orthonormée ( 1, 7, k)
L = - = —
les composantes de AAB dans la méme base étant: AAV = (4,.B, —A..B)) i —
(Ap.B. — A..B,) ] + (Ap.By — A,.Bo) k

— =\ —
le produit mixte (AAB) .C est défini par:
— =\ = — — — —
(AAB) C = [(Ay.Bz — A..B)) 7 — (Ap.B, — A..B.) j + (A,.B, — A,.By) k} . [Cx. i+,
(ZA?) C = (A,.B. — A,.B,) Co—(A,.B. — A,.B,) Cyt-(Ay.B, — Ay.By,) C, = scalaire

— = —
Donc le produit mixte de ces trois vecteurs A, B et C est le scalaire D défini par la

-
[ —

relation:

D (ArB) @

(1.11)
D= (A,.B,— A,.B,)C, — (A,.B. — A,.B,) C, + (A,.B, — A,.B,) C,

Remarque:
* ’, . _> -
Dans une base orthonormée directe ( 7 , k ), nous avons :
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(7/\7) F = (ﬁA?> = (?A?) =1

— — —

— k—> — — Z—> — — j—> —
(jAz').k :(k:Aj).z’ :<iAk).j — 1

*Interprétation géométrique de la valeur absolue du produit mixte de trois vecteurs
mesure le volume du parallélépipéede.

*le produit mixte des trois vecteurs obéit la propriété de permutation circulaire:

— =\ — — =\ — — =\ —

(AAB).C = (CaA).B = (BaC) 4

Application:

Clculer le volume du parallélépipéde construit sur les vecteurs:

— — —

A (2,1,4), B (3,-2,5), C'(8,1,3)

Réponce

Le produit mixte donne

2 1 4
A (§A5’>: 3 -2 5
8 1 3

A (ﬁA?) — (2. (—11)] — [1. (—=31)] + [4. (+19)] = 85
On a donc Z <§AE'>) =85

le volume du parallélépipéde est de 85 unités de volume.

1.11 Opérateurs différentiels

1.11.1 Gradient

y 2 s 1 . =1 a7 07,07
On appelle 'opérateur différentiel V « nabla » la grandeur suivante :V = = i +5- j +5- k

Le gradient d’un champ scalaire f (z,y, z) est un vecteur défini par :

—_— — — — —
gradf (z,9,2) =V (0,0.2) = (27 + 57 +£F) [ (@..2)

— Af(xy,2) = Of(z,y,2) Of(z,y,2) 7.
gradf (z,y, 2) = f(azy )T 4 f(ayy )] + f(azy ) 1.

(1.12)

Physiquement, grad f(z,y,z) est le taux de variation d’'une grandeur scalaire dans
I’espace. Pratiquement, le gradient indique la direction de la plus grande variation du champ
scalaire.

Application :

Dans un domaine de l’espace ou la température est fonction des coordonnées telle que

T (‘Ta Y, Z)Z(?).’L'Qy - y3’22> OC,
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Réponce :

Le gradient de T vaut :

s

grad (z,y,z) = dT(g%)Z + (ﬂcy»Z)l7 +0T(wyZ)k

—_—

gradT (z,y,z) = 61:y i + (32?2 — 3y*2 ) — 213 ok

Au point P(1,2,1) gradT (z,y, z) = 127 — 97 6%

1.11.2 Divergence

.
La divergence d’un champ vectoriel V' est un scalaire défini par :

P P P —— = ——
dezVVz(a—qua—yqu&k).(V;l+V;Jj—|—Zk‘)
_>_8Vz—'>—‘> ov, —7 BVZ—>—>
div V—Wij,LJra—;’J-J + azxkl\i,li:/ (1.13)
1

La divergence d’un champ de vecteurs exprime sa tendance a fluer localement hors d’un

petit volume entourant le point M.

1.11.3 Rotationnel

H
Le rotationnel d’'un champ vectoriel V' est un vecteur défini par:

p e 5= P P —— = ——
Rol V = Vsz<a—m@+a—yg +§k)A(sz+ % +Vz/<:>
- =
i j  k
Pr T OAT — v, 9V V. Vi) o vy  ove\ 1
Rot V= VAV = 8%: (% % <6y_w> _(Bm 8z)j+<<‘9_x_8y>k
\ Ve V, Vi
(1.14)
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Chapitre 2

CINEMATIQUE

2.1 INTRODUCTION

La cinématique fait partie de la mécanique qui étudie les mouvements en fonction du temps,
sans se préoccuper de leurs causes (comme les forces par exemple...). Clest-a dire la

modification apparente de sa position avec le temps.

2.2 Notion du point matériel

Pour décrire les mouvements d’un corps solide, on 1’assimile souvent a un point matériel,
c’est un corps matériel dont les dimensions sont théoriquement nulles et pratiquement
ses dimensions caractéristiques sont négligeables par rapport aux distances qu’il parcourt.
Exemple : une bille en chute libre est considérée comme un point matériel, non pas parce

qu’elle est petite mais parce que ses dimensions sont négligeables devant la distance parcourue.

2.3 Systéme de référence

La description du mouvement d’un objet (un point matériel), en mécanique est nécessairement
lite & un référentiel (ou un repére) par rapport auquel le mouvement, (la position et la
trajectoire) est analyseé.

Le référentiel est le milieu au sein du quel on étudie le mouvement. Si I’on considére
I’exemple du voyageur assis dans un train en marche :

*Par rapport & un observateur sur le quai (le référentiel est la Terre), le voyageur est en

mouvement ;
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*Par rapport & un observateur dans le train (le référentiel est le train), le voyageur est
immobile.
Ainsi en mécanique, pour qu’il n’y ait pas de doute possible, il est impératif d’indiquer le

référentiel choisi c’est-a-dire préciser par rapport a quoi I’étude du mouvement sera effectuée.

2.3.1 Repére de ’espace

Pour déterminer la position d’'un mobile dans I’espace, nous devons choisir avant tout un
corps solide, que nous appelons référentiel, auquel nous associons des axes de coordonnées.

Un référentiel peut étre caractérisé par un point O (origine) et trois directions fixes
dans ce référentiel c’est-a-dire par un repére (O, z,y, z) dans lequel est repérée la position
M (z,y,z) d'un cops. Le corps est au repos par rapport a ce repére si ses coordonnées sont
constantes au cours du temps. Cependant, si au moins I'une d’elles varie, le corps est en
mouvement par rapport a R, peut aussi étre caractérisé par son nom, dans les exemples
précédents on peut parler du référentiel « train », «la Terre ».... .

Les repéres galiléens sont constitués d’'un systéme libre (c’est-a-dire au repos ou en
mouvement rectiligne uniforme). Exemples de référentiel & connaitre les repéres d’inertie ou

Galiléens, sont le référentiel de Copernic, le référentiel géocentrique et le référentiel terrestre

(Fig.2.1).

%

A

Repére de Copernic

Le soleil I :

La terre

Repére géocentrique

Fig.2.1: Les différents repeéres.
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2.4 Trajectoire

On appelle trajectoire d'un mobile I’ensemble des positions successives occupées par le
point matériel pendant des instants successifs et par rapport au systéme de référence choisi.
Nous citons quelques trajectoires communes : trajectoires rectiligne, trajectoire circulaire,

trajectoire curviligne. . . etc.

2.5 Les différents systémes de coordonnées

Pour décrire le mouvement d’un mobile M, nécessite de déterminer & tout un instant, la
position de ce point par rapport & un repére dans l’espace, alors nous avons besoin un

systéme de coordonnées pour définie cette position.

2.5.1 Le systéme de coordonnées cartésiennes

Soit R un repére cartésien est formé par un systéme de trois axes orthonormé direct d’origine
L . - = 2 o
O de base cartésienne (O, i, j, k) ou i, j et k sont les vecteurs unitaires des axes

OX,0Y et OZ respectivement. Ces trois axes sont perpendiculaires deux a deux.

Le vecteur position :

On note la position du point M par 7 = OM qui s’appelle le vecteur position

T =0M=ai+yj +2k (2.1)

Ou z (abscisse), y (ordonnée), z (altitude) sont les coordonnées cartésiennes et qui sont

des grandeurs algébriques .
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#
= R
b
.\1\

Fig.2.2: Cordonnées cartisiennes.

2.5.2 Le systéme de coordonnées polaires

Si le mobile effectue une rotation dans un plan (O, z, y) on peut repérer la position du mobile

M par les coordonnées polaires. La position de Mest alors définie par deux coordonnées de

nature différente notées habituellement p (lacoordonnée radiale) et 6 (angle polaire).
0<p(+o00

Pour recouvrir tout le plan :
0<6 (2r

Fig.2.3: Les coordonnées polaires (p, 0) et la base associée (u,, ug) .
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Le vecteur position

Le vecteur position dans ce repére s’écrit donc :
— —
OM = HOMHZT;:plTp) (2.2)

Correspondance avec les coordonnées cartésiennes (a 2D)

Les relations qui lient les deux coordonnées cartisiennes aux coordonnées polaires sont :

x = pcost
y = psind (2.3)
tanf = <

y

En appliquant le théoreme de Pythagore on trouve:

|oM|| = p = Vor s (2.4)

On trouve :

cosf =% = z

A (2.5)
sinfl =% = Y

p /22 1 y?

Aprtir de la figure 2.3 (b) et par la projection sur les axes (Ox) et (Oy) on trouve les

. . — — P
composantes des vecteurs unitaires u, et uy dans la base cartésienne :

u, =cosf i +sinf j
’ (2:6)
ug = —sinf i 4 cosf j

De la méme facon que nous avons obtenu la relation précédente, nous pouvons écrire

dans ce cas :

?:cos@@—l—sin@u_)g @.7)
7:sin6u_;,+cosﬁu_5 .

2.5.3 Le systéme de coordonnées cylindriques

Si la trajectoire est spatiale, Il suffit de compléter le systéme de coordonnées polaires par un

troisiéme axe Oz ; ou p et Oz (Fig2.4) jouent un role particulier dans la
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détermination de la position du mobile, il est possible d’utiliser les coordonnées cylindriques

(p, 0, z), ou p rayon polaire, 6 angle polaire et z altitude.
0<p (+o0

Pour recouvrir tout le plan : 0<6 27

—oo( z (+00

Fig.2.4: Le systéme de coordonnées cylindriques.

Le vecteur position

Obtient en utilisant la relation de Chasles :

— —_— —
OM =OP+ PM

OM = p,+ 2. 28)
o] = v = 29)

HOMH =22+ + 22

Correspondance avec les coordonnées cartésiennes

Les relations qui lient les deux coordonnées cartisiennes aux coordonnées cylindriques sont :

x = pcost
=2z
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Aprtir de la figure 2.4 et par la projection sur les axes (Ox), (Oy),et (Oz) on trouve les

composantes des vecteurs unitaires u, us et u. dans la base cartésienne :

17; = cosf T—I—sin0 7

Uy = —sinf i +cosh 7 (2.11)
- =
u, = k

— — —> sz P : : ,
(u, up u;) est la base locale associée aux coordonnées cylindriques, ¢’est une base orthonormée

directe.

2.5.4 Le systéme de coordonnées sphériques

Dans le systéme de coordonnées sphériques la position du point M est définie dans un repére

_— — _ — — , . . 2 2 .t
(O uy ug uy) . La base (u, ug ug)orthonormée directe, associée aux coordonnées sphériques

(r 0 ¢) (Fig.2.5).

(2.12)

Fig.2.5: Représentation du systéme de coordonnées sphériques.

0<r (+o0

Pour recouvrir tout 1’espace : 0<0 (r

0<¢p (2m
Le vecteur position

—
Le vecteur position OM s’écrit comme suit dans la base sphérique :
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OM =ru, (2.13)

Correspondance avec les coordonnées cartésiennes

Les relations qui lient les deux coordonnées cartisiennes aux coordonnées sphériques sont :

x =rsinfcosy
y =rsinfsing (2.14)

Z =TCoSsp

Aprtir de la figure 2.5 et par la projection sur les axes (Ox), (Oy),et (Oz) on trouve les

composantes des vecteurs unitaires u, uy et u. dans la base cartésienne :

u, =sinfcosp ¢ +sinfsing j +cosf k
u_ézcosﬁcosgo7+cos€sin<p7—sin9? (2.15)

Up, = —8InY 1 +cosy )
2.6 La vitesse d’un point matériel

On considére que la vitesse est une grandeur vectorielle mesure I’évolution de la position par

rapport au temps.

2.6.1 Vitesse moyenne

Le rapport de la distance parcourue par un mobile M pendant le temps de parcours est

appelé vitesse moyenne.
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Trajectoire

du point M
Y
>
Fig.2.6: Définition de la vitesse moyenne.

M (t1) = M : la position du point mobile M a U'instant t;
M(ty) = Ms : la position du point mobile M a l'instant to
le vecteur vitesse moyenne se définit par :

My M. OMs;—OM

Vimoy = ——2 = —2 ! (2.16)
to — t1 At

2.6.2 Vitesse instantanée

La vitesse instantanée v;,, est définie par la dérivée du vecteur position par rapport au

temps :
— — MM, OM,—0M
Vinst = limag o v moy — limag—o t21—t12 = limas—o 2At !
i (2.17)
—  _ doM
U inst = dt
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Fig.2.7: Définition de la vitesse instantanée.

Il en résulte que le vecteur vitesse est tangent & la trajectoire du point M et dirigé dans

le sens du mouvement du point M sur le trajet.

2.6.3 Vecteur vitesse avec les coordonnées cartésiennes

. . . - = - -
Considérons un repére cartésien orthonormé directe R (O, T, ], k:) avec: 1, J et k
fixe. Le vecteur position du point mobile M dans le repére cartésien R s’écrit :

— —
OM@t) =T {t)=xi +yj +2k (2.18)

Ou z(t), y(t), z(t) sont les composantes du vecteur position OM (t) ou encore les

coordonnées du points M.

La vitesse instantanée v;, est définie par la dérivée du vecteur position par rapport au

temps :
( - _ dOM
V="
— — —
) 72% 1 —|—yj—|—zk>

_ (2.19)
k

V]| = (/2 + 02+ 02 = /@2 + y? + 32 (2.20)



2.6.4 Vecteur vitesse avec les coordonnées polaires

Le vecteur position dans le repére polaires s’écrit donc :
(2.21)

— —
o = ] =
u_; et ug sont des vecteurs mobiles et donc variables dans le temps, contrairement aux

- =
vecteurs ¢, j et k qui eux sont fixes.

On déduit I'expression de la vitesse :

— _ dOM
V=g
— _ d —
v =4 (pu) (2.22)
—> _ dp— du,
U= il g
On sait que:
du, _ d - . =\ _ do . - do -
Tt =% cosl i +sinf j ) =% (—sind) i + 5 (cosh) j
diy _ do —sin97+0059ﬁ = O, =07 (2:23)
t — dt | o ] T ate= 0
g
ug
dug _ d N 7\ _ 0 = de
W_E<_Sm9 i +cosl j )= (—cost) i + % (—sind) j
2.24)
s == |cost i +sind j | =-Fu,=—-0u,
he
Up
on peut écrire I'expression de la vitesse en coordonnées polaires :
o = de 4 4t
vo= dtup+p dt
(2.25)

- _ dp— o —>
Vo= Uy TP g Wy

— . — h—>
Vo= pu, +pluy
La norme du vecteur vitesse est:

170 = \fo2 +03 = /7 + (o 9)2 (2.26)

2.6.5 Vecteur vitesse avec les coordonnées cylindriques

Le vecteur position dans le repére cylindriques s’écrit donc :
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Nous avons

OM = p,+ 2. (2.27)

duz _ : —
7= = 0 puisque u; est fixe

On déduit I'expression de la vitesse :

- — dOM
dt
v = % (pu,+27,) (2.28)
v =2y + pd;t” + Ly
\ v = pz?—i—p@ue—i-zuz
La norme du vecteur vitesse est:
11 = \fo2+ 03+ 02 =4[+ (p 0) + 22 (2.29)
2.6.6 Vecteur vitesse avec les coordonnées sphériques
Le vecteur position dans le repére cylindriques s’écrit donc :
—
OM =ru, (2.30)
On déduit I'expression de la vitesse :
— _ dOM
dt
=4 (ru) (2.31)
— dr—> + T’duT

=al

. — — — , . . ,
Les vecteurs unitaires u,, us et u, se déplacent avec le point M, donc ils dépendent du

temps, et donc les dérivées de ces vecteurs par rapport au temps ne sont pas nulles.

dt

di; _ do

—
dur —

H
T —Sinﬁcoscp 7+sin981n<,0 74—0059 k
ﬁ

& cosf cos ¢ 7+Sin0flt (—sinf) ¢ —i—i—fcos@smgpy +Sln0 2 cos ¢ j + & b (—sind) k

duiz _ d0 [ 050 cos 1+ cosfsiny —sinf | + %sing —sin97+cos 7
dt at | © 4 4 / dt N Y]
e ey
ug Uy
dur _ u —i— £ sin 0 u.
dt 6 ®
dur i

ng + (psin 6 u, U
(2.32)
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dur qans 1’ ion de v btient
dt alns expressmn e vV Oon optien

En remplacant

V= et = o (05 + psing )
- (2.33)
~—

Vp vy

=_7 U+ rf ug+resinb u,
Ve

La norme du vecteur vitesse est:

A 2
WH:,/vgﬂgﬂg,:\/f2+(m) + (rsing)’ (2.34)

2.6.7 Vitesse dans la base de Frenet (coordonnées intrinséques)

N 2 . . N . —_ —
Le systéme de coordonnée de Frenet ou intrinséque est definie par : La base (u'¢,ty,).
*ﬁ . . . pa
U, est vecteur unitaire normal et orienté vers le centre du courbure.
H . . . 2z
*U'; est un vecteur unitaire tangent et orienté dans le sens du mouvement.
Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire et du méme sens que le mouvement, il porte

o — . L, .
le vecteur unitaire u'; il s’écrit :

T =7V =

Uy (2.35)

2.7 Accélération d’un point matériel

I’accélération est la variation de la vitesse par unité de temps. Cette variation peut concerner
la direction de la vitesse, son module ou les deux ;

L’unité de I'accélération dans le systéme international est le m /s

2.7.1 L’accélération moyenne

L’accélération moyenne d’un mobile entre deux instants ¢; et ¢, est donnée par :

AT Uy(ty) = v (t)
- _ 2.
¢ At ty — (2.36)

2.7.2 L’accélération instantanée

Le vecteur accélération instantanée d’un mouvement est définie par la dérivée du vecteur
. . , N s, o . —_—
vitesse instantanée par rapport au temps, donc a la dérivée seconde du vecteur position O M

par rapport au temps.
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a lim E @ = lim POM (2.37)
@inst = At—0 At N dt _At—>0 dt? '

2.7.3 Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes

De méme que le vecteur vitesse, on écrit pour le vecteur accélération :

( 7_@ d’OM
— dt dt?
— — —
@ =4 j:z'+yj+z'k:>
— _di s Ay ds (2.38)
a =41 +%J +El€
R St
\ a=%1+yj] +Z2k

La norme du vecteur accélération est:

1@ = y/a2 + a2 + a2 = \/i® + i + 32 (2.39)

2.7.4 Vecteur accélération en coordonnées polaires

On dérive I'expression obtenue pour la vitesse :

— __ dv
« ="
Ezﬁ(p?jp)—i- GUQ)
T =2 pBe B gy 4 p B 4 p HLe

R (2.40)
a pup+,09u9+p9u9+p9 ua+p9<—9up)
a = (b—p@)iup—l—\@p@—l—p@)ue

VvV vV
\ ap ag

La norme du vecteur accélération est:

AR R CERTD R

2.7.5 Vecteur accélération en coordonnées cylindriques

I’expression du vecteur accélération en coordonnées cylindriques:
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( — _ 4%
a =g

@ =g (i p 070+ 22)
T =B e e gy 4 p By 4 L0y b2
E):ﬁ?ﬁ—l—p@ﬂ}g—i—péﬂ}g—i—pé U9+p9 <—(9up>—|—zu_>z

7:<p—pé2)u—;+(2pé+pé)m+ 5w

Az

dz—>

-~

~~
ag

ap

\

La norme du vecteur accélération est:

I

.9\ 2 . .\ 2
ag+a§+a§—\/<p—p92> +<2,'09—|—p9> + 22

2.7.6 Vecteur accélération en coordonnées sphériques

I’expression du vecteur accélération en coordonnées cylindriques:

— —
a =7TuU. +7r

@ = o <r U, +7“(9U9 + r<psm0 u¢>
—l—rgosm@ Uy, + 1 $sinf u,+

duw

d“T +7 0o+ 0u@+7"9
Or¢ cos 9u¢, + rpsinf—=

duz
Calculons du“’ et ““” :

d;te i(cos&cosgp 1 + cosfsing ] —sin 6 k:>

(2.42)

(2.43)

(2.44)

—Qsin9cos<p i —¢cosfsingp K + —fsinfsing j —i—gbcos@cosgp?—@cos@k
—

Uep

G — _f) oy, + pcosf U

diy _ d< sin ¢ z + cos ])
H

—L = —pcosp 1 —psing ]

d

—:—g0<cosg0 1 +sing j)

= —¢(sinf u, + cosf ug)
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J/ N
-

(2.45)

(2.46)



dans ’expression précédente de

. dug g dug
En remplagant les expressions obtenues pour 2% et —#

212 . —
I’accélération ', on trouve:
+r0ug+rOue+roy +rosing u,

( —
@ = iU, +
+r @sinf @ + 0r¢ cos Hu_fp +re sin@%
a = (r - r¢? sin’ 9) u, -+ (7“9 + 270 — r@? sin 6 cos «9) U+
R ’ (2.47)
ar ag
(r sinf ¢ 4 2rpsin 6 + 2rfp cos 9) u,
La norme du vecteur accélération est:
1@ = /a2 + a2 + a2 (2.48)

2.7.7 L’accélération dans la base de Frenet

L’accélération du point M dans la base de Frenet par rapport au référentiel (R) s’écrit:

— _dv _ d [ds(t) —
a_dt_dt<dt e

—  d?%s(t) — ds(t) dus 2.49
O =gz Uttt g ()

duy .

Calculons “;* :
u (2.50)

dﬂ)t —
—=w () AU, =w(t

dt
Avec r le rayon de courbure de la trajectoire et 0, est toujours perpendiculaire a 1,

— —
(W L y).
_
En remplagant les expressions obtenues pour % dans I’expression précédente de ’accélération

—
a’, on trouve:

— _ ds(t) —» s
a = — ut~|—s.2run
.. S
T= § W+ =W, (2.51)
~ r
ar ~—
Qn

L’accélération présente deux composantes :
*Une composante tangentielle notée a; tangente a la courbe, elle indique si la valeur de
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la vitesse change.
dv

T dt

at:!s;

(2.52)

*Une composante normale notée a,, orienté vers le centre de courbure, elle indique si la

direction de la vitesse change.

2w
- - 2.53
=7 r (2:53)
Fig.2.8: Composantes de I'accélération dans la base de Frenet.
Le rayon de courbure r peut étre déterminé comme suit :
( ﬁzﬁﬁt—f—%ﬂ)n—at we+a, U,
2 2 2
I@]" = llaz||” + [l
— 12 — 12 — 12
Fanll” = 1a’ll” = [I'al 250
2 2 2.54
1@l = /I al” = I
2 2 2
=\ = [Ia]
_ v?
[

2.8 Exemples de mouvement

2.8.1 Mouvement rectiligne

L’étude du mouvement rectiligne se réduit a une dimension, puisque le mobile se déplace

suivant une droite.
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(2.55)

Le mouvement rectiligne uniforme (M RU)

On parle de mouvement rectiligne uniforme lorsque la vitesse est constante au cours du

temps.

v (t) = este = vy

— v _
dt (2.56)
v(t) =vg =% = dz =vo.dt

| 2 (t) =2 (to) + [, vodt = 2 (t) =z (to) +vo (t — to)

Le mouvement rectiligne uniformément varié

Un mouvement est rectiligne uniformément varié si la trajectoire est rectiligne et le vecteur

accélération est constant.

a(t) = este = vy
a:%:>dv:adt:>ff(o)dv:afgdtﬁv(t)—v((])Zat (2.57)
v(t) =at+ v (0)

Ainsi nous avons :

v(t) =% = do = v (t)dt = [T dz = [ (at + vo) dt

(2.58)
z (t) = 1at? + vot + xo

L’é¢tude du signe du produit de la vitesse par ’accélération nous permettra de préciser si
le mouvement est accéléré (av)0) ou retardé (décéléré) (av(0) .

on déduit la variation de la vitesse et du déplacement pour le mouvement rectiligne
uniformément accéléré :

v? —v5 = 2a (z — x0) (2.59)

Mouvement circulaire

La trajectoire du point est un cercle fixe de centre O et de rayon R, et notons 6 I'angle formé

—
par 'axe (Oz) et le rayon vecteur OM.
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Mouvement circulaire uniforme le mouvement du point M est circulaire uniforme si la
norme du vecteur vitesse V est constante, mais sa direction change. La vitesse angulaire de

rotation w est constante.

__do __
w = % = cste
df = wdt = (2.60)

feidezwfgdtﬁe(t):ngo

Lorsque le vecteur position tourne de 2p (un tour) ceci correspond & une période (t = T')

2
T="1_onf (2.61)
w

ou T et f sont la période et la fréquence du mouvement du point M. La vitesse de M vaut

2R
v = WT —wR (2.62)
L’accélération est:
2
a=a,=Ruw*= % puisque a; = 0 (2.63)

La direction du vecteur accélération varie au cours du temps mais sa norme reste constante.

Mouvement circulaire non uniforme 6 () varie de fagon quelconque, 1’abscisse curviligne
s’écrit:

s(t)=RO() (2.64)

la vitesse :

Le vecteur accélération s’écrit grace a la formule de Frenet:

a Rfl—j Uy + Ro, (2.66)

Application:
Un point P se déplace dans un plan Oxy, ses coordonnées a l'instant t sont données
par: =20« (t — 7) y =108 (t — 1) avec: a = 1m/s, B =1m/s* et T = 1s
a) Trouver I’équation cartésienne de la trajectoire, de représenter la courbe correspondante
entre 0 et 4s;
et @

(a; et ay,) .

b) Calculer les composantes cartésiennes de ainsi que leurs modules ;

—

v
. s —
c¢) Calculer les composantes intrinséques de a
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d) Représenter les vecteurs vitesses et accélérations a t = 3s.
Echelles : 1lem — 10m/s lem — 4m/s?

e) Calculer le rayon de courbure lorsque ¢ = 3s.

Réponce :

a) Equation de la trajectoire :

r=20(t—1) -
2 LT
y=10(t—1)
- graphe de la trajectoire y = f(x)
Y
100
20 |
80
.ﬂ_
,
20 /
7
+ .
~
T - i x(m)
-20 D 20 40 a0 a0

b) les composantes cartésiennes de ’accélération:

*Vitesse:

v, = 20 2
— v =204/14+(t—1)
v, =20(t—1)

* Accélération:
a; =0

= a = 20m/s*
a, = 20

c- composantes intrinséques de 'accélération :
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d- accélération et vitesse & t = 3s :

. (3s) = 20 35) = 17.88m/5
ve(3s) =20m/s 50— a4 79mys a: (35) m/s

= a = 20m/s*
vy (3s) = 40m/s an (3s) = 8.94m /s

e- Rayon de courbure:

r= Y =223.6m

n

2.9 Mouvement relatif

Nous avons jusqu'ici considéré le référentiel relatif R, un repére mobile (ou repére relatif)
par rapport au référentiel absolu R, considéré comme un repére fixe (ou repére absolu). Le
référentiel R, est caractérisé par son repére cartésien de base (0, i, 7, k > de coordonnées
cartésiennes (x, y, z). Le référentiel R, (le référentiel mobile) est caractérisé par son repeére

—_ = =
cartésien de base (0’ A L ) de coordonnées cartésiennes (x/, y/, z/).

2.9.1 Le mouvement absolu

z /_,___,‘
~,
| Rr )
S r
EEE—
o ¥’

Fig.2.9: Le mouvement de M considéré par rapport au repére absolu R,.
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Le mouvement de M considéré par rapport au repére absolu R, (0, i, 7, k) est

caractérisé par les grandeurs vecteur position, la vitesse absolue et ’accélération absolue:

7 — - i -
OM=7r =21 +4+y j +zk

AN - — -
Vet)=9M =3 ¢ +y j+2 k (2.67)
Do) =Da =3 7 44 j+5 &

— = =
Les vecteurs ¢ , j , k de la base associée a (R,) sont considérés comme fixes avec le

temps.

2.9.2 Le mouvement relatif

Fig.2.10: Le mouvement de M considéré par rapport au repére relatif R,.

— = —
Le méme mouvement, considéré par rapport au repere relatif R, (O’ AR U k:’) est

caractérisé par les grandeurs vecteur position, la vitesse absolue et ’accélération absolue:

S — - -
OIM =7 = xl ,L/ + y/ Jl + Z, k/
7 — — —
V() =M =i iy K (2.68)
— av P e o 1o
a,(t)=%==3 i +4§ j+% k

—_ = =
Les vecteurs i’ , j', k' de la base associée a (R,) sont aussi considérés comme fixes avec

le temps.
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2.9.3 Composition des vecteurs vitesses

r —
Z 4 B
[ Rr)

)
o

p.4

Fig.2.11: Le mouvement de M considéré par rapport au référentiel absolue (fixe) (R,) et

référentiel relatif (mobile) (R,).

Pour trouver la relation entre les vitesses absolue et relative, il faut partir de la relation

OM = 00"+ 0'M
_ - = — — — — — (2-69)
=10+ 71 avec ¥ =O'M=2"4d +y j'+2F

— = —
Si on dérive par rapport au temps, en tenant compte du fait que la base (i’ N >
peut varier dans (R,).

Par définition, la vitesse absolue du point M est :

(——~
Q.
=]

o
+
QQ\
S .
T~z
+
N\
S
==
N———

Tolt) = To+ T
\

La vitesse absolue d’un point M s’exprime alors en fonction de la vitesse relative du

point M et de la vitesse d’entrainement du référentiel relatif par rapport au référentiel
absolu.
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N L. N
La grandeur v, = (‘“0 + ddlt +y' - ay’ + 2 ddljt ) est appelée vitesse d’entrainement

et représente la vitesse du repére (R,) par rapport au repére (R,).

2.9.4 Composition des vecteurs accélérations

2 . . 212 . — 212 . . —
On peut établir les expressions de ’accélération absolue o , et ’'accélération relative o', du
point matériel en dérivant le vecteur vitesse absolue et le vecteur vitesse relative par rapport

au temps On obtient donc :

271 2 . . —
I’accélération relative a’, :

—
-/

— =
En considérantles vecteurs i’ , j° , k' de la base associée a (Rr) comme fixes avec le temps

— a2z’ ./ d2y’ -/ d2z' 1.7 (271>
Ar = g2 +dt2-]+dt2k
I’accélération absolue ',
( —  _ dT. _ d (d7 di dj’ K’ d
o= ;}t_ﬁ ;to_'_ldlt—i_y,]—i_zldt—i_dtl—i_ ]+Zk,>
— —
_ d270 d2 4 d? j/ d? k' d2fL”—> dzy’—> A2 —
a,= +a/ + + 2 i+ j ¥
dt? dt? dt? dt? dt? dt? d
e . o (2.72)
dz’ dz dy' dj’  d d
+2 +——+ —
dt dt ' dt dt dt dt
@

\ Cy= Qe+ d,+ e

Cette expression fait apparaitre trois termes :

. = dt2 0 4 g/ dtQ + 9 dt2 + 2/ djt’;’ est I’accélération d’entrainement, représentant

I’accélération du pomt col‘nmdant A par rapport au repére absolu (R,).
— dt2 —i— dtg j + dtg est I’accélération relative.
We=2 (%% + Ci% ddjt + %%) est une accélération complémentaire, dite accélération

de Coriolis
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Chapitre 3

DYNAMIQUE DU POINT
MATERIEL

3.1 Introduction

Nous avons étudié dans le chapitre précédent la cinématique du point qui permet de décrire
le mouvement d’un point matériel, sans s’intéresser aux causes qui provoquent le mouvement
, par contre, nous nous intéressons dans ce chapitre a la cause qui a produit le mouvement,
et relier entre la cause et le mouvement. Les causes du mouvement sont modélisées en
mécanique par des grandeurs vectorielles appelés forces. Pour cela, nous aborderons les lois
fondamentales de la dynamique ou les trois lois de Newton, en référence au savant physicien

Isaac Newton, fondateur de la mécanique classique.

3.2 Notions fondamentales

3.2.1 Masse

La masse est une grandeur physique scalaire positive proportionnelle a la quantité de matiére
qui la constitue. Elle traduit la capacité d’un corps & s’opposer a toute modification de
sa vitesse, donc elle mesure son inertie, c’est-a-dire que plus un objet aura une masse
importante et plus il sera difficile de le faire accélérer, ralentir ou changer de direction. Elle
est invariable dans la mécanique newtonienne, 'unité de masse dans le systéme international
est le kilogramme (symbole : kg). Elle intervient directement dans le principe fondamental

de la dynamique.
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3.2.2 Quantité de mouvement

La quantité de mouvement est une grandeur vectorielle qui introduire des informations sur
I’objet lui-méme et sur son mouvement. C’est la grandeur qui combine la masse d’un point

s ® . o, . — . s . .
matériel par sa vitesse, le vecteur quantité de mouvement p’ (parfois appelé impulsion) pour
un point matériel de masse m et de vitesse ©v" par rapport & R est définie comme étant le
produit de sa masse par son vecteur vitesse.

ﬁ
p

=m v (3.1)

L’unité de la quantité de mouvement dans le systéme international est le kg.m.s 1.

Le vecteur quantité de mouvement d’un systéme matériel (N particules) constitué de
n masses m; situées aux points M; et se déplacant a la vitesse v’; dans le référentiel R
on définit comme étant la somme vectorielle des quantités de mouvements de chacune des

particules. :

i=n s

1

=1 7
3.2.3 Force

La force est une grandeur vectorielle, caractérisé par une direction, un sens et une intensité
interviennent pour déterminer ’action exercée. En physique désigne I'interaction entre deux
objets ou systémes, c’est une cause qui capable de modifier ou de produire un mouvement

ou une déformation du systéme. Son unité de mesure est le Newton, noté N.

3.3 Lois de Newton

3.3.1 Premiére loi de Newton : principe d’inertie

Dans un référentiel Galiléerﬂ, Tout corps isolé (ou pseudo isolé) conserve son I’état de repos
ou de mouvement rectiligne uniforme n’est soumis & aucune interaction avec d’autres objets

matériels .

ST
ext —
. (3.3)

ap
dt

!Tout repére déplacant avec une vitesse constante par rapport a un autre repére Galiléen, est considéré
aussi Galiléen.



3.3.2 Deuxiéme loi de Newton : principe fondamental de la dynamique

Dans un référentiel galiléen, la variation de la quantité de mouvement d’un corps par rapport
au temps est égale & la somme des forces extérieures appliquées.

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit alors :

S F _ 47 (3.4)
ext — dt .

Dans le cas d’un systéme a masse constante, il est possible de sortir la masse de la dérivée
de la quantité de mouvement et écrit le principe fondamental de la dynamique & I'aide du

vecteur accélération sous la forme:
(3.5)

3.3.3 Troisiéme loi de Newton : principe des actions réciproques

La troisiéme loi de Newton, s’énonce de la maniére suivante : Si un point matériel A exerce
— —
sur un point matériel B une force f i, alors le point B exerce sur le point A une force f o

de méme intensité mais de sens opposée telle que

71|2 = —72|1 (3.6)

Fig.3.1: Principe des actions réciproques.

Ce principe est universel, il s’applique aussi bien pour les forces de contact que pour les

forces a distance, a 1’échelle des particules comme & 1’échelle de 'univers.

3.4 Les forces

On distingue deux grandes catégories de forces:
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3.4.1 Force a distance
Force de gravitation universelle

Considérons deux points matériels de masse m; et mo , séparées I'une de l'autre par une
distance M;M,. deux points matériels exercent mutuellement 'un sur 'autre une force

attractive décrite par :

- mp mgy —
— U

Fop=—Fipa=G 3.7
2|1 1‘2 <M1M2)2 ( )

G est la constante de gravitation G = 6.67 x 107'' N.m?/kg?.

_—

—> . . 2 . —

u vecteur unitaire porté par la droite v = Hﬁ—l_]\l‘fw
142

ity

ny

Fig.3.2: Force de gravitation.

Cas particulier :
* lattraction d’une masse m au voisinage de la surface de la Terre de masse M7 et de

rayon Ry

Frtpjm = GMI%W g G My (3.8)
T|m p g

* Pattraction d’une masse m se trouve a une altitude h par rapport a la surface de la

Terre de masse My et de rayon Ry

o Mr m
FMT|m = G—(RTT—&-h)Z g GMT . (39)
Frpjm = p=mg (Rr + h)

Force coulombienne

C’est une force qui apparait entre deux charges ¢; et ¢o séparées I'une de 'autre par une

distance r.
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?m_siil_Kﬁ%#ﬂﬁ (3.10)

K est la constante de gravitation K = 9 x 102N.m?/c?.

3l

— . . /2 . —
u vecteur unitaire porté par la droite v =

—
17l

Fig.3.3: Force de coulombienne.

Les particules chargées créent autour d’elles, partout dans ’espace un champ électrique.
Si une charge électrique se trouve en présence d’un champ électrique, ceci va lui faire subir

—

o= lal 27} = it F - Klal
une force de Lorentz en notant que: F'yp = ¢ ( K50 ) = qo. B (q1) soit £ (q1) = K5~

3.4.2 Force électromagnétique

. . . — . N , .
la force subie par une particule de charge g et de vitesse v soumise & un champ électrique

E et aun champ magnétique B est décrite par la force de Lorentz :
— - L, =
F:q[E—l—v/\B] (3.11)

3.4.3 Forces de contact

Les forces de contact se manifestent lors lors du contact de deux corps, un solide avec un

solide ou un solide avec un fluide.

Force de tension d’un fil

La force de tension d’un fil inextensible de masse négligeable n’existe que lors le fil est tendu,
la tension est la méme en tout point du fil et que sa valeur dépend du mouvement du point.
Cette tension est nulle si le fil n’est plus tendu.

Exemplel

Considérons une masse m attachée a une extrémité d’un fil inextensible, ’autre extrémité

est fixée & un support comme indiqué sur la Fig.3.4.
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—8 .,
ol N

Fig.3.4: Tension d’un fil.

Exemple2

On considére une masse m attachée a une extrémité d’un ressort de constante de raideur
k, autre extrémité est fixée & un support . Quand le ressort s’allonge, une force de rappel,
proportionnelle a cet allongement et appelée tension, s’exerce sur la masse comme indiqué

sur la Fig.3.5:

F=—k(-1).7=—kat (3.12)

k : constante de raideur du ressort, [ : longueur du ressort & I'instant ¢, [y : longueur du

\ . — . .
ressort a vide, u : vecteur unitaire

A\ N
1 [y
0
Uy .
F ST
— W
iy Repos
Allongement
vp

Fig.3.5: la tension d’un ressort.
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Réaction des supports et force de frottement solide-solide

Un objet posé sur un support de surface horizontale va appliquer par le biais de son poids
une force perpendiculaire & cette surface. Pour que 'objet ne s’enfonce pas dans le support
et d’apres le principe de 'action et de la réaction, ce dernier va lui appliquer une force de
réaction notée généralement R (force du contact) répartie sur toute la surface de contact
support objet. La réaction du support peut étre décomposée en la somme de deux forces:

— — —
R = Ry+ Ry

ﬁ
Une force « réaction » normale a la surface Ry

Ri-mg R.-mg.cosa

Fig.3.6: Force de réaction.

1- pour une surface horizontale. Ry = m.g

2- pour une surface inclinée Ry = m.g. cos «

Une force « réaction » tangentielle a la surface ]_%)T appelée force de frottement.
Cette force de frottement, est toujours opposée a celui du mouvement de la masse m. La
présence de cette force explique la diminution progressive de la vitesse de du solide en
mouvement.

Les lois du frottement montrent qu’en absence de glissement (absence de frottement) que
le rapport de la composante tangentielle I_%>T a la composante normale ]_%> ~ he dépasse pas
une certaine valeur appelée coefficient de frottement statique noté p, qui dépend des deux

matériaux en contact (plus les surfaces seront rugueuses et plus p, sera grand)
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{ s (3.13)

Ry =m.g.cosa
Sur un plan incliné d’un angle a on a

—— &
2

Rr =m.g.sina
Donc le solide reste en équilibre tant que 'angle « satisfait la condition

—
[ m.g.sina

[ (e = Tiss (= tga (i,

Lorsqu’il y a glissement (presence de frottement), un coefficient de frottement dynamique
—
noté p, apparait comme etant le rapport de de la composante tangentielle Ry et de la

—
composante normale Ry.

2

||

|72

Le support ne présente pas les mémes frottements selon que le corps solide est immobile

= Hq (3.14)

ou en mouvement. L’intensité de la force de frottement est plus importante dans le cas
statique, dans tous les cas, on a toujours g, ( f.

Application 1:

Un objet de masse m = 1kg , posé sur un sol horizontal, est tiré avec une force F inclinée
d’un angle o = 30° (Fig.3.7). Son contact avec le sol est caractérisé par les coefficients de
frottements statique p, = 0,5 et dynamique p,; = 0,2 . Calculez U'intensité de la force F
dans les trois cas suivants :

1. au moment de la rupture d’équilibre ;

2. le corps est en mouvement uniforme ;

3. son mouvement a une accélération de 1m/s>.

Réponses :

L’application de la deuxiéme loi de Newton donne :

—

Z@:mﬁ)@?—i—FvLﬁ:m?
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Fig.3.7: Représentation des forces appliquées sur la masse m.

Projetons cette équation sur les deux axes de coordonnées cartésiennes:

Fcosa— Ry = ma.......... ()

Fsina+ Ry —mg=0= Ry =mg— F'sina

On sait que Ry = uRy alors  Rr=pRy = p(mg — Fsina)

En substituant cette expression dans (x), il vient:
(¥) <= Fcosa — ju(mg — Fsina) = ma

et on tire :

_ _matpumg
F= cos a—p sin a

.17 cas : rupture d’équilibre

(a=0m/s* et p=p,) = F =448 N

2%€me cqs : mouvement uniforme
(a=0m/s* et p=p,) = F =270 N
.8%me cas : mouvement uniformément accéléré

(a=1m/s* et u=p,;) = F =310 N
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Application 2:

Un bloc, de masse m = 1kg , est posé sur une surface rugueuse inclinée d’'un angle ¢ par
rapport & ’horizontale (Fig.3.8) En augmentant graduellement la valeur de 6, on a effectué
les observations suivantes :

- le bloc a commencé a glisser lorsque 'angle a atteint la valeur 6§ = 20° ;

- son accélération était de 3,2 m/s? pour 6 = 30° .

En déduire les valeurs des coefficients de frottements statique et dynamique.

Réponses :

Fig.3.8: Représentation des forces appliquées sur la masse m.

L’application de la deuxiéme loi de Newton donne :

—

—
— — —
E Fop=mad < p+ R=ma
Projetons cette équation sur les deux axes de coordonnées cartésiennes

psina — Ry = ma.......... (%)

—pcosa+ Ry =0=—= Ry = —pcosa

On sait que Ry = uRy alors Ry = puRy = p(—pcosa) = —upcos o

En substituant cette expression dans (x), il vient:

psina—ma
pcosa

(%) <= psina — ppcosa = ma <= =
.1°" cas : rupture d’équilibre
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(a=0m/s? p=p, 0=20° = pu, =tgh = 0.364
.2i€me ¢ - mouvement uniformément accéléré

(a=32m/s* u=py, 0 =30°) = p, = 5" = 0.2

gcosa

Force de frottement solide-fluide

Le frottement visqueux est lie au mouvement de I'objet M se déplace dans un milieu fluide
(gaz ou liquide), il subit de la part du fluide des forces de frottements. Nous distinguons
deux types de forces de frottements visqueux :

*Forces de frottements visqueux a faible vitesse de type :
H
F=—f7 (3.15)

Le coefficient f est le coefficient de frottement visqueux dépendant de la forme de I'objet
solide en mouvement et de la viscosité 1 du fluide. Dans le cas particulier d’une sphere de

rayon R se déplagant dans un milieu visqueux, la force de viscosité devient (loi de Stockes):
F= —6mRnv (3.16)

*Forces de frottements visqueux a grande vitesse : Lorsque la vitesse est élevée dans un

milieux fluide, la force de frottement prend la forme :

F=_f7? (3.17)

— — v
mqg — kv :mdd—;’<:>dd—t

la vitesse augmente donc jusqu’a ce qu’elle atteigne la valeur qui annule I’accélération.

Cette valeur appelée vitesse limite est définie par :

N
(%

_myg
I = 7 -
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3.5 Moment cinétique d’un point matériel

Le moment cinétique est la grandeur physique qui joue un role analogue dans le cas des
H

mouvements de rotation. On appelle moment cinétique L 570 du point M en rotation autour

d’un point fixe O dans le référentiel galiléen R(O,x,y, z) de sa quantité de mouvement est

défini par :

— —_— = —_— N
LM/O:OM/\P:OM/\mU (318)

Ou, P =m7 (vecteur quantité de mouvement)
Par sa définition, le moment cinétique est un vecteur perpendiculaire au plan contenant
les vecteurs OM et v et orienté de facon a ce que le trieédre <OM , v, L M/O) soit direct

et son module est:

—> — — —_— =
(7] - o] 7] s (0717 o9

e

Fig.3.9: Représentation du moment cinétique d’un point M en mouvement autour de O.

R —— ﬁ
En coordonnées cartésiennes ol le vecteur position OM et la quantité de mouvement P

sont :
—_— — — —
OM=xi +yj +zk
N — N N (3.20)
P=PFP i +P,j+Pk



P, P, P. (3.21)
— —
Lo = (y.P.—2.Py) i +(2.P, [L‘Pz)Jj + (x.Py—y.Py)k
\ I z, I.

3.5.1 Théoréme du moment cinétique

La dérivée du moment cinétique s’obtient :

(dTwjo _ (OMAP) 40w , B 7\ dP
dt :_> dt =S5 NP +OMAS-
- —— =
Lo — GNP +OMAF
H
¥l P - — =
Luo - Z NP +OMAF (3.22)
mo
dL o -
\ = =0MAF

Le théoréme s’énonce :
Dans un référentiel Galiléen, la dérivée par rapport au temps (le moment dynamique) du
moment cinétique du point M par rapport au point fixe O du référentiel Galiléen (R) est

égale au moment de la résultante des forces extérieures appliquées sur M.

—
dLyio = —
——YC _ oM E F 2
pn OM A (3.23)

Le théoréme du moment cinétique montre que la dérivée du moment cinétique d’un point
matériel par rapport au temps est égale a la somme des moments des forces appliquées
et s’interpréte comme le principe fondamental de la dynamique pour les mouvements de

rotation..

_
de—At”/O =OMAYF = Mo (3.24)
Application:
Un pendule simple est constitué d’une masse m accroché a un fil de longueur [. On écarte
le pendule de sa position d’équilibre avec un angle 6 et on le lache sans vitesse initial. Il

acquiert un mouvement sinusoidale.

1. Représenter les forces appliquées sur la masse m
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2. En appliquant le théoréeme du moment cinétique et les coordonnées polaires, retrouver

I’équation différentielle du mouvement pour de faibles oscillations.
04+ 90=0
a2 TV T

Ou g est accélération de la pesanteur.

Réponce:

0 l

\.\.l':f y
—
kY {F]
Ml

Fig.3.10: Représentation des forces appliquées sur la masse m.

— —
La masse est soumise a deux forces le poids P et la tension du fil 7' (Fig.3.10).
Il y’a donc deux moments de forces par rapport au point O, que nous noterons par

— — . .
Mpo et M7,0 qui sont respectivement :

— — -
U, U g k
— —_— = — —
Mpjo=0OMAP = l 0 0 | =—mglsinf k =—mgll k
mgcosf —mgsiné 0
W, W k
— —_— = —
Mpo=0OMANT =| | 0 01]=0
-7 0 O
Nous appliquons le théoreme du moment cinétique:
dL
—
dJ;/f/O _ ]\_/fp/o + MT/O =mglsinf k (3.25)

ﬁ
Le calcul du moment cinetique L y;/0 conduit 4 :
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— —_— =
Lyjo=0MANP = I 0

. . — L .
ol les composantes du vecreur vitesse v en coordoonnés polaire sont :

UT:%:Opuisquer:l

— .d0 _ 7do
U9_Tdt_ldt

le moment cinetique s’ecrit :

w, Wy k
Lwo=| 1 0 0 |=mP%
0 ml% 0
et sa derivéé sera :
dL /0 &0 —
o =m 2@ (3.26)

I’egalité des equations |3.25| et conduit a I’équation différentielle du mouvement pour
de faibles oscillations.

—

H
—mgldk = mi2L0 K
" " (3.27)

d?9 _
Sz +90=0
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Chapitre 4

TRAVAIL ET ENERGIE

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons vu que ne peut prédire le mouvement d’un point
matériel lorsqu’on connait les forces qui en sont la cause avec 'application de la loi fondamentale
de la dynamique. Cependant, on ne connait pas toujours toutes les forces, nous allons donc
introduire la notion du travail et 1’énergie qui font 'objet de ce chapitre, qui permet de

résoudre les problémes de la mécanique.

4.2 Travail d’une force

4.2.1 Travail d’une force constante

— —

Le travail noté W4p (F ) d’une force F' constante au cours d’un déplacement rectiligne d’un
H

point A vers un point B est définit comme étant un produit scalaire entre la force F' et son

—
déplacement AB .

Wap (F) = F AB y
Was <?> = HFH . HEH .cos (4.1)

— —
Ou « est angle compris entre - F' et AB . Selon la valeur de cet angle, on peut distinguer

les cas suivants :

a=0 0(a(3 5 (o
Wap (?) —0 Wag (?)m Wag (?) (©

le travail est nul | le travail est moteur | le travail est résistant
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L’unité du travail dans le Systéme International (S.I) est le joule, 1J = 1N.m =
lkg.m?.s72

Analyse dimensionnelle donne:

(W] = M.L2T2

4.2.2 Travail d’une force variable

Soit un point matériel M, soumis & une force F et aun déplacement élémentaire dl le long
d’un trajet orienté (().

Le travail élémentaire pour un petit déplacement dl du point d’application de la force
F , variable en module sur une courbe quelconque entre deux points A et B est donné par

la relation :

—

AW agp (F’) —F.d (4.2)

é
Le vecteur déplacement élémentaire, dl, le long d’un trajet quelconque est toujours

tangent a la trajectoire.

™

"1

H
Fig.4.1: Le vecteur déplacement élémentaire, dl, le long d’un trajet quelconque.

H
Le travail total effectue du point A au point B par la force F' est :

B B
— —
WAB F / dWAB F = / dl (4.3)
A A

— —
En coordonnée cartésienne, le vecteur déplacement élémentaire dl et le vecteur force F

sont respectivement,

(4.4)

1 &l
I
ﬁj

DA e



Le travail devient :

Wag (?) - /Fx.da:+/Fy.dy+/Fz.dz (4.5)

— —
En coordonnée cylindrique, le vecteur déplacement élémentaire dl et le vecteur force F
sont respectivement,

dl = dra + rd0u + dz. ko
FeFEuWw+Fu+F. k

(4.6)

Le travail devient :

_
Wan (F) - /Fr.dr+/rF9.d9+/Fz.dz (4.7)

— —
En coordonnée sphériques, le vecteur déplacement élémentaire dl et le vecteur force F
sont respectivement,

Jl) = dr.u, + rdf.ug + rsin quﬁ.u_;

(4.8)
F = F,70 + Fyug + F.t

Le travail devient :

—> .
Wan (F) = /Fr.dr + /T’.Fg.de + /rsm@.Fw.cM

(4.9)
4.3 Puissance d’une force

La puissance est définie par la dérivée du travail par rapport au temps :

— —
pott 0D 5

(4.10)
la puissance instantanée d’un point matériel M est le produit scalaire de la résultante des
forces qui agissent sur M par la vitesse de ce point.

4.4 Théoréme de ’énergie cinétique

L’énergie cinétique pour un point matériel M de masse m dans un référentiel galiléen, sous
leffet d’'une force F en déplacement du point A vers le point B.

Le travail fourni de cette force est :
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W (F) - [P
A

On utilisant le principe fondamental de la dynamique (la 2°™¢ loi de Newton) :

Fal dv
F = mﬂ
H

dl = v.dt

Alors:

~ 5B - B B . B
Wagp <F> = /F.dl = /m—.?.dt = m/?.d?> = m/v.dv = {—va} (4.11)
A A A A

Par définition, 1’énergie cinétique, notée E., d'un point matériel est une quantité scalaire
définie par :

*En mouvement rectiligne:

1
E. = §m02 (4.12)
*En mouvement circulaire:
1 2
E.= SJaw (4.13)

Ou Ja et w sont respectivement le moment d’inertie et la vitesse angulaire.

Selon la relation le théoréme de I’énergie cinétique s’énonce:

Dans un référentiel Galiléen, la variation de l'énergie cinétique d’un point matériel,
soumis a un ensemble de forces extérieures, entre deux points A et B, est égale & la somme

des travauz de ces forces entre ces deux points.

AEC = ECB - ECA - Z WAB (?emt) (414)
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4.5 Force conservative

Une force est dite conservative si son travail ne dépend pas du chemin suivi mais uniquement

des positions initiales et finales

We=W2a=\W3
W1-Wz2=0

Fig.4.2: Un méme travail fourni suivant différents chemins.

*Le travail du poids ne dépend pas du chemin suivie c’est donc une force conservative.

*Les forces de frottements ne sont pas conservatives car leur travail dépend toujours du
chemin suivi. Alors Les forces non conservatives sont des forces dont le travail dépend du
chemin suivi.

*des forces conservatives est que leur rotationnel est nul :

— —

-
rot A= 0 (4.15)

*Si la force f est conservative, elle derive d’un potentiel que nous noterons par U(z,y, z)

donné par la relation :

- gI‘E)l U(l’,y,Z) = ?(l’,y, Z) (416}

Applicationl:
— — —
Soit le champ de force définie par : F' =y. 7 +x. j
1. Calculer le travail de la force F du point O(0,0) vers le point A(1,1) suivant les
chemins :
— 0(0,0) vers le point A(1,1) caractérisé par une droite
~ 0(0,0) — B(1,0) — A(1,1)
- 0(0,0) — C(0,1) — A(1,1)

2. Calculer le rotationnel de la force ? .

65



3. Si la force est conservative, trouver le potentiel U(z,y) duquel dérive ce champ. On
prendra : U(0,0) = 0.
Réponce:

H
1. Le travail de la force F' peut etre calculer par la formule suivante :

— — — — — — —
WOA<F> :/F.dl :/<yz +x.j>.<dx.i +dy.j) :/(y.dl,er.dy)
-Le chemin du point O(0,0) vers le point A(1, 1) est caractérisé par une droite

de la forme:

y==x
dy = dx

1
Woa (?) = / (y.dy + x.dy) = 2/ .d, = [2%), = 1joule
0

— Le chemin du O(0,0) vers le point A(1,1) passant par le point B(1,0) se divise

en deux chemins :
— — —
Wo (F) — Wop <F> + Wpa (F)

*Wop (?) = / (y.dy + x.dy)

Le chemin du point O(0,0) vers le point B(1,0) est caractérisé par les équations

y=0=dy=20 — ,
— Wop (F) = Ojoule.
r=1=dr=0

Wi <Z?> = / (y.dy + x.dy)

Le chemin du point B(1,0) vers le point A(1,1) est caractérisé par I’équation:
. 1 1
r=1=dr=0= Wpga <F> :/(y.dw—l—x.dy) :/ x.dy:ac./ dy, = z [yl = Ljoule.
0 0
Alors:
— — —
Wo (F) — Wop (F) 4 Wi <F> — 041 = 1joule

— Le chemin du O(0,0) vers le point A(1,1) passant par le point C(0, 1) se divise

en deux chemins :

Wou (F) = Woe (F) + Wea (F)
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é
“Woe (F) - / (y.dy + 2.d,)
Le chemin du point O(0,0) vers le point C'(0, 1) est caractérisé par les équations
y=1=4dy=0

= Woc (?) = 0joule.
r=0=dr=0

H
“Wea (F) - / (y.dy + 2.d,)
Le chemin du point C(0, 1) vers le point A(1,1) est caractérisé par I’équation:
1

_ 1
y=1=dy=0= Wea (F) :/(y.dx+x.dy):/ y.dxzy./ dx:y[:v](l)zljoule.
0 0

Alors:
Woa (?) — Woe (?) + W <1_5) — 041 = 1joule

et enfin,
—

Wo (?) — Wop (?) 4 Wi (F) — Woe (F’) + Wea (?) — 1joule

Nous remarquons que quelque soit le chemin pris par la force, son travail ne change pas,
il ne dépend pas du chemin suivi, elle est dite une force conservative.

2. Le rotationnel de la force F se calcule & partir du :

- - —

i J ok
— = 2 T (2N T (22T =TO
ol F=| 2 2 2| = (=&a). T+ (20) T + (22— 5y) k=70
y x 0

—
Le rotationnel de la force F' est nul c¢’est donc une force conservative

3. La force est conservative si elle dérive d'un potentiel U(x,y)
% é
_grad U(‘Tay) = F(:E7y)

Le potentiel U(x, y) est donné en coordonnés cartésiennes par la relation :

-

% ﬁ
gradU(z,y) = 8U(§§’y) i+ 8Ua(§’y) J

= — —
F(r,y)=F,.i +F,.j

par identification :

Fm:—%:y:GU(I,y) = —ydr = [0U(z,y) = [ —ydx

U, y) = =Yz 4 CL(Y) coreeiiieeiiieeceeeee ()
oU (z, oU(z,
Fyz—%:xﬁ%:—x ............................. (1)



Pour determiner la constante C'1(y), nous derivons l’expression () par rapport a y :

U (zy) _ 9C1(y)

Alors par identification avec 1’expression (1) on trouve:
C1(y) 9C1(y)

On prendra la condition initiale U(0,0) = 0 pour trouver la constante C5. Il viendra :

C5 = 0 et enfin le potentiel cherché est :

Uz,y) = —yx

4.6 Energie potentielle

Par définition, le travail des forces conservatives peut s’exprimer a partir d’une fonction

d’état appelée énergie potentielle Ep.

AE, = B, (B) - E, (4) = ~Wap (Fo) (4.17)

H
Avec F': force conservative

4.7 Energie mécanique

Soit un systéeme se déplacant, dans un référentiel galiléen entre les points A et B sous 'effet
de forces conservatives et non conservatives. D’aprés le théoréme de ’énergie cinétique, on

a :

— — —
EC(B)_EC<A) :ZWAB (Femt) :ZWAB (FC> +ZWAB (FNC> (418)
= —
F' - : Forces conservatives. F nc : Forces non conservatives

E.(B) = E.(A) = ~ (B, (B) = By (4) + 3 Was ( Fxc)
(Ex (B) + By (B)) = (Ec(A) + By (A) = > Wan (F xc)
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On peut définir alors une nouvelle grandeur correspondant & la somme des énergies

cinétique et potentielle qu’on va appeler énergie mécanique et se note FE,,.

En=E,+E, (4.19)

Alors entre les deux poit A et B

En (B) = Bn (4) =Y Waz (Fc) (4.20)

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie mécanique d’un point matériel au cours

du mouvement est égale au travail des forces non conservatives exercées sur ce point.

Ep(B) — En(A) =Y Wag (?Nc) (4.21)

Dans un référentiel galiléen, ’énergie mécanique d’un point soumis o des forces conservatives

se conserve. L’énergie mécanique est donc dans ce cas une constante du mouvement.

B (B) — Ep (A) =0 (4.22)

Appliction2:

Une boule B de masse m, accrochée a un fil inextensible de longueur [, est écartée de sa
position d’équilibre d’un angle « et est abandonnée sans vitesse initiale. A son passage par
la position verticale, la boule percute un corps A de méme masse et s’arréte. Le corps A
glisse sur une piste OC'D de la figure 1. La partie OC = d est un plan horizontal rugueux de
coefficient de frottement dynamique p,;. La portion C'D = L, parfaitement lisse, est inclinée
d’un angle 8 = 30° par rapport a ’horizontale.

On donne : m = 200g, d = 1m, | = 10cm, L = 1m, p, = 0.1, g = 10m/s* et k = 140N /m.

69



1- Dessiner les forces exercées sur le corps A en une position entre O et C'.

2- Calculer I'accélération du corps A entre O et C'. Déduire la nature du mouvement.

3- Donner 'expression de la vitesse de la boule B juste avant de toucher le corps A

4- En utilisant la conservation de la quantité de mouvement du systéme, déterminer la
vitesse du corps A apreés I'interaction.

5- Exprimer la vitesse du corps A au point C' en fonction de g, [, d, a et py,

6- De quel angle «,, doit — on écarter la boule B pour que le corps A arrive en C' avec
une vitesse nulle.

7- A partir du point C, le corps A aborde la partie C'D avec une vitesse nulle. Il arrive
sur un ressort parfait de longueur a vide [y et de constante de raideur k.

- Représenter les forces exercées sur A au cours de la compression du ressort.

- Quelle est la valeur de la compression maximale du ressort.

Réponce:

1-les forces exercées sur le corps A
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2-I’accélération du corps A entre O et C':

L’application de la deuxiéme loi de Newton donne :
S Far=md <=+ R=mda

Projetons cette équation sur les deux axes de coordonnées cartésiennes:

Ry —mg=0=— Ry =mg

On sait que Ry = uRy alors Ry = pg. Ry = pgm.g

En substituant cette expression dans (x), il vient:

(%) <= —puym.g = ma

a=—pym=—1m/s?

3- 'expression de la vitesse de la boule B juste avant de toucher le corps A

pas de frottement: L’énergie mécanique est donc dans ce cas une constante du mouvement.

Ep (B) = En (A)
(Ee (B) + E, (B)) = (Ec (A) + E, (A))
0+ mgh = %mvz +0

v, =2g9h = +/2gl (1 — cosa)

4- la vitesse du corps A apres l'interaction.

En utilisant la conservation de la quantité de mouvement du systéme:
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mv,+0=m.7, = v, =v, = /29l (1 — cos )

5- la vitesse du corps A au point C' en fonction de g, [, d, a et py

En utilisant le théoréeme de 1’énergie cinétique

_
AB, = oo = Ecy = 3 Woo (Fen)
— — —
Ece = Ecy =Woc (P ) +Woc (Ex) + Woc (Er)
smu? — 2mv? =04 0+ (—Rr.0C)
V2 — 02 = —p1g.m.g.0C = v, = \/v2 —2.114.9.0C
v, = /2gl (1 — cosa) — 2.41,.9.d

6- 'angle a,, doit — on écarter la boule B pour que le corps A arrive en C' avec une vitesse

nulle.

v, =0=2¢l(1 —cosa,) — 2.p5.9.d = 29l (1 — cos ) = 2.p44.9.d

d d
1 —cosay, =M< — cosa, = 1 — B4

CoS @y, = —0(')1—'11:0:>04m:

s
2

7- les forces exercées sur A au cours de la compression du ressort:

-la valeur de la compression maximale du ressort.

pas de frottement: L’énergie mécanique est donc dans ce cas une constante

En (B) = Ey, (A)
(Ec (C) + E, (C)) = (E.(N) + E, (N))
0+m.g.hc =0+ m.g.hy + 3 .k.2?
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m.g. (hc — hy) = 3k.z*
m.g. (L + z)sin § = $k.a?
tha? —m.g. (L+z)=0
thka? —m.g.sinf.x —m.g.L.sin § =0
7022 -2 —-1=0

r=12.7cm.
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