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Dans ce mémoire nous étudions et démontrons un théoreme d’existence pour le pro-
bleme de Cauchy
()= f(t,z(t)), tel0,a]=I1,,
z(0) = o,
en utilisant I'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis et ses propriétés. Les hypotheses impo-
sées a la fonction f ne sont pas trop restrictives : nous supposons sa mesurabilité scalaire
et continuité séquentielle faible par rapport a la seconde variable. De plus, nous suppo-

sons que f vérifie certaines conditions exprimées en termes de mesures de non-compacité
faible.

Mots-clés : Pseudo-solution, intégrale de Pettis, intégrale de Henstock-Kurzweil, probleme

de Cauchy.



In this paper we prove an existence theorem for the Cauchy problem

2(t) = f(t,z(t)), te[0,a]=I,,

x(0) = xo,
using the Henstock-Kurzweil-Pettis integral and its properties. The requirements on the
function f are not too restrictive : scalar measurability and weak sequential continuity

with respect to the second variable. Moreover, we suppose that the function f satisfies

some conditions expressed in terms of measures of weak noncompactness.

Keywords : Pseudo-solution, Pettis integral, Henstock-Kurzweil integral, Cauchy problem



— F : Espace de Banach.

— E* : Dual topologique.

— [ : Sous-intervalle arbitraire.

— HKP : Intégrales de Henstock-Kurzweil-Pettis.
— HK : Intégrales de Henstock-Kurzweil.

— HL :Intégrable au sens de Henstock-Lebesgue .
— PP :Presque partout.

— (L, ]| -||) : Espace vectoriel normé.

— (C(1,; F),w) : Espace de toutes les fonctions continues de / a £ muni de la topologie

faible.
— C(I, E) : Espace vectoriel localement métrisable convexe.
— N, :La famille de toutes les parties relativement faiblement compactes de F.
— M :La famille de toutes les parties bornées de FE.
— o(E; E*) : Topologie faible.
— 7 : Famille de tous les sous-intervalles fermés non dégénérés.
— F : Famille des fonctions HK-intégrables sur I'intervalle .
— conv(A) : Enveloppe convexe de A.
— conv(A) : Enveloppe convexe fermée de A.
— 2 : Convergence faible.
— AG"* : Absolument continue.

— ACG* :Absolument continue généralisée .



L’'intégrale de Henstock-Kurzweil généralise les intégrales de Newton, de Riemann et
de Lebesgue [14] Une particularité de cette intégrale est qu’elle permet d’intégrer des
fonctions fortement oscillantes, telles que f(¢) ou F(t) = t*sint=2 sur [0, 1] et F(0) = 0
peut étre définie [15]. Cette intégrale a été introduite indépendamment par Henstock et
Kurzweil en 1957-1958 et s’est révélée particuliément utile dans I'étude des équations
différentielles ordinaires . Dans son travail , Cao a défini I'intégrale de Henstock dans les
espaces de Banach, généralisant ainsi I'intégrale de Bochner [16]. par ailleurs, I'intégrale
de Pettis constitue également une généralisation de I'intégrale de Bochner. Cette notion est
intrinséquement liée aux topologies faibles dans les espaces de Banach Nous généralisons
ces deux concepts d’intégration en introduisant I'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis.

Dans cet mémoire, nous étudierons le probleme de Cauchy :

T (t) = ,x(t)), 0,a| = 1,,
(t) = ft,z(t)), tel0,q] D

x(0) = xo,

ol f est une fonction intégrable au sens de Henstock-Kurzweil-Pettis.

La mesure de la non-compacité faible est une technique importante pour rechercher des
solutions d’équations différentielles et intégrales.
Ce travail s'inscrit dans la lignée des recherches menées par Banas, Sadarangani et Hwang
dans leur article fondateur :
"The Henstock-Kurzweil-Pettis Integrals and Existence Theorems for the Cauchy Problem"

(Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 54 (2004), pp. 279-289)

Ce travail est réparti en trois chapitres :



TABLE DES MATIERES

Le premier chapitre :Intitulé " Concepts et définitions fondamentales" , Se contient
notamment des rappels de quelques résultats théoriques, et notions de base de I'analyse
fonctionnelle qui seront utilisées dans les chapitres qui suivent. Il est divisé comme suit :
Le deuxiéme chapitre :Intitulé " Propriétés de 'intégral de henstock- kurzweil- pettis"
Le troisieme chapitre :Intitulé Solutions faibles pour le probléme de cauchy aux sens
de intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis dans ce chapitre, En utilisant les techniques
de mesure de la non-compacité faible, combinez-les avec les intégrales de Henstock —
Kurzweil — Pettis pour discuter du théoreme d’existence de solutions faibles de (1) pour

une classe d’équations intégrodifférentielles fractionnaires dans un espace de Banach E.



Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base qui seront

utilisés a travers les chapitres suivants .

1.1 Notions et définitions

Définition 1.1 Un K-espace vectoriel E est dit normé lorsqu’il est muni d’une norme, c’est-
a-dire d’une application

N:E =R
satisfaisant les propriétés suivantes :

1. Séparation (axiome de séparation)
Ve e B, N(z) =0 2 =0g
2. Homogénéité (homogénéité absolue) :
V(A z)e K x E, N(Ax) = |A\N(z)
3. Sous-additivité (inégalité triangulaire)
Y(z,y) € E*, Nz +y) < N(2) + N(y)

Définition 1.2 [1] On dit un espace de Banach (E, || - ||g) tout espace vectoriel normé com-
plet, c’est-a-dire si toute suite de Cauchy dans E est convergente (par rapport a la topologie

définie par la distance associée a la norme).

10



Notions et définitions

Définition 1.3 Le dual topologique E* d’un Banach FE est Uespace des formes linéaires conti-

nues :

E* = Z(E,K)

Définition 1.4 Un espace mesurable (en théorie de la mesure), également appelé espace
probabilisable (en théorie des probabilités), est un couple (S, .A) oit S est un ensemble et A

une tribu sur S. Les éléments de A sont appelés ensembles mesurables de S.

Un espace mesurable est rarement utilisé seul : le plus souvent, il est complété d’'une mesure

w en vue de construire un espace mesuré (S; A; u).

Définition 1.5 Soit une fonction f : [a,b] — R. On dit que cette fonction est intégrable aux

sens Riemann si la limite des sommes de Riemann

n

Jim 3 e 0) 09
p—0 =

existe. Dans ce cas, la limite est appelée l'intégrale au sens de Riemann de la fonction f sur

[a, b]

Définition 1.6 Soient 2 un ouvert de R™ muni de la mesure de Lebesgue. Un espace LP est
un espace vectoriel de classe des fonctions dont la puissance d’exposante p est intégrable au
sens de Lebesgue si :

1) Pour 1 < p < oo, Uespace LP(2) est Uespace des fonctions f réelles sur () telles que f est

mesurable
/ |f(z)[Pde < +o0.
Q
et muni de la norme

T ( / !f(:c)lpdx)p l<peoo

2) L’espace L>(£2) est Uespace des fonctions mesurables f bornées presque partout (p.p.) sur

Q muni de la semi-norme "borne supérieure essentielle"

1 Flloc = sup ess | f(x)] = inf{K = 0 | [f(2)|] < K p.p. sur {2}

11



Notions et définitions

Définition 1.7 Une fonction f: E — FE est dite absolument continue si pour tout € > 0, il

existe § > 0 tel que pour toute partition finie {[a;, b;]}}_, de J vérifiant

Alors .
S Ifb) = flan) < e
=1

On note par E Uespace de Banach des fonctions dérivables f: E — E dont la dérivée premiere

est absolument continue.

Définition 1.8 Soient E, F' deux espaces de Banach, et V: E — F une application linéaire.

On dit que V est un opérateur borné lorsque V' est continue.

Définition 1.9 SoientE et F' deux espaces de Banach et f une application définie de E a
valeurs dans F. On dit que f est complétement continue si elle est continue et transforme tout
bornée de E en une ensemble relativement compact dans F.f est dite compacte sif(FE) est

relativement compacte dans F.

Théoreme 1.10 (Hahn-Banach, forme géométrique ) [2]. Soient A, B C FE deux en-
sembles convexes, non vides et disjoints, avec A fermé et B compact (ou A fermé et B fermé,
selon les variantes), dans un espace vectoriel topologique localement convexe E.

Alors, il existe une forme linéaire continue f : F — R et un réel a € R tels que :

fla) <a < f(b), pourtoutac A, be B.

Définition 1.11 [3] Soit E un espace de Banach muni de la norme || - || et T : E — E une

application. Un élément x de F est dit point fixe de T si T'(z) = .

Définition 1.12 Soit (M, d) un espace métrique complet et T: M — M une application.

Soit K un réel strictement positif (K > (). On dit que :

— T est lipschitzienne de rapport K si pour tout couple (x,y) € M ona:
d(T'(x),T(y)) < K d(z,y)

— Si K < 1, alors T est dite contractante

— Si K < 1, alors T est dite non expansive

12



La compacité et la convexité

1.2 La compacité et la convexité

Définition 1.13 : [4] La topologie faible sur E, notée o(FE, E*), est la topologie la moins

fine rendant continues toutes les formes linéaires f € E*.

Caractérisation :

— Une base de voisinages de x € E est donnée par :

V(z) = {ﬂ{y€E| |fily —2)] <e}|n €N, EE*,€>0}

=1

— Une suite (z,,) converge faiblement vers z si :
VfekFE”, ILm f(x,) = f(z)

Définition 1.14 Une application T' : E — F entre espaces de Banach est dite faiblement

continue si :
Vo € F*, ¢ T est continue .

Autrement dit, T est continue lorsque FE et F' sont munis de leurs topologies faibles o(E, E*)

et o(F, F’*) respectivement.

Définition 1.15 Soit E un espace de Banach et K C E. On dit que K est faiblement compact

si l'une des conditions équivalentes est satisfaite :

1. Compacité faible :

K est compact pour la topologie o(E, E*).

2. Propriété de Bolzano-Weierstrass faible :

Toute suite (x,) C K admet une sous-suite (z,,) convergeant faiblement vers un
élément z € K.

3. Fermeture faible + bornitude (si E est réflexif) :

K est faiblement fermé et borné.

Définition 1.16 Soient F et F' des espaces de Banach. Une application T : E — F est dite

faiblement séquentiellement continue si pour toute suite (x,,) dans E :
r, > = T(x,) > T(x)

13



La compacité et la convexité

Définition 1.17 Une application f : X — Y est séquentiellement continue si pour toute

suite (x,)nen dans X :

z, > xdans X = f(z,) — f(z) dans Y.

Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un intervalle / a valeurs dans R.

Définition 1.18 La suite (f,) est dite équicontinue si :

Vey e I, Ve>0,30>0,VneN, €I, |z —y|<d = |fu(x) — fu(y)| <e.

On suppose (L, || - ||) un espace vectoriel normé (e.v.n) et soit A C L :

Définition 1.19 L’enveloppe convexe de A, notée conv(A), est Uintersection de tous les convexes

contenant A. Autrement dit, c’est le plus petit convexe contenant A.

de I'enveloppe convexe est donée par :

conv(A) = {Z)"ml neN r, e AN>01<i< n,Z)\i = 1} )
i=1 i=1
Définition 1.20 L’enveloppe convexe fermée de A, notée conv(A), est le plus petit convexe

fermé contenant A.

L’enveloppe convexe fermé est caractérisée par la proposition suivante :

Soit A une partie de E. Alors
conv(A) = conv(A).

Lemme de Mazur [5]

Lemme 1.21 Soient E un espace de Banach et (x,) une suite d’éléments de E qui converge

faiblement vers x € E alors :

(a) Pour tout n € N, il existe une suite (y,) dans Uenveloppe convexe de {xy}r>, qui

converge vers x fortement.

14



La compacité et la convexité

Théoréeme 1.22 (d’Ascoli-Arzela) [6]
Soient (X, d) un espace métrique compact, une partie A incluse dans C (I, F) est relativement

compacte (i.e A est compact) si et seulement si on a les deux conditions suivantes :
1. A est équicontinue.

2. A est uniformément bornée.

Théoreme 1.23 (Compacité des espaces métriques) Pour une partie A d’'un espace mé-

trique (X, d), les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est compact.

2. Propriété de Bolzano-Weierstrass : Toute partie infinie de A admet un point d’accumu-
lation dans A (c’est-a-dire un point x de X tel que tout voisinage V' de x contienne une
infinité de points de A).

3. De toute suite (x,,), d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite convergente dans

A.

Théoreme 1.24 ( Théoréme de James) Soit E un espace de Banach. Les assertions sui-

vantes sont équivalentes :
(i) E est réflexif, c’est-a-dire que Uapplication canonique J : E — E* est bijective (ou E*
est le dual de E).

(i) Pour toute forme linéaire continue f € E il existe un vecteur a € E avec |ja]| < 1 tel
que :

fla) = Ifll = sup |f ()]

T
[zl <1

Théoreme 1.25 ( Théoreme de Banach-Alaoglu ) Soit E un espace vectoriel normé (ou
localement convexe). Alors :

La boule unité fermée du dual topologique E* :

B ={f € E" | ||/l <1}.

est compacte pour la topologie faible

15



La compacité et la convexité

Mesure de non-compacité faible
La notion de mesure de non-compacité faible a été introduite par De Blasi [7]. Elle peut
étre utilisée de la méme maniére que la mesure de non-compacité forte, par exemple dans

la théorie des points fixes, ainsi que dans la théorie des équations différentielles.
p(A) =inf {r >0|3C € N, telque A C C+ B,}, VAE€EN,.

Une fonction p: M — [0, +00) est appelée mesure de non-compacité faible si
(@) p(A) =0 pourtout A € N,,;
(b) p(conv A) = u(A) pour tout A € M
(c) Pour A,B € Mavec AC B,ona u(A) < u(B);
(d) Pour tout zy € E, p(xg + A) = pu(A);

(e) w(kA) = ku(A) pour tout k € RT.

Définition 1.26 Soit F': [a,b] — E et soit A C [a,b]. La fonction f: A — E est appelée
pseudodérivée de I sur A si pour tout x* € E*, la fonction a valeurs réelles x* F' est dérivable

presque partout sur A et (z*F)' = x* f presque partout sur A.

Définition 1.27 Une famille .% de fonctions F est dite uniformément absolument continue
au sens restreint sur X (en abrégé, uniformément AC*(X)) si pour tout € > 0, il existe n > 0
tel que pour toute F' € % et pour toute suite finie ou infinie d’intervalles deux a deux disjoints
{la;, b;]} avec a;,b; € X vérifiant Y. |b; — a;| < n, ona Y, w(F,[a;, b;]) < &, ott w désigne

Uoscillation de F sur [a;, b;], c’est-a-dire :

w(F, [a;, b;]) = sup{|F(r) — F(s)| : r, s € [a;, b;] }.

Une famille F de fonctions est dite uniformément absolument continue généralisée au
sens restreint sur l'intervalle [a,b], ou uniformément ACG* sur [a,b], si [a,b] est 'union
d’une suite d’ensembles fermés F;, tels que sur chaque Ej;, la famille F soit uniformément
AC*(FE;). Présentons maintenant un lemme important : I'intégrabilité uniforme d’une fa-
mille de fonctions signifie que la fonction ¢(-) dans la Définition de HK est commune a

toutes les fonctions de cette famille[21].

16



La compacité et la convexité

Lemme 1.28 Soient f,, f: I, — E et supposons que chaque f,: I, — E soit intégrable au

sens de (HK) sur I,. Soit F,, une primitive de f,. Si on suppose que :
(D fu(t) = f(t) p.p. sur I,
(i) la famille G = {F,, : n € N} est uniformément ACG* sur I,,
(iii) G est équicontinue sur I,

alors (f,) est uniformément intégrable au sens de (HK) sur I,.

Définition 1.29 Une fonction z: 1, — E est dite une pseudo-solution du probléme de Cau-

chy (1) si elle vérifie les conditions suivantes :
(D) x(-) est ACG,,
(i) z(0) = xo,

(i) pour tout z* € E*, il existe un ensemble A(z*) de mesure de Lebesgue nulle, tel que

pour tout t ¢ A(zx*),

v (' (1) = 2" (f(t, 2(1))).

17



Dans cette partie, nous définissons l'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis et nous don-

nons les propriétés de cette intégrale. Pour les définitions de base.

2.1 L’intégrale de Henstock-Kurzweil dans les espaces de

Banach

Définition 2.1 [9] Une fonction f : [a,b] — FE est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil
sur [a,b] s’il existe A € E vérifiant la propriété suivante : pour tout ¢ > 0, il existe une

fonction positive 0(-) définie sur |a, b] telle que pour toute subdivision D de |a,b] donnée par :
a=rg<rT1<--<xp,=0b
et {&1,&,...,&,} satisfaisant :
& € [wim1, @] C (& — 6(&), & +6(&))

pourit=1,2,...,n,ona:

n

> FE) @i —wia) — A

i=1
On note (HK) f; f(t)dt = A. On dit que D est o-fine, et on peut écrire D = {[u,v];{} avec
§ € [u,v] € (§£=0(), £ +0(S))-

< E.

18



L’intégrale de Henstock-Kurzweil dans les espaces de Banach

Si f est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil sur [a, b], on écrit f € HK ([a,b], E).

Définition 2.2 Une fonction f : I, — FE est Bochner-intégrable s’il existe une suite (s,) de

fonctions étagées telle que :

lim / 1S = sulls dpt = 0.

n—oo X
On définit alors :

/ fdu = lim Sp dp.

X n—oo X

Définition 2.3 Une fonction f : [a,b] — FE est intégrable au sens de Henstock-Lebesgue (HL)
sur [a,b] (on note f € HL(|a,b], E)) sl existe une fonction F' : [a,b] — E, définie sur les

sous-intervalles de [a, b, vérifiant la propriété suivante : pour tout € > 0, il existe une fonction

positive 6(-) sur [a, b] telle que si D = {[u,v], £} est une subdivision é-fine de [a, b], on a

<e.

Y FEw=u) = (F(v) = F(u)

Remarque 2.4 On observe que par linégalité triangulaire, f € HL(|a,b|, F) implique f €
HK([a,b], E). En revanche, la réciproque n’est généralement pas vraie. Pour les fonctions a

valeurs réelles, ces deux intégrales sont équivalentes.

Définition 2.5 La fonction f : I, — E est dite intégrable au sens de Pettis (ou simplement

(P)-intégrable) si :
(i) Vz* € E*, x* [ est intégrable au sens de Lebesgue sur I,,

(i) VA C I, mesurable, 3g € E tel que Va* € E*, on ait z*g = (L) [

AT f(s)ds.

ot (L) [ désigne lintégrale de Lebesgue.
Définition 2.6 [9] Une fonction f : I, — FE est dite intégrable au sens de Henstock-Kurzweil-
Pettis s’il existe une fonction g : I, — E vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Va* € E*, x* [ est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil sur I,

(ii) Vt e I, Vx* € E*, ona
t
z*g(t) = (HK)/ " f(s)ds.

0
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Propriétés fondamentales de I'ntégrale Henstock-Kurzweil-Pettis

EXEMPLE 1. Nous présentons un exemple de fonction qui est intégrable au sens de (HKP)
mais qui n’est ni intégrable au sens de (HL) ni au sens de (P).

Soit f: [0,1] — L*°|0, 1] définie par :

f@t) = X + A(t) - (1),
ou:
— X[o,4 est la fonction indicatrice de [0, ¢],

— F(t) = t?sin(t2) pour t # 0 (et F'(0) = 0), et
F'(t) = 2tsin(t2) — 2t cos(t?).

1. Non-intégrabilité de |F"| :

1 1 t—2
/ ]F’(t)|dt22/ |C()S§—)|dt:—|—oo.
0 0

2. ACG, sans absolue continuité :

— ') est ACG,, mais pas absolument continue car F n’est pas a variation bornée.

2.2 Propriétés fondamentales de I'ntégrale Henstock-Kurzweil-

Pettis

Théoréme 2.7 Soit f : [a,b] — E une fonction intégrable au sens de Henstock-Kurzweil-
Pettis (HKP) sur [a,b), et soit F'(x) = [ f(s)ds.

(a) Pour tout x* € E*, la fonction x* f est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil (HK) sur
la,b], etona: (HK) [T x*f(s)ds = 2" F(x).

(b) La fonction F est faiblement continue sur [a, b], et f est une pseudo-dérivée de F sur |a, b).
Preuve

(a) ("Voir la définition de HKP") (b) La fonction z* f est a valeurs réelles et intégrable au
sens de HK, et z*F(z) = [ x*f(s) ds (d’apres (a)). Ainsi, G(z) = [ 2* f(s) ds est continue
(par le Théoréeme 2.6(a)), ce qui signifie que F' est faiblement continue.

De plus il existe un ensemble A(z*), de mesure nulle A(z*) C [a,b], tel que : G'(z) =
o f(x),

mais comme G’(x) = (z*F)'(x), cela confirme que f est une pseudo-dérivée de F'.
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Propriétés fondamentales de I'ntégrale Henstock-Kurzweil-Pettis

Théoreme 2.8 [13] [ convergence faible pour lintégrale HKP]

Soient f,, f: I, — E avec f, (HKP)-intégrables sur I, et F,, leurs primitives. Si :
1. Va* € E*, x*f,(t) — «* f(t) p.p. sur 1,,
2. Pour tout z* € E*, G = {2*F,,},,>1 est uniformément ACG* sur I,,
3. Pour tout z* € E*, G est équicontinue sur I,,

alors f est (HKP)-intégrable sur I,, et fot fn — f(f f faiblement dans E pour tout t € I,.

Preuve 1. Soit * € FE* arbitraire. et f, sont intégrables au sens de (HKP), z*f, sont

intégrables au sens de (HK). Ainsi :
(@) z*fu(t) = z* f(t) p.p. sur I,
(b) G est uniformément ACG*.
(c) La suite (z*F},) est uniformément convergente sur / .

En utilisant le théoreme de convergence pour l'intégrale de Henstock-Kurzweil , on ob-

tient :
t t
/ ¥ fu(s)ds — / x*f(s)ds pourtoutt € I.
0 0

Fixons t € I et posons :

(J:{(HKP)/Otfn(s)ds:n:1,2,...}.

D’apres 1, C est (faiblement) bornée et C'\ {(HKP) fg fa(s)ds :n=1,2... } contient au
plus un point. Supposons que C ne soit pas faiblement compact. D’aprées le théoreme de

James , il existe une suite bornée (z;) C E*, une suite (z;) C C etun e > 0 tels que :
zy(xz,) =0 pourk > n,

xy(x,) > e pourn = k.
On peut extraire des sous-suites (g,) C (f.), (y5) C (z}) vérifiant :
(S1) fg Yrgm(s)ds = 0 pour k > m,
(S2) fg Yrgm(s)ds > e pour m = k,

(S3) lim, fot T*gn(s) ds = f(f z* f(s) ds pour tout z* € E*.
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Considérons I'ensemble {y*f : n = 1,2,...}. D’apres le théoréme d’Alaoglu, toute sous-
suite de (y;f) admet un point d’accumulation ponctuel.il existe une sous-suite (y; ) C
(y;,) telle que la limite limy . y;, f(t) existe presque partout. De plus, si y; est un point
d’accumulation faible-x de (y;; ), alors :

Jim gy, f(t) = yo f() p.p.surl.

L’intégrabilité uniforme de (z* f,,,) signifie que pour tout € > 0, il existe une jauge ¢ sur

telle que :
b
‘S(:c*fm,D) - / 2 fm(s)ds| < e
pour toute partition é-fine D de [ et tout m, ou :
S(x* f, D Zx fm(t) - (@ —xj_1).

Soit D une partition J-fine de /.

Rappelons que :
(Uny) € (W) € (27), (gn) € (fn)
Jim y,, f(t) =y f(t) Pp.p.surl

et

n—00

t ¢
lim [ x%g,(s)ds = / x*f(s)ds pour tout z* € E*.
0 0

Ainsi :

b
’S(yi;kf,D)—/ ys f(s)ds| < |S(yi, f, D) = S(y;, gm, D)

b
+ ‘S(yiikgm,D) —/ Y, Gm(s) ds

/aby;ikgm(S) ds—/aby;ikf(S) ds| .

Pour toute partition J-fine fixée D de I, il découle de (a) qu’il existe my € N tel que pour

_|_

m > mg .

1Sy, [ D) — Sy, 9m; D) < €
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De plus, puisque {z*f, : z* € E*,n € N} est uniformément intégrable, il en est de méme

pour {y; gm : k,m € N}. Enfin, il existe une jauge 0 sur I telle que :

<€

b
\S(y:;kgm;D) - / o gm(5)ds

pour m € N suffisamment grand :

<é€

/aby;ikgm(S)ds - /abyf;kf(S)dS

Ainsi, l'ensemble {y; f:k=1,2,...} est uniformément intégrable.

Pour m suffisamment grand, chaque terme est majoré par /3, ce qui montre que {y; f}
est uniformément intégrable.
En appliquant le théoreme de convergence de Vitali pour les fonctions intégrables au sens

de Henstock-Kurzweil , on obtient :

t

@) Jim [ fe)ds= [ s ds
0 0

k—o00

D’apres (S3), pour tout k,

et d’apres (S2),

Cependant, en considérant un point d’accumulation y; de (y;;, ), on montre que :

/0 v f(s)ds = 0,

Ainsi, C est faiblement compact dans £. Comme

[wnas [

/O Fu(s) ds
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Quelques théorémes du point fixe

est faiblement convergente vers

/ () ds.

Pour tout z* € E*, il existe une fonction g intégrable au sens de (HK) telle que pour tout
i,k €N,
2" (fi = fi)| < g surl,

alors la conclusion du Théoréeme 2.7 reste valable.

Théoreme 2.9 (Théoreme de la moyenne pour I'intégrale (HKP)) Soit une fonction f :

1, — E intégrable au sens de Henstock-Kurzweil-Pettis . Alors :

[ sare 1 eomsn)
I
ot I est un sous-intervalle arbitraire de I, et |I| désigne la longueur de 1.

Preuve Considérons un z* € E* arbitraire. D’apres le théoreme de la moyenne pour 'in-

tégrale de Henstock-Kurzweil (HK), nous avons :

/x*(f(t))dt € 1] - conv z* f(I) = z(|1| - omv £(I)).

1
Par définition de I'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis, il existe [, f(t) dt tel que :

/Izz:*f(t) dt = z* (/If(t) dt) .

On en déduit que :

x” (/f(t) dt) € x*(|I]| -convf(I)) pour toutz* € E*.
I

Comme I'ensemble |/| - conv f(I) est convexe fermé, ceci implique que :

/If(t) dt € |1| - conv f(I).

2.3 Quelques théoremes du point fixe

Théoreme 2.10 (Schauder-Tikhonov) [24] Soit K un convexe compact dans un espace

localement convexe séparé, et soit f : K — K une application continue. Alors f admet au
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Quelques théorémes du point fixe

moins un point fixe, c’est-a-dire qu’il existe x* € K tel que :
fa®) = a”.

Théoreme 2.11 (Théoreme de I’alternative non linéaire de Leray-Schauder) [25]
Soient F un espace de Banach et C' C E un sous-ensemble convexe non vide de E.

On suppose qu'’il existe un ouvert U dans C' tel que 0 € U et une multifonction N : U — C
semi-continue supérieure et compacte.

Alors on a Ualternative suivante :
1. N admet un point fixe dans U, ou bien

2. Ilexiste A €]0,1[ et u € AU tel que u € AN (u).

Théoreme 2.12 (Théoréme de Covitz—Nadler) Soit (M,d) un espace métrique complet.

SiT: M — Py(M) est une application contractante, alors T admet un point fixe.

Théoreme 2.13 (Théoreme de Bohnenblust-Karlin) Soient F un espace de Banach, K €
P(E), et on suppose que lopérateur G : K — P(K) est semi-continu supérieur et que

lensemble G(K) est relativement compact dans E, alors G admet un point fixe dans K.

Théoreme 2.14 (Théoreme du point fixe de Banach) [25] Soient E un espace de Ba-
nach et T : E — E un opérateur k-contractant, alors il existe un unique point fixe. (c.-a-d.

dlu € E tel que T'(u) = u).

Théoreme 2.15 (Théoreme de Convergence de Vitali) Soit (X, A, ) un espace mesuré

et p € [1, +oo[. Une suite (f,) C LP(u) converge vers f € LP(u) si et seulement si :

(i) Convergence en mesure : [, — f en mesure, c’est-a-dire :
Ve >0, p({z e X|[[fu(z)— flz)] Ze}) —0.
(i) Intégrabilité uniforme : La famille (| f,|") est uniformément intégrable :
lim sup/ | fnl? du = 0.
@700 S| falp>a}

(iii) Condition de tension (pour u(X) = +00) :

n

Ve > 0,3K € A de mesure finie, Sup/ | ful? dp < €.
X\K
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On étudie I'existence de solutions faible pour le probléme de cauchy suivant :

()= f(t,z(t)), te0,a]=I1,,
(3.1)
z(0) = x,
ol f est une fonction intégrable au sens de Henstock-Kurzweil-Pettis. Nous considérerons

le probléme :

x(t) = xo + /tf(s,m(s)) ds, tel,, (3.2)
Soit t € [0,a] = I,, et £ une espace doe Banach réel , o(C(1,; E);C(l,, E)*) désigne la
topologique faible sur (C'(/,, F),w) I'espace des fonctions continues de I, dans £, muni

de la topologie la fonction f: I, — E est dite faiblement continue si elle est continue de

I, vers E muni de sa topologie faible.

3.1 Préliminaires

Dans cette section, nous introduisons des notations, des définitions et des résultats

connus, qui seront utilisés dans la suite.
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Lemme 3.1 [23] Soient Ey, E5 des sous-ensembles bornés de Uespace de Banach E. Si

| Er|| = sup{||z]| : « € E1} < 1, alors
p(EL + Ep) < p(Es) + (| Er|[n(K (B, 1)), (3.3)

olt K(Ey, 1) = {x : D(Ey,z) < 1} et D(Ey,z) = inf{[|z — y| : y € Es}.

Lemme 3.2 [23] Soit H(C(I,, E),w) une famille de fonctions fortement équicontinues. Po-
sons H(t) ={h(t) € E| h€ H} pourt € I, et H(I,) = U, H(t). Alors

po(H) = sup u(H(t)) = p(H (1)), (3.4)

tel,

ol uc(H) désigne la mesure de non-compacité faible dans (C'(1,, F),w) et la fonction

t — p(H(t)) est continue.

Preuve

(I) Nous démontrons d’abord I'égalité : sup,; w(H(t)) = u(H(1,)).

Puisque H(t) C H(l,), par la premiere propriété de la mesure de non-compacité on a
w(H(t)) < u(H(I,)) et par conséquent

sup u(H(t)) < u(H(L,)). (3.5)

tel,

Par ’équicontinuité forte de H, on déduit que pour tout £ > 0, il existe § > 0 tel que
|t —s| < = ||u(t) —u(s)|| < e pourt,s € I, et pour tout u € H. Nous divisons l'intervalle

I, ={t €T :0<t<a} delamaniere suivante :

t1 =sup{s: s >tg, s—1ty <d},
s€l,

to =sup{s:s>t;, s —1t; <4},
Sela

(3.6)

tp =sup{s:s>t,_1, s —tn_1 <0}
s€l,
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Puisque T est fermé, nous avons t; € [,. Si t;;; = t; pour un certain ¢, alors on pose
ti+2 = mf{t el :t Z ti—i—l}-
Comme

u(t) = u(t;) + u(t) —u(t;) € u(t;) +K(0,1), (3.7)
ou K(0,1) = {z : ||z|| < 1}, nous avons

n

ut) € | JH(t:) +eK(0,1), ) C UH )+ eK(0,1). (3.8)

i=1

D’apres les propriétés de la mesure de non-compacité faible et le Lemme 3.1, on obtient

p(H (L)) < p (U H(ti)> + KO, D - ( (UH )) 3.9)

< sup p(H(t;)) +ep(K(H(L,), 1))

t;€l,

< sup u(H(t)) + ep(K(H(1a), 1)).

tel,

Comme cette inégalité est valable pour tout ¢ > 0, on en déduit que

u(H (1)) < sup p(H(1)). (3.10)

tel,

Par conséquent, des relations (3.5) et (3.10), nous concluons que

p(H (1)) = sup p(H(1)).

tel,

(II) Montrons maintenant que 'application ¢ — p(H (t)) est continue.

Posons v(t) = pu(H (t)). Puisque H(t) C H(t)—H(s)+H(s) C H(t)—H(s) + H(s), ou

H(t)—H(s)+H(s) = {y(t) : y(t) = y(t) — y(s) + y(s) | y € H}

et ou la somme est au sens de Minkowski.

D’apres la propriété (vi) de la mesure de non-compacité faible, on a

p(H(t) < p(H(t)—H(s)) + p(H(s)), 3.11)
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Ce implique que

p(H(t)) — p(H(s)) < p(H(t)—H(s))
< O(H(t)—H(s))

= sup |[(z(t) —z(s)) — (y(t) — y(s))]]

z,yeH

< sup () = z(s)]| + [ly() = y(s)])-

Par équicontinuité de la famille #, la fonction v : ¢ — p(H(t)) est continue.

Théoréme 3.3 (Eberlein-Smulian) Soit E un espace de Banach et A C E. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
(1) A est relativement faiblement compact

(2) Toute suite dans A admet une sous-suite faiblement convergente dans F

(3) Tout sous-ensemble dénombrable de A est relativement faiblement compact

Nous donnons quelques théoremes de point fixe, qui jouent un role clé dans la preuve

de nos principaux résultats.

Théoreme 3.4 Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe métrisable. Soit
D un sous-ensemble convexe fermé de E, et soit F' : D — D une application faiblement

séquentiellement continue. Si pour un certain x € D, U'implication
V =conv({z} U F(V)) = V est relativement faiblement compact (3.12)
est vérifiée pour tout sous-ensemble V' de D, alors F posséde un point fixe.

Définition 3.5 On dit qu’une fonction continue h: [0, +oo|— [0,4o00[ est une fonction de

Kamke si elle satisfait les conditions suivantes :

(@) h(0)=0

(b) wu(t) = 0 est U'unique solution de U'équation intégrale

z(t) = /Ot h(z(s))ds pourtoutt € I.
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Soit f: I x B, — E telle que ||f(¢,z)|| < M pour tout (¢,z) € I x B,. Notons J l'intervalle
[0,d], ot d = min(T,r/M). On pose

B={xeC,E): z(I) C B,, ||a(t) — x(s)|| < M|t — s| pour t,s € I'}.

Remarquons que B est non vide, fermé, borné, convexe et équicontinu.

3.2 Résultats principaux

Dans cette section, nous prouvons 'existence de solutions au probleme (3.1) dans l'es-
pace (C(I,, F),w)
Le probleme (3.1) sera étudié sous les hypothéses suivantes :
H1. Soit f: I, x F — FE telle que :

Pour toute fonction z : I, — F de classe ACG", la fonction composée f(-, x(-)) soit
intégrable au sens de Henstock-Kurzweil-Pettis (HKP).
f(t,-) soit séquentiellement faiblement continue (i.e., si x,, — z faiblement dans F,

alors f(t,z,) — f(t,x) faiblement).

H2. Il existe une constante ¢, € [0, 1) telle que, pour tout sous-ensemble borné X C F et

tout sous-intervalle I C I, :
p(f(I x X)) <cq-m(X), 0<c, <1, (3.13)

ol u est une fonction de mesure non-compacité

H3. G est un ensemble de fonctions I, — F tel que :

Fortement équicontinu (i.e., équicontinu pour la topologie forte de F).
Uniformément ACG™* faiblement (i.e., toutes les fonctions de G ont une variation

généralisée bornée de maniére faible et uniforme).

Présentons maintenant le théoreme d’existence du probleme (3.1).

Théoréme 3.6 [11]
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Supposons que pour chaque fonction ACG* f : I, — E, la fonction f(-,x(-)) soit intégrable

au sens (HKP), que f(t,-) soit faiblement séquentiellement continue, et que
p(fI x X)) <c-u(X), 0<c, <1, (3.13)

pour tout sous-ensemble borné X C FE et pour tout sous-intervalle I de I.,.
Supposons que l'ensemble G soit fortement équicontinu et faiblement uniformément ACG* sur
I,,. Alors, il existe au moins une pseudo-solution du probléme (3.1) sur I, pour un certain

nombre 0 < 5 < q.

Démonstration

Nous démontrerons en fait ’existence d’une solution pour le probléme (3.2). D’apres le
Théoréme 2.1(a), toute solution du probleme (3.2) est une solution du probleme (3.1).
Etap 1 Nous allons démontrer que 'opérateur I est bien défini
Fixons un b > 0 arbitraire. Par 'équicontinuité de G, il existe un nombre 3, 0 < 8 < a, tel

que

5 F(z)(®)] < || + |2° / f(s,2(s)), dsf

2" () ()] < =" [[[zoll + [l | /O f(s,2(s)),ds ||[< [lz*][ + b

sup {|2"F(2)(t)] : 2" € B, [la"[| < 1} < [|lwol| +b

et par conséquent

[1E @)@ < [lzoll + b

|| / f(s,2(s)) ds]) < b,

pourt € Iz etz € C(zo, @).

D’apres les hypotheses, 'opérateur I est bien défini et vérifie

F: C(xg,8) = C(x0, B).

31



Résultats principaux

Etap 2 Nous allons démontrer que 'opérateur /' est séquentiellement continu.
soit x,,(-) Une suite converge faiblement dans C(Is, E) vers z(-) si et seulement si x,,(t)
converge faiblement vers x(¢) pour chaque ¢ € I4.
Par conséquent, si z, = x dans C(Is, E), alors f(t,x,(t)) = f(t,z(t)) dans E pour tout

t € Ig. D’apres le Théoreme de convergence faible pour I'intégrale HKP, nous obtenons :

n—oo

lim f(s zn(s ds—/fsx

au sens faible dans F, pour chaque t € I. Au sens faible dans E, pour chaque ¢ € Iz. De

plus, puisque f est séquentiellement faiblement continue, nous avons :

/Otf(s’x"@)vds - /Ottf(s,x(s)) ds

Nous constatons que Fz,(t) - Fz(t) au sens faible dans E pour chaque ¢ € I, donc
Fz, — Fz dans (C(Ig, E),w).

Alors l'opérateur F' est séquentiellement continu.

Etap 3 Nous allons montrer que I'implication (3.3) est vrai et 'opérateur F' admet un

point fixe.

F est un opérateur bien défini de
B={xeC,E): z(I) C B,, ||z(t) — x(s)|| < M|t — 5| pour t,s € I3}.

dans B. Notons S 'ensemble des points fixes de F' (cest-a-dire S = F(S)). De maniére

équivalente, il s’agit de 'ensemble de toutes les solutions de (3.1).

Supposons que V = conv({z} U F(V)) pour un certain V' C. Nous allons prouver que V'
est relativement faiblement compact, ce qui établira (3 .3).
D’apres la définition de B et le Lemme 3.2, la fonction v : ¢ — ;(V/(¢)) est continue sur /4.
Pour ¢ € I;. fixé, divisons l'intervalle [0, 1] en m parties : 0 =ty < t; < --- < t,, = ¢, ol
t; =1it/mpouri=0,1,...,m. Posons V([t;_1,t;]) := {u(s) € V | t;-1 < s < t;}.

Par le Lemme (3.1.2) et la continuité de V, il existe s; € [t;_1, ;] tel que :

w(V([tiz1, ts])) = sup{p(V(s)) | tics < s <t;} = v(s;). (3.14)
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D’autre part, par le théoréme de la moyenne, nous obtenons pour tout u € V' :

P =20+ 3 [ Fou(s)) d5) € 0+ 3 (1101 — theon (1 x V(s i)

Donc :

m—1

F(V)(t) =Ty + Z(ti"’_l — ti)COIlVf<]ﬁ X V([t“ tz—i—l]))

i=1

Par les propriétés de la mesure de non-compacité faible et 'hypothese (3.13), on a

o) = ({mn+ [ so.stnasseev)

<u <{/Otf(s,x(s))ds Lz € v})

< u (t : COIlVf([O,t] X V([O>t])))
<t-u(f([0,t] x V([0,])))
<B-u(f(Is x V(Ig))) < B-c- u(V(Ig)).

Ainsi, u(F(V(t))) < B-c-u(V (1)) pour tout t € I5. Puisque V = conv(F (V) U {x}), alors
p(V (1)) = plconv(F(V (1)) U{x})) < p(F(V (1)) < B-c-u(V(Ip))-

W(F(V)(1) < /0 h(v(s))ds pourt € I,

Comme V = conv({z} U F(V)), nous avons u(V(t)) < u(F(V)(t)), et donc :

v(t) < /th(v(s))ds pourt € Is.
D’apres le Lemme (3.2),
u(V(lg)) < B-c-u(V(Up)) < a-c-pu(V(lg))

Donc p(V(1g)) = 0 et u(V(t)) = 0 pour tout t € I4.
D’apres le théoréme d’Arzela-Ascoli, V' est relativement faiblement compact dans C'(I3, E).

En utilisant le théoreme 3.4, il existe un point fixe de 'opérateur F.
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Etap 4 Nous allons démontrer que 'ensemble des points fixes de F' S est connexe dans
(C(la, E),w).
Pour tout n > 0, notons S, 'ensemble de toutes les fonctions u : I, — E satisfaisant les

conditions suivantes :

() w(0) = zo, et [|u(t) —u(s)|| < M|t — s| pour tous ¢, s € I,;

) =0 [ f(s.uts)) s

L’ensemble .S, est non vide car S C .S,,.

(ii) sup
teJ

<n;

Soit = min(d,n/M). Pour tout ¢ € (0, 3), on définit une fonction v(-, <) par :

(t,€) Lo, pour 0 <t <e,
v(t,e) =
zo+ [y " fs,v(s,e))ds, poure <t<d.

On a v(.,¢) vérifie (i) pour v(0,¢) = xpet ||v(t,e) — v(s,e)|| < M|t — s/, De plus :

t Hfo s,v(e,8))ds | si0<t<eg,
wa—m—/ﬂww@wﬂz
0

I [ f(s,0(e,9)ds || sie <t<d,

<M. <n

Montrons maintenant la connexité de .S,. Posons v(-,¢) = v°. Alors :

o, Ogtggu
Ve(t) =
F(u)(t—¢), e<t<d.

Montrons que l'application ¢ — v.(-) est faiblement continue de (0, 8) vers C(l,, E).

Soient 0 < e < § < d.Pourt € [0,¢],
|z* (v (t) — vs(t))| = 0. (3.15)
Pour t € (e, 9],

|27 (ve(t) = vs(1))] = |” (/0 _Ef(s,va(S))dS)‘ < [l [ Mt —ef < fl27[[M]6 — €] (3.16)
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Maintenant, pour ¢ € (9, 26|, nous avons :

2 ( T Hsvu(s)) ds — /Ot(;f(s,vtg(s))ds)‘

|27 (ve(t) = vs(1))]

= [2"(F(ve)(t — €) = F(vs)(t = 9))]

< [ (F(ve)(t =€) = F(ve)(t = 0)] + a7 (F(ve)(t = 6) = F(vs)(t = 9))]
< [a"(F(ve)(t = 0) = F(vs)(t = 0) + [l«"|M]t — e =t + ]

= [2"(F(ve)(t = 0) = F(vs)(t = 0))| + [|[=7|| M0 — el.

Mais I est faiblement continue et comme ¢ — 6 < ¢, en utilisant (3.16), nous concluons
que l'application ¢ — v.(t) est faiblement continue pour chaque ¢ € [0, 26]. Par récurrence,
nous pouvons répéter cet argument pour déduire que l'application ¢ — v.(-) de (0, 5)
dans (C(1,, E),w) est continue . Par conséquent, I'ensemble V' := {v.(-) : 0 < ¢ < 3} est

connexe dans (C(/,, E),w). Soit x € S,. Choisissons ¢ > 0 tel que 0 < ¢ < [ et

sup ||z(t) — xo — /0 f(s,x(s))ds|| + Me < n.

tel,

Pour tout p, 0 < p < d, nous définissons une fonction y(-, p) par la formule :

x(t), pour 0 < ¢ < p,

y(t,p) = x(p), pour p < t < min(d, p + €],

x(p) + f;fs f(s,y(s,p))ds, pour min(d,p+¢) <t <d.
En répétant les considérations ci-dessus pour y(-,p) au lieu de v(-,¢), nous établissons

que y(-,p) € S, pour chaque p € [0,d| et nous prouvons la continuité de 'application

p+— y(-,p) de I, dans (C(I,, E), w) En conséquence, 'ensemble
T, ={y(sp): 0<p<d}
est connexe dans (C(I,; F),w). Comme y(-;0) = v(-;¢) € V() T., 'ensemble V' (T, est

également connexe, et il en va de méme pour

w=|JT.uv
€Sy
est connexe dans (C'(/,, E),w). De plus, S, C W, car x = y(+;d) € T, pour chaque z € S,,.
D’autre part, W C 5,, puisque T, C S, et V C S,. Enfin, S, = W est un sous-ensemble

convexe de (C(I,; E),w).
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Application

Supposons que 'ensemble S ne pas connexe. Comme S est faiblement compact, il existe
des ensembles faiblement compacts non vides W, et W5 tels que S = W UW; et WiNW, =
@. Par conséquent, il existe deux ensembles faiblement ouverts disjoints U; et U, tels que
Wi, c Uy et Wy C Us,.

Supposons que pour tout n € N, il existe un u, € V, \U ou V,, = Sy, et U = U; U Us.
Posons H = mw.

Puisque U,, — F'(U,) — 0 dans C(I,, F)w) quand n — oo et que
H(t) C {un(t) = F(un)(t) | un € H} + F(H)(?),

en répétant 'argument de I, on peut montrer qu’il existe ug € H tel que ug = F(uy),
c’est-a-dire uy € S.

De plus, S C (C(l4, E),w) \ U puisque U est faiblement ouvert, et donc u, € S\ U, ce qui
constitue une contradiction.

Par conséquent, il existe m € N tel que V,, C U. Comme U;NV,, # et Us NV, # &,
I'ensemble V,,, n’est pas connexe, ce qui contredit la connexité de chaque V,,.

Ainsi, S est connexe dans (C(1,, E), w).

Enfin, en supposant que les trois hypotheses sont vérifiées et en appliquant les théo-
rémes (3.4) et (3.6), nous concluons que le probleme (3.1) admet un point fixe, qui est

également la solution faible qui est une pseudo-solution de (3.1).

3.3 Application

Considérons I'espace de Banach réel £ = R muni de la norme usuelle, et l'intervalle
1=10,1].

On étudie le probleme de Cauchy suivant :

a'(t) = f(t,z(t)) ==t*sin (&) + z(t), te(0,1],

et on définit :

f(0,z) :==x, pourtoutzx € R.

36



Application

Vérification des hypotheses

— Continuité faible :

La fonction f(¢,x) est continue en z pour tout ¢, car la somme de fonctions conti-
nues . Ainsi, elle est également faiblement continue, car en dimension finie,alors la

fonction est séquentiellement faiblement continue .

— Intégrabilité au sens de Henstock-Kurzweil-Pettis :

En appliquant la définition de HKP, on obtient

1 Soit z* € R, alors :

xvﬁy:ﬁ-<ﬂgn(%)+xu0::ﬁﬁan<%>+x%@)

On sait que :

— ¢+ t*sin (35) est intégrable au sens de Henstock—Kurzweil, mais pas au sens

de Lebesgue,

— z(t) est continue sur [0,1], donc Riemann-intégrable, donc aussi Henstock-

Kurzweil intégrable.

Alors z* f(t) est la somme de deux fonctions HK-intégrables. Donc
*f e HK([0,1]) Vz* eR
2 On définit :

o= [ g6ras = [ (5 (5) +o0) s

Soit z* € R, alors :
t t
xrg(t) =" - / f(s)ds = / " f(s)ds
0 0
L’intégrale au second membre est bien définie au sens de Henstock-Kurzweil, car
z"f € HK([0,1])

La fonction ¢ — f(¢,z(t)) est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil-Pettis sur

0, 1].

37



Application

— Condition de Lipschitz :

Pour tous z1, 25 € Rettoutt € [0,1],ona:
e (2 2. (1 _
|f(t,z1) — f(t,32)] = |¢*sin o + z1 — (t*sin 2 + o) | = |z — .

Par conséquent,

|f(t, 1) = [t )| S 1-[z1 — 22
Ainsi, f est lipschitzienne en x avec constante de Lipschitz L = 1.

— (@ est un ensemble de fonctions [, — F tel que :

G ={ft,z@) | € C([0,1],R)}

Equicontinuité forte : Pour tout z € C([0,1],R), la fonction définie par

F(t,2()) = 2sin (tlz) 4+ 2(t)

est continue sur [0, 1], car la fonction

1
t — t*sin (—)
t2

admet un prolongement continu en ¢t = 0 (en posant f(0,z) = x), et z(¢) est continue
par hypothese.
De plus, la continuité de x(t) est uniforme sur [0, 1], ce qui entraine que la famille G

est fortement équicontinue.

Uniformément ACG*-faiblement : Chaque fonction z(¢) € C([0, 1], R) est absolu-

ment continue généralisée (ACG*).

1
t — t2sin (—)
t2

est intégrable au sens de Henstock-Kurzweil, donc admet une primitive appartenant

a la classe ACG*.

La fonction

Ainsi, la somme f(¢, z(t)) appartient également a ACG*.
Par ailleurs, la variation généralisée des fonctions de GG est uniformément bornée,
car elle est contrélée par la variation des fonctions continues z(t), qui sont elles-

mémes uniformément bornées.
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Toutes les hypotheses garantissant I'existence et I'unicité d’une solution faible sont sa-
tisfaites. Par conséquent, et d’apres le théoreme 3.4 il existe une unique solution faible

x € C([0,1],R) du probléme de Cauchy au sens de Kurzweil-Pettis, vérifiant :

z(t) = xo —l—/o f(s,z(s))ds, tel0,1]
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Cette étude a exploré le concept de I'intégrale de Henstock-Kurzweil-Pettis (HKP) comme
une généralisation a la fois de I'intégrale de Pettis et de I'intégrale de Henstock-Kurzweil
dans les espaces de Banach. Des définitions claires de ce type d’intégrale ont été présen-
tées, mettant en lumiere ses propriétés essentielles, telles que la continuité faible de la

fonction primitive et son application a la résolution des problemes de Cauchy.

Des exemples illustratifs ont montré que I'intégrale (HKP) est plus générale que d’autres
intégrales, comme celles de Pettis et Henstock-Kurzweil, ce qui en fait un outil puissant
pour I'étude des équations différentielles dans les espaces de dimension infinie. Les résul-
tats présentés élargissent le cadre théorique existant et offrent une approche globale pour

la recherche de solutions aux équations différentielles sous des conditions faibles.

Dans le futur, nous étudierons d’existence pou le probleme de Cauchy dans les espaces

de Banach munis de la topologie faible et intégrales de Henstock—Kurzweil—-Pettis.
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