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Résumé

Soit F': R™ — R™ est une fonction continue et monotone. On cherche & résoudre les équations

avec contraintes convexes suivantes, notées CCE(F, C) :
F(z*) =0 telle que x* € C.

La nouvelle méthode de projection de gradient conjugué hybride est proposée pour les équations
avec contraintes convexes.
A chaque itération, la nouvelle méthode est entiérement exempte de toute évaluation dérivée.
En outre, la direction de recherche générée par la méthode proposée satisfait la propriété de des-
cendance suffisante, qui est indépendante de la recherche linéaire.
Sous condition que la fonction est continue monotone, Nous établissons la convergence globale de
la nouvelle méthode.
Par rapport aux méthodes traditionnelles pour résoudre ce probléme, notre nouvelle méthode
n’exige pas la continuité (Lipschitz) du fonction.
Certains tests numériques a grande échelle sont effectués, ce qui montre que la méthode proposée

est efficace et prometteuse.

Mots clés : Méthode de gradient conjugué . Equations avec contrainte convexe . Convergence

globale
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Abstract

Consider the following convex constrained equations, denoted by CCE(F, C) :
F(z*) =0 subject to z* € C.

where F' : R" — R" be a continuous and monotone mapping.
A new hybrid conjugate gradient projection method is proposed for the convex constrained equa-
tions.
At each iteration, the new method is fully free from any derivative evaluations.
Furthermore, the search direction generated by the proposed method satisfies the sufficient descent
property, which is independent of the line search.
Under the condition that the underlying mapping is continuous and monotone, we establish the
global convergence of the new method.
Compared with traditional methods for solving such problem, our new method does not require
the Lipschitz continuity of the underlying mapping.
Some large-scale numerical tests are performed and reported, which show that the proposed me-

thod is efficient and promising.

Key words : Conjugate gradient method . Convex constrained equations . Global convergence.
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Introduction

Dans la vie courante, nous sommes fréquemment confrontés a des problémes "d’optimisation"
plus ou moins complexes. Cela peut commencer au moment ot I’on tente de ranger son bureau, de
placer son mobilier, et aller jusqu’a un processus industriel, par exemple pour la planification des
différentes taches.

Ces problémes peuvent étre exprimés sous la forme générale d’un "probléme d’optimisation".
L’optimisation peut étre définie comme la science qui détermine la meilleure solution & certains
problémes mathématiquement définis, qui sont souvent des modéles de physique réel.

C’est une technique qui permet de "quantifier" les compromis entre des critéres parfois non com-
mensurables.

L’optimisation recouvre 1’étude des critéres d’optimalité pour les différents problémes, la déter-
mination des méthodes algorithmiques de solution, I’étude de la structure de telles méthodes et
I’expérimentation de 'ordinateur avec ces méthodes avec vrais problémes de la vie.

D’un point de vue mathématique, I’optimisation consiste a rechercher le minimum ou le maximum

d’une fonction avec ou sans contraintes.

1) Soit f:R™ — R. On consider le probléme de minimisation sans contraintes suivant :
(P) : min{f(x):z € R"}

-Comment résoudre ce probléme ou bien quelles sont les méthodes utilisé pour résoudre (p)?.

2) Soit f: R™ — R. On consider le probléme de minimisation avec contraintes convexes suivant :
(P) : min{f(z):2 € CCR"}

La solution de (p) est une solution de CCE(F, C). Le CCE(F, C) a été utilisé dans de nombreux

domaines scientifiques Les systémes d’équilibre chimique , les problémes d’équilibre économique,

vi
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la détection par compactage , etc.,donc quelles sont les anciennes méthodes utilisées pour résoudre
les problémes du type (P)?.

Dans ces derniéres années sont proposés une nouvelle méthode pour résoudre CCE(F,C) est la
méthode de projection de gradient conjugué hybride.

Quel est I'algorithme de cette méthode 7.et est ce qu’elle vérifie la convergence globale 7.

3) Nous testons la nouvelle méthode ,et comparons avec les anciennes méthodes.

Quelle est la meilleure méthode ?.
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Chapitre 1

Notions de base (Optimisation sans

contraintes)

1.1 Quelques définitions

1.1.1 Analyse convexe
Ensembles convexes

Définition 1.1.1 Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R et x,y € E. On appelle

segment de E, un ensemble noté et défini comme suit :
[z;y] = (1 — )z + ty : t € [0;1].

On dit qu’une partie C de E est conveze si pour tout x,y € C , le segment [z;y| est contenu

dans C.

Proposition 1.1.2 1. Si Cyq,...,C, sont des espaces convexes. Alors

Uintersection () C; est conveze.

2. Pouri=1,...,k soient C; € R™ des ensembles convexes. Alors

C =Cq*x...xCy est un ensemble convexe de R™**",

3. Soit C C R™ un ensemble conveze et f: R™ — R™ une application affine. Alors
f(C)={f(z),z € C} est conveze.



1.1. Quelques définitions 2

Fonctions convexes

f.:C =R CCR"

est convexe sur C si son épigraphe est un ensemble convexe.

Définition 1.1.3 Soit C C R™ un ensemble convexe non vide.Une fonction f : C C R" — R est

une fonction convexe si et seulement si pour tout x,y € C , on a :

[tz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 —-1)f(y), Vi €[0,1].

-On dit que f: C C R™ — R est strictement convexe si

pour tout z,y € C avec x # y,on a :

flte+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y), vt €]0,1].

-On dit que f: C CR™ — R est fortement conveze ou uniformément conveze de module § > 0

(0—conveze), si pour tout z,y € C ,on a :

b+ (1= )0) < 1F(x) + (1~ 1)f) — 240~ )ly 2, vt 0.1

-On dit que f: C C R®™ — R est quasi-convexe,si pour tout x,y € C ,on a :

flte + (1= t)y) <max[f(x), f(y)], vt €]0,1].

-On dit que f: C C R™ — R est strictement quasi-convexe,si pour tout x,y € C

avec f(x) # f(y) ,on a :

[tz + (1 = t)y) < max[f(z), f(y)], V¢ €]0,1].

1.1.2 Calcul matriciel

Définition 1.1.4 - Soit A une matrice carrée d’ordre n. S’il existe une matrice carrée B d’ordre
n telle que AB = BA =1, alors B est appelée la matrice inverse de A et est notée A~'.

- Une matrice carrée A est dite symétrique si A = A'.

- Le rang d’une matrice A est donné par le nombre de lignes ou de colonnes linéairement indépen-
dantes de A.

- Soit A une matrice carrée, le polynome caractéristique de A est donné par : p(\) = |[A — M|,

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



1.1. Quelques définitions 3

p(A) est un polyndme de degré n donc possédant au plus n racines réelles distinctes.
- Une matrice A est singuliére si et seulement sidet(A) = 0, est dite A non singuliére si det(A) # 0.
- Les valeurs propres de la matrice A sont les racines de p(.) ; i,e., les valeurs \; telles que p(X;) = 0.
- Une matrice A est dite orthogonale si A=t = A,
- Soit M,, l'anneau des matrices carrées n X n dans R. Une matrice A € M,, est dite semi-définie
positive st :

Ve e R": 2TAxz > 0.

elle est dite définie positive si :
Vo e R": 2TAzx > 0.
Indépendance linéaire

Soit v, 0@ .. v® un ensemble de vecteurs dans R”. On dit que cet ensemble est linéairement

indépendants si :

OKlU(l) + O[2U(2) + _|_ akv(k) g 0 :> O{l = 062 = ... = Oék — O

Produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs x et y de R” est :

gy =Yz

Normes vectorielles

Une norme d’un espace vectoriel E est une application ||.|| de E dans R* qui vérifie les propriétés
suivantes :
Vo e E, |jz| > 0.

|z|| =0 < 2 =0.
VAeR, z € B, [Az] = [A]lz]]
Vo,y € B, |z +yll < [l + [yl

Dans R™ , les trois normes les plus courantes sont la norme infinie, la norme 1 et la norme

euclidienne.
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1.1. Quelques définitions 4

- norme infinie :

[2]loe = max [z;].
1<i<n

- norme 1 :

lelly =) Jail.

- norme 2 ou norme euclidienne :

lall = Vate = (3 ).

_ t
oux = (xq,...,2,)"
La norme euclidienne est donc définie par le produit scalaire x'y.
Normes matricielles

Soit ||.|| une norme quelconque sur R™ , on appelle norme matricielle subordonnée de la matrice

carrée A d’ordre n

A
1A= max ATl jAg
zeR 2|20 ||z]|  weRrn,|al=1
Orthogonalité dans R"
rly =2y = 0.

Théoréme 1.1.5 Toute matrice symétrique a des valeurs propres réelles et des vecteurs propres

réels. Elle est diagonalisable. De plus, les vecteurs propres forment une base orthonormeée.

Théoréme 1.1.6 Si A est une matrice définie positive d’ordre n, alors :
1. A est non singuliére ; i.e, A= emiste.

2. Ay >0 pouri=1,....n.

Théoréme 1.1.7 Si A est une matrice symétrique et D est une matrice diagonale contenant les

valeurs propres de A ; alors il existe une matrice orthogonale Q telle que D = Q7 1AQ = Q'AQ

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



1.1. Quelques définitions 5

1.1.3 Différentiabilité

On se place dans R™ |, n < oo, considéré comme un espace vectoriel normé muni de la norme
euclidienne notée ||.|| . Soit © un ouvert de R".
Gradient

¢On note par

@I = (e 2 @)

le gradient de f au point x = (z1, .., x,).

eOn dit que x* est un point stationnaire de f si V f(x*) = 0.

Définition 1.1.8 Soit f : R" — R . y = f(x) définit une surface dans R"!.
f(z) =1, avec r constant, définissent des courbes de niveau ou des contours de cette surface.

Un contour de niveau r est l’'ensemble des points R(r) = {z/f(z) =r}.

Propriété 1.1.1 Soit f : R* — R et Vf son gradient, R le contour, alors le gradient V f est

orthogonal au contour.

Démonstration :
Soit le contour R de niveau f(zy) passant par zo: R = {z/f(x) = f(z0)}.
Soit une courbure dans R paramétrée par v(t) : R — R avec v(tg) = z¢ et v(t) = = € R.

La tangente a cette courbe en x( est de direction :

dv
dt/t:to ’

Nous avons :
f(o(t)) = f(v(to)) = f(zo)

d
= af(v(t))/mto =0
af dU1 8f dvn

< 8—1,1(?)(750))%/@%0 +... + . (U(tO))E/mto =0

dv
~ VTf(l'Q)%/t:to =0.

Ce qui veut dire que V f(xzg) est orthogonal & R en x, V.

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



1.1. Quelques définitions 6

Hessien

eOn appelle Hessien de f la matrice symétrique de M, (R)

O f

Hx) = V(1)) = /(@) = (g ), i =1,

,n, j=1,...,n.

Fonction convexe différentiable

Soit C C R™ un sous ensemble non vide.f : R" — R et ¥ € C,f est dite différentiable au point

7 ; s'll existe un vecteur T V f(Z) € R et une fonction o : R™ — R telle que :
f@)=f@) + V(-7 + |z - Flla@, > —7),

ot o(T,x —T) =,z 0.

Fonction convexe deux foix différentiable

Soit C C R™ un sous ensemble non vide.f : R® — R et T € C, f est dite deux foix différentiable
au point T; s'il existe un vecteur T Vf(Z) € R" et une matrice symétrique H(Z) d’ordre (n,n)

appellée matrice hessienne, et une fonction o : R” — R telle que :
1
Vi€ C: f(r) = f@) + VI (e~ T) + o~ B H@ @ - 7) + |2~ Fal@ 2 - 7),

ol a(Z,x —T) =4z 0.

Dérivée directionnelle

Définition 1.1.9 On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point x, notée

df(x,d), la limite (éventuellement co) du rapport :

f(z + hd) — [f(x)

lorsque h tend vers 0.

h
Autrement dit : i
5f(z,d) = lim flw+hd) = flw) _ VT f(z)d.
h—0 h
e Si||d|| =1 :la dérivée directionnelle est le taux d’accroissement de f dans la direction d

au point .

Remarque 1.1.1 e Le taux d’accroissement est maximal dans la direction du gradient.

e Le gradient indique la direction de la plus grande pente.

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



1.2. Les problémes de minimisation sans contraintes 7

Direction de descente

Soit f:R" - R Z € R" | d un vecteur non nul de R” est dit une direction de descente au point

T si et seulement s’il existe un réel § > 0 tel que pour tout « dans I'intervalle |0, [, on a :
f(@+ad) < f(T).
Donnons maintenant une condition suffisante pour que d soit une direction de descente.
Théoréme 1.1.10 Soit f : R" — R, difféerentiable au point T € R™ et d € R™ telle que :
VTf(@)d <0,
Alors d est une direction de descente en 7.

Remarque 1.1.2 L’ensemble des directions de descente de f en x,
{deR": VT f(x).d <0},

Forme un demi-espace ouvert de R™.

1.2 Les problémes de minimisation sans contraintes
Soit f: R™ — R.On appelle probléme de minimisation sans contraintes le probléme suivant :
Minimiser{f(x) : x € R"}. (P)

L’étude de ces problémes est importante pour des raisons diverses. Beaucoup de problémes
d’optimisation avec contraintes sont transformés en des suites de problémes d’optimisation sans
contraintes (multiplicateur de Lagrange, méthodes des penalités, ...). L’étude des problémes d’op-
timisation sans contraintes trouve aussi des applications dans la résoulution des systémes non
linéaires.

Les méthodes numériques de résolution de divers problémes de minimisation sans contraintes ont
pris ces derniéres années un bel essor si bien que la bibliographie correspondante contient des
centaines d’ouvrages et d’articles. Cet intérét n’est nullement fortuit, il refléte le role de premier
plan que les problémes d’optimisation jouent dans les applications.

La construction d’algorithmes consacrés a la recherche efficace de minimum d’une fonction sans

contraintes est un probléme complexe, car il ne suffit pas d’élaborer un algorithme il faut montrer
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1.2. Les problémes de minimisation sans contraintes 8

de plus qu’il emporte sur ceux connus.

On compare des algorithmes en se basant sur des plusieurs critéres, par exemple, la précision du
résultat, le nombre d’évalutions fonctionnelles et celui d’évaluations du gradient, la vitesse de la
convergence, le temps de calcul, 'occupation de la mémoire nécessaire, ....

Méme en se fixant des critéres de comparaison, on ne peut pas classer les algorithmes ni en in-
diquant lequel est le meilleur ou le pire. Le fait est qu’on obtient les estimations de l'un des
criteéres précédents pour des classes des problémes, et un algorithme mauvais pour une vaste classe
peut s’averer efficace pour une autre, plus restreinte. L’utilisateur doit posseder tout un arsenal
d’algorithmes pour étre en mesure de faire face a chaque probléme posé.

Résultats d’existence et d’unicité

L’existence et l'unicité de la solution du probléme (P) résultent en général de propriétes de

convexité de la fonction f et de I'ensemble C sur lequel elle est définie. En effet :

Théoréme 1.2.1 Soit f : C C R* — R wune fonction strictement convexe et C un ensemble

conveze. Le minimum de f sur C; existe et est unique.

1.2.1 Conditions d’optimalité des problémes d’optimisation sans contraintes

Définition 1.2.2 Considérons le probléme de minimisation sans contraintes (P) .

a) x* € R™ s’appelle minimum global du probleme (P) si :
f(z*) < f(x),Vx € R™. (1.1)
b) x* est un minimum local de (P) s’il existe un voisinage V.(z*) de x* tel que :
f(z") < f(x),Vo € V (z"). (1.2)
c) x* est un minimum strict de (P) s’il existe un voisinage V.(z*) de x* tel que :
f(z") < f(x),Vo € Vo(z) et © # x". (1.3)

Conditions nécessaires d’optimalité

Condition nécessaire d’optimalité d’ordre 1 :

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



1.2. Les problémes de minimisation sans contraintes 9

Théoréme 1.2.3 Soit f : R" — R telle que f soit différentiable au point T € R". Soit d € R™ telle
que Vf(T)'d < 0. Alors il existe § > 0 tel que f(T + ad) < f(T) pour tout a €]0,0d].

La direction d s’appelle dans ce cas direction de descente.

Preuve.

Comme f est différentiable en T alors :
f@+ad) = f(T) + aVf(@)'d+ al|d|\7; ad),

ot A(T; ad) — 0 pour a — 0. Ceci implique :

f(@+ad) - f(T)

= Vf(@)'d+ AT ad) , a#0,

et comme V f(Z)'d < 0 et A\(T; ad) — 0 pour o — 0 il existe 6 > 0 tel que :
Vf(@)'d + ||d||\N7T; ad) <0 ,Va €]0,6],

et par conséquent on obtient :

[T+ ad) < f(T) ,Ya €]0,0].

Corollaire 1.2.1 Soit f : R™ — R différentiable en T, si T est un minimum local alors V f(Z) = 0.

Preuve.

Par contre, on suppose que Vf(Z) # 0 . Si on pose d = —V f(T) , on obtient :
Vi@td= Vi@ <o,
et par le théoréme précédent, il existe § > 0 tel que :
f(@+ad) < f(Z) ,Va €]0,4].

mais ceci est contradictoire avec le fait que T est unminimum local, d’ou Vf(Z) = 0.

Condition nécessaire d’optimalité d’ordre 2 :

Théoréme 1.2.4 Soit f : R" — R deux fois différentiable en T. Supposons que T soit minmum
local. Alors V f(T) =0 et H(T) est semi définie positive.

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



1.2. Les problémes de minimisation sans contraintes 10

Conditions suffisantes d’optimalité

Cas non convexe

Théoréme 1.2.5 Soit f : R" — R deux fois différentiable en T. Si V f(T) = 0 et H(Z) est définie

positive, alors T est un minmum local strict.

Preuve.
f est deux fois différentiable au point . Alors Vx € R™ , on obtient :
1
f(@) = @) + V@) (@ =7) + 5@ =) H@)(x = 7) + ||z = 7A@ 2 =) (1)
oNT;x —T) — 0 pour x — T.

Supposons que T n’est pas un minimum local strict. Donc il existe une suite x; convergente vers

T telle que :
fla) < f(Z), 2 # 7, VE.
Posons dy, = (2, — T)/||xx — T||. Donc ||di|| = 1 et on obtient & partir de (1) :

flap) = f@) 1

R |

A H(T)d, + NT; 2, — T) < 0,VE , (%)

et comme ||dg|| = 1,Vk alors 3{dy }ken,cn telle que dy — d pour k — oo et k € Ny.
Alors () donne : d'H(Z)d < 0, ce qui conterdit le fait que H(T) est définie positive car ||d|| = 1

(donc d # 0). Donc Z est un minimum local strict.

Cas convexe

Théoréme 1.2.6 Soit f : R* — R telle que f est convexe et différentiable. Alors x* est un

minimum global de f si et seulement si V f(x*) = 0.

Théoréme 1.2.7 Soit f : R" — R telle que f est pseudo conveze. Soit z* € R™ tel que V f(z*) = 0.

, alors * est un minimum global de f.

Remarque 1.2.1 Les théorémes (1.2.6) et (1.2.7) demeurent vrais si on remplace R™ par un ouvert

S de R".

Remarque 1.2.2 Dans le cas ot f est convexe, alors tout minimum local est aussi global. De plus
si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais aussi

unique .
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1.2.2 Les algorithmes des problémes de minimisation sans contraintes
Aspect général des algorithmes

Pour construire des algorithmes de minimisation sans contraintes on fait appel a des procesuss
itératifs du type :

Tky1 = Tk + Oékdk, (14)

ou d; détermine la direction de déplacement a partir du point xj et «y, est un facteur numérique
dont le grandeur donne la longueur du pas dans la direction dj.
Le type d’algorithme permettant de résoudre le probléme (P ) sera déterminé dés qu’on définit les
procédes de construction du vecteur dj et de calcul de oy & chaque itération.
La facon avec laquelle on construit les vecteurs dj. et les scalaires «y détermine directement les
propriétés du procesuss et spécialement en ce qui concerne la convergence de la suite {zz} , la
vitesse de la convergence,....
Pour s’approcher de la solution optimale du probléme (P) (dans le cas général, c¢’est un point en
lequel ont lieu peut étre avec une certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité de f),on

se déplace naturellement & partir du point x; dans la direction de la décroissance de la fonction f.

Fonctions multivoques et algorithmes

Une application multivoque est une application A qui & x € R”™ fait correspondre un sous
ensemble A(x) de R™.
Etant donné un point zj. En appliquant les instructions d’un certain algorithme, on obtient un
nouveau point xj1. Cette procédure peut étre décrite par une application multivoque A applée
application algorithmique. Donc étant donné un point z; € R", 'application algorithmique génére
une suite zq, xg, ....., ot xx11 € R™ pour tout k.

La notion d’application algorithmique fermé est directement liée a la convergence des algorithmes.

Définition 1.2.8 Soient X et Y deux sous ensembles fermés non vides de R™ et R™ respectivement

et A : X =Y une application multivoque. A est dite fermée au point v € R" si

rr € X, X = X
Uk €Y, U — Y

}implique que y € A(x). (1.5)

Donnons un théoreme de convergence qui utilise les fonctions multivoques et qui nous sera utile

par la suite. Avant cela, notons qu’a cause de la non convexité, de la taille du probléeme et d’autres
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difficultés, on peut arréter le procesuss itératif si on trouve un point appartient a un ensemble spé-

cifique qu’on appelle ensemble des solutions 2.

Voici ci-dessous quelques exemples typiques de cet ensemble.
Q= {a*: Vf(z*) = 0}.
Q = {a* : x* est une solution optimale locale du probléeme (P)}.
Q={a*: f(a*) <v*+e} oue > 0 est une tolérance définie a l'avance et v* est la valeur minimale

de la fonction objective.

Nous dirons que 'application algorithmique A : X — X converge dans Y C X si commencant
par n’importe quel point initial x1 € Y, la limite de toute sous suite convergente, extraite de la

suite x1, xa, .....,qénérée par l’algorithme, appartient a €.

Théoréme 1.2.9 Soient X un ensemble non vide férmé dans R™ et Q2 C X un ensemble des solu-
tions non vide. Soit o : R™ — R une fonction continue, on considére que l’application algorithmique
C : X — X wvérifie la proprieté suivante : " étant donné x € X alors a(y) < a(x) poury € C(zx)”.
Soit B : X — X une application algorithmique férmée sur le complémentaire de €2 qui vérifie :
a(y) < a(x) poury € B(z) et x # Q. Maintenant considérons ’application algorithmique composé
A = CB. Soit x1 € X, la suite x), est générée comme suit :

Si xp, € Q, stop; sinon poser xpi1 € A(xy), remplacer k par (k + 1) et répéter. Supposons que
A=zeX a(r) <alr) est compact. Alors, ou bien l'algorithme s’arréte a un nombre fini d’ité-

rations par un point € €2, ou tous les points d’accumulation de xy appartenants a 2.

1.2.3 Convergence globale des algorithmes

Définition 1.2.10 Nous dirons qu’un algorithme décrit par une application multivoque A, est
globalement convergent (ou encore : posséde la propriété de convergence globale) si, quel que soit
le point de départ x1 choisi, la suite xy engendrée par xy,1 € A(xy) (ou une sous suite) converge

vers un point satisfaisant les conditions nécessaires d’optimalité.

Modes et vitesse de convergence

-La convergence globale d'un algorithme ayant été établie, nous nous intéressons maintenant
a I’évaluation de son efficacité D’un point de vue pratique, l'efficacité d’un algorithme dépend du

nombre d’itérations nécessaires pour obtenir une approximation & e prés (e fixé a I'avance) de
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I'optimum x*.

-Si 'on compare entre eux plusieurs algorithmes, et si ’'on admet que le temps de calcul par itéra-
tion est sensiblement le méme pour tous, le meilleur est celui qui nécessitera le plus petit nombre
d’itérations. -Malheureusement, il se révéle impossible de dégager des conclusions générales de ce
genre de comparaison.

-Suivant le point de départ choisi, la nature de la fonction & optimiser, la valeur de la tolérance
choisie, la hiérarchie des algorithmes peut varier considérablement.

-Si 'on veut dégager un critére ayant une certaine valeur d’absolu, il faut par conséquent recourir
a un autre type d’analyse : c’est l'objet de 1’étude de la convergence asymptotique c’est-a-dire du
comportement de la suite x; au voisinage du point limite x*.

-Ceci conduit & attribuer a chaque algorithme un indice d’efficacité appelé sa vitesse de conver-
gence.

Nous introduisons ici les principales définitions de base qui seront abondamment utilisées par la
suite.

-Plagons nous dans R" | ou ||.|| désigne la norme euclidienne et considérons une suite xj conver-

geant vers z*.

e e (1.6)

- Silimsup =

On dit que la convergence est linéaire et A est le taux de convergence associé.

|1 — 2|

: Si| — — Oquandk — oo. (1.7)
(B

on dit que la convergence est superlinéaire.

Plus précisément si dp > 1 tel que :

x
hgl_igp ok — 277 < +00. (1.8)
on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.
En particulier si :
lim sup v = 2] < +00. (1.9)

koo ||TE — x|

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2).
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1.3 Meéthodes du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre les problémes d’optimisation
non linéaires sans contraintes spécialement les problémes de grandes tailles. On 1'utilise aussi pour
résoudre les grands systémes linéaires.

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont or-
thogonaux entre eux .
L’idée initiale était de trouver une suite de directions de descente permettant de résoudre le pro-

bléme (p).

1.3.1 Description de la méthode

On s’intéresse dans suite a la minimisation d’une fonction f : R"™ — R
min{ f(z);x € R"} (1.10)
Les méthodes du gradient conjugué générent des suites { }r—01.2.. de la forme suivante :
Tpr1 = T + ogdy (1.11)
Le pas a; € R étant déterminé par une recherche linéaire tel que :
ar =min f(zp +ady) , a>0 (1.12)

la direction dj, est définie par la formule de récurrence suivante (8 € R)

- i k=1
A =4 9 o (1.13)
— gk + Brdi—1 si k> 2.

Différentes formules de ;.4

¢ Formule de Hestenes-Stiefel Cette méthode été découverte en 1952 par Hestenes et

Stiefels

T
S _ k+1Yk (
= , 1.14)
ot d};fyk
ol Yr = k1 — G-

{Formule de Fletcher-Reeves Cette méthode été découverte en 1964 par Fletcher et Reeves ,

S PATE
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{$Formule de Polak-Ribiére-Polyak Cette méthode été découverte en 1969 par Polak, Ri-biére

et Ployak ,

T
PRP _ Yk+1Yk

{Formule de la descente conjuguée Cette méthode été découverte en 1987 par Fletcher |

CD — |’gk+1H2' (117>
k+1 —d;fgk

¢{Formule de Dai-Yuan Cette méthode été découverte en 1999 par Dai et Yuan ,

DY — ||gk+1H2' (118)
k+1 dzyk)

Remarque 1.3.1 Dans le cas quadratique avec recherche linéaire exacte on a vu que :
HS _ gPRP _ qFR __ qCD __ aDY
ki1 = Brrr = Bep1 = B = B
Dans le cas non quadratique, ces quantités ont en général des valeurs différentes.

1.3.2 Algorithme de La méthode du gradient conjugué pour les fonctions

quelconques

Algorithme 1.3.1 (les différentes méthodes du gradient conjugué non linéaire)

Etape0 : (initialisation)
— Soit xg le point de départ, go = V f(x0), poser dy = —go
— Poser k =0 et aller a l’étape 1.
FEtape 1 :
— Sigr =0 : STOP (2" = xy).” Test d’arrét”.
— Si non aller a létape 2.
FEtape 2 :

— Définir xpi 1 = ) + apdy avec :
ag : calculer par la recherche linéaire

dit1 = —Gr+1 + Berrdi
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ol

Bry1 :défini selon la méthode

— Poser k =k +1 et aller a ’étape 1.

1.3.3 la convergence globale de les méthodes du gradient conjugué

Définition 1.3.1 Nous dirons qu’une méthode de gradient conjugué converge globalement si ['une
des deux conditions suivantes est vérifiée :
-a) gk, = 0, pour un certain ko € N.

-b) liminfy o ||gk|| = 0.

Rappelons dans ce qui suit les deux conditions suivantes que toutes les méthodes du gradient

conjugué doivent vérifier (ou au moins I'une d’entre elles) pour prouver les résultats de convergence.

Conditions C1 et C2 (de Lipschitz et de bornetude)

Condition C1 Soit f : R®* — R. On dit que f vérifie la condition C1 si f est contiuement
différentiable dans un voisinage V(I') de I' = {x € R" : f(z) < f(z1) : 1 € R, point initial }
et si V f(x) vérifie la condition de Lipschitz dans V(I') , c’est a dire , il existe une constante L > 0

telle que :
IVf(z) =Vl < Lz =yl : Y,y € V().

Condition C2 L’ensemble I' = {x € R" : f(z) < f(x1)} est borné, i.e., il existe une constante

B < oo telle que :
|z|| < B: Vz eT.

Théoréme de Zoutendijk

L’outil de base utilisé par les différentes variantes du gradient conjugué avec une recherche

linéaire inexacte est le théoréme suivant du a Zoutendijk.
Théoréme 1.3.2 Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite xy, de la forme :

Tpt1 = Tp + apdy,
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dj, étant une direction de descente et oy, est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe. Supposons

aussi que f vérifie la Condition C1. Alors on a :
i (gi di)?
ldz =
k=0 17k
Une autre version du théoréme de Zoutendijk se trouve dans [th suivant|. Ce sera 1'objet du
théoréme suivant :
Théoréme 1.3.3 Considérons une méthode itérative quelconque générant une suite xyde la forme :
Try1 = Tp + Qpdy,

dj étant une direction de descente et oy, est une recherche linéaire inéxacte de Wolfe forte.

Supposons aussi que f vérifie la Condition C1. Alors ou bien :
lim inf ||gx|| = 0,
k—o00

ou
gl _

Z:: e

Utilisation du théoréme de Zoutendijk pour démontrer la convergence globale

Ona: ), edel o est équivalente & Y oo cos?(0;)]|gk|* < oo,  ou b est Pangle que

ldkl®
fait dy, avec —gy.

Il est évident de voir que si :

cos(fy) >0>0 , VkeN,

alors on a :

Jim lgy[| = 0.

Dans les différentes méthodes du gradient conjugué on n’arrive pas a démontrer le résultat

précédent i.e. limy o ||gx|| = 0, mais seulement :
lim inf ||gx|| = 0.
k—o0

Cette condition implique qu’il existe une sous suite de ||gx|| qui tend vers zéro.
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Conditions suffisantes associés au théoréme de Zoutendijk pour démontrer la relation

liminfy_,o || gx|| = 0.

Pour démontrer liminfy_, ||gx|| = 0 on associe au théoréme de Zoutendijk les 2 hypothéses
suivantes :
Hypothésel

La descente suffisante est assurée, i.e., il existe une constante ¢ indépendante de k telle que :

gr di < —cllgel®

Hypothése2

Il existe une constante (3 telle que :
ld]|* < Bk

On a donc
relation de Zoutendijk

Hypothésel = {lign inf || gx|| = 0}.
—00
Hypothése2

Remarque 1.3.2 :
-La condition Hypothése 1 est plus forte que la descente.En effet :

ged < —llgell* = gidi < 0.
-La condition Hypotheése 1 n’est pas nécessaire pour avoir :
liminf ||gx|| = 0. (1.19)
k—o0
Dai-Yuan ont montré la convergence globale seulement avec la condition de descente :

-D’autre part la condition Hypotheésel,(i.e.gi di, < —c||gr]|?) nest pas suffisante toute seule,

pour avoir la convergence globale.
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Chapitre
Optimisation avec contrainte convexe

Soit C un ensemble convexe fermé non vide de R", et ' : R® — R" est une fonction continue
et monotone.

Autrement dit, Vz,y € R™, nous avons :
(F(z) = F(y))" (x —y) 2 0. (2.1)
Nous considérons les équations avec contraintes convexes suivantes, notées CCE(F, C) :
F(x*)=0 ,z"eC. (2.2)

Dans ce chapitre on va essayer de présenter quelques des méthodes pour la minimisation des
fonctions avec contraintes convexes. ,Nous allons introduire quelques préliminaires et méthodes
traditionelles pour résoudre (CCE). On terminera ce chapitre par la nouvelle méthode et prouver

sa convergence globale.

2.1 Préliminaires

Rappellons d’abord les résultats fondamentals suivant :

2.1.1 Projection sur un convexe fermé

Théoréme 2.1.1 Soient C € R™ un ensemble convexe fermé non-vide , v € R™. Alors il existe un

unique élément P, € C [on peut le noter pour plus de précision par Pc(z)], tel que :

_P :‘f — = i - .
lz = Po(@)]| = inf |z —y|| = min [z —y|

19
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Ou bien :
Po(a) = argmin{[lz — yll,y € C}. (2.3)

L’élément Pc(z) € C s’appelle la projection de x sur C en R™. En plus on a :

a) Lélément Pc(z) € C satisfait aussi :

(x — Pe(x),y — Po(z)) <0, Yy € C. (2.4)

b) Siz € C est tel que :
(x —z,y—2) <0, Yy eC. (2.5)

alors :z = Pao(x) (donc z = Po(x) est l'unique élément de C satisfaisant (2.5)).

c) Ona:
|Pc(z1) — Po(zo)|| < ||oy — 22| , Vg, 20 € R™ (2.6)

(la fonction Pe n’augmente pas les distances). Ceci implique que P est une fonction lipschit-

zienne, donc continue.

d) On a :
x=Pc(x), sietseulementsi z € C. (2.7)

e) Si C est le sous-espace affine de R™ donné par C = a + Cy avec a € R™ et Cq un sous-espace

vectoriel de R™ alors l'inégalité (a) devient l’égalité :
(x — Pe(z),y) =0, VaeC. (2.8)
(c’est a dire v — Po(x)LCy).

Idée de la preuve :

Tout revient & minimiser sur C, la fonction g : R®™ — R définie par :
2
9() = lly — ="
Montrons d’abord que g est une fonction elliptique. Pour cela, On peut écrire :

9(y) =z —y,x —y) = (v,y) — 2(y, ) + (z, 7).
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ce qui donne :
Vyly) = 2y — 2z,
V2g(y) = 21, (donc constante indpendente de y).

Comme 21, est une matrice symmeétrique et définie positive (matrice SDP), alors g est elliptique.
Comme C est fermé convexe alors il existe un unique élément P, = P¢(z) € C, tel que

g(Pc(z)) < g(y),Vy € C c’est a dire :
|z =Pe(o)] <z -yl , vy € C.
ce qui donne le résultat principal du théoréme. Nous avons aussi :
(Vg(Pc()),y — Pe(z)) 20, Yy € C,
ce qui nous donne facilement :
(x — Pc(x),y — Po(z)) <0, Vy € C.

Ce qui prove a).
-La partie b) est une conséquence de ellipticité et de I'unicité.

D’autre part, soient x1, x5 € R™. On a alors :
(x1 — Pxy,y — Pzy) <0, Yy € C,

(x9 — Pro,y — Pxy) <0, Yy € C.

En prennant y = Pxy dans la premiére inégalité et y = Px; dans la deuxiéme et en faisantla
somme, on trouve :
<Pl’2 — PIl,fL'l - P{L'l + Pl’2> S O,

ce qui donne :
HPiL‘Q — P.ﬁElHQ S <PIE2 — PiL‘l,.CIZ'Q — IE1> S HP.’L‘Q — Pl’lHH.’EQ — iL'lH

(on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz).
- Ceci nous donne c¢) par simplification.
-La partie d) est évidente.

-Pour la partie e), soient Cy un sous-espace vectoriel de R,, , a € R, , C =a+ Cy et h € Cy
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arbitraire et fixé. On va prendre en (1) : y = Px+ h qui est un élément de C car Pz € C et h € C,.
Ceci donne :
+(zx — Pz, h) <0,

d’ott on déduit :
(x —Px,h) =0.

ce qui finit la preuve.

2.1.2 Meéthode de gradient projeté

Revenons au probléme de minimisation suivant :
{min f(x),z € R", sous la contrainte: x € C} (2.9)

On supposera dans la suite que ’ensemble C des contraintes est convexe et fermeé.

Supposons que z* € C tel que :

F(a*) = min f(x) (2.10)
Alors :
(Vf(z*),x —x")y >0, Vo € C. (2.11)

qui est équivalente pour tout v > 0 a l'inégalité :
a(=Vfx*),z—2*) <0, Vx e C.

Ceci donne :
(" —aVfx")] —a",x —2") <0, Vz e C.

En utilisant le Théoréme de projection cette derniére inégalité est équivalente a I'égalité :
7" = Po(a’ — aVf(a*)).

Alors la solution du probléme de minimisation est un point fixe de ’application g : C — R”

donnée par :
9(x) = Po(z — aV f(z)).
Une idée naturelle pour approcher numériquement ce point fixe est d’utiliser une méthode iterative,

qui consiste a construire une suite x; € C par reccurence :

Tp1 = Po(ar — 'V f(zi)) , k€N,
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Avec o > 0 donné. Il est aussi possible de faire varier o a chaque pas.

Donc l'algorithme général sera dans ce cas :

{ Tpy1 = PC<CUI<; - Oszf(l’k)) , ke N (2.12)

T donné € C.

avec ay > 0 données. C’est la méthode de gradient avec projection & pas variable.

On l'appelle méthode de gradient avec projection a pas fixe si a4, est indépendent de k.

2.1.3 Agorithme de gradient projeté et leur convergence

Algorithme 2.1.1 (Méthode de gradient projeté)

Etape0 : (initialisation)
— Soit xg le point de départ, Pc un opérateur de projection sur C
— Poser k=0 et aller a l’étape 1.
FEtape 1 :
— SiVf(zg) =0 :STOP (x* = xy).” Test d’arrét’
— Si non aller a ’étape 2.
FEtape 2 :
— Définir x4 = Pco(zk) avec :

R = T — ()éka(.Ik)
a: est le pas calculé par la méthode de gradient choisie

— Poser k =k +1 et aller a l’étape 1.

Théoréme 2.1.2 Soient C € R™ un ensemble fermé convexe et non wvide ,et f : R® — R une
fonction telle que V f est lipschitzienne.

(Donc il existe M > 0 et ¢ > 0 tels que Vx,y € R" on a :

(Vf() = VIy),z—y) =clz -yl

et
IVf(z) =Vl < Mz —yl).
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Supposons qu’il existe des nombres réels a; et ay satisfaisant :

2c
0<CL1§CL2<W,

tels que :

Alors la méthode (2.12) converge.
(c’est a dire, il existe C >0 et 5 € [0,1] tels que |zx — 2*|| < CPr, Vk € N)

Preuve.

Par définition nous avons :
Tr1 = Polzr, — apV f(zy))
et aussi
¥ =Po(x* — .V f(z7)).
En faisant la différence et en utilisant la Partie ¢) du (Théoréme de projection), on déduit :
[2r1 — 27| < lJog — 27 — an[V f(zr) = V()]
c’est a dire :
her = 2* < llwn — 2|1 + oG [V (@) = V(@) = 20wy, — 2%, Vf(zr) = Vf(2)).
En utilisant les hypothéses sur f on déduit :

|xgs1 — 31:*“2 < (1 = 2cay + MQai)Hmk — x*H2

Remarque 2.1.1 Cette méthode est applicable uniquement si on peut calculer facilement la pro-

jection Pg.

2.2  Quelles que méthodes traditionnel pour résoudre CCE(F, C)

2.2.1 Meéthode de gradient conjugué descente (CGD)

Dans cette section, nous allons étendre la méthode du gradient conjugué descente avec [
définie par :

1 ||3/k—1H2
L Ny N | i | Y 2.13
F (dk—1,yk—1><yk ! g 1<dk—1,ykz—1> k) (2.13)
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Avec yr_1 = g — Gr—1.

Pour résoudre CCE(F, C) .Nous énongons les étapes suivantes :

Algorithme 2.2.1 (Méthode de CGD)

Etape0 : (initialisation)
— Soient xg € C le point de départ, les parametre 0 < p < 1,8, > 0,0 <o < 1.
— Poser k =0 et aller a l’étape 1.

FEtape 1 :
— Si F(zg) =0 : STOP, si non aller a ’étape 2.
FEtape 2 :
— Définir dy, par :
—F k=10
—F(l’k) + ﬁdk_l, st k Z 1.
Avec :
n = max{0, 37},
1 gk
HZ
=————(Yp1 —2dp 11—, F(x 2.15
g (dk—1,Yr—1) (G- i1, g (zs)) (2.15)
Tels que :
i = F@pi1) — F(xr) + Ao || F (i) || di
- F(ap) — Flaw), andy)
M =14+ F(x 1max{07—< ’
o= 1+ | F@)| AL
ag = Brp™*
Avec my, étant Le plus petit entier non négatif m tel que :

— Sidy, =0 : STOP, si non aller a l’étape 3.
FEtape 3 :

— Trouvez le point d’essai z, = xp, + aydy,

— Si F(z) =0 : STOP, Si non aller a 'étape 4.
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FEtape 4 :
— Définir xj1 par

Tpy1 = Pelwy — §F'(21)], (2.17)

Awvec :
6 = (FGr).a— )
‘ IF (z1)]2

— Poser k =k +1 et aller a l’étape 1.

(2.18)

Remarque 2.2.1 Soit {d} la direction générée par (2.14), supposons que (yy_1,dr_1) # 0, pour
tout k > 1, il obtient : -
(Fi, dys) < _§”FkH2- (2.19)

2.2.2 La convergence globale de (CGD)

Dans ce suit supposons que F' vérifie la condition de Lipschitz dans C.

Lemme 2.2.1 La recherche de linéaire est bien définie. C’est-a-dire, pour tout k > 0,il existe un

nombre positif oy qui satisfait (2.16).

Lemme 2.2.2 Supposons que F(.) soit monotone et continue sur R,,,soit {x;} une générées par

I’Algorithme (2.2.1), alors il existe M > 0, tel que :
| F(zg)]] < M. (2.20)

Preuve.
Soit T € C solution de (2.2),0n obtient :

lzx41 = 7|* = [[Pelor — & F ()] — 7)1
< Jlow — & F(z) — 7
= llax — T|* — 26(F (z1), x — T) + Gl F (2|7
< |log — T(* — 26(F (28), 21 — 21) + ENF (20) [

(F(2k), x — 21)°
| F (2|2

(2.21)

= |z —|I* -
< e — ="
Alors ||z — Z|| < ||zo — || , Yk donc :

[E o)l = 1F () = F@)| < Lllzo — 7.
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On prend :M = L||xy — T||.

Lemme 2.2.3 Supposons que F(.) soit monotone et continue sur R"™ | et soit {zy} et {z} les

suites générées par I’Algorithme (2.2.1), alors {xy} et {z} sont bornées,

lim ||z — 2| = 0.
k—00
En particulie :
k—o0

Théoréme 2.2.1 Supposons que les conditions dans Lemme (2.2.3) restent. Alors la suite {xy}

générée par Algorithme (2.2.1) vérifié :
liminf || Fy| = 0. (2.23)
k—o0

Preuve. (voir [8])

2.2.3 Meéthode de gradient conjugué auto-adaptatif a trois termes (TTGD)

Dans cette section, nous allons étendre la méthode du gradient conjugué auto-adaptatif a trois

termes avec [ définie par :
HS ggyk—l ( )
= . 2.24
k dg_ﬂyk—l
Avec yr—1 = gr — Gr-1-
Pour résoudre CCE(F, C) .Nous énongons les étapes suivantes.

Algorithme 2.2.2 (Méthode de TTGD)

Etape0 : (initialisation)
— Soient xy € C le point de départ, les parametre) < p < 1,0 <v<2,0< 0 <, 7>0,n7>0.
— Poser k =0 et aller a l’étape 1.
FEtape 1 :
— Si||F(z)|| =0 : STOP, si non aller a l’étape 2.
FEtape 2 :
— Sik=0 ousl yp1 <0ol|F(xr_1)||"sE_ sp_1 ou st yn1 > 8| F(zr_1)||"sE_sp1
Définir dy, par :
dp = —F(xy). (2.25)
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— Sinon
dy = —F (1) + B dy—1 — Opyr—1, (2.26)
Avee s Fle) Ty F(ay)"dyy
BT df_lyk_l O = d{_lyk_l (2'27>
Sk—1 = 2k-1 — Th—1, Y1 = F(zp—1) — F(x1-1). (2.28)
— Sidy =0 : STOP, Si non aller a ’étape 3.
FEtape 3 :

— Trouvez le point d’essai zp = ) + apdy avec ap = p™* avec my, étant Le plus petit entier
non négatif m tel que :

— Si F(zx) =0 : STOP, Si non aller a l’étape 4.
FEtape 4 :

— Définir vy par :

Tr1 = Pelrr — v§eF (21)], (2.30)
avec : (Pz0) >
2k), T — 2k
&k = (2.31)
1 (z1) |2
— Poser k =k +1 et aller a ’étape 1.
Remarque 2.2.2 (2.25) et (2.26) implique que : F(zy)"dy, = —||F(zy)||?. Par Uinégalité de Cauchy-
Schwarz, nous avons :
[E (@)l < [l ]l- (2.32)
D’autre part, de (2.26), nous avons :
il < 1F @)l + 182l di—1 ]| + 105l llyn—1l
Fag) ye F(ag)"dy
= [Pl + | —7———ld(@u)l| + [—7——lly(zx)ll (2.33)
k—1Yk—1 h—1Yk—1
< 3P ().
Combinant (2.32) et (2.33), nous avons :
[F (@)l < lldill < 3] F (). (2.34)
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2.2.4 La convergence globale de (TTGD)

Lemme 2.2.4 Supposons que F(.) est monotone et continue sur R", et soit {xy} et {zx} les suites

générées par I’Algorithme (2.2.2), Ensuite nous avons :

|F ()”

@l (239

ar > pmin{l,

Preuve.

Si ay, # p,nous avons £ ne satisfait pas (2.29) c’est :

a a

—F(wy, + —di)" < n—|di|%.

p p
En combinant ceci avec (2.30), nous avons
IF (zi)* = —F ()" d
a a
(73 (075
< L—|lde]l* + n—"I|dl|*
p p

_L+77

ovlldi I,

Ou l'inégalité tient puisque F(.) est une fonction continue (Lipschitz).implique :

IF ()]
oL > p————.
EE P T )] dgl2

Cela compléte la preuve.

Lemme 2.2.5 Supposons que F(.) est monotone et continue sur R™ | et soit {x} et {z} les

suites générées par ’Algorithme (2.2.2). Ensuite nous avons :

n?)|ze — we)*

[k = 2l* < o — 27| = 9(2 =)
[1E ()2

Ou x* € C, et la suite {xy} et {z} sont bornées.c-a-d :
lim ||z — 2| = 0.
k—o0

Théoréme 2.2.2 Supposons que F(.) est monotone et continue. Alors la suite {xy} générée par
Algorithme (2.2.2)vérifié :
lim inf || Fy|| = 0. (2.36)
k—ro0

Preuve.(voir [15])
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2.3 Nouveau méthode de projection par gradient conjugué
hybride

Dans cette section, nous proposons une nouvelle méthode pour (2.2), Cette méthode est consi-
déré comme un combinaison de la méthode du gradient conjugué et Le célébre hyperplan méthode

de projection.

2.3.1 Algorithme de projection par gradient conjugué hybride

Dans cette section, nous allons étendre la méthode du gradient conjugué avec [3;, définie par :

gy — lgll* — max{0, % ol g1} (2.37)
© max{p||di |[llgell dFy (95 — gx-1)} '

Pour résoudre CCE(F, C) .Nous énongons les étapes de la nouvelle méthode comme suit :

Algorithme 2.3.1 (Méthode de projection par gradient conjugué hybride)

Etape0 : (initialisation)
— Soient xg € C le point de départ, les parametre 0 < p < 1,u>1,0<~v < 2,0 > 0.
— poser By =1 est 0 < PBuin < Bmax-
— Poser k=0 et aller a l’étape 1.
FEtape 1 :
— St F(x,) =0 : STOP.
— Si non aller a ’étape 2.
FEtape 2 :
— Définir dy, par
i — { —F(zy), si k=0, (2.38)
—F(xy) + BN dyor, sik > 1.
avec :
v IE@OI = max{0, el Pl F(ay 1)) -
T (e TE G 42 () — Far)) 239
— Sid,=0:STOP .

— Si non aller a létape 3.
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FEtape 3 :
— Trouvez le point d’essai zr, = xy + aygdy,avec ay, = Bpp™ avec my, étant Le plus petit entier

non négatif m tel que :

— (F(xy + ardy), dy,) > ooy||di? (2.40)
— Si F(z) =0 :STOP.
— St non aller a ’étape 4.
FEtape 4 :
— Définir vy par
Tr1 = Peloy — v6 F (21)]- (2.41)

avec : (F(o). 2 — )
£ ()2

— Choisissez une longueur d’étape initiale Byyq telle que Bri1 € [Bmin, Bmax) -

— Poser k =k +1 et aller a ’étape 1.

&k = (2.42)

Remarque 2.3.1 Evidemment,la direction de recherche dj, définie par (2.38) et le parameétre BNN
Définies par (2.39) sont similaires a celles de (2.37) et (2.38), respectivement. Par conséquent,

Ualgorithme (2.3.1) peut étre considéré comme une méthode hybride de les méthodes HS et DY.

Remarque 2.3.2 le paramétre BN Défini par (2.39) est non négatif. En fait, Cauchy-Schwartz

Linégalité, nous avons :

NN ” (xk)Hz —maX{O ||1‘:l?(zk)!||F($k)TF(xk 1 }

)
© max{pllde A [[F (e, df - (Fax) = F(ax )}
1F (i) [ = max{0, b | F (i) ||| F (1)1}
= max{ulds A [[[|F ()l df_, (F(ax) = Flae1)}

=0.

Lemme 2.3.1 La direction de recherche dy. définie par (2.38) vérifie :
1
Fag) dy < —(1— ;)||F(xk)||2, vk > 0. (2.43)

Preuve.
Pour k = 0.0n a dy = —F(z), et F(x0)Tdy = —||F(x0)||?, qui vérifie (2.43) avec p > 1.

On suppose que (2.43)est satisfaite pour un entier k — 1.
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Maintenant nous commengons & prouver que (2.43) est Satisfait pour k.

i) Si F(xp)"F(xp_1) <0. et dj_; satisfaisant (2.43),0n a ||dg_1|| > 0.

Ainsi, a partir de (2.39), on obtient :

NN _ 1F ()2

£ (k) |1

© o max{plldel|| F(an)], di-

Puis, de (2.38), on peut déduire que :

F(z)"dp < —||F (i) |I* +

< =[P ()| +

L (F () =

1F ()2

F(ar))}

pull e [T F ()|
1F ()2

1 2
—(L= DIE @Il

ii) SiF(xy)TF(zp1) > 0 et iy (F(zx) —

1F (k)

plldialll[F (k)]

= plldi—a ||| F (zx) ||

F(J?k)Tdk_l

F(aga)) = plldelll[F(ze)l] ; puis :

I* -

1P ()
Tt (o) F s

1)

F(i)"de = = || F () I” +

F:L'k
< —[1F()lI* + 1P

dig (F(z

[

k) = F(zr))

F(l’k)Tdk,1

1)

1£(

z)|*

(

(
Tt or (@) F (i
di_y (F'(zx) — F(

< —[1F(@)]” +
pl| F (2

—u—%mmuw?
iii)  Si F(zg) F(zp_1) > 0et di | (F(xy)

F(x
Ple)d, |5 ()]|

IN

—[1F () I* +

)l del]

Tr-1))
[ G ) [l |

[ F(xk_1)l

£ Cep) [l |

— F(aie1)) < plldica || F ()], puis

2 = FED o VT (g

1)

< —[|F()lI* +

P () ] e [

1 ()2

1 pllF (e
=—(1- ;)HF(%)H :

#) [l dr—all

£ Cp) [l |

Par conséquent, pour tout k& > 0, 'équation (2.43) tient toujours.

Lemme 2.3.2 Pour tout k > 0, nous avons :

al[F ()| < lldill < e F (i)l

Ou ¢q, co sont des constantes positives.

1 G ) [l |

(2.44)

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



2.3. Nouveau méthode de projection par gradient conjugué hybride 33

Preuve.

Tout d’abord, & partir de (2.43) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :
1
|l = (1 = p)HF(a:k)ll-

D’autre part, de la définition de dj, nous avons :

1F ()1*
P () [l e [

— - %)IIF(%)II-

ldill < IF @)l + B ldi- ]l < [1F ()| +

| di—1]|

Combiner les deux inégalités ci-dessus avec ¢; =1 — 1/u, co = 14 1/p implique que (2.43)
pour tout k > 0.

Remarque 2.3.3 L’équation (2.44) indique que nous obtenons une solution de CCE(F, C),
st dy, = 0.

Par conséquent, Algorithm (2.3.1) est terminé si dy = 0.

De plus, a partir de (2.40), on obtient dj, = 0 si F(z) = 0.

Ainst, Ualgorithme (2.3.1) est également terminé si F'(zx) = 0.

Lemme 2.3.3 La recherche de linéaire dans (2.40) est bien définie. C’est-a-dire, pour tout k > 0,

il existe un entier non négatif my, satisfaisant (2.40).

Preuve.
(Par contradiction)
Supposons qu’il existe ky > 0 tel que (2.40) non satisfait pour tout entier non négatif m,
c’est-a-dire :
—(F(xhy + Brop"diy ), o) < 0Brop™ ldio ||, ¥m > 1.

En laissant m — oo et en utilisant la continuité de F'(.) donc :
_<F<$ko)?dk0> <0,

En combinant avec la propriété de descente suffisante (2.43), on a F'(zy,) = 0.
Evidemment, & partir des étapes 1 et 3 de 'algorithme (2.3.1), on a F(zy,) # 0 si la recherche
linéaire de (2.40) est Exécuté, ce qui contredit F(xy,) = 0.
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Dans ce qui suit, on suppose que |[F(z)|| # 0 et ||dk|]| # 0 pour tout k, c’est-a-dire, Algo-
rithme (2.3.1) génére une suite infinie {x;}. Maintenant, nous prouvons certaines propriétés de la

Séquence {xy}.

Lemme 2.3.4 Supposons que F(.) est monotone et continue sur R™ | et soit {xy} et {z} les

suites générées par I’Algorithme (2.3.1), alors {xy} et {z} sont toutes deuz bornées,ie :
lim ||z — 2| = 0. (2.45)
k—oo

Preuve.
Aprés (2.40),nous avons :
(f(zp), xp — 21) > olwp — 21]]* > 0. (2.46)

Pour tout z* € C*, de (2.37), il obtient :
lwrer — 2*|1* = | Pelar — 76 F (1)) — 27|
< log = v&F(21) — 2|2 (2.47)
= [l — 21" — 298 (F (i), o — 27) + V&L F (2.

Par la monotonie de la fonction F'(), nous avons :

(f(z),zr — o) = (f(2n), o6 — 21) — (f(2), 26 — 27)
<f(zk)v T — Zk> - <f(.l’*), 2k — CL’*> (248>
= (f(2r), T — 21)-

En remplagant (2.46) et (2.48) par (2.47), nous avons :

v

|zer1 — 2% < o — 2||° — 29Ee(F (21), T — 2) + VG F (z) ||
(F(zk), xp — 21)?

* (12
— _ —~ (2=

e VA PRTIE (2.49)

0?||zx — zx?

<o —2*|* = (2 =) :

1 (z) |2
Qui avec v € (0,2) indique que pour tout k,

[Tpr1 — 2| < |z — 27 (2.50)

Qui montre que la suite {x} est bornée.
Par (2.44), il détient que {dy} est borné et donc est {z}.
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Alors, par la continuité de F(.), il existe une constante M > 0 telle que || F'(z)| < M Vk.
Il résulte donc de (2.49) que :

2 o0 o0
g % *
Y2 =75 D e —zl? < ) (o — 2P = [lags — 27|%) < oo
M

k=0 k=0

Ce qui implique que l'assertion (2.45) est valide.

2.3.2 La convergence globale

Théoréme 2.3.1 Supposons que les conditions dans Lemme (2.3.4) restent. Alors la suite {xy}

générée par Algorithme (2.3.1) converge globalement vers une solution de CCE(F,C).

Preuve.

Nous examinons les deux cas suivants :

—(4) Si liminfy_,o|p(zy) = 0, avec la continuité de F(.) implique que la suite {x)} présente un
point d’accumulation T tel que F(Z) = 0.

Dans (2.50),0on déduit que {zx — T} converge, et puisque T est un point d’accumulation de {z}},
donc {xy} converge vers T.

—(44) Siliminfy_,op@,) > 0, alors il existe € > 0, tel que :
| EF(zx)]| > e, Vk > 0.
Alors, par (2.44), on a ||dg|| > c1e , Yk > 0. Combinant avec (2.45), nous obtenons :

lim o = 0.
k—o00

Par conséquent, & partir de la recherche linéaire de (2.40), pour k suffisamment grand, nous

avoir :
— <F($k + kamkfldk% dk> < O'ﬁkpm]“l HdkHz (251)

Puisque {zy}, {dx} sont bornés, nous pouvons choisir une suite et laisser k¥ — oo dans (2.51),

on peut obtenir :

—(F(7),d) <0, (2.52)

Ot Z,d sont des points limites de sous-suite correspondantes. D’autre part, par (2.43), on
obtient :

~(Flo).d) = (1= DIF@IF k0.
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Soit k — oo dans 'inégalité ci-dessus, on obtient :
S 1 _
— (F(@),d) = (1- ;)I!F(x)IR (2.53)

Ainsi, par (2.52) et (2.53), on obtient ||F'(Z)|| = 0, ce qui contredit le fait que :

liminf || F'(z)]| > 0.
k—ro0

Par conséquent lim infy_,, ||F'(x)|| > 0 ne tient pas.
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Chapitre

Application dans "M AT LAB”

Dans cette chapitre, nous testons Nouveau Algorithme de projection par gradient conjugué hy-
bride (NHCGP), et les comparons avec la méthode de projection de gradient spectral (TTGD)
et la méthode de gradient conjugué (CGD).

-Nous testons 'efficacité des trois méthodes sur deux problémes simples.

-Avec les fonctions de test ecrit comme suit :

F(z) = (fi(2), fo(), ..., ful@))"

On va calculer :
— N :indique les dimensions.
— Iter : indique le nombre d’itérations.
— CPU : indique le temps par secondes.

— || F|| : indique la norme de la fonction finale lorsque le programme est arrété.

37
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3.1 PROBLEME "1"
Définir f;(x) par :
fi(z) = exp(x;) — 1, pour i ={1,2,...,n}, et C=R}. (3.1)

De toute évidence, cet Probléme a une solution unique z* = (0,0, ...,0).

Ici, on pose g = (1,1, ..., 1)T.

3.1.1 Programmes de (NHCGP) et (CGD) et (TTGD)

-Les paramétres utilisés Dans 'algorithme de (NHCGP) sont définis comme :
p=05,0=10"*, v=1.65, pu=14.
La taille initiale de I’étape 2 est : 5, = 1 pour tout k.
-Les paramétres utilisés Dans P'algorithme de (CGD) sont définis comme : p = 0.39 , o = 10~
La taille initiale de I’étape 2 est : 5, = 1 pour tout k.
-Les paramétres utilisés Dans 1'algorithme de (TTGD) sont définis comme :
p=05,0=10% v=15,=19,7=2,n=0.2.
On arréte l'itération si le nombre d’itérations dépasse 1000 ou l'inégalité ||F(x)|| < 107° est sa-
tisfait.

Programme de fonction

=l c:\USem\NAmomélﬂlgi
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop “Window Help =
D | % BB xS 4 == F |8 B |[6. =
= | *B B iB| — |10 + | = [12 x | of% £ | @
1 function y=ma function (x| []
2= for 1=1:1000
3 - vii)=expix(i))-1;
4 - end
I rma_function L 1 ol 1 W R _‘ié
P —4
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Programme de (NHCGP)

Crme o M M O TEC H Droe s rrrm rrt s A T LA B AP e rm T —— T [l =]

L T TS B Oy Y O T I

T T T O S VO N (S S O o S 40 S S B 0 ST S 2 SO T B VO o O NSRS B Y X o O = B Sy Sy SOy Sy S gy Sy Sy
o T T O O T R Y T T O S B L SO SO S, e O O S Y o T T N R (R (Y T NI TR O S

T
kles entréess i
rho=0.5;=igma=10_." [(—42) resp=le-5:b=1 :gamma=1 .65 m1=1 . 4 :n=input ' donner n='LJ
xo le poit départ et v dans C
*x0=1;:v0=0;
for k=zZ:n
x0=[=x0 1];y0=[v0 0O]:
end
nitr=0;x=x0;F=ma Ffunction(x) d=-(F]:
2 le=s sortiesi
while norm(Fl>esp
if nori(c) ~=0
foamlocul alphaik)
for w=0:10
ak=h*rho."™ (1)
zk=ak. *d+x: Fk=ma_funcrtioni|zk):
if sicma*ak¥normw(d) *norm (d) <=-Fk*transpose (d)
a=ak; ===zk; F=z=Fk:
bhreak
end
end
if norm(F=)==
w=z; F=Fz=z;
else
Foalocul xi(kK)%
®xi=(Fz*transpose (x—2) )/ (horm(Fz) "norm(Fz=) ) 2
Foalocul H nexHt
po=xX—gamma. *xi . F=:;
if pcoc<w0O
T=v0O:
=2l=e
¥y=pc:
encl
¥ next=y; F next=ma functioni(x next):
foaloul hetalk) s
if Ennrm(F7HEHtJHnnrm(F]]*(F]*transpnse(FinextJ< O
G=0:
else
G=(norm(F7nextJInDrm(Fjj*(FJ*transpase(Finext);
ernd
if muFnormid] *fnorm(F_next)<(F_next-F) *transpose (d)
H=(F_next-F) *transpose (d) ;
el=e=
H=mru*norm (d) *norm(F_next) :
ernd
beta= (norm(F) *norm (F) -G) FH:
d_next =(heta.*d) - (F_next);
end
el
nitr=nitr+l; x=x next; F=F next; d=d next;
=ncl
¥_racine=x' , Fi=norm(F) , iter=nitr
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Programme de (CGD)

=l S sersWNANOTECHYWDocument=h AT LABYNC G D.m ™~ T L=t
1 f:les entréess 'H
2 rho=0.39:=zigma=10." (—3) resp=le-5:rb=1; n=input [ 'donner n='):
5] xx0 le poit départ et v dans C
4 *xO0=1:v0=0:
5 for k==2:n
5 =0O=[=0 1] :¥0=[w0 O] :
7 =1l
=} ¥=x0; nicr=0; F=ma function(x); 4d=-(F]:
=l 3 les sortiesk
10 while normi(F)] >esp
11 if normid) >esp
1z Foalcul alphalk) s
13 for m=1:100000
14 ak=kb*rho.™ (w)
15 zk=ak. *d+x; Fk=ma_ function(zk):
15 if sigma*ak*normid) *norm (d) <=—-Fk*transpose [d)
17 a=ak:; ==zk: F=z=Fk:
15 bhreak
19 [=351=]
20 ernd
21 if normiF=z)]==0
ZZ2 =x==; F=F=z:
23 =el=e
Z4 Toalcul xi(k) %
=5 xi=(Fz*transpose (x-=z)1)/ norm(Fz) *norm(F=)) :
20 Fomloul X next
27 po=x—(x1 .*F=z):
28 if po<yO
29 y=y0:
30 el=se
31 T=po!
32 end
33 H_next=y: F_next=ma_ functionix_next):
34 zcalcul betalkl s
35 if((F_next—F]*transposeEd]]Innrm(a*d].“EEJ{D
36 lamda=1:
37 else
35 lamda=1+[(((F_next—F)*transpase(dj).Jnnrm(a*d).“(zjj.fnarthJJ;
|‘39 =3 41}
40 Y=F_next—F+Elamda*a*narij]*d];
41 M=vF—(Z2.*d. ¥ i(norm(¥) .~ (21 )./ (d*cranspose (Y] 1):
A7 betta= (H*tcranspose (F_next) )/ (d*transpose (Y] ) ;
43 if bhettca<O
24 heta=0;
45 else
46 heta=hetta;
a7 erncl
45 d next =ikbeta.*d] - (F_next):
<9 el
50 end
51 nitr=nitr+l:; ==x_next; F=F_next; d=d next:
5= end
t;S * racine=x', FXE=norm(F), iter=nitr _— o L ,EJ
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Programme de (TTGD)

Tl CUsers AN TECHYWDOouwmnents W hAA T LABAT TG0, o™ ~ [— ) ] |
1 3 les entreest:
2 rho=0.5:=zigma=10." (—&8) resp=le-S:garmma=1.5:delta=1.9: cau=Z:eta=0.2;
3 n=inpur [ 'donner n="']:
e ¥xo le poit départ et v dans C
5 x0O=1:v0=0;
=] for k=Z:n
7 xO=[=x0 1] :; wO0O=[w0 O] :
= ercl
=] x=x0;F=ma function(x);d=—(F):nitcr=0;
10 3 les SDrE;ES%
11 while norm(F) >esp
1z if normid) >e=p
13 Zoalocul alphaik) =
14 for m=1:100000
15 ak=rho.™ (m] ;
16 zk=gk. *d+x: Fk=mwa functionizk):
17 if eta*ak*norm(d) *norm(d) <=-Fk*tCranspose(d)
15 a=ak; =s=zk: Fz=Fk:
19 break
20 end
21 end
zZz if norm(Fz)]==
=3 x==z:F=F=z=:
=24 else
25 Foaloul =xi(k) =
26 =i=(Fe*transpose(x—=1)1/ (norm(F=z) *norm(F=)) :
27 Loaloul ¥ next
28 b =M— (garmns . YHi. *F=)
=9 if poc<vyd
30 T=yO:
31 =lse
32 ¥=po:
33 end
54 *x_next=y; F_next=ma_ function(x_ next) ;
=5 Roalcul bhetalkl %
1] ¥=F=z-F:
37 hets=(F*transpose (Fz-F1) ./ (d*cranspose (F=-F1 ) ;
30 oalcul tetalkl %
39 teta= (F*transpose (d) ) ./ (d*transpose (¥) ) :
40 S==2—X:
a1 if s¥transpose (V) < =_gma¥* (horm(F) ) .~ (cau) . F=¥Focranspose (=)
a2 d next=-F;
473 =lse
14 if delta™ (norm(F) ). " [(tau) . *s¥transpose (S) <s¥ transpose (Y]
45 d next=-F:
465 [=hal=h
47 d next =({beta.*d) - (F_next])-iteta.*¥)]:
45 =rcl
49 nicr=nitr+1l:; x=x next: F=F next: d=d nexXt:
50 erncl
51 ercdd
5z =ncd
§ 53 ¥_racine=x', FEsSnormi(F), iter=nitr

e L =1 o =i
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3.1. PROBLEME "1" 42

3.1.2 Résultats numériques de (NHCGP) et (CGD) et (TTGD)

Tableau 1(Résultats numériques avec différentes dimensions)

dimensions — Méthode — Iter CPU | E% ||
10 NHCGP 1 0.0001 0.00000e + 000
CGD 8 0.0016  8.4788e — 006
TTGD 9 0.0001 6.3442e — 006
100 NHCGP 1 0.0005  0.00000e + 000
CGD 9 0.0031 5.8987e — 006
TTGD 10 0.0028 5.0155e — 006
1000 NHCGP 1 0.0005  0.00000e + 000
CGD 10 0.0178 4.1037e — 006
TTGD 11 0.0088  3.9651e — 006
10000 NHCGP 1 0.0064  0.00000e + 000
CGD 11 0.0923 2.8550e — 006
TTGD 12 0.0349 3.1347e¢ — 006
100000 NHCGP 1 0.7000  0.00000e + 000
CGD 11 1.3336 9.0282e — 006

TTGD 12 0.7758 9.9128e — 006
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3.2. PROBLEME "2" 43

3.2 PROBLEME "2"

Définir f;(x) par :
filz) = (
filr) = (3 —x)x; —xi 1 — 2wi01 + 1, pour i ={2,3,...,n— 1},
folz) = B —xp)xy —xp1 + 1,
et C=R".

3 — 1’1)1'1 - 21‘2 + ]_,

(3.2)

Ici, on pose 7o = (—1,—1,...,—1)T

3.2.1 Programmes de (NHCGP) et (CGD) et (TTGD)

-Les paramétres utilisés Dans 'algorithme de (NHCGP) sont définis comme :
p=05,0=10"",v=1.65, u=14.
La taille initiale de ’étape 2 est : B, = 1 pour tout k.
-Les paramétres utilisés Dans 1'algorithme de (CGD) sont définis comme : p = 0.5 , 0 = 107%.
La taille initiale de I’étape 2 est : 5, = 1 pour tout k.
-Les paramétres utilisés Dans 1'algorithme de (TTGD) sont définis comme :
p=05,0=10°,vy=18,=09,7=2,n=0.2.
On arréte l'itération si le nombre d’itérations dépasse 1000 ou linégalité ||F(zy)]] < 1075 est

satisfait.

Programme de fonction

ﬁ CAUsers\NANGTECH\Documents\MATLABAME, function2.m e |
File Edit Text Go Cell Tools Debug Desktop Window Help ~
D H | ¥ 2@ ~ (S| deas |8 X|B®EB D@ | [e.
= | "B LB i - |10 + | = |11 x | o 25 | @

1 functicn y=ma functionz (x] =
2 — n=10;
3 - wili=(3- %)) F(L) -2.0%K02) + 1
4 — for i=2:(n-1)
5[= Fli)=13-x (1)) . F= (1) -%(i-1)-2.%<(i+1) + 1:
6 — end
T win)={3-xin)).*x(n)-xin-1) + 1;
rma_function? Ln 1 Caol 1 OWvR A
LS o
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3.2. PROBLEME "2" 44

Programme de (NHCGP)

4

C=wWU sersWNANCOT ECH WD ococument=sWRWAAT LAE

W -3 o on e L [

N L L T e O T R S T S I I N N S i e e e e e B e e
O B B =Y = B o S [ T i IO o e O e o e N e B I O B N o e I = T . B St Py o5 R o e

Flas Entréesy

nitr=0;x0=-1;
for k=2:in
=#0=[=x0 —-17:
encd
¥=x0;F=ma functiond (x):d=-(F):
tles sorties:
while norm(F)>esp
if norm|d) >esp
soaloul alpha(k) *
for w=1:100000
ak=b*rho." (m) ;
gk=ak.*d+x; Fk=ma_functionz (zKk];
if sigwa¥ak ™norm(d) *norm(d) <=-Fk¥transposeid)
a=ak: ==zk; Fz=Fk:
hreak
end
end
if normi(Fz)==
®=z:F=Fz:
else
Foaloul xilk) 2
¥xi=(Fz*transpose (Xx—-2) )/ (nmorm(Fz) *normi(Fz))

jocalocul x next
¥_Next=x-(gammwa. %1 . ¥Fz): F_next=ma_ function (x_next):
soaloul beta (k) s 4
if (norm (F_next)/norm(F) ) *(F) *transpose (F_next)< 0O
G=0;
glse

G=(norm(F next)/norm(F)) ¥ (F) *transpose (F_next) ;
end
if mu*norm(d) *fnorm(F_next) < (F_next-F) *transpose (d)
H=(F_next-F] *transpose (d);
else
H=wn*norm(d] *norm(F next);
end
heta=(norm(F) *fnorm|(F) -G) /H;
d next ={beta.*d] - (F_next):
end
=1l
nitr=nitr+l; =x=x next; F=F next; d=d next:
end

¥ racine=x', Fi=norw(F), iter=nitr

== et L a Ly o
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Programme de (CGD)

seripn Lo

[Ffe] crU e MNAMNOTECH D ocurmentan AT LABWC O D2 rm B = ﬂﬂ
1 %125 EnCLréess 24
2 - rho=0.5%;=sigqua=10." [(-4]) ;esp=le—-5;b=1;n=input | 'donner n="');
] Zxo le poit départ
4 — x0=—1;

5 - for k=2Z:n
& — =d=[=0 —-1]-
T = el
g - ¥=x0; F=ws functionz (x):; =—[F) ;nite=0;
a %le=s sorties3:
a0 — while norm(F)>esp
11 - if ncrmidl >esp
12 oalcul alpha (ks
13 — for w=1:100000
14 — ak=h*rho.™ (tal ;
15 — zk=agk. *d+x: Fk=ma funztion:s (zk]:!
la — if sigwa*ak*norm(d) *normid) <=-Fk*transpose (d)
17 - a=ak: ===zk:; F=z==Fk:
15 — break
19 — end
zZ0 — el
21l — if normi(Fz) ==
Z2 — x==z; F=Fz=:
23 — =lses
=4 zoaloul ®xi(kK)1%
=5 — Xxi=(Fe*transpose(x—-=) )/ (normi(Fz) *norm(Fz1) ;
Z6 Toaloul ® next
27T — ¥ _next=x-xi.*Fz; F_next=ma functionz (X_next) :
28 Zoalocul hetalk)l %
=9 - if((F_next-F) *cranspose (d) I normia*d) . (2) <0
30 - lamda=1-:
31 - else
32 — lamds=1+( ([ (F_ne<c-F) *transpose (4] 1 nermiard) .~ 12) ) frnorm(F) )
33 — erd
34 - T=F next-F+({lamda.*a. *nozw(F).*d);
35 — M=F-(2.%d.% (norm(¥) .~ (21 )/ (d*cranspos= (¥111:
36 — betta= (M*transpose (F_next] |/ (d*transpose (T) ] ¢
37 - if khetta<0
35 — heca=0;:
39 - else
40 — beta=hetta;
41 — el
4z — d next ={beta.*d] - (F _next);
43 — el
43 — eni
45 — niktr=nitr+1; ®=x_mext; F=F_next; d=d_ne:-:t,:
46 — end
47 — ¥ _racin==x', FX=norm(F), iter=nitr
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Programme de (TTGD)

Tl Colzer ARG TECH D ocuren i hAn T LABUT TG D2 T T —— |
1 1lea entrésal
z — rho=0.5:;sigwa=10." (-8 ;resp=le-S:;gauuna=1.5:delta=0.9;cau=2;eta=0.2;
& (= n=input [('donner n="'7J:
4 ¥xo le poit départ et ¥ dans ©
@ = ®o=-1;
& - for k=2:n
7 - =0=[=0 -17:
G — encl
9 - ¥=xO0;nitr=0;F=ma function (Z] ;d=-(F];
10 % 1les sortiesi
11 — mhile norm(F)>esp
ILE | = if norm(d] >esp
13 Focalcul alpha(k) %
14 — for wm=1:100000
15 — ak=rho.”™ (m) ;
la — gk=ak.*d+x; Fk=ma_ functioni zkj:
17 — if etavak¥norm(d) "normi(d) <=-Fk%transpose [d)
1ls — a=ak;==zk:F=z=Fk:
19 — break
20 — end
21 — end
22 = if norm(F=z)==0
23 — w=zF=Fz;
24 — el=e
25 Zoaleul Xxii(kKls
26 — xi=(Fez*transposeix-2) 1/ (norm(Fz) *norm(F=1] :
27 Focaloul X nexHt
&6 | = ¥_hexXt=x-gatmna. *X1.%Fz; F_next=ma functionz (X _next):
29 Foaloul hetal(k) s
30 — T=Fz-F:
31 — beta=[(F*transpose (T) ) ./ (d*cranspose(¥) ) :
32 2oalcul tcetalk)
33 - teca=(Ff¥ocranzpose (d) ) .-’ [d*cranspose (T) ) !
3iq — S==2—-X;
35 = if s¥transpose (Y] < sigwa™ [(norm(Fi1l."(taul . facranspozse (2]
36 — d next=-F;
3t - else
38 - if delta* [(norm(F))." (Cau)l . sftranspose(s) <s*transpose (T
39 — d next=-F:
40 — et
4l — d next =({heta.*d] - (F_next)-(teta.*T);
42 — end
43 — nitr=nitr+1l; x=x_ next: F=F next: d=d_next:
44 — end
4L — erndd
a6 — end
i 47 — ¥ racine=x', FI=norm(F], iter=snitr
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3.2.2 Résultats numériques de (NHCGP) et (CGD) et (TTGD)

Tableau 2(Résultats numériques avec différentes dimensions)

dimensions  Méthode — Iter  CPU | Exl
10 NHCGP 22 0.0012  5.8678e — 006
CGD 25 0.0064  7.9884e — 006
TTGD 22 0.0057  5.8680e — 006
100 NHCGP 22 0.0095  7.0217e — 006
CGD 27 0.0109  8.0707e — 006
TTGD 26 0.0128  8.6256e — 006
1000 NHCGP 22 0.0189  7.0217e — 006
CGD 27 0.0306  8.0707e — 006
TTGD 26 0.0333  8.6256e — 006
10000 NHCGP 22 0.1118  7.0217e — 006
CGD 27 0.2154  8.0707e — 006
TTGD 26 0.2260  8.6256e — 006
100000 NHCGP 22 1.1781  7.0217e — 006
CGD 27 2.3248  8.0707e — 006

TTGD 26 2.1221  8.6256e — 006

UNIVERSITE DE DR.YAHIA FARES-MEDEA



Conclusion

Les résultats numériques donnés dans les tableaux 1 et 2 montrent que :

1. les trois méthodes peuvent résoudre tous les problémes testés avec succes.

2. pour le Probléme 1 ; Algorithme NHCGP s’avére évidemment mieux que CGD a partir de
I'Tter et CPU time, et il est comparable a TTGD.

Dans I’ensemble, bien que notre paramétre ¥ est un peu plus compliqué, I’Algorithme NHCGP
résultant est assez efficace pour les équations avec contraintes, en particulier pour les problémes a

grande échelle.
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