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AbStI‘aCt : In this paper, we present existence of solution for fractional

order differential equation in the sense of Caputo, for boundary value problems.

This result were obtained by using the Schaefer’s fixed point theorem and Ba-

nach fixed point theorem .
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LP([a, b])
L*>([a, b))
C(X,Y)

b-b.

NOTATION

: L’espace des fonctions p™¢ intégrables sur [a, b].

: L’espace des fonctions essentiellement bornées sur [a, b].
: L’espace des fonctions continues de X dans Y.

: Presque partout.

: La transformée de Laplace.

: La transformée de Laplace inverse.

: La fonction Gamma d’Euler.

: La fonction Béta.

: L’intégration itéré d’ordre entier.

: L’intégration d’ordre a.
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: La dérivation d’ordre entier.

: La dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

: La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

: La partie entiére de a.
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INTRODUCTION GENERALE

L’une des théories qui peut étre considérée bien ancienne que nouvelle et qui gagne ac-
tuellement que popularité considérable parmi les chercheurs et les mathématiciens dans la
science et en ingénierie est celle des calcul fractionnaire ( la généralisation de la dérivation et
'intégration classique & un ordre non entier ). De nombreux mathématiciens ont contribué
au développement de la théorie du calcul fractionnaire jusqu’a la moitié du siécle passé,
citons entre autres Laplace (1812), Fourrier (1822), Liouville (1832-1873), Riemann (1847),
Griinwald (1867-1872).

Ce travail est dévisés en trois chapitres.

e Le premier chapitre est consacré aux notions de base et outils fonctionnels utilisés dans

ce travail.

e la deuxiéme chapitre est consacré aux notions et les propriétés préliminaires liées
aux deux plus importants approches de dérivation fractionnaire : ’approche de Riemann-

Liouville et celle de Caputo.

e Le dernier chapitre est consacré a 1’étude du probléme différentielle fractionnaire de

type Caputo suivante :

Do(t) = f(ty(t)), O<a<l, teJ=1[0,T]



VIII

et la condition initiale suivante :
ay(0) + by(T') = c.

Ou “D? est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o, f : J x R — R une

application lipschitzienne, et a, b, ¢ sont des réelles avec a + b # 0.



Préliminaire

1.1 Rappels et définitions

Dans cette sections, nous présentons les notations et définitions et quelques propriétés

préliminaires qui sont utilisées dans ce mémoire.

Définition 1.1.1 On appelle espace de Banach (E,|| - ||g) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduie de la norme.

Soit J = [0,T], T > 0. Notons C(J,R) est l’espace de Banach des fonctions continues

définies de J dans R, muni de la norme :

[Ylloo = sup{ly(®)] : t € T},

ou |- | est une norme sur R.

Définition 1.1.2 /9] Une fonction f : J — E est dite absolument continue si pour tout
e >0, il existe 0 > 0 tel que pour tout partition finie [a;, b;|t_, vérifiant

P

Z(bz — CLi) < 5,

i=0
alors,

D I£(b) — fla)] <<
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> On note par ACY(J, E) Uespace des fonctions dérivables f : J — E dont la premiére

dérivée est absolument continue.

Définition 1.1.3 Soient E et F deux espaces de Banach, et A : E — F une application
linéaire. On dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties

bornées de F'.

Définition 1.1.4 Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné

toute application linéaire continue de E dans F'.

Définition 1.1.5 Soient F et F deux espaces de Banach et f une application définie de E
a valeurs dans F. On dit que f est complétement continue si elle est continue et trans-
forme tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F. f est dite compacte

si f(F)est relativement compacte dans F.

Définition 1.1.6 Soient E un espace de Banach, et A : E — E un opérateur. On dit que

A est une contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0 < k < 1 telle que

|Az — Ay||lg < k||lz — y||g, pour tout x,y € E.

Proposition 1.1.1 Soit C(J, E) l’espace des fonctions continues de J vers 'espace de Ba-
nach E et M un sous ensemble de C(J, E).

1. M est uniformement borné i.e : il existe b > 0 tel que ||f|lcc < b,Vf € M ;

2. M est équicontinu i.e :

Ve >0,3n > 0,V 20 € J & |21 — x| <= || f(21) — f(x2)|| <&, Vf € M.
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Définition 1.1.7 Soit la fonction f : RT™ — C continue par morceauz. On appelle la trans-
formée de Laplace de f(t), la fonction :

F(s)=Lf(t)(s) = /OO e f(t)dt,s € C.

0

Définition 1.1.8 La transformée de Laplace inverse unilatérale f(t) d’une fonction F(s)
est définie par :
1 oo

LUF(s) = f(t) = — / F(s)eds.

21 ) _ o

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.1.9 Une tribu sur R"(n > 0) est une famille de parties de R" contenant
(0, R), stable par passage au complémentaire et par réunion dénombrable (et donc par inter-
section dénombrable).

Si B désigne une tribu sur R™, les éléments de B s’appellent les ensembles mesurables.

On dit que (R™, B) est un espace mesurable.

Définition 1.1.10 Soit B une tribu de R". Une mesure positive i sur B est une appli-

cation de B dans R vérifiant :

1. pu(0) =0.

2. Pour toute famille dénombrable (B;) d’éléments de B deux & deux disjoints on a :
(U)o,
1 1

(R™, B, 1) est un espace mesuré.

Définition 1.1.11 Une fonction F : R® — R est mesurable si l'image réciproque de tout

intervalle ouvert de R est un ensemble mesurable de R.



1.2. Fonctions Mathématiques Utiles 4

Définition 1.1.12 Soit Q =|a, b[ tel que (—o00 < a < b < 400) un intervalle fini ou infini
deR etl1l<p< +o0.
1. Pour 1 <p < 400, l'espace LP(Q2) est l’espace des fonctions réelles f sur § telles que

f est mesurable et
b
/ F(@)Pde < 400,

2. Pour p = 400, l'espace L>°(Q) est l'espace des fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur .

Théoréme 1.1.1 Soit Q =]a,b] un intervalle fini ou infini de R.

1. Pour 1 < p < 400, l'espace LP(Q2) est un espace de Banach muni de la norme :

i = ([ 1r@pas) "

2. L’espace L>=()) est un espace de Banach muni de la norme :

[flloe = inf{M 2 0: |f(z)| <M pp sur Q}.

1.2 Fonctions Mathématiques Utiles

Dans cette section nous donnons les définitions de quelques fonctions spéciales comme
la fonction Gamma et la fonction Béta, qui seront utilisées dans les autres chapitres. Ces

fonctions jouent un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel a tous

les nombres réels. Elle est définie par une intégrale impropre.

Définition 1.2.1 ./7/

Pour x € R tel que x > 0 la fonction Gamma est définie par ['intégrale suivante :

+oo
['(x) = / et (1.2.1)
0
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Propriétés de la fonction Gamma

Quelques propriétés de la fonction Gamma sont données par le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1 La fonction Gamma verifie les propriétés suivantes :

1. T(0") = 4o0.

2. T(z+1)=2T(z), x>0.

3. I(x)=(x—1)!, VzeN.

Comme conséquence de cette propriété, on a :
Mx+1)=2a!, VzxeN.

Cas particuliers

(1) = e "zt dr = 1.
r(3) = V7
e e

Exemple 1 :

1
1) Pour x = 5 om a par définition :

POSONS
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donc

dt = 2udu

alors :

2 U
+o0 9
=2 / e du
0
L’intégrale de Gauss est donnée par :
o e 1
e du= -/
0 2
d’ot
1
I'Gg) = ves

r 1
I(n) = (n+1)
n
alors
I'(1)
+
L") = o
0!
= 0—+

1.2.2 Fonction Béta

Définition 1.2.2 ./7/

Pour xz,y € R tels que x > 0 et y > 0, la fonction Béta est définie par :

B(z,y) = /01 "1 — )yt (1.2.2)
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Remarque 1 : La relation entre la fonction Gamma d’Fuler et Béta d’Euler est donnée
par :

B )
Tty (x >0,y >0) (1.2.3)

Preuve :

Pour z,y e Rtelsquex >0et y >0, 0n a:
+o00 +o0o
['(x)(y) :/ / u" Ve e dudy
0 0
+00 “+o0o
uxfl

= / </ vyle(uﬂ’)dv) du
0 0

posons
t=u—+v
donc
—+o0 +o0
[(x)'(y) = / umldu/ (t—u)V e tdt
0 0
“+o0 u
:/ e_tdt/ (t — ) u"du
0 0
posons
LU
t
alors
“+00 1
[(2)[(y) = / e tdt ( / (kt)* (t — kt)y—ltdk;)
0 0
+o0
_ / etdt (£ B, y)
0
“+oo
= et (t)* v ldtB(x, y)
0
=I'(z,y)B(z,y)
donc :
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1.3 Quelques théorémes du point fixe

1.3.1 La contraction de Banach

Théoréme 1.3.1 (Banach)[7]. Soit E un espace de Banach muni de la norme || - ||g, et

A: E — E un opérateur contractante c-a-d :
J0<k<1: Az — Ayll; < kllz —yllz, Vo,yeE (1.3.1)
Alors, A admet un point fize unique ie :

Jlu € E tel que Au = u

1.3.2 Le théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréeme du point fixe suivant détermine seulement 1’existence d’un point fixe.

Théoréme 1.3.2 (Schauder)[/]. Soit (X,d) un espace métrique complet, soit C' une partie
conveze et fermée de X, et soit T : C' — C une application telle que l’ensemble {Tu : u € C'}

est relativement compact dans X . Alors, T posséde au moins un point fize.

1.3.3 Le théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 1.3.3 (Schaefer)[?, 0]. Soit F' : C(J, E) — C(J, E) un opérateur continue. Si

l’ensemble
E(F)={x € C(J,E) : x = \F(x), pour un certain \ € [0,1]},

est bornée. Alors, F posséde au moins un point fize.
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1.3.4 Le théoréme du point fixe de Ascoli-Arzela

Théoréme 1.3.4 (Ascoli-Arzela)[0]. Soit M un sous ensemble de C(J, E), M est relative-

ment compact dans C(J, E) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble M est uniformement borné, i.e : il existe k > 0 tel que :

| f(z)]] <k, pour tout x € J et tout f € M;

2. L’ensemble M est équicontinu, i.e :
Ve >0,3n > 0,V 20 € J @ ||z — 22| <= ||f(21) — f(x2)|| <&, Vf € M.

3. Pour tout x € J Uensemble {f(x), f € M} C E est relativement compact.



Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation fraction-
naire. On s’intéresse aux deux méthodes de dérivation les plus utilisées : la méthode de

Riemann-Liouville et la méthode de Caputo.

2.1 Formule de Drichlet

Soient f(z,y) une fonction continue et a, 8 deux réels positifs. La formule de Drichlet

est :

/Ot(t —2)* dx /Ox(x — )P f(z, y)dy = /Ot dy /yt(t —2)* Nz —y)* " f(z, y)dz.

Si on prend
[z, y) = g(x)h(y),

et

Alors :

/O (t — 2)* / “(x— y)* " h(y)dy = Bla, B) / (t — ) h(y)dy

ol B est la fonction Béta.

10
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2.2 Intégration Fractionnaire

Dans cette section, on va définir 'intégral d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville.

2.2.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Définition 2.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La primitive de f est donnée

par :

TWf(t) = /tf(s)ds (2.2.1)

Proposition 2.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue. La primitive d’ordre n de f

est donnée par :

() = —2 )‘/t(t—s)(”l)f(s)ds (2.2.2)

(n—1)!

Preuve :

En effet, les primitives d’ordre supérieur sont données par :

0= [ (1D (s))ds

=/ (
—/atds/asf(u)du

t s
= / (/ f(u)du) ds
D’aprés la formule de Drichlet on a :

I(Q)f(t):/at /utf(u)du> ds
:/atf(u) (/utds)du
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alors

De méme pour n = 3 :

et

Par récurrence on trouve :

140 = oy [ =0

2.2.2 L’intégrale de Riemann-Liouville

Définition 2.2.2 Soit o un réel positive, et f : [a,b] — R une fonction continue. on appelle

I'intégrale de Riemann-Liouville d’ordre o de f lintégrale suivant :

I f(a) = ﬁ / (o — 1O ()t (2.2.3)

ou I' est la fonction Gamma.

Proposition 2.2.2 Pour toute fonction continue f, on a :

1IN f(a)) = IO f(2), (@, 8> 0).
d

2. %(Io‘f(x)) = [ f(x), (> 1).

Preuve :
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1.
(I () = ﬁ / = 0P (P () de
L Py (s
‘r<a>/a( 2 (rw)/a(t ) f”d)dt

= Tt /:(;p — ) dt /:(t —5)7"1ds

D’aprés la formule de Drichlet, on a :

1) = g [ =9 (s
= 1 ’ x — 8)*P1f(s)ds
el ICER R (O
— [(a+ﬁ)f( ).

2.3 Dérivée de l'intégrale fractionnaire et ’intégrale frac-

tionnaire de dérivée

Théoréme 2.3.1 Soit o > 0, et f une fonction continue sur J = [a,b]. Si Df est continue

alors pour tout x >0 on a :

DII*f(2)] = I*|Df(2)] + 52

Preuve :

Par définition on a :
1 xr
I°f(a) = —— / (2 — )@ f(8)dt.
0

En faisant le changement de variable :

(2.3.1)
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avec

1
A=—
a

et
dt = —\s*ds

alors on obtient :

@) = e [ = ) A s

ce qui se simplifie :
1 o
I¢ S — s)ds.

En utilisant la régle d’intégration de Leibniz

b(t) o)
% [/0 f(t,x)dx] :f(t,b(t))b’(t)+/0 %f(t,x)dx

on a alors :

@

DI f(2)] = F(a;%—l) [f(O)a:L’O‘_l +/0m L sA)ds} |

Maintenant, si on inverse le changement de variable c-a-d :

t=x—

donc

1
ds = —Xsl_’\dt

on obtiet :
D(If(x)) = Oj;(—(oa))ozxal + aF;(a)/ %f(t) (_%31,\> di

En conclusion depuis A\ = é et s = (z — t)% I’équation précédente simplifie &

DI*f(z)] = %xa—l + ﬁ /0 x(x — t)a—% f(t)dt

ce qui implique que :
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2.4 Deérivation Fractionnaire

2.4.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.4.1 Soit a > 0 avecn —1 < a < n, (n € N*). La dérivée d’ordre o au sens

de Riemann-Liouville d’une fonction f est définie par :

RLDR f(r) = RED(I0 f(x))

1 d v 1
=~ ()" — )l () dt
ool ICE A0
S1 0N SuUppose que :
B=n—a, avec 0< (< 1.

on a alors

RLD* () = DI ().

Notation : On note l'opérateur D", n € N différentiation de 'opérateur d’ordre entier

c-a-d :
dn

D" = —.
dtn

Remarque 2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non commultative
c-a-d :

RLDmDaf(t> — RLDeraf(t) 7£ RLDaDmf(t).

Théoréme 2.4.1 .[I, 5]. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville existent, pour \ et u € R, alors : BED(\f + pg) existe, et on a :

BEDY(NS + g)(t) = NFEDOf(£) + P D7 (1),
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Preuve :

FEDYNf + pg)(t) := DI (Mf + ug)(t)
= D"(A"Tf(t) + pd" g (1))
= AD"T"f(t) + puD" I"~“g(t)
= MDA f(t) + uEDg(t).

2.4.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un roéle im-
portant dans le développement de calcul fractionnaire, & cause de ses applications dans
les mathématiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens de
Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle et que les conditions initiales du probléme
de Cauchy sont exprimées par des dérivées d’ordre fractionnaire, Caputo propose une autre
approche ou la dérivée de la constante est nulle et que les conditions initiales exprimées

comme dans le cas classique par des dérivées d’ordre entier.

Définition 2.4.2 Soit « > 0 avecn — 1 < o < n, (n € N*) et f une fonction telle que :
dn

—f € L'([a,b]).

O F e LM ([a,b)

La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo est définie par :

1 dn

DO =t / (t =)= fO ) = I () (2.4.1)
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Exemples :

1) La dérivée d'une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

2) La dérivée de f(t) = (t — a)® au sens de Caputo.

Soit n un entier et n—1<a <navec f>n—1, alorson a :

n _ F(5+1) —a -n
" M+ 1)

‘DYt —a)’ =

t — )l — )P
Hn—@F@—n—lLl@ )T — e

En effectuant le changement de variable
T=a+s(t—a)

on obtient :

Dt —a)’ = LB+1) t — )t — )P dr
Dt ~a) Hn—@ﬂﬁ—n+nlxt ey

= Lg+1) A 1 — )T lgA s
~ T —ar@-ntnt Y L(l ) d

_T(B+1)B(n—a,f—n+1)
- I'n—a)(B—n+1)

(t —a)’

rg+Hn—a)l'(B—n+1)

_ _ o
“Tm-al(B-n+ TG —ar+n ™

Lpg+1)

:rw—a+n@_@&a
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2.5 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.5.1 Soit a > 0, alors l’équation différentielle
°D*h(t) =0

admet les solutions

h(t) = o+ Clt —+ CQtQ + ...+ Cnfltn_l;

pour ¢; € Ryi=0,1,2,....n—1,n=[a] + 1.

Preuve :

Supposons que

Dh(t) =0,

d’apreés la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

ree (£ o -

#0,0n a

/0 t(t _ g)nol (%)n h(s)ds = 0

tn—a—l * hn(s) — 0

c’est a dire

et puisque

o
['(n—«)

et par suite

On applique la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

LED())(p) = L(0)(p) = 0

on obtient
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appliquant maintenant la tranformée inverse de Laplace :

LY H(p)(t) =L (Zp‘kh’“‘l(O)) (t)

il s’ensuit que
h(t) = RO (pM)()
k=1
tk*l

:;h— OF:

en faisant le changement de variable ¢ = k — 1 on trouve

hi(0)

pour ¢; = on a

n—1
h(t)=> cit'.
=0

supposant maintenant que
n—1

hit)=> cit'

i=0
on applique 'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres de

I’égalité

°D“h(t) = “D" (nz_i citZ)

=0
n—1
— E :Ci c Dot
=0

puisque (0 <i<n-—1<n)ona
°Dh(t) = 0.
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Lemme 2.5.2 Soit a > 0, alors
I* “D*h(t) = h(t) + co + crt + cot® 4+ ... + ey gt}
pour c; € Ri=0,1,2,...n—1,n=a]+1

Preuve :

On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo
°Dh(t) = I"*h™ (1),
On applique 'opérateur de 'intégrale fractionnaire aux deux membres de 1’égalité

1% ¢Dh(t) = IR (t)
= I" "ED h(t)

n

Y A N
=) =) Fm sy i (a) 1" ()

10 - Y. ((%) _ h(t)) h(0)
= h(t) - ; F(n Zil;j_i_ 1) hn_j(o)

par le changement de variable £ = n — 7 on obtient :

n—1
o e Rk (0)t*
I °Dh(t) :h(t)—z%
k=0 ’
n—1
e, *
=Wt =2
k=0
n—1 k
th
=h)+ 25



Probleme aux limites pour une équation différentielle

d’'ordre fractionnaire cas ou 0 < a < 1.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier 'existence de solution d’un probléme aux limites pour
une équation différentielle d’ordre fractionnaire.

Soit :
‘D(t) = f(t,y(t), 0<a<l, teJ=][0,T]

ay(0) +by(T) = c.

Ou “D* est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «, f : J x R — R une

(3.1.1)

application lipschitzienne, et a, b, ¢ sont des réelles avec a + b # 0.

3.2 Existence et unicité de la solution

Lemme 3.2.1 Soient 0 < aw < 1 et h: [0,T] — R une fonction continue. Une fonction y
est une solution de l’équation intégrale fractionnaire
t 1 b T
WO = o /0 (t—s)a_lh(s)ds—a—wlm /0 (T — ) h(s)ds —c|  (3.2.1)
si et seulement si y et la solution du probléeme aux limites pour [’équation différentielle

fractionnaire
‘D(t) =h(t), O0<a<l, ted

(3.2.2)
ay(0) +by(T') = c.

21



3.2. Existence et unicité de la solution 22

Preuve :

Supposons que y est solution de (3.2.1), c’est a dire :

1
a+b

[bI“h(T') — |

D’une part on a :

“Doy(t) = <D puw—giﬂw%un—q

s

K
=D [*h(t) — *D*(K)
= D*I°h(t)

et d’apres les propriétés du calcul fractionnaire on a :
“D*I*h(t) = h(t)
et
‘DYK)=0

Ce qui montre :

‘D%(t) = h(t)

D’autre part on a :

y(0) = 1h(0) — —— [bI*W(T) —

y(T) = I1*M(T) -

—— bI°h(T) ~ d

Alors

ay(0) +by(T) = a [I*h(0) — [bI*h(T) — c]} +0b {Iah(T) — %_H) [bI*h(T) — |

a+b
ac ab ab be
= — I1°h(T I°h(T
o b arp LMD S PR+ Ty
_ac n ab
Ca+b a+b

=C
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Ce qui montre :

ay(0) +by(T) = ¢

Inversement supposons que y est solution de probléme :

“D*y(t) = h(t),t € J
ay(0) + by(T) = c.

D’aprés le lemme 2.5.2 on a :
1°D%y(t) = y(t) + co

donc

De plus on a :

et on sait que :

h(t) = ﬁ /0 (t — 5)°h(s)ds

Donc

ay(0) +by(T) = c < a(—co) + b lﬁ/@ (T — 5)* 'h(s)ds — CO:| =c
1 b [T o1 .

@Co—a—l—b {m/o (T — s)* “h(s)ds }
& a=- i - [bI°h(T) ~

Alors,

1

y(t) = I"h(t) -

5 bI°h(T) — ]

Maintenant, on va établir 'existence et 'unicité de la solution pour le probléme (3.1.1)

Lemme 3.2.2 (Lemme de Gronwall).[S]
Soit yo > 0. Siy € C(J,R) est une solution de l'inéquation intégrale

t
osmwSm+K/y@m, W<t<T
0

Alors y(t) < yoeft, VO <t < T.
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Lemme 3.2.3 (Gronwall-inégalité avec opérateur intégral singulier de type mizte)

Soit y € C(J,R) satisfait l'inégalité suivante :

t T
ly(t)| < a+ b/ (t —8)* Hy(s) | ds + c/ (T — 5)* Hy(s)| ds. (3.2.3)
0 0
ou a €]0,1[, A € [0,1 — —] pour un certain 1 <p < = a, a,b,c sont des constantes positives.
Alors il existe M* > 0 tel que
ly(t)] < M*.
Preuve
g u ; Tp(a71)+1 P
oit M =(b+c¢)|———| >0,et
0= 040 [
1 51 )| <1,
o (6] <

w(®)] < [e(B)] < 1+a+ / (t — )" a(s)Mds + ¢ / (T — 52 |a(s) s

S(a+1)+b</0t(t— O‘l)ds) (/ |2(s) plds> ,,1+
+c(/OT(T )p(“_l)ds>p</ E ()|plds> '

(a—1)+1
S(a+1)+b[ ] /|:p P1d3+
p

—1 +1
TP( ) p
s Fd
+C[p(a—1)+1] /0 |x(s)|P~Tds

Trla—1)+1 v T Ap
< T — =1
<(a+1)4+(b+c) [p<&_1)+1] /0 |z(s)|P-Tds

=(a+1) +M/ ]a;(s)\%ds

D’aprés le lemme de Gronwall 3.2.2 on a

ly(®)] < |z@)] < (a+1)eM = M~
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Résultats principals

Supposons que :
e (H1) La fonction f : J x R — R est Lebesgue mesurable par rapport a t sur J.
1
e (H2) Il existe une constante o € [0, «[, et une fonction a valeurs réelles m(t) € Le1 (J,R,)

telle que
|f(t,ur) — f(t,uz)| < m(t)|uy — us|, pour chaque t € J, et tout uy,uy € R.

e (H3) Il existe une constante ay € [0, ], et une fonction a valeurs réelles h(t) € L (J,R,)

telle que
|f(t,y)| < h(t), pour chaque t € J, et tout y € R.
on pose ||m]|| =M, ||h]| o =H
LT (JRy) L33 (JRy)

On va donner un premier résultat concernant ['unicité de la solution du probléeme (3.1.1),

en utilisant le théoréme de constraction de Banach.

Théoréme 3.2.1 Supposons que (H1)-(H3) sont satisfaites. Si

M b| T
Qu o, 1(t) = - pomer  HID ) o tout t € J, 3.2.4
) = ey (17 ey ) S5 <o (324

alors le probléme (3.1.1) admet une solution unique.

Preuve

Pour chaque t € J, on a

/Ot [(t— )" f(s,y(s))|ds < (/Ot(t _ S)f"_;gds) o (/Ot(h(S))&gds)a?
<([u-was) " ([ wonsas)”

T |

RO

1—

Donc |(t — s)* 1 f(s,y(s))| est Lebesgue intégrable par rapport a s € [0, t], pour tout ¢t € J
et y € C(J,R).
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Par conséquent, le probléme (3.1.1) est équivalent a I’équation intégrale fractionnaire sui-

vante :
W) = o [ = s ptshas
— aL—l—b {%/0 (T —5)* 1 f(s,y(s))ds — c] , teld
Soit

R (1+ b )+ d
—_—Y T.
D)=y W ar]) " ar o] =

1—ao

Maintenant, on va définir Uopérateur F sur B, := {y € C(J,R) : ||y||cc < 7} comme suit
F)0) = s [ (6= s — 5 [ [ =9 stsatents =] re s
C(a) Jo a+b [T'(a) Jo

(3.2.5)
Il est clair que les points fixes de F sur B, sont les solutions du probléme (3.1.1). On va
utiliser le théoréme de contraction de Banach pour montrer que F admet un point fixe. La
preuve est dévisée en deux étapes.
Etape 1 : Fy € B, pour tout y € B,.
On a F est bien définie, en effet : si y € C(J,R) alors Fy € C(J,R).

1 t ot
(F0) O] < o5 / (£ — )| f (s, y(s))lds+

9 (T — )| 7 (s, y(s))lds +

I'(a)la+0| Jo @+ bl
1 /t »
< — t—s)* "h(s)ds+
i =t
10| T e |
Tt J, (T — 8)* “h(s)ds + a0

1—

e ([T T (faa)"

< T (1+ o )+ b4,
~ () ($=22) la + b la+b] =’

alors ||Fylls < 7, donc on peut conclure que F'y € B, pour tout y € B,,
c’est-a-dire : F'y : B, — B, est bien définie.
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Etape 2 : F est une contraction sur B,.

Pour x,y € B, et pour tout t € J, on a :

(Fz)(t) — (Fy)(t)| < ﬁ/o (t = )" f(s,2(5) = f(s,y(s))lds+
0] ! a1
+ m ; (T—S) ’f(37x<3)) —f(s,y(s))]ds
I a1
< m/0 (t —s)* " m(s)|z(s) —y(s)|ds+
0] ! a1
e ), @9 mela(s) - y(s)lds

Hx_yHOO ! — ) Ym(s)ds M ! — $)* Im(s)ds
< R e G [ =t

= % (/ot(t B S>1aalld5> ) (/Ot(m(S))alld8>a1 +

Mty ([ln-ria) ([

2 —ylloo t*7 blllz — ylloo T

1—

aq

I'«) (?:—311)||m||L?11(J,R) [(a)|a + b (‘i‘:—gll)”mHLa%(J,R)
< | (o + M) e -
—_— l’_ 00
= | T(a) (=)o [+ 0] Y

On obtient
|Frx — Fyllo < Qa,oq,T(t)Hx — Y|loo-

D’aprés le théoréme (3.2.1) en peut déduire que F est une constraction, et d’apreés le théo-

réeme de contraction de Banach F admet un seul point fixe qui est une solution du probléme

(3.1.1).

Notre deuxiéme résultat pour le probléme (3.1.1) est basé sur le théoréme du point fixe

de Schaefer.

Théoréme 3.2.2 Supposons que :
e (HY4) La fonction f: J x R — R est continue.
e (H5) Il existe une constante A € [0,1 — }—17] pour 1 <p < = et N >0 tel que :

|f(t,u)| < N(1+ |ul*) pour chaque t € J, et tout u € R.
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alors, le probleme (3.1.1) admet au moins une solution sur J.

Preuve :
On va transformer le probléme (3.1.1) en un probléme de point fixe, et on va déterminer
ces points fixes qui sont les solutions du probléme (3.1.1). Consédirons l'opérateur F' :
C(J,R) — C(J,R) défini comme (3.2.5). La démonstration se fait en plusieurs étapes.
Etape 1 : F est continue.

Soit {y,} une suite tel que y, — y dans C(J,R). Alors pour tout ¢t € J on a :

[(Fya)(t) = (Fy)(8)] <

< [ (€= (s = fs. ) s

I'(a)
10| g ot
+ m/ﬂ (T = ) f(s,ya(s) — f(s,y(s))|ds <
< L/O (t —s)* sup |£(s,yn(s)) — f(s,y(s))|ds+

() ted
i (oé)/0 (T = )7 sup | (s, yn(s)) = £ (s y(5))lds <

MRTETTY

£t = v [ [y oy B [T s
< o) [/o“ s ), T }S
() = Syl (. B o
< (ot 1) (“mT)

et comme ¢ € [0,77, alors :

7o 1b]
[(Flyn)(t) — (Fy)(0)] < NEE) (1 + m) 1fCoun()) = Fy()) oo

puisque f est continue, on a

1P~ Pyl < gy (14 Taigg ) 160 = FCO) s = O orsque n = o

Etape 2 : L’image de tout ensemble borné par F est un ensemble borné dans C(J, R).
En effet, il suffit de montrer que pour tout n* > 0, il existe £ > 0 de telle sorte que pour
chaque y € B, = {y € C(J,R) : [|y]loc < n*} on a [ F|le < L.
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Pour tout t € J, on a

|wwﬁﬂsfé;4%—ww1u@w@mw+

’b‘ T - ’C|
*m/() (sl oDl 1y
< % /0 (t =) (L + Jy(s)[M)ds+
|b| N g a-1 <l
_EIEWBA(T—Q 1+ ly(&)Mds + =

N[ N [T ¥
< — t— O‘*ld R i — T — O‘fld
—rmyﬂ< ) S+kﬂwwwyé< s

l t —5)2 L y(s)|ds
i [ =9 ) P

|b]V /T TR
_ Y g)e d
S NI Nt e
“TI'(a+1) Ja+bI(a+1) |a+D
N /t TR
+ (t =) y(s)["ds+
I'(@) Jo
[b]V /T TR
—_— T—s)” d
b [ @ s P
NT® |b|NT* el NT*()* | [BINT(n")*

<

Ia+1) Ja+bl(a+1) Ja+b T(ae+1) |a+bI'(a+1)

ce qui imlique que

NT® ] | NT®(n*)* ( 0] )
Fylloo < == |1+ + + 1+ =/
[l MNa+1) ( |a—|—b|> la + 0| [+ 1) la + 0|
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Etape 3 : L’image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C'(J,R).

Soit 0 <t; <ty <T,y € B,-. En utilisant (H5), on a

[(Fy)(t2) — (Fy)(t)] =

= [ s onas = s [ =9 atonas
< [ T = 9 = (0= (o] +

iy [ -9 atsuoas

< i [ =9 = 6= (sl

b (= o

< o [t =5 = (0= 9yt

< —N(lggo(é;?*) ) /0 1[(t2 —8)* = (t — 5)* ]ds + —N(lI—’:o(c;]*) ) /t 2(t2 — )% lds
NA+ ) e o o

< TEE0D) i - 51+ 20— )

< BN+ )Y —1h)°

- INa+1) '

quand to — t1, le membre droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro, d’ou la continuité de
F. D’apres I'étapes 2 et 3 et le théoréme d’Arzela-Ascoli F'(B,+) est relativement compact
pour tout borné B,-, c’est a dire I' est complétement continue, et d’apres I'étape 1, F est

continue. Par conséquent F': C'(J,R) — C(J,R) est continue et complétement continue.

Etape 4 :

Maintenant, il reste & montrer que I’ensemble
E(F)={x € C(J,E) : x = A\F(x), pour un certain \ € [0,1]}

est bornée.
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Soit y € E(F), alors y = A\F(y) pour A € [0,1]. Donc, pour chaque t € J, on a

)= A [ €9 s oas-
- s [ @ = st - )
Pour tout t € J, on a

()] < ANT? N AOINT™ Ale|
Y ’_(a+D ja+b[C(a+1) " Ja+0]
Ab|N
t_ Oé 1 )\d IR R
/ ST () s la +b|T(r) Jo
D’aprés le lemme (3 2.3), il exist M* > 0 tel que

>/

S|

ly)| < M*, tel

Ainsi pour tout t € J, on a

ylloo < M*.

) / (T — 52 Jy(s) Mds.

Cela montre que E(F) est borné. Par conséquent, d’aprés le théoréme du point fixe de

Schaefer, on déduit que F admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme

(3.1.1).

3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer 1'utilité de nos principaux

resultats.

Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :

oy € ly(®)] _
Dy(t) = Or 0+ WO teJ=101], a€]0,1],

y(0) +y(1) = 0.
avec a=b=T=1.

Posons

e My

160 = o r T ay

(t,x) € J xRy

(3.3.1)

(3.3.2)
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Soit x1, 22 € Ry et t € J. Alors on a

e~ 1 T

o) = H0 w2 = Gy [T )~ A a)

e~ |zy — o]

(94 e)(1+ 1) (1 + z5)
it
< m |21 — 2o
it
< 10 |21 — 2o .

Evidemment, pour tout x € R, et pour chaque t € J,

o4t - o4t o4t
t = < < .
)l (9+et)‘1+m ~9+e€) T 10

o1t ) ol
Pour ¢t € J, 8 €]0,af, soit m(t) = h(t) = — € L3 (J,Ry), M = ||— :

10 10 |3 pe
En choisissant 5 €]0, a| approprié, on peut arriver a 'inégalité suivante

M 3
Qa’ﬁj(t) = X 5 <1

L(a)($5)07)

Ainsi toutes les hypothéses du théoréme (3.2.1) sont satisfaites, nos résultats peuvent étre

appliqués au probléme (3.1.1).
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté I'existence et I'unicité de solution du probléme pour une
équation différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Caputo.
Ce résultat a été obtenu par 'application du théorie de point fixe, en particulier on a utilisé

le théoréme de point fixe de Banach et Schaefer.
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