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Titre :Existence et unicité de la solution d’une équation différentielle frac-

tionnaire

Résumé : Dans ce mémoire, nous présentons l’existence et l’unicité de

la solution du problème aux limites pour une équation différentielle d’ordre

fractionnaire au sens de Caputo. Cet résultat a été obtenu par l’utilisation du

théorème de point fixe de Schaefer et le théorème de point fixe de Banach.

Mots clés : Equation différentielle fractionnaire, dérivée fractionnaire de

type Caputo, intégral fractionnaire, point fixe, existence, unicité.

Faculté des sciences. Département de Mathématiques et Informatique.

Univercité Dr. Yahia Farès Médéa - Pôle urbain - 26000. Médéa. Algérie.
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Abstract : In this paper, we present existence of solution for fractional

order differential equation in the sense of Caputo, for boundary value problems.

This result were obtained by using the Schaefer’s fixed point theorem and Ba-

nach fixed point theorem .

Keywords : Fractional differential equation, fractional derivative Caputo

type, fractional integral, fixed point, existence, uniqueness.
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NOTATION

Lp([a, b]) : L’espace des fonctions pme intégrables sur [a, b].

L∞([a, b]) : L’espace des fonctions essentiellement bornées sur [a, b].

C(X, Y ) : L’espace des fonctions continues de X dans Y.

p.p. : Presque partout.

L(·) : La transformée de Laplace.

L−1(·) : La transformée de Laplace inverse.

Γ(·) : La fonction Gamma d’Euler.

B(·, ·) : La fonction Bêta.

In : L’intégration itéré d’ordre entier.

Iα : L’intégration d’ordre α.
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Dn : La dérivation d’ordre entier.

CDα : La dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

RLDα : La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

[α] : La partie entière de α.
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’une des théories qui peut ètre considérée bien ancienne que nouvelle et qui gagne ac-

tuellement que popularité considérable parmi les chercheurs et les mathématiciens dans la

science et en ingénierie est celle des calcul fractionnaire ( la généralisation de la dérivation et

l’intégration classique à un ordre non entier ). De nombreux mathématiciens ont contribué

au développement de la théorie du calcul fractionnaire jusqu’à la moitié du siècle passé,

citons entre autres Laplace (1812), Fourrier (1822), Liouville (1832-1873), Riemann (1847),

Grünwald (1867-1872).

Ce travail est dévisés en trois chapitres.

• Le premier chapitre est consacré aux notions de base et outils fonctionnels utilisés dans

ce travail.

• la deuxième chapitre est consacré aux notions et les propriétés préliminaires liées

aux deux plus importants approches de dérivation fractionnaire : l’approche de Riemann-

Liouville et celle de Caputo.

• Le dernier chapitre est consacré à l’étude du problème différentielle fractionnaire de

type Caputo suivante :

cDαy(t) = f(t, y(t)), 0 < α < 1, t ∈ J = [0, T ]
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et la condition initiale suivante :

ay(0) + by(T ) = c.

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α, f : J × R → R une

application lipschitzienne, et a, b, c sont des réelles avec a+ b 6= 0.



1
Préliminaire

1.1 Rappels et définitions

Dans cette sections, nous présentons les notations et définitions et quelques propriétés

préliminaires qui sont utilisées dans ce mémoire.

Définition 1.1.1 On appelle espace de Banach (E, ‖ · ‖E) tout espace vectoriel normé et

complet pour la distance déduie de la norme.

Soit J = [0, T ], T > 0. Notons C(J,R) est l’espace de Banach des fonctions continues

définies de J dans R, muni de la norme :

‖y‖∞ = sup{|y(t)| : t ∈ J},

où | · | est une norme sur R.

Définition 1.1.2 [9] Une fonction f : J → E est dite absolument continue si pour tout

ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour tout partition finie [ai, bi]
p
i=0 vérifiant

p∑
i=0

(bi − ai) < δ,

alors,
p∑
i=0

‖f(bi)− f(ai)‖ < ε.

1
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. On note par AC1(J,E) l’espace des fonctions dérivables f : J → E dont la première

dérivée est absolument continue.

Définition 1.1.3 Soient E et F deux espaces de Banach, et A : E → F une application

linéaire. On dit que A est bornée si elle envoie les parties bornées de E sur des parties

bornées de F .

Définition 1.1.4 Soient E et F deux espaces de Banach. On appelle opérateur borné

toute application linéaire continue de E dans F .

Définition 1.1.5 Soient E et F deux espaces de Banach et f une application définie de E

à valeurs dans F. On dit que f est complètement continue si elle est continue et trans-

forme tout borné de E en une ensemble relativement compact dans F. f est dite compacte

si f(E)est relativement compacte dans F.

Définition 1.1.6 Soient E un espace de Banach, et A : E → E un opérateur. On dit que

A est une contraction (ou contractant), s’il existe une constante 0 ≤ k < 1 telle que

‖Ax− Ay‖E ≤ k‖x− y‖E, pour tout x, y ∈ E.

Proposition 1.1.1 Soit C(J,E) l’espace des fonctions continues de J vers l’espace de Ba-

nach E et M un sous ensemble de C(J,E).

1. M est uniformement borné i.e : il existe b ≥ 0 tel que ‖f‖∞ ≤ b,∀f ∈M ;

2. M est équicontinu i.e :

∀ε > 0,∃η > 0,∀x1, x2 ∈ J : ‖x1 − x2‖ < η ⇒ ‖f(x1)− f(x2)‖ < ε,∀f ∈M.
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Définition 1.1.7 Soit la fonction f : R+ → C continue par morceaux. On appelle la trans-

formée de Laplace de f(t), la fonction :

F (s) = Lf(t)(s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt, s ∈ C.

Définition 1.1.8 La transformée de Laplace inverse unilatérale f(t) d’une fonction F (s)

est définie par :

L−1F (s) = f(t) =
1

2πi

∫ +∞

−∞
F (s)estds.

1.1.1 Espaces des fonctions intégrables

Définition 1.1.9 Une tribu sur Rn(n > 0) est une famille de parties de Rn contenant

(∅,R), stable par passage au complémentaire et par réunion dénombrable (et donc par inter-

section dénombrable).

Si B désigne une tribu sur Rn, les éléments de B s’appellent les ensembles mesurables.

On dit que (Rn,B) est un espace mesurable.

Définition 1.1.10 Soit B une tribu de Rn. Une mesure positive µ sur B est une appli-

cation de B dans R̄+ vérifiant :

1. µ(∅) = 0.

2. Pour toute famille dénombrable (Bi) d’éléments de B deux à deux disjoints on a :

µ

(
∞⋃
1

Bi

)
=
∞∑
1

µ(Bi),

(Rn,B, µ) est un espace mesuré.

Définition 1.1.11 Une fonction F : Rn → R̄ est mesurable si l’image réciproque de tout

intervalle ouvert de R̄ est un ensemble mesurable de R.
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Définition 1.1.12 Soit Ω =]a, b[ tel que (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) un intervalle fini ou infini

de R et 1 ≤ p ≤ +∞.

1. Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(Ω) est l’espace des fonctions réelles f sur Ω telles que

f est mesurable et ∫ b

a

|f(x)|pdx < +∞,

2. Pour p = +∞, l’espace L∞(Ω) est l’espace des fonctions mesurables f bornées presque

partout (p.p) sur Ω.

Théorème 1.1.1 Soit Ω =]a, b[ un intervalle fini ou infini de R.

1. Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace Lp(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
)1/p

,

2. L’espace L∞(Ω) est un espace de Banach muni de la norme :

‖f‖∞ = inf{M ≥ 0 : |f(x)| ≤M p.p sur Ω}.

1.2 Fonctions Mathématiques Utiles

Dans cette section nous donnons les définitions de quelques fonctions spéciales comme

la fonction Gamma et la fonction Bêta, qui seront utilisées dans les autres chapitres. Ces

fonctions jouent un rôle très important dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de factoriel à tous

les nombres réels. Elle est définie par une intégrale impropre.

Définition 1.2.1 .[3]

Pour x ∈ R tel que x > 0 la fonction Gamma est définie par l’intégrale suivante :

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt. (1.2.1)
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Propriétés de la fonction Gamma

Quelques propriétés de la fonction Gamma sont données par le théorème suivant :

Théorème 1.2.1 La fonction Gamma verifie les propriétés suivantes :

1. Γ(0+)= +∞.

2. Γ(x+ 1)= x Γ(x), x > 0.

3. Γ(x)= (x− 1)! , ∀x ∈ N.

Comme conséquence de cette propriété, on a :

Γ(x+ 1) = x!, ∀x ∈ N.

Cas particuliers

Γ(1) =

∫ +∞

0

e−xx1−1dx = 1.

Γ(
1

2
) =
√
π.

Γ(n+
1

2
) =

(2n)!

22nn!

√
π.

Exemple 1 :

1) Pour x =
1

2
on a par définition :

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

e−tt−
1
2dt,

posons

t = u2
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donc

dt = 2udu

alors :

Γ(
1

2
) =

∫ +∞

0

1

u
e−u

2

2udu

= 2

∫ +∞

0

e−u
2

du

L’intégrale de Gauss est donnée par :∫ +∞

0

e−u
2

du =
1

2

√
π

d’où

Γ(
1

2
) =
√
π

2) Pour x = 0+ on a d’aprés les propriétés :

Γ(n) =
Γ(n+ 1)

n

alors

Γ(0+) =
Γ(1)

0+

=
0!

0+

= +∞

1.2.2 Fonction Bêta

Définition 1.2.2 .[3]

Pour x, y ∈ R tels que x > 0 et y > 0, la fonction Bêta est définie par :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt (1.2.2)
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Remarque 1 : La relation entre la fonction Gamma d’Euler et Bêta d’Euler est donnée

par :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, (x > 0, y > 0) (1.2.3)

Preuve :

Pour x, y ∈ R tels que x > 0 et y > 0, on a :

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

∫ +∞

0

ux−1vy−1e−ue−vdudv

=

∫ +∞

0

ux−1
(∫ +∞

0

vy−1e−(u+v)dv

)
du

posons

t = u+ v

donc

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

ux−1du

∫ +∞

0

(t− u)y−1e−tdt

=

∫ +∞

0

e−tdt

∫ u

0

(t− u)y−1ux−1du

posons

k =
u

t

alors

Γ(x)Γ(y) =

∫ +∞

0

e−tdt

(∫ 1

0

(kt)x−1(t− kt)y−1tdk
)

=

∫ +∞

0

e−tdt
(
(t)x+y−1B(x, y)

)
=

∫ +∞

0

e−t(t)x+y−1dtB(x, y)

= Γ(x, y)B(x, y)

donc :

B(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
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1.3 Quelques théorèmes du point fixe

1.3.1 La contraction de Banach

Théorème 1.3.1 (Banach)[7]. Soit E un espace de Banach muni de la norme ‖ · ‖E, et

A : E → E un opérateur contractante c-à-d :

∃ 0 ≤ k < 1 : ‖Ax− Ay‖E ≤ k ‖x− y‖E , ∀x, y ∈ E (1.3.1)

Alors, A admet un point fixe unique ie :

∃!u ∈ E tel que Au = u

1.3.2 Le théorème du point fixe de Schauder

Le théorème du point fixe suivant détermine seulement l’existence d’un point fixe.

Théorème 1.3.2 (Schauder)[4]. Soit (X, d) un espace métrique complet, soit C une partie

convexe et fermée de X, et soit T : C → C une application telle que l’ensemble {Tu : u ∈ C}

est relativement compact dans X. Alors, T possède au moins un point fixe.

1.3.3 Le théorème du point fixe de Schaefer

Théorème 1.3.3 (Schaefer)[2, 6]. Soit F : C(J,E) → C(J,E) un opérateur continue. Si

l’ensemble

E(F ) = {x ∈ C(J,E) : x = λF (x), pour un certain λ ∈ [0, 1]} ,

est bornée. Alors, F possède au moins un point fixe.
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1.3.4 Le théorème du point fixe de Ascoli-Arzelà

Théorème 1.3.4 (Ascoli-Arzelà)[6]. Soit M un sous ensemble de C(J,E), M est relative-

ment compact dans C(J,E) si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble M est uniformement borné, i.e : il existe k > 0 tel que :

‖f(x)‖ ≤ k, pour tout x ∈ J et tout f ∈M ;

2. L’ensemble M est équicontinu, i.e :

∀ε > 0,∃η > 0, ∀x1, x2 ∈ J : ‖x1 − x2‖ < η ⇒ ‖f(x1)− f(x2)‖ < ε,∀f ∈M.

3. Pour tout x ∈ J l’ensemble {f(x), f ∈M} ⊂ E est relativement compact.



2
Calcul Fractionnaire

Dans ce chapitre nous intéressons au calcul intégral fractionnaire et dérivation fraction-

naire. On s’intéresse aux deux méthodes de dérivation les plus utilisées : la méthode de

Riemann-Liouville et la méthode de Caputo.

2.1 Formule de Drichlet

Soient f(x, y) une fonction continue et α, β deux réels positifs. La formule de Drichlet

est : ∫ t

0

(t− x)α−1dx

∫ x

0

(x− y)β−1f(x, y)dy =

∫ t

0

dy

∫ t

y

(t− x)α−1(x− y)β−1f(x, y)dx.

Si on prend

f(x, y) = g(x)h(y),

et

g ≡ 1

Alors : ∫ t

0

(t− x)α−1dx

∫ x

0

(x− y)β−1h(y)dy = B(α, β)

∫ t

0

(t− y)α+β−1h(y)dy

où B est la fonction Bèta.

10
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2.2 Intégration Fractionnaire

Dans cette section, on va définir l’intégral d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville.

2.2.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a,b]

Définition 2.2.1 Soit f : [a, b] → R une fonction continue. La primitive de f est donnée

par :

I(1)f(t) =

∫ t

a

f(s)ds (2.2.1)

Proposition 2.2.1 Soit f : [a, b] → R une fonction continue. La primitive d’ordre n de f

est donnée par :

I(n)f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)(n−1)f(s)ds (2.2.2)

Preuve :

En effet, les primitives d’ordre supérieur sont données par :

I(2)f(t) =

∫ t

a

(I(1)f(s))ds

=

∫ t

a

ds

∫ s

a

f(u)du

=

∫ t

a

(∫ s

a

f(u)du

)
ds

D’aprés la formule de Drichlet on a :

I(2)f(t) =

∫ t

a

(∫ t

u

f(u)du

)
ds

=

∫ t

a

f(u)

(∫ t

u

ds

)
du
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alors

I(2)f(t) =

∫ t

a

(t− u)f(u)du

De mème pour n = 3 :

I(3)f(t) =

∫ t

a

(I(2)f(s))ds

=
1

2

∫ t

a

(t− u)2f(u)du

et

I(4)f(t) =

∫ t

a

(I(3)f(s))ds

=
1

2

1

3

∫ t

a

(t− u)3f(u)du

Par récurrence on trouve :

I(n)f(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− u)n−1f(u)du

2.2.2 L’intégrale de Riemann-Liouville

Définition 2.2.2 Soit α un réel positive, et f : [a, b]→ R une fonction continue. on appelle

l’intégrale de Riemann-Liouville d’ordre α de f l’intégrale suivant :

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)(α−1)f(t)dt (2.2.3)

où Γ est la fonction Gamma.

Proposition 2.2.2 Pour toute fonction continue f , on a :

1. Iα(Iβf(x)) = I(α+β)f(x), (α, β > 0).

2.
d

dx
(Iαf(x)) = Iα−1f(x), (α > 1).

Preuve :
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1.

Iα(Iβf(x)) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(Iβf(t))dt

=
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1
(

1

Γ(β)

∫ t

a

(t− s)β−1f(s)ds

)
dt

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− t)α−1dt
∫ t

a

(t− s)β−1ds

D’aprés la formule de Drichlet, on a :

Iα(Iβf(x)) =
B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− s)α+β−1f(s)ds

=
1

Γ(α + β)

∫ x

a

(x− s)α+β−1f(s)ds

= I(α+β)f(x).

2.3 Dérivée de l’intégrale fractionnaire et l’intégrale frac-

tionnaire de dérivée

Théorème 2.3.1 Soit α > 0, et f une fonction continue sur J = [a, b]. Si Df est continue

alors pour tout x > 0 on a :

D[Iαf(x)] = Iα[Df(x)] +
f(0)

Γ(α)
xα−1 (2.3.1)

Preuve :

Par définition on a :

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)(α−1)f(t)dt.

En faisant le changement de variable :

t = x− sλ
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avec

λ =
1

α

et

dt = −λsλ−1ds

alors on obtient :

Iαf(x) =
1

Γ(α)

∫ 0

xα
(sλ)α−1f(x− sλ)(−λxλ−1)ds

ce qui se simplifie :

Iαf(x) =
1

Γ(α + 1)

∫ xα

0

f(x− sλ)ds.

En utilisant la règle d’intégration de Leibniz

d

dt

[∫ b(t)

0

f(t, x)dx

]
= f(t, b(t))b′(t) +

∫ b(t)

0

d

dt
f(t, x)dx

on a alors :

D[Iαf(x)] =
1

Γ(α + 1)

[
f(0)αxα−1 +

∫ xα

0

d

dx
(x− sλ)ds

]
.

Maintenant, si on inverse le changement de variable c-à-d :

t = x− sλ

donc

ds = −1

λ
s1−λdt

on obtiet :

D(Iαf(x)) =
f(0)

αΓ(α)
αxα−1 +

1

αΓ(α)

∫ 0

x

d

dx
f(t)

(
−1

λ
s1−λ

)
dt

En conclusion depuis λ = 1
α
et s = (x− t) 1

λ l’équation précédente simplifie à

D[Iαf(x)] =
f(0)

Γ(α)
xα−1 +

1

Γ(α)

∫ x

0

(x− t)α−1 d
dx
f(t)dt

ce qui implique que :

D[Iαf(x)] = Iα[Df(x)] +
f(0)

Γ(α)
xα−1.
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2.4 Dérivation Fractionnaire

2.4.1 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.4.1 Soit α > 0 avec n − 1 ≤ α < n, (n ∈ N∗). La dérivée d’ordre α au sens

de Riemann-Liouville d’une fonction f est définie par :

RLDαf(x) = RLDn(I(n−α)f(x))

=
1

Γ(n− α)
(
d

dx
)n
∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt

si on suppose que :

β = n− α, avec 0 < β < 1.

on a alors
RLDαf(x) = RLDn(Iβf(x)).

Notation : On note l’opérateur Dn, n ∈ N différentiation de l’opérateur d’ordre entier

c-à-d :

Dn =
dn

dtn
.

Remarque 2 La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est non commultative

c-à-d :
RLDmDαf(t) = RLDm+αf(t) 6= RLDαDmf(t).

Théorème 2.4.1 .[1, 5]. Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

Riemann-Liouville existent, pour λ et µ ∈ R, alors : RLDα(λf + µg) existe, et on a :

RLDα(λf + µg)(t) = λRLDαf(t) + µRLDαg(t).
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Preuve :

RLDα(λf + µg)(t) := DnIn−α(λf + µg)(t)

= Dn(λIn−αf(t) + µIn−αg(t))

= λDnIn−αf(t) + µDnIn−αg(t)

= λRLDαf(t) + µRLDαg(t).

2.4.2 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Bien que la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville a joué un rôle im-

portant dans le développement de calcul fractionnaire, à cause de ses applications dans

les mathématiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens de

Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle et que les conditions initiales du problème

de Cauchy sont exprimées par des dérivées d’ordre fractionnaire, Caputo propose une autre

approche où la dérivée de la constante est nulle et que les conditions initiales exprimées

comme dans le cas classique par des dérivées d’ordre entier.

Définition 2.4.2 Soit α > 0 avec n − 1 < α < n, (n ∈ N∗) et f une fonction telle que :
dn

dtn
f ∈ L1([a, b]).

La dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo est définie par :

cDαf(t) =
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ = In−α
dn

dtn
f(t). (2.4.1)
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Exemples :

1) La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle.

2) La dérivée de f(t) = (t− a)β au sens de Caputo.

Soit n un entier et n− 1 < α < n avec β > n− 1, alors on a :

f (n)(t) =
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−n

où
cDα(t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n− 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)β−ndτ

En effectuant le changement de variable

τ = a+ s(t− a)

on obtient :

cDα(t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1(τ − a)β−ndτ

=
Γ(β + 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)
(t− α)β−α

∫ 1

a

(1− s)n−α−1sβ−nds

=
Γ(β + 1)B(n− α, β − n+ 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)
(t− a)β−α

=
Γ(β + 1)Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)Γ(β − α + 1)
(t− n)β−α

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)
(t− a)β−α
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2.5 Lemmes fondamentaux

Lemme 2.5.1 Soit α > 0, alors l’équation différentielle

cDαh(t) = 0

admet les solutions

h(t) = c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1;

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1.

Preuve :

Supposons que
cDαh(t) = 0,

d’après la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

In−α
(
d

dt

)n
h(t) = 0

c’est à dire
1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− s)n−α−1
(
d

ds

)n
h(s)ds = 0

et puisque
1

Γ(n− α)
6= 0, on a

∫ t

0

(t− s)n−α−1
(
d

dt

)n
h(s)ds = 0

et par suite

tn−α−1 ∗ hn(s) = 0

On applique la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo

L(cDαh(t))(p) = L(0)(p) = 0

on obtient

pnH(p)−
n∑
k=1

pn−khk−1(0) = 0

avec H(p) = L(h)(p), donc

H(p) =
n∑
k=1

p−khk−1(0)
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appliquant maintenant la tranformée inverse de Laplace :

L−1(H(p))(t) = L−1
(

n∑
k=1

p−khk−1(0)

)
(t)

il s’ensuit que

h(t) =
n∑
k=1

hk−1(0)L−1(p−k)(t)

=
n∑
k=1

hk−1(0)
tk−1

Γ(k)
,

en faisant le changement de variable i = k − 1 on trouve

h(t) =
n−1∑
i=0

hi(0)

i!
ti

pour ci =
hi(0)

i!
on a

h(t) =
n−1∑
i=0

cit
i.

supposant maintenant que

h(t) =
n−1∑
i=0

cit
i

on applique l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux membres de

l’égalité

cDαh(t) = cDα

(
n−1∑
i=0

cit
i

)

=
n−1∑
i=0

ci
cDαti

=
n−1∑
i=0

ciI
n−α

(
d

dt

)n
ti

puisque (0 ≤ i ≤ n− 1 < n) on a
cDαh(t) = 0.
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Lemme 2.5.2 Soit α > 0, alors

Iα cDαh(t) = h(t) + c0 + c1t+ c2t
2 + ...+ cn−1t

n−1

pour ci ∈ R, i = 0, 1, 2, ..., n− 1, n = [α] + 1

Preuve :

On a par la définition de la dérivée fractionnaire de Caputo

cDαh(t) = In−αh(n)(t),

On applique l’opérateur de l’intégrale fractionnaire aux deux membres de l’égalité

Iα cDαh(t) = IαIn−αh(n)(t)

= In RLDnh(t)

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
lim
n→0

(
d

dt

)n−j
In−nh(t)

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)

((
d

dt

)n−j
h(t)

)
h(0)

= h(t)−
n∑
j=1

tn−j

Γ(n− j + 1)
hn−j(0)

par le changement de variable k = n− j on obtient :

Iα cDαh(t) = h(t)−
n−1∑
k=0

h(k)(0)tk

k!

= h(t)−
n−1∑
k=0

c
′

kt
k

k!

= h(t) +
n−1∑
k=0

ckt
k

k!



3
Problème aux limites pour une équation différentielle

d’ordre fractionnaire cas où 0 < α < 1.

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence de solution d’un problème aux limites pour

une équation différentielle d’ordre fractionnaire.

Soit :  cDαy(t) = f(t, y(t)), 0 < α < 1, t ∈ J = [0, T ]

ay(0) + by(T ) = c.
(3.1.1)

Où cDα est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α, f : J × R → R une

application lipschitzienne, et a, b, c sont des réelles avec a+ b 6= 0.

3.2 Existence et unicité de la solution

Lemme 3.2.1 Soient 0 < α < 1 et h : [0, T ] → R une fonction continue. Une fonction y

est une solution de l’équation intégrale fractionnaire

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
]

(3.2.1)

si et seulement si y et la solution du problème aux limites pour l’équation différentielle

fractionnaire  cDαy(t) = h(t), 0 < α < 1, t ∈ J

ay(0) + by(T ) = c.
(3.2.2)

.

21
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Preuve :

Supposons que y est solution de (3.2.1), c’est à dire :

y(t) = Iαh(t)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

D’une part on a :

cDαy(t) = cDα

Iαh(t)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]︸ ︷︷ ︸

K


= cDαIαh(t)− cDα(K)

= cDαIαh(t)

et d’après les propriétés du calcul fractionnaire on a :

cDαIαh(t) = h(t)

et
cDα(K) = 0

Ce qui montre :
cDαy(t) = h(t)

D’autre part on a : 
y(0) = Iαh(0)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

y(T ) = Iαh(T )− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

Alors

ay(0) + by(T ) = a

[
Iαh(0)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

]
+ b

[
Iαh(T )− 1

a+ b
[bIαh(T )− c]

]
=

ac

a+ b
− ab

a+ b
[Iαh(T )] +

ab

a+ b
[Iαh(T )] +

bc

a+ b

=
ac

a+ b
+

ab

a+ b

= c
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Ce qui montre :

ay(0) + by(T ) = c

Inversement supposons que y est solution de problème : cDαy(t) = h(t), t ∈ J

ay(0) + by(T ) = c.

D’après le lemme 2.5.2 on a :

IαDαy(t) = y(t) + c0

donc

y(t) = Iαh(t)− c0

De plus on a :  y(0) = Iαh(0)− c0
y(T ) = Iαh(T )− c0

et on sait que :

Iαh(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds.

Donc

ay(0) + by(T ) = c⇔ a(−c0) + b

[
1

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c0
]

= c

⇔ c0 =
1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds− c
]

⇔ c0 =
1

a+ b
[bIαh(T )− c] .

Alors,

y(t) = Iαh(t)− 1

a+ b
[bIαh(T )− c] .

Maintenant, on va établir l’existence et l’unicité de la solution pour le problème (3.1.1)

Lemme 3.2.2 (Lemme de Gronwall).[8]

Soit y0 > 0. Si y ∈ C(J,R) est une solution de l’inéquation intégrale

0 ≤ y(t) ≤ y0 +K

∫ t

0

y(s)ds, ∀0 ≤ t ≤ T.

Alors y(t) ≤ y0e
Kt, ∀0 ≤ t ≤ T.
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Lemme 3.2.3 (Gronwall-inégalité avec opérateur intégral singulier de type mixte)

Soit y ∈ C(J,R) satisfait l’inégalité suivante :

|y(t)| ≤ a+ b

∫ t

0

(t− s)α−1|y(s)|λds+ c

∫ T

0

(T − s)α−1|y(s)|λds. (3.2.3)

où α ∈]0, 1[, λ ∈ [0, 1− 1
p
] pour un certain 1 < p < 1

1−α , a,b,c sont des constantes positives.

Alors il existe M∗ > 0 tel que

|y(t)| ≤M∗.

Preuve

Soit M = (b+ c)

[
T p(α−1)+1

p(α− 1) + 1

] 1
p

> 0, et

x(t) =

 1 si |y(t)| ≤ 1,

y(t) si |y(t)| > 1.

|y(t)| ≤ |x(t)| ≤ 1 + a+ b

∫ t

0

(t− s)α−1|x(s)|λds+ c

∫ T

0

(T − s)α−1|x(s)|λds

≤ (a+ 1) + b

(∫ t

0

(t− s)p(α−1)ds
) 1

p
(∫ t

0

|x(s)|
λp
p−1ds

) p−1
p

+

+ c

(∫ T

0

(T − s)p(α−1)ds
) 1

p
(∫ T

0

|x(s)|
λp
p−1ds

) p−1
p

≤ (a+ 1) + b

[
T p(α−1)+1

p(α− 1) + 1

] 1
p
∫ t

0

|x(s)|
λp
p−1ds+

+ c

[
T p(α−1)+1

p(α− 1) + 1

] 1
p
∫ T

0

|x(s)|
λp
p−1ds

≤ (a+ 1) + (b+ c)

[
T p(α−1)+1

p(α− 1) + 1

] 1
p
∫ T

0

|x(s)|
λp
p−1ds

= (a+ 1) +M

∫ T

0

|x(s)|
λp
p−1ds

≤ (a+ 1) +M

∫ T

0

|x(s)|ds.

D’après le lemme de Gronwall 3.2.2 on a

|y(t)| ≤ |x(t)| ≤ (a+ 1)eMT := M∗.
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Résultats principals

Supposons que :

• (H1) La fonction f : J × R→ R est Lebesgue mesurable par rapport à t sur J.

• (H2) Il existe une constante α1 ∈ [0, α[, et une fonction à valeurs réellesm(t) ∈ L
1
α1 (J,R+)

telle que

|f(t, u1)− f(t, u2)| ≤ m(t)|u1 − u2|, pour chaque t ∈ J, et tout u1, u2 ∈ R.

• (H3) Il existe une constante α2 ∈ [0, α[, et une fonction à valeurs réelles h(t) ∈ L
1
α2 (J,R+)

telle que

|f(t, y)| ≤ h(t), pour chaque t ∈ J, et tout y ∈ R.

on pose ‖m‖
L

1
α1 (J,R+)

= M , ‖h‖
L

1
α2 (J,R+)

= H.

On va donner un premier résultat concernant l’unicité de la solution du problème (3.1.1),

en utilisant le théorème de constraction de Banach.

Théorème 3.2.1 Supposons que (H1)-(H3) sont satisfaites. Si

Ωα,α1,T (t) =
M

Γ(α)(α−α1

1−α1
)1−α1

(
tα−α1 +

|b|Tα−α1

|a+ b|

)
≤ k < 1 pour tout t ∈ J, (3.2.4)

alors le problème (3.1.1) admet une solution unique.

Preuve

Pour chaque t ∈ J , on a∫ t

0

|(t− s)α−1f(s, y(s))|ds ≤
(∫ t

0

(t− s)
α−1
1−α2 ds

)1−α2
(∫ t

0

(h(s))
1
α2 ds

)α2

≤
(∫ t

0

(t− s)
α−1
1−α2 ds

)1−α2
(∫ T

0

(h(s))
1
α2 ds

)α2

≤ Tα−α2H

(α−α2

1−α2
)1−α2

.

Donc |(t− s)α−1f(s, y(s))| est Lebesgue intégrable par rapport à s ∈ [0, t], pour tout t ∈ J

et y ∈ C(J,R).
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Par conséquent, le problème (3.1.1) est équivalent à l’équation intégrale fractionnaire sui-

vante :

y(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds−

− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c
]
, t ∈ J.

Soit
Tα−α2H

Γ(α)(α−α2

1−α2
)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

≤ r.

Maintenant, on va définir l’opérateur F sur Br := {y ∈ C(J,R) : ‖y‖∞ ≤ r} comme suit

(Fy)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds− 1

a+ b

[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c
]
, t ∈ J.

(3.2.5)

Il est clair que les points fixes de F sur Br sont les solutions du problème (3.1.1). On va

utiliser le théorème de contraction de Banach pour montrer que F admet un point fixe. La

preuve est dévisée en deux étapes.

Etape 1 : Fy ∈ Br pour tout y ∈ Br.

On a F est bien définie, en effet : si y ∈ C(J,R) alors Fy ∈ C(J,R).

|(Fy)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds+

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+
|c|
|a+ b|

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1h(s)ds+

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1h(s)ds+
|c|
|a+ b|

≤ 1

Γ(α)

(∫ t

0

(t− s)
α−1
1−α2 ds

)1−α2
(∫ t

0

(h(s))
1
α2 ds

)α2

+

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

(∫ T

0

(T − s)
α−1
1−α2 ds

)1−α2 (∫ t

0

(h(s))
1
α2 ds

)α2

+
|c|
|a+ b|

≤ Tα−α2H

Γ(α)(α−α2

1−α2
)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

≤ r,

alors ‖Fy‖∞ ≤ r, donc on peut conclure que Fy ∈ Br pour tout y ∈ Br,

c’est-à-dire : Fy : Br → Br est bien définie.
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Etape 2 : F est une contraction sur Br.

Pour x, y ∈ Br et pour tout t ∈ J , on a :

|(Fx)(t)− (Fy)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds+

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, x(s))− f(s, y(s))|ds

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1m(s)|x(s)− y(s)|ds+

+
|b|

Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1m(s)|x(s)− y(s)|ds

≤ ‖x− y‖∞
Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1m(s)ds+
|b|‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1m(s)ds

≤ ‖x− y‖∞
Γ(α)

(∫ t

0

(t− s)
α−1
1−α1 ds

)1−α1
(∫ t

0

(m(s))
1
α1 ds

)α1

+

+
|b|‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b|

(∫ T

0

(T − s)
α−1
1−α1 ds

)1−α1 (∫ T

0

(m(s))
1
α1 ds

)α1

≤ ‖x− y‖∞
Γ(α)

tα−α1

(α−α1

1−α1
)
‖m‖

L
1
α1 (J,R)

+
|b|‖x− y‖∞
Γ(α)|a+ b|

Tα−α1

(α−α1

1−α1
)
‖m‖

L
1
α1 (J,R)

≤

[
M

Γ(α)(α−α1

1−α1
)1−α1

(
tα−α1 +

|b|Tα−α1

|a+ b|

)]
‖x− y‖∞

On obtient

‖Fx− Fy‖∞ ≤ Ωα,α1,T (t)‖x− y‖∞.

D’après le théorème (3.2.1) en peut déduire que F est une constraction, et d’après le théo-

rème de contraction de Banach F admet un seul point fixe qui est une solution du problème

(3.1.1).

Notre deuxième résultat pour le problème (3.1.1) est basé sur le théorème du point fixe

de Schaefer.

Théorème 3.2.2 Supposons que :

• (H4) La fonction f : J × R→ R est continue.

• (H5) Il existe une constante λ ∈ [0, 1− 1
p
] pour 1 < p < 1

1−α et N > 0 tel que :

|f(t, u)| ≤ N(1 + |u|λ) pour chaque t ∈ J, et tout u ∈ R.
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alors, le problème (3.1.1) admet au moins une solution sur J.

Preuve :

On va transformer le problème (3.1.1) en un problème de point fixe, et on va déterminer

ces points fixes qui sont les solutions du problème (3.1.1). Consédirons l’opérateur F :

C(J,R)→ C(J,R) défini comme (3.2.5). La démonstration se fait en plusieurs étapes.

Etape 1 : F est continue.

Soit {yn} une suite tel que yn → y dans C(J,R). Alors pour tout t ∈ J on a :

|(Fyn)(t)− (Fy)(t)| ≤

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds+

+
|b|

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds ≤

≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1 sup
t∈J
|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds+

+
|b|

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1 sup
t∈J
|f(s, yn(s))− f(s, y(s))|ds ≤

≤ ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞
Γ(α)

[∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|
|a+ b|

∫ T

0

(T − s)α−1
]
≤

≤ ‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞
Γ(α + 1)

(
tα +

|b|
|a+ b|

Tα
)

et comme t ∈ [0, T ], alors :

|(Fyn)(t)− (Fy)(t)| ≤ Tα

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞.

puisque f est continue, on a

‖Fyn − Fy‖∞ ≤
Tα

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
‖f(., yn(.))− f(., y(.))‖∞ → 0 lorsque n→∞.

Etape 2 : L’image de tout ensemble borné par F est un ensemble borné dans C(J,R).

En effet, il suffit de montrer que pour tout η∗ > 0, il existe ` > 0 de telle sorte que pour

chaque y ∈ Bη∗ = {y ∈ C(J,R) : ‖y‖∞ ≤ η∗} on a ‖F‖∞ ≤ `.
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Pour tout t ∈ J , on a

|(Fy)(t)| ≤ 1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|f(s, y(s))|ds+

+
|b|

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|f(s, y(s))|ds+
|c|
|a+ b|

≤ N

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1(1 + |y(s)|λ)ds+

+
|b|N

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1(1 + |y(s)|λ)ds+
|c|
|a+ b|

≤ N

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1ds+
|b|N

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1ds+
|c|
|a+ b|

+

+
N

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|y(s)|λds+

+
|b|N

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|y(s)|λds

≤ NTα

Γ(α + 1)
+

|b|NTα

|a+ b|Γ(α + 1)
+
|c|
|a+ b|

+

+
N

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|y(s)|λds+

+
|b|N

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|y(s)|λds

≤ NTα

Γ(α + 1)
+

|b|NTα

|a+ b|Γ(α + 1)
+
|c|
|a+ b|

+
NTα(η∗)λ

Γ(α + 1)
+
|b|NTα(η∗)λ

|a+ b|Γ(α + 1)

ce qui imlique que

‖Fy‖∞ ≤
NTα

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
+
|c|
|a+ b|

+
NTα(η∗)λ

Γ(α + 1)

(
1 +

|b|
|a+ b|

)
:= `
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Etape 3 : L’image de tout borné par F est un ensemble équicontinu de C(J,R).

Soit 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T , y ∈ Bη∗ . En utilisant (H5), on a

|(Fy)(t2)− (Fy)(t1)| =

=

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t2

0

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds− 1

Γ(α)

∫ t1

0

(t1 − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]f(s, y(s))ds

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]|f(s, y(s))|ds+

+
1

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1|f(s, y(s))|ds

≤ N

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1](1 + |y(s)|λ)ds+

+
N

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1(1 + |y(s)λ)ds

≤ N(1 + (η∗)λ)

Γ(α)

∫ t1

0

[(t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1]ds+
N(1 + (η∗)λ)

Γ(α)

∫ t2

t1

(t2 − s)α−1ds

≤ N(1 + (η∗)λ)

Γ(α + 1)
(|tα1 − tα2 |+ 2(t2 − tα1 ))

≤ 3N(1 + (η∗)λ)(t2 − t1)α

Γ(α + 1)
.

quand t2 → t1, le membre droit de l’inégalité ci-dessus tend vers zéro, d’où la continuité de

F. D’après l’étapes 2 et 3 et le théorème d’Arzelá-Ascoli F (Bη∗) est relativement compact

pour tout borné Bη∗ , c’est à dire F est complètement continue, et d’après l’étape 1, F est

continue. Par conséquent F : C(J,R)→ C(J,R) est continue et complètement continue.

Etape 4 :

Maintenant, il reste à montrer que l’ensemble

E(F ) = {x ∈ C(J,E) : x = λF (x), pour un certain λ ∈ [0, 1]}

est bornée.
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Soit y ∈ E(F ), alors y = λF (y) pour λ ∈ [0, 1]. Donc, pour chaque t ∈ J , on a

y(t) = λ

(
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1f(s, y(s))ds−

− 1

a+ b
[
b

Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1f(s, y(s))ds− c]
)

Pour tout t ∈ J , on a

|y(t)| ≤ λNTα

Γ(α + 1)
+

λ|b|NTα

|a+ b|Γ(α + 1)
+

λ|c|
|a+ b|

+

+
λN

Γ(α)

∫ t

0

(t− s)α−1|y(s)|λds+
λ|b|N

|a+ b|Γ(α)

∫ T

0

(T − s)α−1|y(s)|λds.

D’après le lemme (3.2.3), il exist M∗ > 0 tel que

|y(t)| ≤M∗, t ∈ J.

Ainsi pour tout t ∈ J , on a

‖y‖∞ ≤M∗.

Cela montre que E(F) est borné. Par conséquent, d’après le théorème du point fixe de

Schaefer, on déduit que F admet au moins un point fixe qui est une solution du problème

(3.1.1).

3.3 Exemple

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer l’utilité de nos principaux

resultats.

Considérons le problème aux limites fractionnaire suivant :

cDαy(t) =
e−4t|y(t)|

(9 + et)(1 + |y(t)|)
, t ∈ J = [0, 1], α ∈]0, 1[, (3.3.1)

y(0) + y(1) = 0. (3.3.2)

avec a=b=T=1.

Posons

f(t, x) =
e−4tx

(9 + et)(1 + x)
, (t, x) ∈ J × R+
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Soit x1, x2 ∈ R+ et t ∈ J . Alors on a

|f(t, x1)− f(t, x2)| =
e−4t

(9 + et)

∣∣∣∣ x1
(1 + x1)

− x2
(1 + x2)

∣∣∣∣
=

e−4t |x1 − x2|
(9 + et)(1 + x1)(1 + x2)

≤ e−4t

(9 + et)
|x1 − x2|

≤ e−4t

10
|x1 − x2| .

Evidemment, pour tout x ∈ R+ et pour chaque t ∈ J ,

|f(t, x)| = e−4t

(9 + et)

∣∣∣∣ x

1 + x

∣∣∣∣ ≤ e−4t

(9 + et)
≤ e−4t

10
.

Pour t ∈ J , β ∈]0, α[, soit m(t) = h(t) =
e−4t

10
∈ L

1
β (J,R+), M =

∥∥∥∥e−4t10

∥∥∥∥
L

1
β (J,R+)

.

En choisissant β ∈]0, α[ approprié, on peut arriver à l’inégalité suivante

Ωα,β,T (t) =
M

Γ(α)(α−β
1−β )(1−β)

× 3

2
< 1

Ainsi toutes les hypothèses du théorème (3.2.1) sont satisfaites, nos résultats peuvent ètre

appliqués au problème (3.1.1).
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté l’existence et l’unicité de solution du problème pour une

équation différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Caputo.

Ce résultat a été obtenu par l’application du théorie de point fixe, en particulier on a utilisé

le théorème de point fixe de Banach et Schaefer.
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